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1
Θεµελίωση της κβαντοµηχανικής

1.1 Γραµµικοί διανυσµατικοί χώροι

΄Οπως έχουµε µάθει στο εισαγωγικό µάθηµα Κβαντοµηχανικής στο προηγούµενο εξάµηνο, κάθε ϕυσικό σύστη-
µα στο µικρόκοσµο περιγράφεται από µια µιγαδική συνάρτηση. Η συνάρτηση αυτή έχει όλη την πληροφορία
για το ϕυσικό σύστηµα και συνηθίζουµε να τη λέµε «κυµατοσυνάρτηση» του συστήµατος. Η κυµατοσυνάρτηση
περιγράφει πλήρως την κατάσταση του ϕυσικού συστήµατος. Ακόµη, είδαµε ότι εάν δύο µιγαδικές συναρτή-
σεις Φ1, Φ2 είναι δυνατές καταστάσεις του συστήµατος, τότε και κάθε γραµµικός συνδυασµός τους είναι µια
δυνατή κατάσταση του συστήµατος.
Τα µετρήσιµα ϕυσικά µεγέθη εκπροσωπούνται στην Κβαντοµηχανική από µαθηµατικές εκφράσεις, τους τελε-
στές. Οι τελεστές αυτοί έχουν σα ϐασική ιδιότητά τους τη γραµµικότητα.
Ξεκινάµε λοιπόν µε τους γραµµικούς διανυσµατικούς χώρους.

1.1.1 Ευκλείδειος τριδιάστατος χώρος, Υπόδειγµα ενός Γραµµικού ∆ιανυσµατικού
χώρου

Ιδιότητες:

(α) Εάν τα διανύσµατα a και b ανήκουν στον τριδιάστατο ευκλείδειο γραµµικό χώρο S, τότε και το άθροισµά
τους a + b είναι διάνυσµα του χώρου S.

Γενικότερα κάθε γραµµικός συνδυασµός c1a + c2b είναι διάνυσµα του χώρου S, όπου c1, c2 αυθαίρετοι
σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί.

(ϐ) Κάθε διάνυσµα a γράφεται στον τριδιάστατο γραµµικό χώρο σαν γραµµικός συνδυασµός τριών µοναδιαί-
ων διανυσµάτων ê1, ê2 και ê3, που λέµε ότι αποτελούν τη ϐάση του χώρου:

a = a1ê1 + a2ê2 + a3ê3

Τα τρία αυτά µοναδιαία διανύσµατα τα επιλέγουµε έτσι ώστε να είναι µεταξύ τους κάθετα.

(γ) Το µέτρο του διανύσµατος a δίνεται στον ευκλείδειο γραµµικό χώρο από τη σχέση:

|a| =
(
a2

1 + a2
2 + a2

3

)1/2
(δ) Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι ένας πραγµατικός αριθµός και δίνεται από τη σχέση

a · b = |a| |b| cos θ

όπου θ είναι η γωνία µεταξύ των δύο διανυσµάτων.

Για θ = π/2⇒ a · b = 0⇒ ορθογώνια διανύσµατα



2 Θεµελίωση της κβαντοµηχανικής

(ε) ∆ιανύσµατα ϐάσης êk
êiêj = δij

όπου δij το σύµβολο του Kronecker

δij =

{
0, = για i 6= j
1, = για i = j

Τα êk είναι ορθοκανονικά διανύσµατα. Για δύο διανύσµατα a = a1ê1+a2ê2+a3ê3, b = b1ê1+b2ê2+b3ê3

ισχύει :
a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορθοκανονικών διανυσµάτων ϐάσης.

Κάθε σύνολο τριών γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων µπορεί να αποτελέσει ϐάση για τον τριδιάστατο
γραµµικό χώρο.

1.1.2 Ο ∆ιανυσµατικός Χώρος των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων κυµατοσυναρτή-
σεων

Υπάρχουν και γραµµικοί χώροι απείρων διαστάσεων. Τα διανύσµατα του Ευκλείδειου χώρου αντικαθίστανται
από µιγαδικές συναρτήσεις Ψn(x) και δίνουν έναν συναρτησιακό χώρο, χώρος Hilbert.
Τις συναρτήσεις ϐάσης αποτελεί κάθε πλήρης οµάδα ορθοκανονικών συναρτήσεων.

Ιδιότητες:

(α) Γραµµικότητα (είναι µια ιδιότητα που επιβάλλεται στο χώρο από τα πειράµατα).

Εάν Φ1(x) και Φ2(x) ανήκουν στο χώρο S, τότε κάθε γραµµικός συνδυασµός

Φ(x) = c1Φ1(x) + c2Φ2(x)

ανήκει επίσης στο χώρο S, µε c1, c2, µιγαδικές σταθερές.

(ϐ) Εσωτερικό γινόµενο

〈Φ1,Φ2〉 =
ορισµός

∫
Φ?1(x)Φ2(x) dx

όπου Φ?1(x) είναι η µιγαδική συζυγής της Φ1(x),

και dx = dx1dx2dx3, εάν οι συναρτήσεις ορίζονται στον τριδιάστατο Ευκλείδειο χώρο R3.

Το εσωτερικό γινόµενο έχει όλες τις καλές ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου:

• 〈Φ1,Φ1〉 ≥ 0,

• 〈Φ1, aΦ2〉 = a〈Φ1,Φ2〉
• 〈Φ1,Φ2 + Φ3〉 = 〈Φ1,Φ2〉+ 〈Φ1,Φ3〉

Οι κυµατοσυναρτήσεις του γραµµικού χώρου είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες, δηλαδή 〈Φ,Φ〉 < ∞.
Εάν 〈Φ1,Φ2〉 = 0 λέµε ότι οι δύο συναρτήσεις είναι ορθογώνιες µεταξύ τους.

(γ) Απεικόνιση του S→ S µέσω µιας µαθηµατικής πράξης, δηλαδή ενός τελεστή Â:

ÂΦ→ Φ′, Φ ∈ S⇒ Φ′ ∈ S

Â = A

(
x,

d

dx
, . . .

)
(δ) Γραµµικότητα των τελεστών της Κβαντοµηχανικής

Â(c1Φ1 + c2Φ2 + c3Φ3) = c1(ÂΦ1) + c2(ÂΦ2) + c3(ÂΦ3)
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1.2 Τελεστές

(1) Πρόσθεση τελεστών που δρουν σε χώρο Hilbert

Ĉ = Â+ B̂, δηλαδή: ĈΦ = (Â+ B̂)Φ = ÂΦ + B̂Φ

(2) Πολλαπλασιασµός Τελεστών
Ĉ = Â · B̂ ⇒ ĈΦ = Â(B̂Φ), ∀Φ ∈ S

(3) Μεταθέτες Τελεστών
D̂ = [Â, B̂]⇒ D̂Φ = Â(B̂Φ)− B̂(ÂΦ)

(γενικά, D̂ 6= 0)
⇒ [Â, B̂] = Â · B̂ − B̂ · Â

Εάν για δύο τελεστές ο µεταθέτης τους είναι µηδέν, λέµε ότι οι δύο τελεστές µετατίθενται.

Παράδειγµα

Â = x, B̂ =
∂

∂x
,

[Â, B̂]Φ = x

(
∂Φ

∂x

)
− ∂

∂x
(xΦ) = −Φ

⇒
[
Â, B̂

]
= −1

Οι τελεστές αυτοί δε µετατίθενται.

(4) Αντίστροφος τελεστής Â−1

Â · Â−1 = Â−1 · Â = 1

(Â · Â−1)Φ = Â(Â−1Φ) = Φ = Â−1(ÂΦ)

(5) Ιδιοσυναρτήσεις και ιδιοτιµές Τελεστή

Λύση της εξίσωσης ÂΦ = aΦ για έναν τελεστή Â.

Το Φ ονοµάζεται Ιδιοσυνάρτηση του Â και το a ονοµάζεται ιδιοτιµή του Â που αντιστοιχεί στην Ιδιο-
συνάρτηση Φ.

Εάν οι Ιδιοτιµές είναι ένα διακριτό σύνολο, τότε το αριθµούµε και το συµβολίζουµε µε an, οπότε

Φn : ÂΦn = anΦn

Εάν ο τελεστής Â είναι ένας διαφορικός τελεστής τότε η εξίσωση των ιδιοτιµών αντιστοιχεί στη λύση
µιας διαφορικής εξίσωσης.

Εάν σε µια ιδιοτιµή a του τελεστή Â αντιστοιχούν δύο ή περισσότερες ιδιοσυναρτήσεις, γραµµικά ανε-
ξάρτητες, οι ιδιοσυναρτήσεις αυτές λέγονται εκφυλισµένες.

Οι συναρτήσεις Φ1,Φ2, . . . ,Φk λέγονται Γραµµικά Ανεξάρτητες εάν, δοθείσης της

β1Φ1 + β2Φ2 + . . .+ βkΦk = 0

ισχύει
β1 = β2 = . . . = βk = 0

(6) Ερµιτιανός Τελεστής Â (ορισµός)∫
Φ?(x)

(
ÂΨ(x)

)
dx =

∫ (
ÂΦ(x)

)?
Ψ(x) dx, ∀Φ,Ψ ∈ S

αλλιώς από το συµβολισµό του εσωτερικού γινοµένου γράφουµε:

〈Φ, ÂΨ〉 = 〈ÂΦ,Ψ〉
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(7) Συζυγής Τελεστής του Â⇒ Â† ∫
Φ?
(
ÂΨ
)

dx =

∫ (
Â†Φ

)?
Ψ dx

〈Φ, ÂΨ〉 = 〈Â†Φ,Ψ〉

Εφαρµογή: Υπολογισµός του (ÂB̂)†.∫
Φ?
(
ÂB̂Ψ

)
dx =

∫ (
Â†Φ

)?
B̂Ψ dx =

∫ (
B̂†Â†Φ

)?
Ψ dx

΄Οµως ισχύει επίσης : ∫
Φ?
(
ÂB̂Ψ

)
dx =

∫ (
(ÂB̂)†Φ

)?
Ψ dx

εποµένως
(ÂB̂)† = B̂†Â†

Εφαρµογή: (A†)† = A∫
Φ?(AΨ)dx =

∫
(A†Φ)?Ψdx =

(∫
(A†Φ)Ψ?dx

)?
=

(∫
Ψ?(A†Φ)dx

)?
=

(∫ (
(A†)†Ψ

)?
Φdx

)?
=

∫
Φ?(A†)†Ψdx, ∀Φ,Ψ

⇒ A = (A†)†

(8) Αυτοσυζυγής Τελεστής είναι αυτός για τον οποίο ισχύει

Â = Â†

Ο αυτοσυζυγής τελεστής είναι και ερµιτιανός.

(9) Γενικά για µια συνάρτηση g(Â) ενός τελεστή Â ισχύει :

Παίρνουµε τη συνάρτηση g(x) και την αναπτύσουµε κατά Taylor γύρω από το µηδέν :

g(x) =

+∞∑
n=0

1

n!
g(n)(0)xn

⇒ g(Â) =

+∞∑
n=0

1

n!
g(n)(0)Ân

Παράδειγµα: Να υπολογιστεί ο τελεστής της µετάθεσης T (α) που ορίζεται από τη σχέση

T (α)Ψ(x) = Ψ(x+ α)

Λύση:

Ψ(x+ α) = Ψ(x) + Ψ′(x)α+
1

2
Ψ′′(x)α2 + . . . =

∞∑
n=0

an

n!

dnΨ(x)

dxn

= eα
d
dxΨ(x) = T (α)Ψ(x)

⇒ T (α) = eα
d
dx µετάθεση κατά α.
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1.2.1 Ιδιότητες των Ερµιτιανών Τελεστών

(α) Το άθροισµα δύο Ερµιτιανών Τελεστών είναι Ερµιτιανός Τελεστής.

(ϐ) Εάν οι δύο Ερµιτιανοί Τελεστές µετατίθενται τότε το γινόµενό τους είναι Ερµιτιανός Τελεστής

(ÂB̂)† = B̂†Â† = B̂Â = ÂB̂

(γ) Οι ιδιοτιµές ενός Ερµιτιανού Τελεστή είναι πραγµατικοί αριθµοί.∫
Φ?nÂΦn dx = an

∫
Φ?nΦn dx

Ακόµη,

∫
Φ?nÂΦn dx =

∫
(ÂΦn)?Φn dx =

∫
(αnΦn)?Φn dx

= α?n

∫
Φ?nΦn dx

⇒ αn = α?n

(δ) Οι ιδιοσυναρτήσεις ενός Ερµιτιανού Τελεστή είναι ορθοκανονικές.∫
Φ?mÂΦn dx = an

∫
Φ?mΦn dx∫

Φ?mÂΦn dx =

∫
(ÂΦm)?Φn dx = α?m

∫
Φ?mΦn dx

αλλά α?m = αm

εποµένως

(αn − αm)

∫
Φ?mΦn dx = 0

Εάν an 6= am έχουµε: ∫
Φ?mΦn dx = 0

Ακόµη η εξίσωση ιδιοτιµών ÂΦ = αΦ είναι γραµµική, άρα µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε τις Φ
κατάλληλα ώστε ∫

Φ?nΦn dx = 1

⇒
∫

Φ?mΦn dx = δmn

(ε) Επαλληλία, πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων για τους ερµιτιανούς τελεστές της Κβαντοµηχανικής.

Στην Κβαντοµηχανική δεχόµαστε ότι :
Σε κάθε µετρήσιµο ϕυσικό µέγεθος A ενός ϕυσικού συστήµατος αντιστοιχούµε έναν Ερµιτιανό Τελεστή.
Οι ιδιοτιµές του τελεστή συµπίπτουν µε όλες τις δυνατές τιµές του A κατά τη µέτρηση.
΄Ολοι οι Ερµιτιανοί Τελεστές που χρησιµοποιούνται στην Κβαντοµηχανική έχουν ένα πλήρες σύστηµα
Ιδιοσυναρτήσεων, δηλαδή ∀Φ ∈ S έχουµε:

Φ =
∑
n

cnΦn,

όπου ÂΦn = αnΦn και
∫

Φ?nΦm dx = δnm.

Υπολογισµός των συντελεστών cn στο ανάπτυγµα της Φ:∫
Φ?nΦ dx =

∑
m

cm

∫
Φ?nΦm dx =

∑
m

cmδmn

επειδή
∑
m cmδnm = cn

⇒ cn =

∫
Φ?nΦ dx
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(στ) Η αναµενόµενη (µέση) τιµή ενός ερµιτιανού τελεστή είναι πάντοτε πραγµατικός αριθµός.

΄Εστω
α =

∫
Φ?(ÂΦ) dx =

∫
(ÂΦ)?Φ dx

α? =

[∫
Φ?(ÂΦ) dx

]?
=

∫
Φ(ÂΦ)? dx = α

Μπορεί να δειχτεί και το αντίστροφο:
Εάν η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Â ως προς κάθε διάνυσµα του S είναι πραγµατικός αριθµός, τότε
ο τελεστής είναι ερµιτιανός.

Απόδειξη. Παίρνουµε δύο συναρτήσεις του S, έστω τις Φ1 και Φ2 και ϕτιάχνουµε την Ψ = Φ1 + αΦ2, µε
α αυθαίρετο αριθµό.

Η αναµενόµενη τιµή της Â ως προς την Ψ είναι ένας πραγµατικός αριθµός, δηλαδή:∫
Ψ?ÂΨ dx =

(∫
Ψ?ÂΨ

)?
=

∫
(ÂΨ)?Ψ dx

⇒
∫

(Φ1 + αΦ2)?Â(Φ1 + αΦ2) dx =

∫
(Φ1 + αΦ2)

[
Â(Φ1 + αΦ2)

]?
dx.∫

Φ?1ÂΦ1 dx+ α

∫
Φ?1ÂΦ2 dx+ α?

∫
Φ?2ÂΦ1 dx+ |α|2

∫
Φ?2ÂΦ2 dx

=

∫
Φ1(ÂΦ1)? dx+ α

∫
Φ2(ÂΦ1)? dx+ α?

∫
Φ1(ÂΦ2)? dx+ |α|2

∫
Φ2(ÂΦ2)? dx

Ισχύει για κάθε α⇒ ∫
Φ?1(ÂΦ2) dx =

∫
(ÂΦ2)?Φ1 dx ∀Φ1,Φ2

Εποµένως ο τελεστής Â είναι ερµιτιανός.

1.2.2 ∆ύο προτάσεις για τη σύνδεση µεταξύ Πειράµατος και Θεωρίας

1. Σε κάθε µετρήσιµο ϕυσικό µέγεθος A(r,p) που είναι συνάρτηση της ϑέσης (r) και της ορµής (p) αντιστοιχεί
ένας Ερµιτιανός Κβαντικός Τελεστής Â(r̂, p̂) που ϕτιάχνεται ϐάζοντας όπου r̂ = r και p̂ = −i~∇.
2. Οι τιµές ενός µετρήσιµου ϕυσικού µεγέθους A(r,p) ισούνται µε τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου τελεστή
Â(r̂, p̂), που υπολογίζονται από την αντίστοιχη εξίσωση ιδιοτιµών

Â(r,−i~∇)Φn(r) = λnΦn(r)

Παράδειγµα 1. ∆είξτε ότι ο τελεστής της ορµής p = −i~∇ είναι ερµιτιανός στο χώρο των κανονι-
κοποιήσιµων συναρτήσεων.

Λύση:

Για να είναι κανονικοποιηµένες οι συναρτήσεις πρέπει να τείνουν στο µηδέν για x→ ±∞

⇒
∫ +∞

−∞
Φ?1(p̂xΦ2) dx = −i~

∫ +∞

−∞
Φ?1

dΦ2

dx
dx

= (−i~)

[∫ +∞

−∞

d

dx
(Φ?1Φ2) dx−

∫ +∞

−∞

(
dΦ?1
dx

Φ2 dx

)]
= (−i~) [Φ?1Φ2]

∣∣∣+∞
−∞

+ (i~)

∫ +∞

−∞

(
dΦ1

dx

)?
Φ2 dx

= µηδέν +

∫ +∞

−∞

(
−i~dΦ1

dx

)?
Φ2 dx

=

∫ +∞

−∞
(p̂xΦ1)?Φ2 dx

Θα χρησιµοποιώ πολλές ϕορές τους τελεστές px, py, pz της ορµής χωρίς το σύµβολο ˆ από επάνω.
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Παράδειγµα 2. Εάν για το δυναµικό (δυναµική ενέργεια) ισχύει V ? = V , τότε ο τελεστής της
Ολικής Ενέργειας, δηλαδή η Χαµιλτονιανή Ĥ του συστήµατος είναι ερµιτιανός τελεστής στο
χώρο των κανονικοποιήσιµων συναρτήσεων.

Ĥ =
p2

2m
+ V̂ (r), p2 = p2

x + p2
y + p2

z

Ας πάρουµε µόνο την px = −i~ d

dx
και V̂ = V (x).

∫ +∞

−∞
Φ?1ĤΦ2 dx =

1

2m

∫ +∞

−∞
Φ?1p

2
xΦ2 dx+

∫ +∞

−∞
Φ?1V (x)Φ2 dx

=
1

2m

∫ +∞

−∞
(pxΦ1)?pxΦ2 dx+

∫ +∞

−∞
(V (x)Φ1)?Φ2 dx

=
1

2m

∫ +∞

−∞
(p2
xΦ1)?Φ2 dx+

∫ +∞

−∞
(V (x)Φ1)?Φ2 dx =

∫ +∞

−∞
(ĤΦ1)?Φ2 dx

΄Οµοια για τα p2
y και p2

z. Ακόµη, p2
xΦ2(x) ≡ px(pxΦ2).

Εάν Φ2 → 0 για x→ ±∞ και το dΦ2/dx→ 0, x→ ±∞.
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1.3 Βασικές Στατιστικές ΄Εννοιες

1.3.1 Μέση τιµή

΄Εχουµε ένα στατιστικό µέγεθοςA που παίρνει διακριτές τιµές a1, a2, . . . , aν . Σε µια σειρά µετρήσεωνN έχουµε
N1 ϕορές το a1, . . . , Nν ϕορές το aν . Η µέση τιµή του A δίνεται από τη σχέση

〈A〉 =
N1a1 + . . .+Nνaν

N
= a1

N1

N
+ . . .+ aν

Nν
N

= a1f1 + . . .+ aνfν =

ν∑
k=1

akfk

όπου fk οι συχνότητες εµφάνισης της k τιµής. Αν το N →∞ τότε fk → Pk, που είναι η πιθανότητα εµφάνισης
της τιµής.

⇒ 〈A〉 = a1P1 + . . .+ aνPν =

ν∑
k=1

akPk

και
ν∑
k=1

Pk = 1

Για µια τυχούσα συνάρτηση G(A) ενός στατιστικού µεγέθους A, οι δυνατές τιµές είναι οι gν = G(aν)

⇒ 〈G(A)〉 =

ν∑
k=1

gkPk =

ν∑
k=1

G(ak)Pk

1.3.2 Συνεχής Κατανοµή, Πυκνότητα Πιθανότητας

Εάν οι τιµές που παίρνει ένα στατιστικό µέγεθος A είναι συνεχείς, τότε ορίζουµε την πιθανότητα να ϐρεθεί η
τιµή του A σε ένα διάστηµα απειροστό γύρω από κάποια τιµή a, δηλαδή στο διάστηµα(

a− da

2
, a+

da

2

)
ίση µε P (a)da

όπου
⇒ P (a) = πυκνότητα πιθανότητας

〈A〉 =

∫ +∞

−∞
aP (a)da

P (a1 < a < a2) =

∫ a2

a1

P (a) da

και ∫ +∞

−∞
P (a) da = 1

Για µια τυχούσα συνάρτηση G(A) του στατιστικού µεγέθους A:

〈G(A)〉 =

∫ +∞

−∞
G(a)P (a) da

1.3.3 ∆ιασπορά (∆A)2 και Τυπική Απόκλιση ∆A

(∆A)2 = 〈
(
A− 〈A〉

)2〉, ∆A =
√
〈(A− 〈A〉)2〉

(∆A)2 =

∫ +∞

−∞
(a− 〈A〉)2P (a) da

=

∫ +∞

−∞
a2P (a) da− 2〈A〉

∫ +∞

−∞
aP (a) da︸ ︷︷ ︸
〈A〉

+〈A〉2
∫ +∞

−∞
P (a) da︸ ︷︷ ︸
=1

= 〈A2〉 − 2〈A〉2 + 〈A〉2 = 〈A2〉 − 〈A〉2
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Για διακριτή κατανοµή έχουµε:

(∆A)2 =

ν∑
k=1

(ak − 〈A〉)2P (ak)

=
∑
k

a2
kPk − 2〈A〉

∑
k

akPk + 〈A〉2 = 〈A2〉 − 2〈A〉2 + 〈A〉2

= 〈A2〉 − 〈A〉2

Εάν η διασπορά µιας στατιστικής κατανοµής είναι µηδέν, τότε η κατανοµή αποτελείται από µία µόνο τιµή µε
πιθανότητα 1. ΄Αρα όλες οι µετρήσεις ϑα δίνουν σαν αποτέλεσµα αυτή την µοναδική τιµή.

(∆A)2 = 0⇒ a = 〈A〉

Απόδειξη για διακριτή κατανοµή.
ν∑
κ=1

(ak − 〈A〉)2
Pκ = 0

αλλά Pκ ≥ 0 και (aκ − 〈A〉)2 ≥ 0 οπότε

〈A〉 = aκ0 και Pκ0 = 1, Pκ = 0 για κάθε k 6= k0,

διότι
∑
κ Pκ = 1.

1.3.4 Στατιστικές Ροπές

Στατιστική Ροπή τάξης n (n-οστής τάξης) µιας στατιστικής κατανοµής ονοµάζουµε τη µέση τιµή της νιοστής
δύναµης της στατιστικής µεταβλητής.

In = 〈An〉 =

∫ +∞

−∞
anP (a) da

Ξέροντας τις στατιστικές ϱοπές In (n = 1, 2, . . . ,∞) µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή της τυχούσας
συνάρτησης G(A) που µπορεί να αναπτυχθεί σε δυναµοσειρά Taylor.
Εάν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση F (A, ξ) = eiξA, τότε

f(ξ) = 〈eiξA〉 = 〈
∑
n

(iξ)n

n!
An〉

=
∑
n

(iξ)n

n!
〈An〉 =

∑
n

(iξ)n

n!
In

Η συνάρτηση f(ξ) ονοµάζεται χαρακτηριστική συνάρτηση της στατιστικής κατανοµής.

f(ξ) = 〈eiξA〉 =

∫ +∞

−∞
eiξaP (a) da

και

P (a) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−iξadξ

⇒ In → f(ξ)→ P (a)

1.4 Εξίσωση του Schrödinger

΄Ενα σωµατίδιο περιγράφεται στην Κβαντοµηχανική από µια µιγαδική συνάρτηση Ψ(r, t) του χώρου και του
χρόνου, που ονοµάζεται κυµατοπακέτο ή κυµατοσυνάρτηση.
Αυτή η κυµατοσυνάρτηση περιέχει όλη την πληροφορία για το σύστηµα.
Η διαφορική εξίσωση που µας δίνει ως λύση την Ψ(r, t) για ένα σωµατίδιο που ϐρίσκεται υπό την επίδραση
δυνάµεων είναι η εξίσωση του Schrödinger:
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[
− ~2

2m
∇2 + V (r, t)

]
Ψ(r, t) = i~

∂Ψ(r, t)

∂t

Η εξίσωση αυτή δεν είναι συνέπεια κάποιου άλλου ϕυσικού νόµου. Αυτή η εξίσωση είναι ο ϐασικός ϕυσικός
νόµος.
Παίρνοντας κλασσικά την ολική ενέργεια ενός σώµατος, όταν η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται από το χρόνο,
έχουµε:

E =
p2

2m
+ V

Παίρνοντας και τον τελεστή της ορµής,
p = −i~∇

έχουµε

Ĥ(r, t) =
p̂2

2m
+ V (r, t) = − ~2

2m
∇2 + V (r, t)

γενικεύοντας και για χρονικά µεταβαλλόµενες δυνάµεις. Αυτή η έκφραση είναι η Χαµιλτονιανή H του συστή-
µατος. Οπότε η εξίσωση του Schrödinger γράφεται ως εξής :

ĤΨ = i~
∂Ψ

∂t

Μπορούµε να ϐρούµε µια αντιστοιχία µεταξύ της ορµής και ενέργειας ενός σωµατιδίου µε το µήκος κύµατος

και τη συχνότητα για ένα κύµα, όταν V (r, t) = 0:

⇒ i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
=

p2

2m
Ψ = EΨ

E =
p2

2m
κλασσικά

Εαν Ψ = Aei(kx−ωt) επίπεδο µονοχρωµατικό κύµα,

∂Ψ

∂t
= −iωΨ = −iE

~
Ψ

⇒ ω =
E

~
⇒ ν =

E

h

ω = 2πν και ~ =
h

2π

∂Ψ

∂x
= ikΨ

∂2Ψ

∂x2
= (ik)2Ψ = −k2Ψ

Συνεπώς για να ικανοποιεί αυτό το κύµα την εξίσωση του Schrödinger έχουµε:

EΨ = − ~2

2m
(−k2)Ψ

και επειδή E = p2/2m κλασσικά, ϑα έχουµε:

p = ~k ⇒ p =
h

2π

2π

λ

⇒ λ =
h

p
Σχέση του De Broglie

⇒ Ψ(x, t) = Aei(px−Et)/~

h είναι η σταθερά του Planck και ισούται µε 6, 63× 10−34 Joule · sec.

~ =
h

2π
= 1, 05 · 10−34 Joule · sec.
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Ιστορικά τα πράγµατα πηγαίνουν ανάποδα:
De Broglie⇒ σε κάθε σωµατίδιο έχουµε

λ = h/p, ν =
E

h
και E =

p2

2m

΄Αρα ποια διαφορική εξίσωση δίνει τη λύση ;
Εξίσωση από τον Schrödinger⇒

ορµή p = διαφορικός τελεστής = −i~ ∂

∂x

1.4.1 Λύση της Εξίσωσης του Schrödinger[
− ~2

2m
∇2 + V (r, t)

]
Ψ(r, t) = i~

∂Ψ(r, t)

∂t
(1.1)

Η εξίσωση του Schrödinger µπορεί να λυθεί µε τη µέθοδο του χωρισµού των µεταβλητών. Αναζητούµε λοιπόν
λύση της µορφής:

Ψ(r, t) = Ψ(r)Φ(t)

Τέτοια λύση υπάρχει µόνον όταν V = V (r). Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.1), όταν η δυναµική ενέργεια
δεν εξαρτάται από το χρόνο, ϐρίσκουµε:[

− ~2

2m
∇2Ψ + V (r)Ψ

]
Φ = i~

∂Φ

∂t
Ψ

∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη µε τη Ψ(r)Φ(t) οπότε παίρνουµε,

ĤΨ(r)

Ψ(r)︸ ︷︷ ︸
συνάρτηση

µόνο των x,y,z

= i~
1

Φ

∂Φ

∂t︸ ︷︷ ︸
συνάρτηση µόνο του t

Ισχύει η ισότητα για κάθε x, y, z, t. ΄Αρα κάθε όρος είναι ένας σταθερός αριθµός, έστωW . Εποµένως παίρνουµε
τις σχέσεις : 

[
− ~2

2m
∇2 + V

]
Ψ = WΨ

i~
∂Φ(t)

∂t
= WΦ(t) ⇒ Φ(t) = e−iWt/~

⇒ Ψ(r, t) = Ψ(r)e−iWt/~

Ποια είναι η ϕυσική σηµασία της σταθεράς W ; Η W είναι η ενέργεια E του σωµατιδίου στην κατάσταση Ψ(r),
όπως εύκολα ϕαίνεται από τα προηγούµενα όταν V = 0. Εποµένως,

ĤΨ(r) = EΨ(r) (1.2)

Ψ(r, t) = Ψ(r)e−iEt/~ (1.3)

΄Αρα E είναι µια ιδιοτιµή της Χαµιλτονιανής και Ψ(r) το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα ή ιδιοσυνάρτηση. Λύνουµε
λοιπόν πρώτα την (1.2) και τότε η (1.3) µας δίνει τη χρονική εξάρτηση.

1.4.2 Στατιστική ερµηνεία της Κυµατοσυνάρτησης

΄Οταν κάνουµε µια µέτρηση δε µπορούµε να ϐρούµε ακριβώς τη ϑέση x που ϐρίσκεται το σώµα. Αυτό που
µπορούµε να ϐρούµε είναι η πιθανότητα να ϐρεθεί το σώµα σε αυτήν τη ϑέση, και αυτή η πιθανότητα είναι
ανάλογη µε την κυµατοσυνάρτηση. ΄Οσο µεγαλύτερη η κυµατοσυνάρτηση σε ένα σηµείο, τόσο µεγαλύτερη η
πιθανότητα.

Η κυµατοσυνάρτηση εκφράζει ένα πλάτος πιθανότητας (κατά Born), της οποίας το τετράγωνο της
απόλυτης τιµής δίνει την πυκνότητα της πιθανότητας να ϐρεθεί ένα σύστηµα σε µια περιοχή του
χώρου, κάποια χρονική στιγµή

P (r, t) = Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)
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Η ολική πιθανότητα να ϐρίσκεται το σωµάτιο τη χρονική στιγµή t κάπου µέσα στο χώρο εκφράζεται από το
ολοκλήρωµα

C =

∫
όγκο

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)d3x

και αυτή η πιθανότητα πρέπει να είναι µονάδα. ΄Αρα αυτό το ολοκλήρωµα πρέπει να συγκλίνει για κάθε t. Με
αυτό τον τρόπο κανονικοποιούµε την κυµατοσυνάρτηση ώστε να δίνει πιθανότητα ένα. Συναρτήσεις µε αυτή
την ιδιότητα ονοµάζονται τετραγωνικά ολοκληρώσιµες.

Θα δείξουµε τώρα ότι το C είναι ανεξάρτητο του χρόνου (για µία διάσταση µόνο).

dC

dt
=

d

dt

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)

=

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗

∂t
Ψ dx+

∫ +∞

−∞
Ψ∗

∂Ψ

∂t
dx

αλλά
i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ

και
−i~∂Ψ∗

∂t
= (ĤΨ)∗

⇒ ∂Ψ

∂t
=
−i
~
ĤΨ,

∂Ψ∗

∂t
=
i

~
(ĤΨ)∗

⇒ dC

dt
=
i

~

∫ +∞

−∞
(ĤΨ)∗Ψ dx− i

~

∫ +∞

−∞
Ψ∗(ĤΨ) dx

Ο τελεστής Ĥ είναι ερµιτιανός

⇒
∫

(ĤΨ)∗Ψ dx =

∫
Ψ∗(ĤΨ) dx

⇒ dC

dt
= 0

και η ολική πιθανότητα
∫ +∞
−∞ Ψ∗Ψ dx είναι ανεξάρτητη του χρόνου. ΄Αρα κανονικοποιώντας για ένα συγκεκρι-

µένο t = t0 ισχύει για κάθε t.

1.4.3 Ιδιότητες των Κυµατοσυναρτήσεων

α) Οι κυµατοσυναρτήσεις Ψ(r, t) που περιγράφουν ένα ϕυσικό σύστηµα σε µια κατάσταση και οι ιδιοσυναρτή-
σεις Ψ(r) του τελεστή Ĥ της ολικής ενέργειας, καθώς και οι πρώτες παράγωγοί τους πρέπει να είναι συνεχείς,
µονότιµες και πεπερασµένες σε όλο το χώρο ορισµού των. (Για να είναι δεκτές λύσεις της ĤΨ = EΨ)
Ακόµη, ϑέλουµε το ∫

V

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)d3x

να είναι πεπερασµένο. ∆ηλαδή ο γραµµικός χώρος των κυµατοσυναρτήσεων αποτελείται από τις τετραγωνικά
ολοκληρώσιµες µιγαδικές συναρτήσεις.
΄Εστω ότι πάµε σε σφαιρικές συντεταγµένες

d3x = r2 sin θ dr dθ dφ

Εάν |Ψ(r)| −−−−→
r→∞

rα τότε,

|Ψ|2 = Ψ∗Ψ −−−−→
r→∞

r2α

⇒
∫

Ψ∗Ψd3x −−−−→
r→∞

∫
r2α+2 dr

Για να συγκλίνει αυτό το ολοκλήρωµα ϑέλουµε

2α+ 2 < −1⇒ 2α+ 3 < 0

⇒ α < −3

2
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Εάν 2α+ 2 = −1 τότε ∫
dr

r
' ln r,

το οποίο αποκλίνει. Εάν 2α+ 2 > −1 το ολοκλήρωµα δίνει ϑετική δύναµη του r και αποκλίνει και πάλι.

ϐ) Αρχή της Επαλληλίας: Εάν Ψn(r, t) είναι ιδιοσυνάρτηση του ερµιτιανού τελεστή της ολικής Ενέργειας
µε ιδιοτιµή En, τότε κάθε γραµµικός συνδυασµός των Ψn(r, t) που ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες δίνει µια
κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) που ϑα µπορούσε να περιγράψει το σύστηµα σε µια κατάσταση

Ψ(r, t) =
∑
n

αnΨn(r, t)

οι αριθµοί αn (0 ≤ αn ≤ 1) εκφράζουν το ϐαθµό συµµετοχής κάθε Ψn στην Ψ. Η ποσότητα |αn|2 = α∗nαn
σχετίζεται µε την πιθανότητα εµφάνισης της ιδιοτιµής En σε µια µέτρηση του µεγέθους E. Ακόµη,

αn =

∫
όγκο

Ψ∗n(r, t)Ψ(r, t) d3x

και ∑
n

|αn|2 =
∑
n

α∗nαn = 1

για να δίνει το |Ψ|2 την πυκνότητα πιθανότητας.
Ισχύει

Ψ(r, t) =
∑
n

αnΨn(r, t) =
∑
n

αnΨn(r)e−iEnt/~

και ∫
όγκο

Ψ∗n(r)Ψm(r) d3x = δnm

⇒
∫

Ψ∗n(r, t)Ψ(r, t) d3x =
∑
m

αm

∫
Ψ∗n(r)Ψm(r) d3xe−i(Em−En)/~

=
∑
m

αmδnme
−i(Em−En)t/~ = αn

εφόσον η Ψ(r, t) είναι κυµατοσυνάρτηση ενός ϕυσικού συστήµατος, απαιτούµε∫
όγκο

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) d3x = 1

⇒ 1 =

∫
V

Ψ∗Ψ d3x =
∑
n

∑
m

α∗nαm

∫
όγκο

Ψ∗n(r)Ψm(r)e−i(Em−En)t d3x

=
∑
n

∑
m

α∗nαmδnme
−i(∆Enm)t

=
∑
n

α∗nαn

Η Ψ(r, t), που είναι γραµµική επαλληλία των Ψn, ικανοποιεί την εξίσωση του Schrödinger. Πράγµατι :

i~
∂Ψ

∂t
=
∑
n

αn(i~)
∂Ψn

∂t
=
∑
n

αnĤΨn = ĤΨ

Οι αριθµοί αn είναι σταθεροί στο χρόνο και µπορούν να υπολογιστούν εάν ξέρουµε τη συνάρτηση Ψ(r, t) για
µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή t0, έστω t0 = 0

⇒ αn =

∫
όγκο

Ψ∗n(r)Ψ(r, 0) d3x
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Χρονική Εξέλιξη Κυµατοσυνάρτησης

Εάν ξέρουµε την κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, 0), µπορούµε να ορίσουµε έναν τελεστή Ŝ(t) έτσι ώστε

Ψ(r, t) = Ŝ(t)Ψ(r, 0)

Η Ψ ικανοποιεί την εξίσωση του Schrödinger:

⇒ i~
∂Ŝ

∂t
Ψ(r, 0) = ĤŜ(t)Ψ(r, 0)

⇒

[
i~
∂Ŝ

∂t
− ĤŜ

]
Ψ(r, 0) = 0 ∀t και ∀Ψ

⇒ i~
∂Ŝ

∂t
= ĤŜ, εάν

∂Ĥ

∂t
= 0

⇒ Ŝ(t) = e−iĤt/~,

Ψ(r, 0) =
∑
n

αnΨn(r)

⇒ Ψ(r, t) = e−iĤt/~Ψ(r, 0) =
∑
n

αne
−iĤt/~Ψn(r)

=
∑
n

αnΨn(r)e−iEnt/~

διότι
e−iHtΨn(r) = e−iEnt/~Ψn(r)

εάν ĤΨn = EnΨn.

γ) Ιδιοκαταστάσεις ή στάσιµες καταστάσεις ενός συστήµατος

΄Εστω η Ψn(r, t) είναι η κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος σε µια κατάσταση µε ενέργεια En. Η πυκνότητα
πιθανότητας είναι

Ψ∗n(r, t)Ψn(r, t) = Ψ∗n(r)Ψn(r)eiEnt/~e−iEnt/~ = Ψ∗n(r)Ψn(r)

και είναι ανεξάρτητη του χρόνου. Αυτές οι καταστάσεις λέγονται στάσιµες καταστάσεις, και αντιστοιχούν
σε σταθερή ενέργεια.
Εάν όµως έχουµε την κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος να είναι ένας γραµµικός συνδυασµός από Ψn(r, t),
τότε

Ψ(r, t) =
∑
n

anΨn(r, t)

και
Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) =

∑
n

a∗l anΨ∗l (r)Ψn(r) +
∑
n,l
n 6=l

a∗nalΨ
∗
nΨle

−i(El−En)t/~

δηλαδή η πυκνότητα πιθανότητας δεν είναι σταθερή µε το χρόνο, και εκτελεί γενικά ταλάντωση µε γωνιακή
συχνότητα π.χ.

ωnl =
En − El

~
ανάµεσα στις Ψn,Ψl ιδιοκαταστάσεις του συστήµατος.

δ) Μέση ή Αναµενόµενη Τιµή

Εφόσον P (x, t) = Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) είναι η πιθανότητα το σωµατίδιο να είναι στη ϑέση x τότε η µέση τιµή της
ϑέσης είναι :

〈x〉 =

∫ +∞

−∞
xP (x, t) dx =

∫ +∞

−∞
Ψ(x, t)∗(x̂Ψ(x, t)) dx
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όπου x̂Ψ(x, t) = xΨ(x, t).

Αυτός ο τύπος ισχύει για κάθε δύναµη του x̂n:

〈xk〉 =

∫
Ψ∗(x, t)xkΨ(x, t) dx

Γενικεύοντας λοιπόν έχουµε ότι η µέση τιµή για κάθε ϕυσικό µέγεθος A που δίνεται από τον τελεστή Â, όταν
το σύστηµα είναι στην κατάσταση Ψ, ειναι

〈A〉 =

∫
όγκο

Ψ∗(r, t)ÂΨ(r, t) d3x

και όµοια,

〈Ak〉 =

∫
Ψ∗ÂkΨ d3x

΄Αρα ειδικά για την ενέργεια έχουµε, εάν :

Ψ(r, t) =
∑
n

anΨn(r, t), ĤΨn(r) = EnΨn(r)

⇒ 〈E〉 =

∫
Ψ∗ĤΨ d3x

⇒ 〈E〉 =
∑
n

|an|2En

Εάν Φ(r, t) είναι η κυµατοσυνάρτηση για έναν ερµιτιανό τελεστή Â που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ, τότε

ÂΦ = λΦ

και η µέση τιµή του Â είναι :

〈A〉 =

∫
Φ∗ÂΦ d3x = λ

∫
Φ∗Φ d3x = λ

και η διασπορά είναι
(∆A)2 = 〈A2〉 − 〈A〉2 = λ2 − λ2 = 0

΄Αρα η µόνη τιµή που παίρνουµε κατά τη µέτρηση της ποσότητας A είναι η λ.

Εάν Φn(r, t) είναι ιδιοσυναρτήσεις του Â και του Ĥ συγχρόνως, τότε γράφουµε τη λύση του συστήµατος Ψ(r, t)
σαν επαλληλία των Φn και έχουµε:

Ψ =
∑
n

anΦn, an σταθερές στο χρόνο

〈A〉 =

∫
Ψ∗ÂΨ d3x =

∑
n

a∗nanλn

ανεξάρτητη του χρόνου. ∆ηλαδή, |an|2 = α∗nan = Pn = Πιθανότητα να ϐρούµε την τιµή λn για το ϕυσικό
µέγεθος A σε µια µέτρηση.

Το µέγεθος A µε µέση τιµή ανεξάρτητη του χρόνου λέµε ότι είναι διατηρήσιµο µέγεθος.

Εάν οι ιδιοσυναρτήσεις της Ĥ δεν είναι και ιδιοσυναρτήσεις του Â, τότε εάν το σύστηµα είναι στην κατάσταση
Φ(r, t) µε Φ(r, t) =

∑
n anΨn(r, t):

ĤΨn = EnΨn
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Η µέση τιµή του µεγέθους A είναι :

〈A〉 =

∫
Φ∗ÂΦ d3x =

∑
n,m

a∗nam

∫
Ψ∗nÂΨm d3x

=
∑
n,m

a∗name
−i(Em−En)t/~

∫
όγκο

Ψ∗n(r)ÂΨm(r) d3x

Ορίζουµε ωmn = (Em − En)/~. Το

Anm =

∫
όγκο

Ψ∗n(r)ÂΨm(r) d3x

είναι το στοιχείο (n,m) του πίνακα A. Επειδή ο Â είναι ερµιτιανός συνεπάγεται ότι Anm = A∗mn.

⇒ 〈A〉 =
∑
n,m

a∗name
−iωmntAnm

είναι χρονικά εξαρτηµένη.

Anm =

∫
Ψ∗nÂΨm d3x, Amn =

∫
Ψ∗mÂΨn d3x

⇒ (Amn)∗ =

(∫
Ψ∗m(ÂΨn) d3x

)∗
=

∫
(ÂΨn)∗Ψm d3x

=

∫
Ψ∗nÂΨm d3x = Anm

Το ότι ο Â είναι Ερµιτιανός Τελεστής συνεπάγεται ότι ο Akλ είναι Ερµιτιανός Πίνακας.

1.4.4 Εξίσωση του Schrödinger για περισσότερα από ένα σωµάτια

Εάν ένα σύστηµα αποτελείται απόN σωµάτια µε συντεταγµένες rk = (xk, yk, zk) και ορµές pk = (pxk, pyk, pzk),
τότε η χαµιλτονιανή του συστήµατος είναι :

H =

N∑
k=1

p2
k

2mk
+ V (r1, . . . , rN )

Αντικαθιστώντας τα ϕυσικά µεγέθη µε τους αντίστοιχους τελεστές ϑέσης και ορµής έχουµε:

pk = −i~
(

∂

∂xk
,
∂

∂yk
,
∂

∂zk

)

⇒


Ĥ =

N∑
k=1

~2

2mk
∇2
k + V (r1, . . . , rN )

ĤΨ(r1, . . . , rN , t) = i~
∂Ψ

∂t
(r1, . . . , rN , t)


Η πιθανότητα το σώµα 1 να ϐρεθεί γύρω από τη ϑέση r1, . . ., το σώµα N να ϐρεθεί γύρω από τη ϑέση rN είναι :

P (r1, . . . , rN , t)dV1 · · · dVN = Ψ∗(r1, . . . , rN , t)Ψ(r1, . . . , rN , t)dV

dV = dV1 · · · dVN = d3x1 · · · d3xN

µε
Ψ(r1, . . . , rN , t) = Ψ(r1, . . . , rN )Φ(t)

⇒ ĤΨ = EΨ και Φ(t) = e−iEt/~
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1.5 Μεταθετικές Ιδιότητες Τελεστών

Ως Μεταθέτης δύο τελεστών Â, B̂ έχει οριστεί η σχέση

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â

Εάν [Â, B̂] = 0, λέµε ότι οι δύο τελεστές µετατίθενται.

΄Οταν οι τελεστές δύο µεγεθών A,B µετατίθενται τότε τα δύο αυτά µεγέθη µπορούν να µετρηθούν ταυτόχρονα
και µε απόλυτη ακρίβεια. Τα µεγέθη A,B λέγονται συµβιβαστά, αλλιώς εάν [Â, B̂] 6= 0 λέγονται ασυµβίβαστα.

(1) ΄Οταν δύο µεγέθη είναι συµβιβαστά, δηλαδή µπορούν να µετρηθούν συγχρόνως (και µε απόλυτη ακρίβεια)
τότε οι τελεστές τους µετατίθενται.

Απόδειξη. ΄Οταν ένα µέγεθος A µετριέται, το σύστηµα ϐρίσκεται µετά τη µέτρηση σε µια ιδιοσυνάρτηση
Ψk του τελεστή Â:

ÂΨk = αkΨk

του τελεστή Â, αλλά τότε η Ψk είναι και ιδιοσυνάρτηση του B: B̂Ψk = βkΨk. ΄Αρα κάθε ιδιοσυνάρτηση
του Â είναι και ιδιοσυνάρτηση του B̂ και ανάποδα. ΄Αρα,

(ÂB̂ − B̂Â)Ψk = αkβkΨk − βkαkΨk = 0

Κάθε κυµατοσυνάρτηση γράφεται σαν επαλληλία των Ψk: Ψ =
∑
k ckΨk

⇒ (ÂB̂ − B̂Â)Ψ = ÂB̂Ψ− B̂ÂΨ = Â(B̂Ψ)− B̂(ÂΨ)

= Â(
∑
k

ckβkΨk)− B̂(
∑
k

ckαkΨk)

=
∑
k

ckβkαkΨk −
∑
k

ckαkβkΨk = 0

(2) Αν οι δύο τελεστές Â, B̂ µετατίθενται και ο ένας, έστω ο Â έχει µη εκφυλισµένες ιδιοσυναρτήσεις, τότε
αυτές ϑα είναι ιδιοσυναρτήσεις και του άλλου, του B̂. ΄Αρα τα δύο µεγέθη µπορούν να µετρηθούν
ταυτόχρονα.

Εάν ÂΨk = αkΨk µη εκφυλισµένη ιδιοσυνάρτηση, τότε

B̂(ÂΨk) = Â(B̂Ψk)

B̂(ÂΨk) = αkB̂Ψk

⇒ Â(B̂Ψk) = αk(B̂Ψk)

άρα η συνάρτηση Φ = B̂Ψk ιδιοσυνάρτηση του A µε ιδιοτιµή αk µη εκφυλισµένη. Συνεπάγεται ότι η Φ
είναι ανάλογη της Ψk και άρα Φ = βkΨk

⇒ B̂Ψk = βkΨk

(3) Αν δύο τελεστές Â, B̂ µετατίθενται και ο ένας από αυτούς έχει εκφυλισµένες ιδιοσυναρτήσεις, τότε µε κα-
τάλληλο γραµµικό συνδυασµό αυτών µπορούµε να κατασκευάσουµε ιδιοσυναρτήσεις του άλλου. ∆ηλαδή
µπορούµε να κατασκευάσουµε κοινές ιδιοσυναρτήσεις και των δύο τελεστών.

Ιδιότητες των µεταθετών

• [Â, B̂] + [B̂, Â] = 0

• [Â, Â] = 0

• [Â, λB̂ + µĈ] = λ[Â, B̂] + µ[Â, Ĉ]
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• [αÂ+ βB̂, Ĉ] = α[Â, Ĉ] + β[B̂, Ĉ]

• [Â, B̂Ĉ] = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ± B̂ÂĈ

= [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]

• [ÂB̂, ĈD̂] =? = [Â, Ĉ]B̂D̂ + Ĉ[Â, D̂]B̂ + Â[B̂, Ĉ]D̂ + ĈÂ[B̂, D̂]

Μνηµονικός Κανόνας. Παίρνουµε όλους τους δυνατούς µεταθέτες :

[Â, Ĉ], [Â, D̂], [B̂, Ĉ], [B̂, D̂]

και πολλαπλασιάζουµε τον κάθε µεταθέτη µε τους υπόλοιπους τελεστές : ΄Ολους τους «εξ αριστερών» τελεστές
και των δύο γινοµένων προς τα αριστερά του απλού µεταθέτη και όλους τους «εκ δεξιών» προς τα δεξιά, όπως
κατωτέρω:

[A1A2 · · ·An, B1B2 · · ·Bk] =
∑
ij

(A1 · · ·Ai−1)(B1 · · ·Bj−1)[Ai, Bj ](Bj+1 · · ·Bk)(Ai+1 · · ·An)

=
∑
ij

(B1 · · ·Bj−1)(A1Ai−1)[AiBj ](Ai+1 · · ·An)(Bj+1 · · ·Bk)

[ÂB̂, ĈD̂Ê] = [Â, Ĉ]B̂D̂Ê + Ĉ[Â, D̂]B̂Ê + ĈD̂[Â, Ê]B̂

+ Â[B̂, Ĉ]D̂Ê + ĈÂ[B̂, D̂]Ê + ĈD̂Â[B̂, Ê]

Μεταθέτες Φυσικών Μεγεθών

(1) [x̂, p̂] = i~, [p̂, x̂] = −i~

[x̂, p̂]Ψ(x) = x̂p̂Ψ(x)− p̂x̂Ψ(x) = −i~xdΨ

dx
+ i~

d

dx
(xΨ)

= −
�
�
��

i~x
dΨ

dx
+
�
�
��

i~x
dΨ

dx
+ i~Ψ

= i~Ψ(x), ∀Ψ(x).

(2)

[x̂, p̂2] = p̂[x̂, p̂] + [x̂, p̂]p̂

= i~p̂+ i~p̂ = 2i~p̂

= i~
dp̂2

dp̂

[x̂, p̂k] = −i~dp̂k

dp̂
= i~kp̂k−1

[x̂, Â(x̂, p̂)] = i~
∂Â

∂p̂
,

απόδειξη µε ανάπτυξη του A(x̂, p̂) σε σειρά Taylor ως προς p̂ γύρω από το µηδέν.
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(3)

[p̂, x̂2] = x̂[p̂, x̂] + [p̂, x̂]x̂ = −2i~x̂

= −i~∂x̂
2

∂x̂

[p̂, Â(x̂, p̂)] = −i~∂Â
∂x̂

(4) Εξ ορισµού: [x, px] = [y, py] = [z, pz] = i~
και

[x, py] = [x, pz] = 0

΄Οµοια για τις άλλες µεταθέσεις.

(5) L = r× p, τελεστής της Στροφορµής

⇒


L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y
L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z
L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x

[L̂x, L̂y] = [(ŷp̂z − ẑp̂y), (ẑp̂x − x̂p̂z)]
= [ŷp̂z, ẑp̂x]− [ŷp̂z, x̂p̂z]− [ẑp̂y, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z]

= ŷ[p̂z, ẑ]p̂x + 0 + 0 + x̂[ẑ, p̂z]p̂y

= −i~ŷp̂x + i~x̂p̂y = i~L̂z

΄Οµοια,
[L̂y, L̂z] = i~L̂x και [L̂z, L̂x] = i~L̂y

Ορίζουµε το σύµβολο (αντισυµµετρικό τανυστή) των Levi-Civita εijk

ε123 = 1

εκκλ = 0

⇒
{

[Li, Lj ] = i~εijkLk
i, j, k = 1, 2, 3

}
Οι τρεις συνιστώσες της στροφορµής δε µετατίθενται µεταξύ τους. ΄Αρα δεν έχουν κοινό σύνολο ιδιοσυ-
ναρτήσεων, άρα δε µπορούν να µετρηθούν συγχρόνως. Η ολική στροφορµή είναι :

L2 = L2
x + L2

y + L2
z

⇒ [L2, Lx] = [L2
x, Lx] + [L2

y, Lx] + [L2
z, Lx]

= 0 + Ly[Ly, Lx] + [Ly, Lx]Ly + Lz[Lz, Lx] + [Lz, Lx]Lz

= −i~��
�LyLz − i~��

�LzLy + i~��
�LzLy + i~��

�LyLz = 0

⇒ [L2, Lk] = 0, ∀k

Εποµένως η στροφορµή και µια συνιστώσα της µπορούν να µετρηθούν συγχρόνως.

Για κάθε µετρήσιµο διανυσµατικό ϕυσικό µέγεθος A έχουµε:

[Li, Aj ] = i~εijkAk

και
[Li,A

2] = 0.
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Η γενικευµένη Σχέση Αβεβαιότητας

(1) Ανισότητα του Schwartz

Για κάθε Ϲευγάρι τετραγωνικά ολοκληρώσιµων µιγαδικών συναρτήσεων ισχύει :(∫
Ψ∗(x)Ψ(x) dx

)
·
(∫

Φ∗(x)Φ(x) dx

)
≥
∣∣∣∣∫ Ψ∗(x)Φ(x) dx

∣∣∣∣2
〈Ψ,Ψ〉 · 〈Φ,Φ〉 ≥ |〈Ψ,Φ〉|2

Απόδειξη.

Ψ1 = Φ− 〈Ψ,Φ〉
〈Ψ,Ψ〉

Ψ,

〈Ψ1,Ψ1〉 ≥ 0

⇒ 〈Ψ1,Ψ1〉 =

∫ (
Φ? − 〈Ψ,Φ〉

?

〈Ψ,Ψ〉
Ψ?

)(
Φ− 〈Ψ,Φ〉

〈Ψ,Ψ〉
Ψ

)
dx

=

∫
Φ?Φdx− 〈Ψ,Φ〉? 〈Ψ

?,Φ〉
〈Ψ,Ψ〉

≥ 0

⇒ 〈Φ,Φ〉〈Ψ,Ψ〉 ≥ 〈Ψ,Φ〉?〈Ψ,Φ〉

(2) ΄Ενας τελεστής Ĉ µπορεί να γραφτεί µε το πραγµατικό του και το ϕανταστικό του µέρος : Ĉ = Ĉ1 + iĈ2

Ĉ† = Ĉ1 − iĈ2


όπου Ĉ1, Ĉ2 ερµιτιανοί τελεστές.

Απόδειξη. Ορίζουµε πρώτα τους Ĉ1, Ĉ2:

Ĉ1 =
Ĉ + Ĉ†

2
, Ĉ2 =

Ĉ − Ĉ†

2i

⇒ C†1 =
1

2
(Ĉ† + Ĉ) = C1

Ĉ†2 = − 1

2i
(Ĉ† − Ĉ) = C2

και
Ĉ1 + iĈ2 = Ĉ, Ĉ1 − iĈ2 = Ĉ†

(3) Για δύο ασυµβίβαστα ϕυσικά µεγέθη A και B και για οποιαδήποτε κυµατοσυνάρτηση ισχύει η γενικευ-
µένη σχέση αβεβαιότητας :

(∆A)(∆B) ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|

Απόδειξη.

(∆A)2 = 〈A2〉 − 〈A〉2

(∆B)2 = 〈B〉2 − 〈B〉2

Υποθέτουµε ότι 〈A〉 = 0, 〈B〉 = 0. Αλλιώς εισάγουµε τους τελεστές Ã = Â− 〈Â〉 και B̃ = B̂ − 〈B̂〉.

⇒ (∆A)2 = 〈A2〉 =

∫
Ψ∗A2Ψ d3x =

∫
(AΨ)∗(AΨ) d3x
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και
(∆B)2 = 〈B2〉 =

∫
Ψ∗B2Ψ d3x =

∫
(BΨ)∗(BΨ) d3x

διότι ο τελεστής A είναι ερµιτιανός, όπως επίσης και ο B.

⇒ (∆A)2 = 〈AΨ, AΨ〉, (∆B)2 = 〈BΨ, BΨ〉

Από την ανισότητα του Schwartz, παίρνουµε

(∆A)2(∆B)2 ≥ |〈AΨ, BΨ〉|2

⇒ (∆A) · (∆B) ≥ |〈AΨ, BΨ〉|
αλλά

〈AΨ, BΨ〉 =

∫
(AΨ)∗(BΨ) d3x =

∫
Ψ∗(ABΨ) d3x = 〈AB〉

⇒ (∆A)(∆B) ≥ |〈AB〉|
Ο τελεστής AB δεν είναι ερµιτιανός άρα έχει πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος.

C = AB

⇒ C† = B†A† = BA

⇒ AB +BA

2
= C1

⇒ AB −BA
2i

=
[A,B]

2i
= C2

⇒ C = C1 + iC2

Οι τελεστές C1 και C2 είναι ερµιτιανοί και η µέση τιµή ερµιτιανού τελεστή είναι πραγµατικός αριθµός,

〈AB〉 = 〈C〉 = 〈C1〉+ i〈C2〉

⇒ |〈AB〉| =
√
〈C1〉2 + 〈C2〉2 ≥ |〈C2〉| =

∣∣∣∣ 1

2i
〈[A,B]〉

∣∣∣∣ =
1

2
|〈[A,B]〉|

∆είξαµε λοιπόν ότι :

(∆A)(∆B) ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|

(4) (i)

(∆x)(∆p) ≥ 1

2
|〈[x, p]〉|

⇒ (∆x)(∆p) ≥ 1

2
~

(ii)

(∆x)(∆E) ≥ 1

2

∣∣∣〈[x, Ĥ]〉
∣∣∣

[x, Ĥ] = i~
∂Ĥ

∂px
= −i~px

m

όπου px, x είναι ανεξάρτητες µεταβλητές,

⇒ (∆x)(∆E) ≥ ~
2m
|〈px〉|

Εάν το σύστηµα είναι σε µια δέσµια κατάσταση, τότε έχουµε:

∆E = 0⇒ (∆x)(∆E) = 0⇒ 〈px〉 = 0.

΄Οµοια υπολογίζονται τα

(∆pk)(∆E) ≥ . . .
(∆Lk)(∆E) ≥ . . .
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(iii)

(∆Lx)(∆Lz) ≥
1

2
|〈[Lx, Lz]〉|

[Lx, Lz] = −i~Ly

⇒ (∆Lx)(∆Lz) ≥
~
2
|〈Ly〉|

(5) Για τους τελεστές x̂, p̂x = −i~∂/∂x το κυµατοπακέτο µε την ελάχιστη αβεβαιότητα ((∆x) · (∆p) = ~/2)
είναι λύση της εξίσωσης :

(x− 〈x〉)Ψ = iα(p̂x − 〈px〉)Ψ

⇒ Ψ(x) = Ae−α(x−〈x〉)2/2~ei〈p〉x/~

Απόδειξη. Για δύο γενικούς τελεστές A,B, η ανισότητα του Schwartz γίνεται ισότητα όταν :

ÃΨ = λB̃Ψ

και η δεύτερη ανισότητα γίνεται ισότητα όταν 〈C1〉 = 0

⇒ 〈ÃB̃〉 = −〈B̃Ã〉∫
Ψ∗ÃB̃Ψ dx = −

∫
Ψ∗B̃ÃΨ dx∫

(ÃΨ)∗B̃Ψ dx = −
∫

(B̃Ψ)∗ÃΨ dx

λ∗
∫

(B̃Ψ)∗(B̃Ψ) dx = −λ
∫

(B̃Ψ)∗(B̃Ψ) dx

⇒ λ∗ = −λ⇒ λ = iα

Η εξίσωση που ικανοποιεί η κυµατοσυνάρτηση µε την ελάχιστη αβεβαιότητα είναι :

ÃΨ = iaB̃Ψ,

όπου a πραγµατικός αριθµός.

1.6 Χρονική Μεταβολή της Μέσης Τιµής - ∆ιατήρηση Φυσικών Μεγεθών

(α) Θα δείξουµε ότι εάν Â είναι ένας τελεστής ενός ϕυσικού µεγέθους στην Κβαντοµηχανική και Ĥ ο τελεστής
της Χαµιλτονιανής, τότε :

d〈Â〉
dt

=
1

i~
〈[Â, Ĥ]〉+ 〈∂Â

∂t
〉

Απόδειξη.

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ

−i~∂Ψ?

∂t
= (ĤΨ)∗

d〈Â〉
dt

=
d

dt

∫
Ψ∗(ÂΨ) d3x =

∫
∂Ψ?

∂t
ÂΨ d3x+

∫
Ψ∗

∂Â

∂t
Ψ d3x+

∫
Ψ∗Â

∂Ψ

∂t
d3x

= − 1

i~

∫
(ĤΨ)∗ÂΨ d3x+

1

i~

∫
Ψ∗ÂĤΨ d3x+ 〈∂Â

∂t
〉

=
1

i~

∫
Ψ∗(−ĤÂ+ ÂĤ)Ψ d3x+ 〈∂Â

∂t
〉

=
1

i~
〈[Â, Ĥ]〉+ 〈∂Â

∂t
〉



1.6 Χρονική Μεταβολή της Μέσης Τιµής - ∆ιατήρηση Φυσικών Μεγεθών 23

Οι τελεστές της Κβαντοµηχανικής στην πλειοψηφία τους δεν εξαρτώνται ϱητά από το χρόνο, που συνεπά-

γεται ότι
∂Â

∂t
= 0.

⇒ d〈Â〉
dt

=
1

i~
〈[Â, Ĥ]〉

Εάν λοιπόν ένα µέγεθος µετατίθεται µε τη Χαµιλτονιανή τότε η µέση τιµή του παραµένει σταθερή, και το
µέγεθος αυτό λέµε ότι είναι διατηρήσιµο.

Εάν [Â, Ĥ] = 0⇒ [Ân, Ĥ] = 0 ∀n

που συνεπάγεται ότι για κάθε συνάρτηση του A ϑα έχουµε

[f(Â), Ĥ] = 0

(ϐ) Στην Κλασσική Μηχανική η ενέργεια διατηρείται εάν το δυναµικό δεν εξαρτάται µε οποιονδήποτε τρόπο
από το χρόνο.

Η ορµή διατηρείται εάν έχουµε ανεξαρτησία του δυναµικού από τις µετατοπίσεις στο χώρο.

Η στροφορµή διατηρείται εάν έχουµε συµµετρία (ανεξαρτησία του δυναµικού) ως προς τις περιστροφές
στο χώρο.

(γ) Ενέργεια
d

dt
〈Ĥ〉 = 〈∂Ĥ

∂t
〉, διότι [Ĥ, Ĥ] = 0

〈∂Ĥ
∂t
〉 = 〈∂V (r, t)

∂t
〉

Εάν το δυναµικό του συστήµατος είναι V (r), ανεξάρτητο του χρόνου, τότε

d

dt
〈Ĥ〉 = 0

και η ενέργεια διατηρείται, δηλαδή η µέση τιµή της ενέργειας παραµένει σταθερή στο χρόνο.

(δ) Ορµή

Ο τελεστής της ορµής δεν εξαρτάται ϱητά από το χρόνο, δηλαδή

d

dt
〈p̂〉 =

1

i~
〈[p̂, Ĥ]〉

αλλά

[p̂k, Ĥ] = −i~ ∂H
∂xk

= −i~ ∂V
∂xk

= i~Fk

⇒ d

dt
〈p̂k〉 =

i~
i~
〈Fk〉 = 〈Fk〉

∆ιατήρηση της ορµής συνεπάγεται δύναµη µηδέν. ΄Αρα το δυναµικό ανεξάρτητο της xk συντεταγµένης.
΄Αρα έχουµε συµµετρία κατά τη µεταφορά σε αυτή τη χωρική διεύθυνση.

Εάν ένα σύστηµα περιλαµβάνει πολλά σωµατίδια τα οποία ασκούν δυνάµεις µεταξύ τους, τότε το δυναµικό
εξαρτάται από την απόσταση µεταξύ των σωµατιδίων και είναι ανεξάρτητο από τη ϑέση του κέντρου µάζας,
δηλαδή των συντεταγµένων xΚΜ, οπότε η παραγώγιση ως προς αυτήν δίνει µηδέν και η αντίστοιχη ορµή,
δηλαδή η ορµή του ΚΜ (ολική ορµή του συστήµατος) διατηρείται.

(ε) Στροφορµή

∂L

∂t
= 0
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Για τις συνιστώσες της στροφορµής έχουµε: L̂i = εijkxjpk

[L̂i, Ĥ] = εijkxj [pk, H] + εijk[xj , H]pk

= εijkxj(−i~)
∂H

∂xk
+ εijk(i~)

∂H

∂pj
pk

= −i~εijkxj
∂V

∂xk
+ i~εijk

pj
m
pk

= i~εijkxjFk + µηδέν

⇒ [L̂i, Ĥ] = i~(r× F)i

και τελικά
d

dt
〈L〉 = 〈r× F〉 = 〈N〉

Εάν (r× F)k = 0
⇒ [L̂k, Ĥ] = 0

που συνεπάγεται ότι διατηρείται η k−συνιστώσα της Στροφορµής.

(στ) Εξισώσεις Κίνησης Κλασικής Μηχανικής - Θεώρηµα του Ehrenfest

Ορίζουµε την ταχύτητα:
〈v〉 = 〈 p

m
〉

d〈x〉
dt

=
1

i~
〈[x̂, Ĥ]〉 =

i~
i~
〈∂Ĥ
∂p
〉 = 〈 p

m
〉

⇒ d〈x〉
dt

= 〈v〉

d〈p〉
dt

=
1

i~
〈[p̂, Ĥ]〉 =

−i~
i~
〈∂V
∂x
〉 = 〈F (x)〉

⇒ d〈p〉
dt

= 〈F 〉, «Νόµος του Newton»

Εάν F (x) = 0 τότε
d〈p〉
dt

= 0

⇒ 〈p〉 = σταθερή = 〈p〉0

⇒ d〈x〉
dt

= 〈 p
m
〉 =
〈p〉
m

=
〈p〉0
m

= 〈v〉0

⇒ 〈x〉 = 〈v〉0t+ 〈x〉0

Εάν F (x) = F σταθερή, τότε

〈F 〉 =

∫
Ψ∗(x, t)FΨ(x, t)dx = F

∫
Ψ∗Ψdx = F ανεξάρτητο του χρόνου

d〈p〉
dt

= F ⇒ 〈p〉t = Ft+ 〈p〉0

⇒ d〈x〉
dt

=
F

m
t+ 〈v〉0

⇒ 〈x〉 =
1

2

F

m
t2 + 〈v〉0t+ 〈x〉0

F

m
= a = επιτάχυνση
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(Ϲ) Parity ή Ισοτιµία (οµοτιµία) ή Κατοπτρισµός :

Αντιστροφή του χώρου, r→ −r
Το µέγεθος αυτό (η οµοτιµία) είναι ένα κβαντοµηχανικό µέγεθος που έχει σχέση µε τη µεταβολή της
κυµατοσυνάρτησης ενός συστήµατος κάτω από την αντιστροφή του χώρου.

Η κυµατοσυνάρτηση λοιπόν Ψ(r) ϑα γίνει Ψ(−r). Η αλλαγή αυτή επιτυγχάνεται µε τη δράση ενός
ερµιτιανού τελεστή:

P̂Ψ(r) = Ψ(−r)

⇒ P̂
(
P̂Ψ(r)

)
= P̂

(
Ψ(−r)

)
= Ψ(r)

⇒ P̂ 2 = 1

Ζητάµε τις ιδιοτιµές του P̂ .
P̂Ψ(r) = λΨ(r) = Ψ(−r)

Ψ(r) = P̂
(
P̂Ψ(r)

)
= λP̂Ψ(r) = λ2Ψ(r)

⇒ λ2 = 1⇒ λ = ±1

P̂Ψ+(r) = Ψ+(r), P̂Ψ−(r) = −Ψ−(r)

Οι κυµατοσυναρτήσεις Ψ+ λέγονται άρτιες (+)

Οι κυµατοσυναρτήσεις Ψ− λέγονται περιττές (−)

Ο όρος οµοτιµία ή ισοτιµία έρχεται από το γεγονός ότι το µέγεθος της κυµατοσυνάρτησης δεν αλλάζει.

Απόδειξη ότι ο τελεστής της Parity είναι ερµιτιανός :

∫
άπειρο όγκο

Ψ∗(r)P̂Ψ(r) d3x =

∫
Ψ∗(r)Ψ(−r) d3x =

∫
Ψ∗(−r)Ψ(r) d3x

=

∫
(P̂Ψ(r))∗Ψ(r) d3x

διότι ∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)Ψ(−x) dx = −

∫ −∞
∞

Ψ∗(−ω)Ψ(ω) dω

=

∫ +∞

−∞
Ψ∗(−ω)Ψ(ω) dω

Εάν V (r) = V (−r) τότε κάτω από την αντιστροφή του χώρου (r→ −r) η Ĥ παραµένει αναλλοίωτη,

∂2

∂x2
→ ∂2

∂(−x)2
=

∂2

∂x2

όταν x→ −x. ΄Αρα,
P̂ (ĤΨ) = Ĥ(−r)Ψ(−r) = ĤΨ(−r)

και
Ĥ(P̂Ψ) = Ĥ

(
Ψ(−r)

)
⇒ (P̂ Ĥ − ĤP̂ )Ψ = 0⇒ [P̂ , Ĥ] = 0

΄Αρα η Parity διατηρείται µε το χρόνο. ΄Αρα εάν η Ψ είναι άρτια µια χρονική στιγµή ϑα παραµένει άρτια
συνάρτηση συνέχεια.

Το ίδιο για τις περιττές κυµατοσυναρτήσεις.
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1.7 Συνεχές Φάσµα Ιδιοτιµών - Συνάρτηση δ του Dirac

Στη ϕύση υπάρχουν µεγέθη µε συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών.

ÂΨa = aΨa

όπου ο a είναι πραγµατικός αριθµός που παίρνει συνεχείς τιµές.
Οι ιδιοσυναρτήσεις του συνεχούς ϕάσµατος δεν είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες και συνεπώς δεν είναι κανο-
νικοποιήσιµες, κατά το συνήθη τρόπο.
Η σχέση ορθοκανονικότητας έχει τη µορφή:∫ +∞

−∞
Ψ∗a(x)Ψa′(x) dx = δ(a, a′)

όπου

δ(a, a′) =

 0, a′ 6= a

άπειρο, a′ = a

Η ιδιάζουσα αυτή συνάρτηση που χρησιµοποιούµε στην κανονικοποίηση είναι µια γενικευµένη συνάρτηση.
Ο σωστός τρόπος για να την περιγράψουµε είναι µέσω µιας οριακής (διαδικασίας) αναπαράστασης από οµαλές
συναρτήσεις που έχουν όριο τη γενικευµένη συνάρτηση. Η συνάρτηση που περιγράψαµε προηγουµένως, και
η οποία χρησιµοποιείται πολύ συχνά στην Κβαντοµηχανική λέγεται δ-συνάρτηση του Dirac και συµβολίζεται
µε δ(a− a′).

Ιδιότητα ορισµού:
∫ +∞

−∞
f(x)δ(x) dx = f(0)

Εάν

f(x) ≡ 1⇒
∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1

Αυτό ισχύει εάν ολοκληρώσουµε σε οποιοδήποτε διάστηµα (α, β) που περιέχει το µηδέν. Ακόµη µπορούµε να
δείξουµε ότι : ∫ +∞

−∞
f(x)δ(x− α) dx = f(α)

ή ∫ γ

β

f(x)δ(x− α) dx = f(α), εάνβ < α < γ.

Για έναν τελεστή Â µε συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών a, και ιδιοσυναρτήσεις Ψa(x) τότε οποιαδήποτε συνάρτηση
Ψ(x) γράφεται ως εξής :

Ψ(x) =

∫
[πεδίο τιµών της a]

c(a)Ψa(x) dx

Εισάγοντας τη συνάρτηση δ-Dirac για την ορθοκανονικότητα της Ψa παίρνουµε τη σχέση ορισµού των c(a):

∫ +∞

−∞
Ψ∗a′(x)Ψ(x) dx =

∫
a

c(a)

∫ +∞

−∞
Ψ∗a′(x)Ψa(x) dxda

=

∫
a

c(a)δ(a− a′) da = c(a′)

c(a) =

∫ +∞

−∞
Ψ∗a(x)Ψ(x) dx
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1.7.1 Αναπαραστάσεις των συναρτήσεων δ-Dirac

δ(x) = lim
L→∞

sinxL

πx∫ +∞

−∞

sinxL

πx
dx =

2

π

∫ +∞

0

sinxL

x
dx =

2

π

∫ +∞

0

sin y

y
dy =

2

π

π

2
= 1

lim
x→0

sinxL

πx
=
L

π

άρα απειρίζεται για L → 0 και έχει περίοδο 2π/L → 0 για L → ∞. Ακόµη το πλάτος της συνάρτησης τείνει
στο µηδέν για x→∞.

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eikx dk

1

2π

∫ +∞

−∞
eikx dx = lim

L→∞

1

2π

∫ L

−L
eikx dk

= lim
L→∞

1

2π

1

x

∫ xL

xL

eiy dy = lim
L→∞

1

2iπx
(eixL − e−ixL)

= lim
L→∞

sin(xL)

πx
= δ(x) εξ’ ορισµού

1.7.2 Ιδιότητες της δ-συνάρτησης

(α) δ(αx) =
1

|α|
δ(x)

(ϐ) xδ(x) = 0

(γ) δ(−x) = δ(x)

(δ) δ(x2 − α2) =
1

2|α|
[δ(x− α) + δ(x+ α)]

(ε) δ
(
f(x)

)
=
∑
k

δ(x− xk)∣∣∣∣( dfdx)
x=xk

∣∣∣∣ , µε f(xk) = 0

«και άλλες πολλές ιδιότητες».

Απόδειξη.

(ϐ) ∫ +∞

−∞
[xδ(x)]f(x) dx =

∫ +∞

−∞
δ(x)[xf(x)] dx = 0f(0) = 0 ∀f

(α) ΄Εστω α > 0:∫ +∞

−∞
δ(αx)f(x) dx =

1

α

∫ +∞

−∞
δ(y)f

(y
a

)
dy =

1

α
f(0) =

1

α

∫ +∞

−∞
δ(x)f(x)dx

Για α < 0: α = −|α|, y = αx∫ +∞

−∞
δ(αx)f(x) dx =

1

α

∫ −∞
+∞

δ(y)f
( y
α

)
dy =

−1

|α|

∫ −∞
+∞

δ(y)f
( y
α

)
dy

=
1

|α|

∫ +∞

−∞
δ(y)f

( y
α

)
dy =

f(0)

|α|
=

1

|α|

∫ +∞

−∞
δ(x)f(x) dx

(γ) Αποδεικνύεται από την (α) µε α = −1 .
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(δ+ε) Αναλύουµε την f(x) γύρω από µια ϱίζα της.

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk)

f(xk) = 0⇒ f(x) = f ′(xk)(x− xk)

∫ +∞

−∞
δ
(
f(x)

)
φ(x) dx =

∑
k

∫ xk+ε

xk−ε
δ
(
f ′(xk)(x− xk)

)
φ(x) dx

=
∑
k

1

|f ′(xk)|

∫ xk+ε

xk−ε
δ(x− xk)φ(x) dx

=
∑
k

φ(xk)

|f ′(xk)|
=
∑
k

1

|f ′(xk)|

∫ +∞

−∞
δ(x− xk)φ(x) dx

δ (f(x)) =
∑
k

δ(x− xk)

|f ′(xk)|

⇒ f(x) = x2 − α2 ⇒ f ′(x) = 2x, x1 = −α, x2 = α

Ιδιοσυνάρτηση του τελεστή ϑέσης :
Γενικά

x̂Ψa(x) = xΨa(x)

και
x̂Ψa(x) = aΨa(x)⇒ (x− a)Ψa(x) = 0

⇒ Ψa(x) = δ(x− a)

1.7.3 Αναπαράσταση κυµατοσυναρτήσεων και τελεστών στο χώρο των ορµών

Ιδιοσυνάρτηση του τελεστή της ορµής:

−i~dΨp(x)

dx
= pΨp(x)⇒ dΨp(x)

dx
= i

p

~
Ψp(x)

⇒ Ψp(x) = Ne(ip/~)x

Ορισµός του συντελεστή κανονικοποίησης N .∫ +∞

−∞
Ψ∗p(x)Ψp′(x) dx = δ(p− p′)

⇒ N∗N

∫ +∞

−∞
e
ix
~ (p′−p) dx = N∗N2πδ

(
1

~
(p− p′)

)
= |N |22π~δ(p− p′) = δ(p− p′)

⇒ |N |2 =
1

2π~
⇒ N =

1√
2π~

Ψ(x) =

∫ +∞

−∞
c(p)Ψp(x) dx

⇒ c(p) =

∫ +∞

−∞
Ψ∗p(x)Ψ(x) dx =

1√
2π~

∫ +∞

−∞
e−i

p
~xΨ(x) dx

Πιθανότητα να ϐρούµε την ορµή να έχει τιµή στο διάστηµα ∆p γύρω από το p είναι :

P (p) = |c(p)|2
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c(p) −→ µετασχηµατισµός Fourier της Ψ(x)

Ισχύει ∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)Ψ(x)dx =

∫ +∞

−∞
c∗(p)c(p)dp

άρα η συνάρτηση της ορµής c(p) είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη και c(p)→ 0 όταν p→ ±∞.

Εάν Ϲητάµε τη µέση τιµή της ορµής:

〈p〉 =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)p̂Ψ(x) dx =

∫ +∞

−∞
p|c(p)|2 dp

όµοια

〈pk〉 =

∫ +∞

−∞
pk|c(p)|2 dp

Λέµε ότι η Ψ(x) είναι η κυµατοσυνάρτηση στο χώρο των ϑέσεων και η c(p) η κυµατοσυνάρτηση στο χώρο των
ορµών. Ο τελεστής της ορµής στο χώρο των ορµών είναι ο p̂ = p και ο τελεστής ϑέσης στο χώρο των ορµών
x̂ = i~d/dpx.

〈x〉 =

∫ +∞

−∞
c∗(p)x̂c(p)dp =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)xΨ(x)dx

Απόδειξη.

〈x〉 =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)xΨ(x)dx =

1

2π~

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ipx/~c∗(p)dp

)
x

(∫ +∞

−∞
e−iqx/~c(q)dq

)
dx

=
1

2π~

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ipx/~c∗(p)dp

)
(−i~)

(∫ +∞

−∞
c(q)

d

dq

(
eiqx/~

)
dq

)
dx

΄Εχουµε τώρα ότι∫ +∞

−∞
c(q)

d

dq

(
eiqx/~

)
dq =

∫ +∞

−∞

d

dq

(
c(q)eiqx/~

)
dq −

∫ +∞

−∞
eiqx/~

dc(q)

dq
dq

= 0−
∫ +∞

−∞
eiqx/~

dc

dq
dq

διότι c(q → ±∞) = 0

⇒ 〈x〉 =
1

2π~
(i~)

∫ +∞

−∞
dpdqc∗(p)

dc(q)

dq

∫ +∞

−∞
ei(q−p)x/~dx

= i~
∫ +∞

−∞
dpdqc?(p)

dc(q)

dq
δ(q − p) = i~

∫ +∞

−∞
dpc∗(p)

dc(p)

dp

=

∫ +∞

−∞
c(p)x̂c(p)dp

όπου
x̂ = i~

d

dp

1.8 Συµβολισµός Dirac

Σε κάθε κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) αντιστοιχούµε το σύµβολο |Ψ〉 και το λεµε ket της Ψ. Ενώ στη µιγαδική
συζυγή Ψ∗ όπως εµφανίζεται στο εσωτερικό γινόµενο αντιστοιχούµε το σύµβολο 〈Ψ| και το λέµε bra της Ψ.
Το εσωτερικό γινόµενο γράφεται ως εξής: ∫

Φ∗Ψdx = 〈Φ|Ψ〉

Ακόµη

〈Φ|Ψ〉∗ =

(∫
Φ∗Ψdx

)∗
=

∫
Ψ∗Φdx = 〈Ψ|Φ〉
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Εάν

|Ψ3〉 = α|Ψ1〉+ β|Ψ2〉

τότε

〈Ψ4|Ψ3〉 = α〈Ψ4|Ψ1〉+ β〈Ψ4|Ψ2〉

ενώ

〈Ψ3|Ψ4〉 = α∗〈Ψ1|Ψ4〉+ β∗〈Ψ2|Ψ4〉

Μέση τιµή ενός τελεστή Â:

〈Φ|AΨ〉 = 〈Φ|A|Ψ〉 =

∫
Φ∗ÂΨdx

1.8.1 Ανάπτυξη Κυµατοσυνάρτησης σε ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα συναρ-
τήσεων

Ψ (r) =
∑
n

anΨn(r) µε an =

∫
Ψ∗nΨd3x = 〈Ψn|Ψ〉

⇒ |Ψ〉 =
∑
n

〈Ψn|Ψ〉|Ψn〉 =
∑
n

|Ψn〉〈Ψn|Ψ〉

Στο γραµµικό χώρο των |Ψn〉 έχουµε προβολή του |Ψ〉 στα ιδιοδιανύσµατα |Ψn〉. Εάν έχουµε δύο κυµατοσυ-
ναρτήσεις |Φ〉 και |Ψ〉

|Φ〉 =
∑
k

|Ψk〉〈Ψk|Φ〉, |Ψ〉 =
∑
k

|Ψn〉〈Ψn|Ψ〉

⇒ 〈Φ|Ψ〉 =
∑
k

〈Φ|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 =
∑
k

〈Ψk|Φ〉∗〈Ψk|Ψ〉

και οµοίως

〈Ψ|Ψ〉 =
∑
k

〈Ψ|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

〈Φ|Ψ〉 =

∫
Φ∗Ψd3x =

∑
k

β∗kαk, βk = 〈Ψk|Φ〉, αk = 〈Ψk,Ψ〉

1.8.2 Ανισότητα του Schwartz

Θα αποδείξουµε την ανίσοτητα

〈Ψ1|Ψ1〉 · 〈Ψ2|Ψ2〉 ≥ |〈Ψ1|Ψ2〉|2

Παίρνουµε την κατάσταση

|Ψ〉 = |Ψ2〉 −
〈Ψ1|Ψ2〉
〈Ψ1|Ψ1〉

|Ψ1〉

΄Εχουµε 〈Ψ|Ψ〉 ≥ 0, ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου. Εποµένως

〈Ψ|Ψ〉 =

[
〈Ψ2| −

〈Ψ1|Ψ2〉∗

〈Ψ1|Ψ1〉
〈Ψ1|

] [
|Ψ2〉 −

〈Ψ1|Ψ2〉
〈Ψ1|Ψ1〉

|Ψ1〉
]

= 〈Ψ2|Ψ2〉 −
〈Ψ1|Ψ2〉∗〈Ψ1|Ψ2〉
〈Ψ1|Ψ1〉

≥ 0

⇒ 〈Ψ2|Ψ2〉 · 〈Ψ1|Ψ1〉 ≥ 〈Ψ1|Ψ2〉∗〈Ψ1|Ψ2〉
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1.8.3 Ορθογωνιοποίηση Schmidt

Με τη µέθοδο αυτήν κατασκευάζουµε ένα σύνολο ορθογωνίων διανυσµάτων |Ψk〉 µε k = 1, 2, . . . , N από ένα
σύνολο µη ορθογωνίων διανυσµάτων |Φi〉 µε i = 1, 2, . . . ,M ≥ N .

Παίρνουµε τυχαία το πρώτο, |Ψ1〉 = N1|Φ1〉 επειδή 〈Ψ1|Ψ1〉 = N∗1N1〈Φ1|Φ1〉 = 1

⇒ N1 =
1√
〈Φ1|Φ1〉

= 〈Φ1|Φ1〉−1/2

⇒ |Ψ1〉 =
|Φ1〉

[〈Φ1|Φ1〉]1/2

Κατόπιν παίρνουµε τυχαία το |Φ2〉 και ορίζουµε

|Ψ2〉 = N2(|Φ2〉+ α12|Ψ1〉)

µε
〈Ψ1|Ψ2〉 = 0 και 〈Ψ2|Ψ2〉 = 1

⇒ 〈Ψ1|Φ2〉+ α12〈Ψ1|Ψ1〉 = 0

⇒ α12 = −〈Ψ1|Φ2〉

〈Ψ2|Ψ2〉 = N2
2

(
〈Φ2|Φ2〉 − |α12|2

)
= 1

⇒ N2 =
(
〈Φ2|Φ2〉 − |α12|2

)−1/2

Οµοίως ορίζουµε :
|Ψ3〉 = N3

(
|Φ3〉+ α13|Ψ1〉+ α23|Ψ2〉

)
και συνεχίζουµε.

1.8.4 Τελεστές, Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Ο τελεστής µετασχηµατίζει ένα διάνυσµα ενός γραµµικού χώρου σε ένα άλλο διάνυσµα.

Ιδιοσυναρτήσεις και Ιδιοτιµές

Q|Ψn〉 = qn|Ψn〉

Εκφυλισµός

Μια ιδιοτιµή q ενός τελεστήQ είναι n ϕορές εκφυλισµένη, όταν υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα,
που είναι ιδιοδιανύσµατα του Q µε την ίδια ιδιοτιµή q.

Συναφής ή Συζυγής ενός Τελεστή Q

〈Ψ1|QΨ2〉 = 〈Q†Ψ1|Ψ2〉

΄Οταν ο Q δρα στο ket Q|Ψ〉, τότε ο συζυγής του δρα στο bra, 〈Ψ|Q†.

(Q†)† = Q, (AB)† = B†A†, (λA)† = λ∗A†

(A+B)† = A† +B† για οποιοδήποτε άθροισµα.

Αυτοσυναφής Τελεστής Q† = Q, Ερµιτιανός Τελεστής

Το γινόµενο δύο Ερµιτιανών Τελεστών είναι Ερµιτιανός εάν οι Τελεστές µετατίθενται.
΄Ενας Ερµιτιανός Τελεστής έχει πραγµατικές Ιδιοτιµές και ορθογώνια Ιδιοδιανύσµατα.

Αντίστροφος ενός Τελεστή, Q−1

QQ−1 = Q−1Q = 1
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Μοναδιαίος (Unitary) Τελεστής, U

Ορισµός:
U† = U−1

Οι τελεστές αυτοί διατηρούν το Εσωτερικό Γινόµενο

|Ψ′〉 = U |Ψ〉, |Φ′〉 = U |Φ〉

〈Φ′|Ψ′〉 = 〈UΦ|UΨ〉 = 〈Φ|U†UΨ〉 = 〈Φ|Ψ〉

διότι
U†U = 1, UU† = 1

Κανονικός Τελεστής

Μετατίθεται µε το συζυγή του

[Q,Q†] = 0

Εφόσον µετατίθενται έχουν κοινό σύστηµα ιδιοσυναρτήσεων.

Θεώρηµα 1.8.1. Για έναν κανονικό Τελεστή ισχύει :

Εάν

Q|Ψ〉 = q|Ψ〉

τότε

Q†|Ψ〉 = q∗|Ψ〉

Απόδειξη.

QΨ = qΨ, Q†Ψ = λΨ⇒ λ∗ =

∫
(Q†Ψ)∗Ψdx =

∫
Ψ∗QΨdx = q

Για έναν Μοναδιαίο Τελεστή (κάθε Μοναδιαίος Τελεστής είναι κανονικός) έχουµε

QQ† = 1⇒ QQ†|Ψ〉 = q∗Q|Ψ〉 = q∗q|Ψ〉 = |Ψ〉

qq∗ = 1⇒ q = eiθ

Τελεστής Προβολής

΄Εχουµε µια ορθοκανονική ϐάση και ορίζουµε τον τελεστή

Pk = |Ψk〉〈Ψk|

Pk|Ψ〉 = |Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

Ισχύει P 2
k = Pk, διότι

P 2
k |Ψk〉 = Pk|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 = |Ψk〉〈Ψk|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

= |Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 = Pk|Ψ〉

Για µια ορθοκανονική πλήρη ϐάση έχουµε

|Ψ〉 =
∑
k

|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 =
∑
k

Pk|Ψ〉 για κάθε Ψ

άρα ∑
k

Pk =
∑
k

|Ψk〉〈Ψk| = 1
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1.8.5 Ιδιότητες των Μοναδιαίων Τελεστών

΄Ενας µοναδιαίος Τελεστής µπορεί να γραφτεί στη µορφή

U = eiA

µε A έναν Ερµιτιανό Τελεστή.
U† = e−iA, απόδειξη µε ανάπτυξη σε σειρά.
Απόδειξη µε ανάπτυξη σε σειρά ότι e−iAeiA = 1.

Μετασχηµατισµός Οµοιότητας

Εάν
〈Q〉 = 〈Ψ|Q|Ψ〉

και µετασχηµατίσουµε την κυµατοσυνάρτηση

|Ψ〉 → |Ψ′〉 = U |Ψ〉

όπου U ο µοναδιαίος τελεστής, η µέση τιµή του Q δεν αλλάζει εάν µετασχηµατίσουµε επίσης τον τελεστή Q:

Q→ Q′ = UQU†

Απόδειξη.

〈Q〉 = 〈Ψ|Q|Ψ〉

〈Q′〉 = 〈Ψ′|Q′|Ψ′〉 = 〈UΨ|UQU†|UΨ〉
= 〈Ψ|U†U︸︷︷︸

1

QU†U︸︷︷︸
1

|Ψ〉 = 〈Ψ|Q|Ψ〉

1.8.6 Αναπαράσταση Γραµµικών Τελεστών µε Πίνακες

΄Εστω ότι έχουµε µια ορθοκανονική ϐάση, |Ψn〉, τότε αναπτύσουµε µια κυµατοσυνάρτηση |Ψ〉 σε αυτή τη ϐάση.

|Ψ〉 =
∑
n

|Ψn〉〈Ψn|Ψ〉 =
∑
n

αn|Ψn〉

όπου an = 〈Ψn|Ψ〉.
Το σύνολο των αn µε n = 1, 2, . . . , N, . . . ϕτιάχνει ένα διάνυσµα n̂, µια στήλη ενός πίνακα

|Ψ〉 →


α1

α2

...
αN
...

 = |α〉

Εάν ένας γραµµικός τελεστής Q δράσει στην |Ψ〉

⇒ |Φ〉 = Q|Ψ〉 =
∑
k

Q|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

⇒ βn = 〈Ψn|Φ〉 = 〈Ψn|Q|Ψ〉 =
∑
k

〈Ψn|Q|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

⇒


β1

β2

...
βN
...

 =

 Q


ij


α1

α2

...
αN
...


Qij = 〈Ψi|Q|Ψj〉 =

∫
Ψ∗iQΨjdx

και
βi =

∑
j

Qijαj
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(i) Ανάστροφος ενός πίνακα (Q̃)ij = Qji

(ii) Συζυγής ενός πίνακα (Q†)ij = Q∗ji

(Q∗)ij = 〈Ψi|Q†|Ψj〉 = 〈QΨi|Ψj〉 = 〈Ψj |QΨi〉∗ = Q∗ji

(iii) Ερµιτιανός Πίνακας Q† = Q

⇒ (Q†)ij = Q∗ji = Qij

(iv) Μοναδιαίος Πίνακας U† = U−1

(U†)ij = (U−1)ij

Μετασχηµατισµός από µια ορθοκανονική ϐάση σε µια άλλη ορθοκανονική ϐάση γίνεται µόνο µέσω ενός µο-
ναδιαίου µετασχηµατισµού

|Ψ′k〉 =
∑
l

ukl|Ψl〉, 〈Ψi|Ψj〉 = δij και 〈Ψ′i|Ψ′j〉 = δij

〈Ψ′m|Ψ′k〉 =
∑
n,l

u∗mnukl〈Ψn|Ψl〉 =
∑
l

u∗mlukl = δmk

΄Εστω A ένας µοναδιαίος πίνακας, τότε :

AA† = I ⇒
∑
l

Akl(A
†)lm =

∑
l

AklA
∗
ml = δmk

A†A = I ⇒
∑
l

(A†)ml(A)lk = δmk =
∑
l

A∗lmAlk

άρα ο U είναι µοναδιαίος.

Οι πίνακες Q′, Q που αναπαριστούν τον ίδιο τελεστή στις δύο διαφορετικές ορθοκανονικές ϐάσεις συνδέονται
ως εξής :

Q′ = U†QU

1.8.7 Πρόβληµα των Ιδιοτιµών

Q|Ψ〉 = λ|Ψλ〉
(Q− λI)|Ψλ〉 = 0

όπου I ο ταυτοτικός τελεστής.
Αναπαριστώντας τον τελεστήQ µε τον αντίστοιχο πίνακα και την |Ψ〉 µε τη στήλη an, για να έχουµε µη-µηδενική
λύση για τα an πρέπει να ισχύει

det(Q− λI) = 0

Λύνοντας την πολυωνυµική εξίσωση ως προς λ, ϐρίσκουµε τις ιδιοτιµές λ και για κάθε ιδιοτιµή το ιδιοδιάνυσµα
|Ψλ〉. Σε αυτή τη ϐάση ο πίνακας είναι διαγώνιος.

Οι ιδιοσυναρτήσεις (ιδιοδιανύσµατα) των Ερµιτιανών και των µοναδιαίων τελεστών είναι ορθογώνιες µεταξύ τους
και ϕτιάχνουν ένα πλήρες σύστηµα συναρτήσεων (διανυσµάτων).

Ποιος πίνακας διαγωνοποιεί τον Q;
΄Εστω ότι έχουµε µια ϐάση |Φl〉 και ϐρίσκουµε τα στοιχεία του πίνακα Q

Qkl = 〈Φk|Q|Φl〉
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Βρίσκουµε τις ιδιοσυναρτήσεις |Ψn〉 του Q· αυτές ϕτιάχνουν ένα πλήρες και ορθοκανονικό σύστηµα (για τους
τελεστές→ πίνακες της κβαντοµηχανικής)

Q|Ψn〉 = λn|Ψn〉

I =
∑
l

|Φl〉〈Φl|

Q′nm = 〈Ψn|Q|Ψm〉 =
∑
k,l

〈Ψn|Φk〉〈Φk|Q|Φl〉〈Φl|Ψm〉 =
∑
k,l

U∗knQklUlm

Ο πίνακας U → Uij = 〈Φi|Ψj〉 είναι µοναδιαίος

⇒ Q′ = U†QU

για j = σταθερό το i δίνει τις συνιστώσες του ιδιοδιανύσµατος |Ψj〉 στη ϐάση |Φi〉.

Εισαγάγοντας τον Προβολικό Τελεστή ισοδύναµα γράφουµε

|Ψm〉 =
∑
l

|Φl〉〈Φl|Ψm〉 =
∑
l

〈Φl|Ψm〉|Φl〉

δηλαδή ο U έχει στήλες τα ιδιοδιανύσµατα.
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2
Εφαρµογές της εξίσωσης Schrödinger - Μονοδιάστατα προβλήµατα

2.1 Συνεχές Ενεργειακό Φάσµα

2.1.1 Ελεύθερο Σωµάτιο

΄Εχουµε σε αυτή την περίπτωση F = 0, δηλαδή V (x, t) = σταθερό και τη σταθερή αυτή τιµή τη ϐάζουµε ίση
µε µηδέν. Η εξίσωση του Schrödinger είναι :

− ~2

2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2
= i~

∂Ψ

∂t

στη µία διάσταση, έστω τη x.
Λύση της εξίσωσης Ψ(x, t) = Ψ(x)Φ(t). Χωρίζουµε τις µεταβλητές στην εξίσωση

i~
∂Ψ

∂t
= EΨ⇒ i~

∂Φ

∂t
= EΦ

⇒ Φ(t) = e
−i
E

~
t

⇒ − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
= EΨ⇒ − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
= EΨ

Θέτουµε

k2 =
2mE

~2
, k =

√
2mE

~

⇒ ∂2Ψ

∂x2
= −k2Ψ⇒ Ψ(x) = Aeikx +Be−ikx

⇒ Ψ(x, t) = [Aeikx +Be−ikx]e−i
E
~ t

Θέτουµε E = ~ω.

Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) +Be−i(kx+ωt)

όπου A,B µιγαδικοί αριθµοί που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος.

Ο πρώτος όρος δίνει ένα κύµα που οδεύει κατά τη διεύθυνση (+x), ο δεύτερος στην (−x).

Εάν ξέρουµε (κατασκευάζουµε) ότι το σωµατίδιο κινείται κατά τη ϑετική ϕορά του άξονα, τότε B = 0. Εάν
κινείται µόνο κατά την αρνητική ϕορά, τότε A = 0.

Στην περίπτωσή µας δεν έχουµε περιορισµούς στις δυνατές τιµές της ενέργειας και το ω µπορεί να πάρει κάθε
πιθανή τιµή στο συνεχές. Η

ω =
E

~
=

~
2m

k2
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αποτελεί τη σχέση διασποράς για το ελεύθερο σωµατίδιο.

• Εάν υποθέσουµε, π.χ. B = 0, τότε :

P (x, t) = Ψ∗+(x, t)Ψ+(x, t) = |A|2

που είναι ανεξάρτητη του x και του t, άρα το σώµα µπορεί να είναι παντού· δηλαδή ∆x = ∞, συµβατό µε τη
σχέση αβεβαιότητας αφού ∆P = 0 και (∆x)(∆P ) ≥ ~/2.

• Για να είναι η P (x, t) συνάρτηση της ϑέσης x, πρέπει να έχουµε ∆x = πεπερασµένο, ∆P = πεπερασµένο,
και παίρνουµε επαλληλία κυµάτων:

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫
A(k)ei(kx−ωt) dk +

1√
2π

∫
B(k)e−i(kx+ωt) dk

µε ω = ω(k) =
~

2m
k2.

p̂eikx = −i~ ∂

∂x
eikx = (−i~)(ik)eikx = ~keikx

p = ~k

E =
~2k2

2m
=

p2

2m

Κυµατοσυνάρτηση Ελεύθερου σωµατιδίου στις 3 διαστάσεις

− ~2

2m

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2

)
= i~

∂Ψ

∂t

Ψ(r, t) = Ψ(r)Φ(t)

Φ(t) = e−i
E
~ t, E > 0.

⇒ − ~2

2m
(∂2
xΨ + ∂2

yΨ + ∂2
zΨ) = EΨ

∂2
xΨ + ∂2

yΨ + ∂2
zΨ = −2mE

~2
Ψ = −k2Ψ (2.1)

k2 =
2mE

~2

Η Εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών είναι

Ψ(r) = Ψ1(x)Ψ2(y)Ψ3(z)

και διαιρούµε την εξίσωση (2.1) µε την Ψ:

⇒ 1

Ψ1

∂2Ψ1

∂x2
+

1

Ψ2

∂2Ψ2

∂y2
+

1

Ψ3

∂2Ψ3

∂z2
= −k2

⇒



1

Ψ1

∂2Ψ1

∂x2
= λ

1

Ψ2

∂2Ψ2

∂y2
= µ

1

Ψ3

∂2Ψ3

∂z2
= ν


µε λ+ µ+ ν = −k2

και οι επιτρεπτές λύσεις είναι επίπεδα κύµατα, διότι όλα τα σηµεία του χώρου είναι ισοδύναµα.

⇒ λ = −k2
x, µ = −k2

y, ν = −k2
z
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k2
x + k2

y + k2
z = k2

⇒ Ψ(r) = e±ikxxe±ikyye±ikzz = e±ik·r

k = ê1kx + ê2ky + ê3kz, k2 = k2
x + k2

y + k2
z

k2 =
2mE

~2
,

και τα kx, ky, kz έχουν µόνο αυτόν τον περιορισµό.

⇒ Ψ(r, t) = Aei(k·r−ωt) +Be−k(k·r+ωt)

ω =
E

~
Εκφυλισµός : για την ίδια τιµή της Ενέργειας E έχουµε πολλές και διαφορετικές τιµές των kx, ky, kz.

Ρεύµα πιθανότητας

Μέχρι τώρα µιλούσαµε για ένα µόνο σωµατίδιο και την πυκνότητα πιθανότητας P (x, t) = Ψ∗Ψ να ϐρούµε το
σωµατίδιο γύρω από τη ϑέση x τη χρονική στιγµή t, και από την κανονικοποίηση έχουµε∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) dx = 1

Εάν έχουµε ένα µεγάλο αριθµό σωµατιδίων µε την ίδια µάζα και ταχύτητα (όπως σε ένα πείραµα σκέδασης) που
κινούνται σε µία κατεύθυνση, έχουµε µία δέσµη. Αυτή η δέσµη σωµατιδίων χαρακτηρίζεται από την ένταση
της δέσµης.

Ως ΄Ενταση της δέσµης ορίζουµε τον αριθµό των σωµατιδίων που περνάνε ανά µονάδα επιφανείας και ανά
µονάδα χρόνου από µια επιφάνεια κάθετη στη διεύθυνση κίνησής τους.

J =
n

∆s ·∆t
,

εάν πάρουµε v = ∆x/∆t, δηλαδή τα σωµατίδια διανύουν απόσταση ∆x µέσα σε χρόνο ∆t. Τότε :

J =
n

∆s ·∆t
· ∆x

∆x
=

n

∆V
v

⇒ J = ρv

όπου ρ η πυκνότητα σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου (για x, t) και v η ταχύτητα που κινούνται τα σωµατίδια (στη
ϑέση x, t).
δηλαδή όσα σωµατίδια µπαίνουν από τη µία επιφάνεια ∆s του όγκου ∆V τόσα ϐγαίνουν από την άλλη µεριά.
∆ιανυσµατικά,

J = ρv

Εξίσωση διατήρησης µάζας (ϕορτίου)
∂ρ

∂t
= −∇ · J

d

dt

∫
V

ρ d3x = −
∮
S

J · da

Κβαντοµηχανικά η πιθανότητα να ϐρούµε ένα σωµατίδιο στη ϑέση (x, t) είναι Ψ∗Ψ, κανονικοποιώντας στη
µονάδα.

Μπορούµε να κανονικοποιήσουµε την κυµατοσυνάρτηση Ψ έτσι ώστε να µας δίνει τον ολικό αριθµό των σωµα-
τιδίων της δέσµης, και να λύνει συγχρόνως την εξίσωση του Schrödinger για το ένα σωµατίδιο. Υποθέτοντας ότι
τα σωµατίδια της δέσµης δεν αλληλεπιδρούν ισχυρά µεταξύ τους, έχουµε την πυκνότητα πιθανότητας που
δίνει τον αριθµό των σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου γύρω από τη ϑέση r, τη χρονική στιγµή t.
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⇒ P = Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)

και ∫
χώρο

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) d3x = N,

όπου N ο ολικός αριθµός σωµατιδίων στη δέσµη, και από τον προηγούµενο ορισµό του ρ και της εξίσωσης
συνέχειας ϑα ϐρούµε το ϱεύµα πιθανότητας, δηλαδή την ένταση της δέσµης. Αποδεικνύεται ότι :

J = −i ~
2m
{Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗}

Απόδειξη: ΄Εχουµε,

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ, Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r)

P = Ψ∗Ψ, V = V (r)

∂P

∂t
=

∂

∂t
(Ψ∗Ψ) =

∂Ψ?

∂t
Ψ + Ψ∗

∂Ψ

∂t

= Ψ∗
[

1

i~
ĤΨ

]
+ Ψ

[
− 1

i~
ĤΨ∗

]
=

1

i~

{
− ~2

2m
Ψ∗∇2Ψ +

~2

2m
Ψ∇2Ψ∗

}
= − ~

i2m

{
Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗

}
= − ~

i2m
∇[Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗]

= −∇ · J

⇒ J = −i ~
2m
{Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗}

∂P

∂t
= −∇ · J , P = Ψ∗Ψ

2.1.2 Ορθογώνιο Σκαλοπάτι ∆υναµικού

Εξετάζουµε το µονοδιάστατο πρόβληµα µε δυναµικό

V (x) =

 0, για x < 0

V0 για x > 0

Λύνουµε τη χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση του Schrödinger:

− ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ V (x)Ψ = EΨ

Α. Ενέργεια σωµατιδίου E < V0

Κλασσικά το σωµατίδιο κινείται µόνο στην περιοχή −∞ < x < 0 και για x = 0 ανακλάται και γυρίζει
πίσω. ΄Εχουµε για την ενέργεια :

E = Eκιν + V, µε Eκιν > 0.

Κβαντοµηχανικά λύνουµε την εξίσωση του Schrödinger για −∞ < x < +∞ χωρίζοντας την περιοχή σε
δύο υποπεριοχές :

(i) Περιοχή Ι : −∞ < x < 0⇒ Ψ1

(ii) Περιοχή ΙΙ : 0 < x < +∞⇒ Ψ2
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Εδώ το E > 0 (γιατί ;)
〈E〉 = 〈H〉 = 〈T + V 〉 = 〈T 〉+ 〈V 〉, V = 0

⇒ 〈E〉 = 〈T 〉

Θα δείξουµε ότι 〈T 〉 ≥ 0 πάντα.

〈T 〉 =

∫
Ψ∗

p̂2

2m
Ψ dx =

1

2m

∫
(p̂Ψ)∗(p̂Ψ) dx

=
1

2m

∫
Φ∗Φ dx =

1

2m
〈Φ,Φ〉 ≥ 0

όπου Φ = p̂Ψ.
Ενώνουµε τις δύο περιοχές σε µία λύση απαιτώντας από τις Ψ1, Ψ2 να ικανοποιούν ορισµένες οριακές
συνθήκες :

• Η κυµατοσυνάρτηση είναι συνεχής και µονότιµη.

• Η πρώτη παράγωγος της Ψ πρέπει να είναι συνεχής και µονότιµη.

• Η κυµατοσυνάρτηση πρέπει να παραµένει πεπερασµένη ή να τείνει στο µηδέν όταν x→ ±∞.

Λύση στην περιοχή Ι :

− ~2

2m

d2Ψ1

dx2
= EΨ1 ⇒

d2Ψ1

dx2
= −2mE

~2
Ψ1

Ορίζουµε k2
1 =

2mE

~2
> 0

⇒ Ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x

Ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει το προσπίπτον σώµα που κινείται προς τα δεξιά. Ο δεύτερος όρος το
ανακλώµενο που κινείται προς τα αριστερά.

Λύση στην περιοχή ΙΙ :

− ~2

2m

∂2Ψ2

∂x2
+ V0Ψ2 = EΨ2

⇒ ∂2Ψ2

∂x2
= −2m

~2
(E − V0)Ψ2 =

2m

~2
(V0 − E)Ψ2

Ορίζουµε

k2
2 =

2m

~2
(V0 − E) > 0

⇒ Ψ2(x) = Ce−k2x +Dek2x

Από την τρίτη συνοριακή συνθήκη παίρνουµε D = 0, αλλιώς ϑα είχαµε άπειρη πιθανότητα να ϐρούµε το
σωµατίδιο για x =∞ στην κλασσικά απαγορευµένη περιοχή.

Από την πρώτη συνοριακή συνθήκη, για x = 0:

Ψ1(x = 0) = Ψ2(x = 0)

⇒ A+B = C

Από τη δεύτερη ΣΣ :
dΨ1

dx

∣∣∣
x=0

=
dΨ2

dx

∣∣∣
x=0

⇒ ik1A− ik1B = −k2C

Λύνουµε το σύστηµα: 
A+B = C

A−B =
ik2

k1
C

⇒ 2A = C

[
1 +

ik2

k1

]
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⇒ C =
2k1

k1 + ik2
A, B =

k1 − ik2

k1 + ik2
A

Χωρίς περιορισµούς στην E (µόνο E < V0) άρα το ϕάσµα των ενεργειακών ιδιοτιµών είναι συνεχές.

⇒


Ψ1(x) = Aeik1x +

k1 − ik2

k1 + ik2
Ae−ik1x

Ψ2(x) =
2k1

k1 + ik2
Ae−k2x

• ∆εν υπάρχει λύση για C = 0 εάν το V0 είναι πεπερασµένο !

• Η κυµατοσυνάρτηση για x > 0 ϕθίνει εκθετικά.

• Εάν V0 →∞
⇒ k2 →∞ και Ψ→ 0 για x > 0⇒ Ψ2(x > 0)→ 0,

οπότε για V0 =∞ έχουµε λύση µε C = 0. Τότε Ψ1(x) = A sin k1x και Ψ1(x = 0) = 0, εφαρµόζουµε
µόνο τη συνθήκη για τη συνέχεια της κυµατοσυνάρτησης.

• Βάθος διείσδυσης του σωµατιδίου προς τα δεξιά :

∆x =
1

k2
=

~√
2m(V0 − E)

Ψπ = Aeik1x

Ψα = A
k1 − ik2

k1 + ik2
e−ik1x

Ψδ = A
2k1

k1 + ik2
e−k2x

Υπολογίζουµε τα ϱεύµατα πιθανότητας για την προσπίπτουσα δέσµη Jπρ, την ανακλώµενη συνιστώσα της
δέσµης Jαν και τη διερχόµενη δεξιά συνιστώσα της δέσµης, Jδ.

Jπρ = − i~
2m

(Ψ∗π∂xΨπ −Ψπ∂xΨ∗π)

=
−i~
2m
{A∗A(ik1)−A∗A(−ik1)} = �2

~k1

�2m
A∗A =

~k1

m
A∗A

αλλά p1 = ~k1, v1 = p1
m = ~

mk1

⇒ Jπρ = A∗Av1

Jαν = − i~
2m

(Ψ∗a∂xΨa −Ψa∂xΨ∗a)

=
−i~
2m

{
A∗A

(k1 − ik2)(k1 + ik2)

(k1 + ik2)(k1 − ik2)
(−2ik1)

}
= −~k1

m
A∗A

Jδ = − i~
2m

(Ψ∗δ∂xΨδ −Ψδ∂xΨ∗δ)

=
−i~
1m

{
2k1

k1 + ik2

2k1

k1 − ik2

[
e−k2x(−k2)e−k2x − e−k2x(−k2)e−k2x

]}
=
−i~
2m

4k2
1

k2
1 + k2

2

[µηδέν] = µηδέν

∆ηλαδή κλασσικά ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι τα σωµατίδια περνάνε για x > 0, επιβραδύνονται,
σταµατούν και επιταχύνονται προς τα αριστερά !!!

Ορίζουµε το συντελεστή Ανάκλασης R και το συντελεστή ∆ιέλευσης T :
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R =
|Jαν|
Jπρ

, T =
Jδ

Jπρ
, T +R = 1

Τα R και T είναι η πιθανότητα ανάκλασης και η πιθανότητα διέλευσης, αντίστοιχα.
Εδώ έχουµε:

Jπρ =
~k1

2m
|A|2, Jαν = −~k1

m
|A|2, Jδ = 0

⇒ T = 0, R = 1

΄Αρα όλα τα σωµατίδια ανακλώνται τελικά· ακόµη και αυτά που περνούν, µέχρι κάποιο ϐάθος, το σκαλο-
πάτι δυναµικού προς τα δεξιά.

Β. Ενέργεια σωµατιδίου E > V0

Λύση στην περιοχή Ι :

Ψ1(x) = Aeik1x +Be−ik1x

k2
1 =

2mE

~2
> 0

Λύση στην περιοχή ΙΙ :

d2Ψ2

dx2
= −2m

~2
(E − V0)Ψ2

k2
2 =

2m

~2
(E − V0) > 0

⇒ Ψ2(x) = Ceik2x +���
��:0

De−ik2x

D = 0: ∆εν υπάρχουν για x > 0 σωµατίδια που να οδεύουν αριστερά, προσπίπτουσα δέσµη από αριστερά.
Ικανοποιούµε τις συνθήκες για την Ψ(x):{

A+B = C

ik1A− ik1B = ik2C

⇒ C =
2k1

k1 + k2
A, B =

k1 − k2

k1 + k2
A

Για δεδοµένο V0, όταν E →∞ έχουµε k2 → k1 ⇒ R→ 0, T → 1
Ψ1(x) = Aeik1x +A

k1 − k2

k1 + k2
e−ik1x, x < 0

Ψ2(x) = A
2k1

k1 + k2
eik2x, x > 0

΄Αρα έχουµε οδεύον κύµα ανακλώµενο προς τα αριστερά για x < 0 και οδεύον κύµα που διέρχεται προς
τα δεξιά για x > 0.
∆εν υπάρχει λύση για B = 0, δηλαδή χωρίς ανάκλαση.
Επίσης έχουµε

R =
|Jαν|
Jπρ

=
|B|2v1

|A|2v1
=
|B|2

|A|2
=

(
k1 − k2

k1 + k2

)2

T =
Jδ

Jπρ
=
|C|2v2

|A|2v1
=

4k2
1

(k1 + k2)2

k2

k1
=

4k1k2

(k1 + k2)2

R+ T = 1

Εάν εναλλάξουµε το k1 µε το k2, δηλαδή εάν το σωµάτιο ερχόταν από δεξιά προς τα αριστερά, ϑα ϐρούµε
τα ίδια ακριβώς R και T .
΄Αρα η ανάκλαση οφείλεται µόνο στην ανοµοιογένεια του δυναµικού γύρω από το x = 0.
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2.1.3 Ορθογώνιο Φράγµα δυναµικού - Φαινόµενο Σήραγγας

Εξετάζουµε το µονοδιάστατο πρόβληµα µε δυναµικό

V (x) =

 0, για x < 0
V0, για 0 < x < a
0, για x > a

υποθέτοντας και πάλι ότι αρχικά για x→ −∞ ένα σωµατίδιο συγκεκριµένης ενέργειας κινείται για x < 0 από
αριστερά προς τα δεξιά.

Α. Ενέργεια σωµατιδίου E < V0

(i) x < 0

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
= EΨ

d2Ψ

dx2
= −2mE

~2
Ψ

k2
1 =

2mE

~2
> 0⇒ Ψ1(x) = A1e

ik1x +B1e
−ik1x

(ii) 0 < x < a

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
+ V0Ψ = EΨ

⇒ d2Ψ

dx2
=

2m

~2
(V0 − E)Ψ

k2
2 =

2m

~2
(V0 − E) > 0⇒ Ψ2(x) = A2e

k2x +B2e
−k2x

(iii) x > a

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
= EΨ

⇒ d2Ψ

dx2
= −2m

~2
EΨ

k2
1 =

2m

~2
E > 0⇒ Ψ3(x) = A3e

ik1x +B3e
−ik1x

Συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος : B3 = 0. Από δεξιά (x > a) υπάρχει µόνο το κύµα (σωµατίδιο)
που πέρασε δηλαδή το A3, δεν υπάρχει προσπίπτον από δεξιά.

Οριακές συνθήκες για x = 0 και x = a:
Στην περιοχή 0 < x < a δεν έχουµε διάδοση κύµατος, αλλά Ψ(x) 6= 0

Ψ1(x = 0) = Ψ2(x = 0)

dΨ1

dx
(x = 0) =

dΨ2

dx
(x = 0)

Ψ2(x = a) = Ψ3(x = a)

dΨ2

dx
(x = a) =

dΨ2

dx
(x = a)


⇒

⇒ J = − i~
2m

{
Ψ∗

∂Ψ

∂x
−Ψ

∂Ψ∗

∂x

}

A1 +B1 = A2 +B2 (2.2)
ik1A1 − ik1B1 = k2A2 − k2B2 (2.3)

ek2aA2 +B2e
−k2a = A3e

ik1a (2.4)

k2A2e
k2a − k2B2e

−k2a = ik1A3e
ik1a (2.5)
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Λύνω για να ϐρω τους συντελεστές A,B. Υπάρχει µια αυθαίρετη σταθερά, που ορίζεται από την κανονι-
κοποίηση, η A1, όλα ϑα εκφραστούν µέσω της A1.

Ενδιαφέροµαι κυρίως για την A3, διότι έτσι ϑα ϐρω το συντελεστή διέλευσης του σωµατιδίου µέσω του
ϕράγµατος E < V0

T =
Jδ

Jπρ
=
|A3|2~k1/m

|A1|2~k1/m
=
|A3|2

|A1|2

όπου A1 το πλάτος προσπίπτοντος κύµατος, B1 το πλάτος ανακλώµενου κύµατος και A3 το πλατος
διαδιδόµενου δεξιά κύµατος.

∆ιαιρώ την εξίσωση (2.3) µε ik1 και προσθέτω στην (2.2):

A1 +B1 = A2 +B2

A1 −B1 =
k2

ik1
A2 −

k2

ik1
B2

2A1 = A2

(
1 +

k2

ik1

)
+B2

(
1− k2

ik1

)

⇒ A1 = A2
ik1 + k2

2ik1
+B2

ik1 − k2

2ik1
(2.6)

∆ιαιρώ την (2.5) µε k2 και από τις (2.4), (2.5) έχω:

A2e
k2a +B2e

−k2a = A3e
ik1a

A2e
k2a −B2e

−k2a = A3e
ik1a

ik1

k2

2A2e
k2a = A3e

ik1a

(
1 +

ik1

k2

)

2B2e
−k2a = A3e

ik1a

(
1− ik1

k2

)

⇒


A2 = A3e

(ik1−k2)a k2 + ik1

2k2

B2 = A3e
(ik1+k2)a k2 − ik1

2k2

(2.7)

(2.8)

Βάζοντας τις (2.7) και (2.8) στην (2.6) έχουµε:

A1 = A3
(k2 + ik1)2

4ik1k2
e(ik1−k2)a −A3

(k2 − ik1)2

4ik1k2
e(ik1+k2)a

⇒ A1 = A3
eik1a

4ik1k2

[
(k2 + ik1)2e−k2a − (k2 − ik1)2ek2a

]
΄Αρα εάν υπάρχει λύση για µη µηδενική κυµατοσυνάρτηση, A1 6= 0 τότε και A3 6= 0 αναγκαστικά.
΄Αρα έχουµε πάντα διέλευση από το ϕράγµα δυναµικού αν και κλασσικά απαγορεύεται όταν
E < V0.

Το καθαρά κβαντικό αυτό ϕαινόµενο λέγεται ϕαινόµενο σήραγγας. Θα το δούµε στα αγγλόφωνα
ϐιβλία σαν "tunneling". Η εκποµπή ακτινοβολίας α-σωµατιδίου από ϱαδιενεργούς πυρήνες π.χ.
οφείλεται στο ϕαινόµενο σήραγγας µέσω του πυρηνικού δυναµικού.

Προσοχή: Εάν k2a� 1 τότε, αµελώντας το e−k2a στην προηγούµενη σχέση έχουµε:
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(1)

A3 ' A1e
−ik1a 4ik1k2

(k2 − ik1)2
e−k2a

⇒ T =
|A3|2

|A1|2
≈ 16k2

1k
2
2

(k2
2 + k2

1)2
e−2k2a (2.9)

(2)

Ψ2(0) = A2 +B2 = A3e
ik1a[Γe−k2a + Γ∗ek2a]

Ψ2(a) = A2e
k2a +B2e

−k2a = A3e
ik1a[Γ + Γ∗]

⇒ Ψ2(0)

Ψ2(a)
' Γ∗ek2a ⇒ Ψ2(a)

Ψ2(0)
' e−k2a

Γ∗
⇒ |Ψ2(a)|2

|Ψ2(0)|2
' T

όπου
Γ =

k2 + ik1

2k2
και Γ + Γ∗ = 1

Υπολογισµός του συντελεστή διέλευσης

A∗1A1 =
A∗3A3

16k2
1k

2
2

{[
(k2 + ik1)2e−k2a − (k2 − ik1)2ek2a

]
·

·
[
(k2 − ik1)2e−k2a − (k2 + ik1)2ek2a

]}
(2.10)

Το γινόµενο των δύο όρων ισούται µε :

= (k2 + ik1)2(k2 − ik1)2e−2k2a − (k2 + ik1)4 − (k2 − ik1)4+

+ (k2 + ik1)2(k2 − ik1)2e2k2a

= (k2
2 + k2

1)2(e2k2a + e−2k2a)−
[
(k2 + ik1)4 + (k2 − ik1)4

]
= (k2

2 + k2
1)2(e2k2a + e−2k2a)− 4(k2

2 − k2
1)2 + 2(k2

2 + k2
1)2

= (k2
2 + k2

1)2[e2k2a + e−2k2a + 2]− 4(k2
2 − k2

1)2

= (k2
2 + k2

1)2(ek2a + ek2a)2 − 4(k2
2 − k2

1)2

= 4(k2
2 + k2

1)2 cosh2(k2a)− 4(k2
2 − k2

1)2

όπου χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα

(k2 + ik1)4 + (k2 − ik1)4 = 4(k2
2 − k2

1)2 − 2(k2
2 + k2

1)2

οπότε η σχέση (2.10) γίνεται :

A∗1A1 =
A∗3A3

4k2
1k

2
2

{
(k2

2 + k2
1)2 cosh2(k2a)− (k2

2 − k2
1)2
}

⇒ T =
A∗3A3

A∗1A1
=

4k2
1k

2
2

(k2
2 + k2

1)2 cosh2(k2a)− (k2
2 − k2

1)2

T +R = 1⇒ R = 1− T
Χρησιµοποιώντας : cosh2 x− sinh2 x = 1,

k2
1 =

2m

~2
E, k2

2 =
2m

~2
(V0 − E)

⇒ T =

1 +
sinh2 k2a

4
E

V0

(
1− E

V0

)

−1
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Εάν το k2a είναι µεγάλο, τότε :

sinh(k2a) =
1

2

(
ek2a − e−k2a

)
→ ek2a

2

⇒ T =

1 +
e2k2a

16
E

V0

(
1− E

V0

)

−1

' 16
E

V0

(
1− E

V0

)
e−2k2a,

που είναι ίδιο µε τη σχέση (2.9)

T =
1

1 + Σ
' Σ−1, για Σ� 1, 1 + Σ ' Σ

άρα όσο µικρότερη η µάζα του σωµατιδίου ή όσο µικρότερο το a, ή όσο κοντύτερα το E στο V0, τόσο µι-
κρότερο το γινόµενο k2a και άρα µεγαλύτερο το T , εποµένως τόσο πιθανότερη η διέλευση του σωµατιδίου
από το ϕράγµα του δυναµικού.

Β. Ενέργεια σωµατιδίου E > V0

(i) : x < 0 ⇒ −~
2

2m
Ψ′′1 = EΨ1

⇒ k2
1 =

2mE

~2
> 0⇒ Ψ1(x) = A1e

ik1x +B1e
−ik1x

(ii) : 0 < x < a ⇒ − ~2

2m
Ψ′′2 + V0Ψ2 = EΨ2

⇒ k̃2
2 =

2m

~2
(E − V0) > 0

⇒ Ψ2(x) = A2e
ik̃2x +B2e

−ik̃2x

(iii) : x > a ⇒ − ~2

2m
Ψ′′3 = EΨ3

⇒ Ψ3(x) = A3e
ik1x

Τώρα δεν έχουµε εκθετική ελάττωση του πλάτους του κύµατος. Υπολογίζουµε όµοια τα Ak, Bk.

A1 +B1 = A2 +B2

ik1A1 − ik1B1 = ik̃2A2 − ik̃2B2

A2e
ik̃2a +B2e

−ik̃2a = A3e
ik1a

ik̃2A2e
ik̃2a − ik̃2B2e

−ik̃2a = ik1A3e
ik1a

Οι προηγούµενες σχέσεις είναι παρόµοιες µε τις σχέσεις για την περίπτωση (E < V0), αλλά µε τη
διαφορά ότι όπου k2 → ik̃2 για την τελική σχέση που δίνει το A3 συναρτήσει του A1 π.χ.
Ο συντελεστής διέλευσης τώρα είναι :

T =

1 +
sin2(k̃2a)

4
E

V0

(
E

V0
− 1

)

−1

Παρατηρήσεις

(i) Ακόµη και για E/V0 > 1 υπάρχει πιθανότητα να ανακλαστεί το σωµατίδιο.
(ii) ΄Οταν E/V0 � 1, τότε T → 1, R→ 0.
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(iii) Για E/V0 > 1, ο συντελεστής διέλευσης εξαρτάται ηµιτονοειδώς από το k̃2a, άρα για

k̃2a = nπ ⇒ T = 1 µε n = 1, 2, 3, . . .

⇒ a

√
2m

~2
(E − V0) = nπ ⇒ a2 2m

~2
(E − V0) = n2π2

⇒ En =
~2π2

2ma2
n2 + V0

(iv) Το δυναµικό που παρουσιάζεται στον πυρήνα και εµποδίζει τα σωµατίδια άλφα να ϐγουν είναι
χονδρικά της µορφής του σχήµατος 2.1.

R

-V0

E

r

V(r)

Σχήµα 2.1

Η πιθανότητα διέλευσης έχει τη µορφή T (E) = f(E)e−2k2a.
Η συνάρτηση f(E) µεταβάλλεται αργά µε την ενέργειαE, ενώ το εκθετικό e−2k2a µεταβάλλεται
πολύ γρήγορα µε το E και το a, και επειδή το πλάτος a του ϕράγµατος ελαττώνεται καθώς
αυξάνεται η ενέργεια, ο συντελεστής διέλευσης µεταβάλλεται σηµαντικά µε µικρές µεταβολές
της ενεργειας.
΄Αρα µεταβολή της ενεργειας κατά µερικά MeV προκαλεί µεταβολή στους χρόνους ηµιζωης των
ϱαδιενεργών πυρήνων από 10−7 s µέχρι 1010 χρόνια.
WKB approximation (Wentzel, Kramers, Brillouin)

(v) Πάµε πάλι στη µορφή του συντελεστή διέλευσης T (E) ' e2k2a µε

k2 =

√
2m

~2
(V0 − E)

΄Εχουµε ότι

T (E) ' |Ψ(a)|2

|Ψ(0)|2
' e−2k2a

όπου k2 είναι ο συντελεστής απόσβεσης.

Εάν τώρα το ϕράγµα δυναµικού δεν έχει την τετραγωνική µορφή όπως προηγουµένως αλλά
είναι π.χ. αυτό του σχήµατος 2.2.
τότε ο συντελεστής απόσβεσης για ένα τετραγωνικό ϕράγµα που προσεγγίζει αυτό το δυναµικό
αλλάζει µε το x→ k2(x), όπου

k2(x) =

√
2m

~2
(V (x)− E)

Μπορούµε στο συντελεστή διέλευσης T (E) να αντικαταστήσουµε τον k2 µε τη µέση τιµή του
και έτσι να έχουµε µια πρώτη προσέγγιση για την πιθανότητα διέλευσης ενός σωµατιδίου από
αυτό το δυναµικό.

⇒ 〈k2〉 ≡
1

a

∫ x2

x1

√
2m

~2
(V (x)− E) dx
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V(x)

x1 x2 x

E

Σχήµα 2.2

⇒ T (E) = e−2〈k2〉a = exp

{
−2

∫ x2

x1

√
2m

~2
(V (x)− E) dx

}

που αποτελεί τον τύπο του Gamow στην Πυρηνική Φυσική.

a = x2 − x1

Ορίζουµε

A =
2

~

∫ x2

x1

√
2(V (x)− E) dx

⇒ T (E) ' e−
√
mA

΄Αρα έχουµε διαφορετικό πλάτος διέλευσης για σωµατίδια διαφορετικής µάζας :

T1(E)

T2(E)
' e−

√
m1

e−
√
m2
' e−(

√
m1−

√
m2)
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2.2 ∆ιακριτό Φάσµα

2.2.1 ∆υναµικό Τετραγωνικού Πηγαδιού Απείρου Βάθους

Α. Μονοδιάστατη περίπτωση
Θα εξετάσουµε πρώτα τη µονοδιάστατη περίπτωση, όπου:

V (x) =

 0, για 0 < x < a

∞, για x < 0 και για x > a

Το σωµατίδιο είναι περιορισµένο στο διάστηµα 0 ≤ x ≤ a. Σύµφωνα µε το παράδειγµα στην παράγραφο 2,
όταν το V0 →∞ η κυµατοσυνάρτηση Ψ(x) του σωµατιδίου µηδενίζεται, δηλαδή για x > a και x < 0 στη δική
µας περίπτωση.

Εξίσωση του Schrödinger για 0 < x < a :

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
= EΨ⇒ d2Ψ

dx2
= −2mE

~2
Ψ

Ορίζουµε k2
x =

2mE

~2
⇒ Λύση της διαφορικής εξίσωσης

Ψ(x) = Aeikxx +Be−ikxx

Ψ(x = 0) = 0⇒ A+B = 0⇒ B = −A

Ψ(x) = 2Ai sin(kxx) = C sin(kxx)

Ψ(x = a) = 0⇒ sin(kxa) = 0⇒ kxa = nπ

⇒ kx = n
π

a
, n = 1, 2, 3 . . .

Για την ενέργεια έχουµε:

E =
~2

2m
k2
x

⇒ En = n2 π
2~2

2ma2
, n = 1, 2, 3, . . .

Η E1 είναι η ελάχιστη δυνατή ενέργεια, ή αλλιώς ενέργεια ϑεµελιώδους κατάστασης. Η ενέργεια είναι κβαντι-
σµένη, παίρνει δηλαδή συγκεκριµένες διακριτές τιµές.

Κανονικοποιούµε την Κυµατοσυνάρτηση: ∫ +∞

−∞
Ψ∗Ψ dx = 1

⇒ C2

∫ a

0

sin2(kx) dx =
C2

k

∫ ka=nπ

0

sin2 ω dω =
C2

nπ/a

nπ

2
= C2 a

2
= 1

⇒ C =

√
2

a

⇒ Ψn(x) =

√
2

a
sin
(nπx

a

)
µε ενέργεια

En = n2 π
2~2

2ma2
, n = 1, 2, 3, . . .
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Παρατηρήσεις

(i) Θεώρηµα των κόµβων:
Ο αριθµός των κόµβων (µηδενισµών) αυξάνεται κατά µονάδα καθώς προχωρούµε από τη ϑεµελιώδη στάθµη

(κατάσταση, µε µηδέν κόµβους) στις ανώτερες

Εννοούµε εδώ µηδενισµός στο πεδίο ορισµού, δηλαδή 0 < x < a, και όχι στα άκρα.
(ii) Το ϕάσµα δεν παρουσιάζει εκφυλισµό, δηλαδή υπάρχει µια µόνο κατάσταση για κάθε ενεργειακή στάθµη.
(iii) Οι ιδιοσυναρτήσεις είναι εναλλάξ άρτιες και περιττές ως προς το µέσο του πηγαδιού:

E1 → άρτια
E2 → περιττή
E3 → άρτια

(iv) Κλασσικό όριο ~ → 0, m → ∞ τότε η ενέργεια της ϑεµελιώδους στάθµης τείνει στο µηδέν, το ϕάσµα
τείνει στο συνεχές.

(v) Στο όριο των µεγάλων κβαντικών αριθµών n→∞ έχουµε

∆En
En

=
2n+ 1

n2
→ 0,

άρα πλησιάζουµε και πάλι το συνεχές ϕάσµα.
(vi) Σχέση Αβεβαιότητας - Ενέργεια ϑεµελιώδους στάθµης

∆x ·∆p ' ~

Η αβεβαιότητα στη ϑέση είναι της τάξης του εύρους του πηγαδιού⇒ ∆x ' a.
Ακόµη,

(∆p)2 = 〈p2〉 − 〈p〉2 και 〈p〉 = 0

διότι 〈[x,H]〉 =
i~
m
〈p〉 και 〈[x,H]〉 = 0 για τις δέσµιες καταστάσεις για οποιαδήποτε ιδιοκατάσταση της

ενέργειας

⇒ (∆p)2 = 〈p2〉 '
(

~
∆x

)2

' ~2

a2

Η µέση τιµή της ενέργειας ϑα είναι :

〈E〉 =
〈p2〉
2m
' ~2

2ma2
' E1

(vii) Απόσταση µεταξύ ενεργειακών σταθµών για µικρά n περίπου ίση µε την

E1 '
~2

2ma2
' ∆E

΄Ατοµο: m = me = 0.5 MeV, a = Rτροχιάς ' 0.5× 10−8 cm

⇒ ∆E ' eV

Πυρήνας: m = mp ' 2000 me, a = Rπυρήνα ' 10−13 cm

⇒ ∆Eπυρ

∆Eατ
'
meR

2
τροχιάς

mpR2
πυρ.

' 106 εώς 107
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Β. Τριδιάστατο κουτί µε άπειρα τοιχώµατα

V (x, y, z) =



0 < x < a
0, όταν 0 < y < b

0 < z < c
x < 0, x > a

∞, όταν y < 0, y > b
z < 0, z > c

⇒ − ~2

2m
∇2Ψ = EΨ

(ελεύθερο σωµάτιο µέσα στο κουτί)

⇒ Λύση από την παρ. 2.1.1 µε τη µέθοδο των χωριζοµένων µεταβλητών

Ψ(x, y, z) = Ψ1(x)Ψ2(y)Ψ3(z)

Τα Ψk είναι επίπεδα κύµατα και από τις οριακές συνθήκες λόγω της µονοδιάστατης περίπτωσης (Α) έχουµε:

Ψ1(x) =

√
2

a
sin
(nπx

a

)
, n = 1, 2, 3, . . .

Ψ2(x) =

√
2

b
sin
(mπy

b

)
, m = 1, 2, 3, . . .

Ψ3(z) =

√
2

c
sin

(
lπz

c

)
, l = 1, 2, 3, . . .

Για την ενέργεια έχουµε:

E = Ex + Ey + Ez = (k2
x + k2

y + k2
z)

~2

2m

⇒ E =
~2

2m

(
π2n2

a2
+
π2m2

b2
+
π2l2

c2

)
,

δηλαδή η ενέργεια χαρακτηρίζεται από τρεις κβαντικούς αριθµούς.

E = Enlm

∆ίνοντας τα n, l,m ξέρουµε την ενέργεια.

Εκφυλισµός διότι µπορεί να έχουµε την ίδια ενέργεια για πολλές διαφορετικές τριάδες (n, l,m), όταν έχουµε
ίδιο µήκος των πλευρών.

Παράδειγµα. ΄Εστω a = b = c

⇒ E =
~2π2

2ma2
(n2 + l2 +m2) = ξ(n2 + l2 +m2)

n = 1, l = 1,m = 1⇒ E111 = 3ξ µία στάθµη
n = 2, l = 1,m = 1⇒ E = E211 = E121 = E112 = 6ξ τρεις στάθµες

...

2.2.2 Τετραγωνικό πηγάδι ∆υναµικού πεπερασµένου ϐάθους

V (x) =

{
0, για −a < x < a

V0, για x < −a, x > a

Θα λύσουµε το πρόβληµα µόνο για E < V0. ΄Εχουµε τρεις περιοχές :

(i) Περιοχή Ι, x < −a: −~
2

2m

d2Ψ1

dx2
+ V0Ψ1 = EΨ1
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(ii) Περιοχή ΙΙ, −a < x < a:
−~2

2m

d2Ψ2

dx2
= EΨ2

(iii) Περιοχή ΙΙΙ, x > a:
−~2

2m

d2Ψ3

dx2
+ V0Ψ3 = EΨ3

Λύση των τριών εξισώσεων Schrödinger:

(Ι), x < −a
d2Ψ1

dx2
=

2m

~2
(V0 − E)Ψ1

k2
1 =

2m

~2
(V0 − E) ⇒ Ψ1(x) = Aek1x +Be−k1x

(ΙΙ), −a < x < a
d2Ψ2

dx2
= −2mE

~2
Ψ2

k2
2 =

2m

~2
E ⇒ Ψ2(x) = Ceik2x +De−ik2x

(ΙΙΙ), x > a

Ψ3(x) = Fek1x +Ge−k1x

Οριακές συνθήκες: Για x → ±∞, η Ψ(x) είναι πεπερασµένη γενικά, και ειδικά τώρα για x → ±∞ η
κυµατοσυνάρτηση µηδενίζεται Ψ1(x→ −∞)→ 0 και Ψ3(x→∞)→ 0

⇒ B = 0, F = 0

⇒ Ψ1(x) = Aek1x, Ψ3(x) = Ge−k1x

Ακόµη,
Ψ2(x) = C̃ sin k2x+ D̃ cos k2x

Τα C̃, D̃ είναι γενικά µιγαδικοί αριθµοί.

Το δυναµικό V (x) του προβλήµατος είναι αναλλοίωτο σε έναν κατοπτρικό µετασχηµατισµό. ΄Αρα οι ιδιοσυναρ-
τήσεις της Ενέργειας αναλύονται σε άρτιες και περιττές, και η parity διατηρείται.

Α. ΄Αρτιες Κυµατοσυναρτήσεις, Ψ(x) = Ψ(−x)

⇒ A = G, C̃ = 0

⇒ Ψ1(x) = Aek1x, Ψ2(x) = D̃ cos(k2x), Ψ3(x) = Ae−k1x

Οριακές συνθήκες:
Ψ1(−a) = Ψ2(−a)

dΨ1

dx

∣∣∣
x=−a

=
dΨ2

dx

∣∣∣
x=−a

 και


Ψ2(a) = Ψ3(a)

dΨ2

dx
(a) =

dΨ3

dx
(a)


που είναι ισοδύναµες από τη συµµετρία.

D̃ cos(k2a) = Ae−k1a

−D̃k2 sin(k2a) = −Ak1e
−k1a

}

τις οποίες διαιρώντας παίρνουµε:

tan(k2a) =
k1

k2
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Β. Περιττές Κυµατοσυναρτήσεις, Ψ(x) = −Ψ(−x)

Ψ1(x) = Aek1x, Ψ2(x) = C̃ sin(k2x), Ψ3(x) = −Ae−k1x

Οριακές συνθήκες:
C̃ sin(k2a) = −Ae−k1a

C̃k2 cos(k2a) = Ak1e
−k1a

⇒
tan(k2a) = −k2

k1

Λύση για τις άρτιες κυµατοσυναρτήσεις:

tan(k2a) =
k1

k2
=
k1a

k2a
=

√
k2

1a
2

k2
2a

2

k2
1 =

2m

~2
(V0 − E), k2

2 =
2m

~2
E

z = k2a, z2 = k2
2a

2 =
2m

~2
Ea2

z2
0 =

2m

~2
V0a

2

⇒ tan(z) =

√
z2

0 − z2

z2
=

√(z0

z

)2

− 1

0 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 z
z1

z2
z3 z0

Σχήµα 2.3: Γραφική παράσταση για z0 = 8 π.χ.

zk =

√
2m

~2
Eka

2 ⇒ Ek =
~2z2

k

2ma2

Λύση για τις περιττές κυµατοσυναρτήσεις:

tan(k2a) = −k2

k1
= −k2a

k1a
= −

√
k2

2a
2

k2
1a

2

Θέτω k2a = z, οπότε
tan z = − z√

z2
0 − z2
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Κάνουµε γραφική παράσταση των συναρτήσεων tan z και z/
√
z2

0 − z2 µε δεδοµένο το z0. Τα σηµεία τοµής
δίνουν τις λύσεις zk ⇒ Ek.
Συνολικά λοιπόν για z0 = 8 έχουµε 3 άρτιες και 3 περιττές λύσεις. Για z0 ≤ π/2 έχουµε µόνο µια λύση (άρτια).

2.2.3 Πηγάδι δυναµικού συνάρτησης δέλτα

V (x) = −aδ(x), a > 0

Α. E < 0 ⇒ Στάσιµες καταστάσεις

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
− aδ(x)Ψ = EΨ

για x 6= 0 έχουµε:

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
= EΨ

⇒ d2Ψ

dx2
=

2m

~2
(−E)Ψ = k2Ψ

k2 = −2mE

~2
> 0, k2 =

2m

~2
|E|

⇒ Ψ(x) =

{
Bekx, x < 0
Fe−kx, x > 0

Συνοριακές συνθήκες:

(i) Ψ συνεχής⇒ B = F ⇒ Ψ(x) = Be−k|x|

(ii) Ψ′(x) συνεχής εκτός από τα σηµεία όπου το V (x) απειρίζεται, δηλαδή το x = 0.

Ψ′(x) ασυνεχής στο x = 0 ⇒ Ψ′′(x = 0) απειρίζεται, έτσι ώστε να εξουδετερώνει τη δ(x) απειρία ⇒
Ορίζουµε τα B,E.

Ολοκληρώνουµε την εξίσωση του Schrödinger από το −ε έως το +ε.

− ~2

2m

∫ +ε

−ε

d

dx

(
dΨ

dx

)
dx− a

∫ +ε

−ε
δ(x)Ψ(x) = E

∫ +ε

−ε
Ψ(x) dx

− ~2

2m

(
dΨ

dx
(x = +ε)− dΨ

dx
(x = −ε)

)
− aΨ(0) = 0,

στο όριο ε→ 0.
dΨ

dx

∣∣∣
ε

= −Bk, dΨ

dx

∣∣∣
−ε

= Bk, Ψ(0) = B (ε→ 0)

⇒ −~
2

2m
(−2k) = a⇒ ~2

m
k = a⇒ k =

ma

~2

⇒ k2 =
(ma)2

~4
=

2m

~2
|E| ⇒ |E| = ma2

2~2

Κανονικοποίηση:
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)Ψ(x) = 1

⇒
∫ +∞

−∞
B2e−2k|x| dx = 1⇒ 2B2

∫ +∞

0

e−2kx dx = 1

⇒ B2 = k ⇒ B =
√
k =

√
ma

~

⇒ Ψ(x) =

√
ma

~
e
−ma
~2 |x|

(Εδώ έχουµε µόνο µια ιδιοτιµή της ενέργειας µε E < 0).
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Β. E > 0 Συνεχές ϕάσµα

− ~2

2m
Ψ′′ − aδ(x)Ψ = EΨ

x 6= 0⇒ − ~2

2m
Ψ′′ = EΨ⇒ Ψ′′ = −2mE

~2
Ψ

Ψ′′ = −k2Ψ⇒ Ψ(x) = Aeikx +Be−ikx, x < 0

k2 =
2mE

~2
Ψ2(x) = Feikx +Ge−ikx, x > 0

G = 0: ∆εν υπάρχει κύµα προσπίπτον από τα δεξιά, εάν έχουµε δέσµη που έρχεται από τα αριστερά.

Συνοριακές συνθήκες: Ψ1(0−) = Ψ2(0+)⇒ A+B = F

dΨ1

dx

∣∣∣
x=0−

= ik(A−B)
dΨ2

dx

∣∣∣
x=0+

= ikF

Ολοκλήρωµα της Schrödinger:

− ~2

2m
[ikF − ik(A−B)] = a(A+B)

⇒ ik(A+B)− ik(A−B) = −2ma

~2
(A+B)

⇒ 2ikB = −2ma

~2
(A+B)⇒ B = i

ma

k~2
(A+B)

Ορίζουµε β =
ma

k~2

⇒ B = i
β

1− iβ
A

Συντελεστής ανάκλασης⇒

R =
|B|2

|A|2
=

β2

1 + β2
,

T = 1−R =
1

1 + β2
=
|F |2

|A|2

2.3 Μονοδιάστατος Αρµονικός Ταλαντωτής

Κάθε ϕυσικό σύστηµα για µικρές µετατοπισεις από τη ϑέση ευσταθούς ισορροπίας υπακούει σε µια εξίσωση
που δίνει σαν λύση την απλή αρµονική ταλάντωση.
Η δυναµική ενέργεια είναι :

V (x) =
1

2
kx2

Κλασσικά έχουµε την εξίσωση κίνησης

m
d2x

dt2
= −kx⇒ x′′ = −ω2x

ω2 =
k

m
και x(t) = A cosωt+B sinωt

⇒ x(t) = x0 sin(ωt+ φ)

E =
1

2
kx2 +

1

2
mv2 =

1

2
mω2x2

0
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2.3.1 Αναλυτική λύση, πολυώνυµα Hermite

Εξίσωση Schrödinger

− ~2

2m

d2Ψ

dx2
+

1

2
mω2x2Ψ = EΨ

d2Ψ

dx2
+

(
2m

~2
E − m2ω2

~2
x2

)
Ψ = 0

Ορίζουµε την αδιάστατη µεταβλητή

ξ =

√
mω

~
x =
√
αx, α =

mω

~
' 1

(µήκος)2

~ω =
Joule · sec

sec
' Joule

~
mω

=
Joule · sec
Kgr (sec)−1 '

Nt · m sec2

Kgr

~
mω
' Kgr

m
sec2

m · sec2

Kgr
' (m)2

ξ2 =
mω

~
x2 αδιάστατο

⇒ dΨ

dx
=

dΨ

dξ

dξ

dx
=

dΨ

dξ

√
α

⇒ d2Ψ

dx2
=

d2Ψ

dξ2
α

⇒ α
d2Ψ

dξ2
+

(
2m

~2
E − αξ2

)
Ψ = 0

⇒ d2Ψ

dξ2
+

(
2E

ω~
− ξ2

)
Ψ = 0

όπου Ψ(ξ) συνεχής, µονότιµη, πεπερασµένη για −∞ < ξ < +∞.

Επίλυση µε τη µέθοδο των δυναµοσειρών

Η Ψ(ξ) είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη και Ψ(ξ)→ 0 για ξ → ±∞ .
Προσδιορίζουµε πρώτα την Ψ(ξ) για τα µεγάλα ξ, δηλαδή πρώτα την ασυµπτωτική της συµπεριφορά. Σε αυτή

την περίπτωση το
2E

ω~
είναι αµελητέο σε σχέση µε το ξ2. Εποµένως η εξίσωση προς επίλυση είναι :

d2Ψ

dξ2
− ξ2Ψ = 0

Προσεγγιστικά πάλι αυτή η εξίσωση ικανοποιείται από την Ψ(ξ) = e−ξ
2/2.

Απόδειξη:
dΨ

dξ
= −ξe−ξ

2/2

d2Ψ

dξ2
= ξ2e−ξ

2/2 − e−ξ
2/2

άρα ο δεύτερος όρος παραλείπεται,

⇒ d2Ψ

dξ2
= ξ2e−ξ

2/2 = ξ2Ψ
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⇒ d2Ψ

dξ2
− ξ2Ψ = 0 ο.ε.δ

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης για όλο το διάστηµα ορισµού του ξ ισχυριζόµαστε ότι ϑα είναι της µορφής:

Ψ(ξ) = e−ξ
2/2y(ξ)

µε y(ξ) πολυώνυµο και όχι άπειρη σειρά, διότι ϑέλουµε Ψ(ξ)→ 0 για ξ → ±∞.
Αντικαθιστούµε την Ψ(ξ) στη διαφορική εξίσωση και επιλύουµε τη νέα διαφορική εξίσωση που προκύπτει :

dΨ

dξ
= −ξe−ξ

2/2y(ξ) + e−ξ
2/2 dy

dξ

d2Ψ

dξ2
= ξ2e−ξ

2/2y(ξ)− e−ξ
2/2y(ξ)− ξe−ξ

2/2 dy

dξ
− ξe−ξ

2/2 dy(ξ)

dξ
+ e−ξ

2/2 d2y

dξ2

⇒ d2Ψ

dξ2
= e−ξ

2/2

[
d2y

dξ2
− 2ξ

dy

dξ
+ (ξ2 − 1)y(ξ)

]
Αντικαθιστώντας στην εξίσωση του Schrödinger έχουµε:

d2y

dξ2
− 2ξ

dy

dξ
+

(
2E

hω
− 1

)
y = 0

Θέτουµε:
2E

hω
− 1 = 2β

⇒ E =

(
β +

1

2

)
~ω

και
d2y

dξ2
− 2ξ

dy

dξ
+ 2βy = 0

που λέγεται ∆ιαφορική Εξίσωση του Hermite µε λύση τα πολυώνυµα Hermite.

Η Χαµιλτονιανή είναι αναλλοίωτη στην Parity⇒ χωρίζουµε τις λύσεις σε άρτιες και περιττές.

Λύση:

y(ξ) =

+∞∑
k=0

αkξ
k

Αντικαθιστούµε και ϐρίσκουµε µια αναδροµική σχέση για το αk.

y′′(ξ) =
∑
k

αkk(k − 1)ξk−2

y′(ξ) =
∑
k

αkkξ
k−1

ν=k−2
======⇒
k=ν+2
k−1=ν+1

∑∞
ν=0 αν+2(ν+2)(ν+1)ξν︷ ︸︸ ︷

+∞∑
k=0

akk(k − 1)ξk−2

αρχίζει από τον όρο k=2︸ ︷︷ ︸
−2

+∞∑
k=0

αkkξ
k + 2β

+∞∑
k=0

αkξ
k = 0

⇒
+∞∑
k=0

[
αk+2(k + 2)(k + 1) + αk(2β − 2k)

]
ξk = 0, ∀ξ ⇒ µηδενίζονται οι συντελεστές του ξ

⇒ αk+2 =
2(k − β)αk

(k + 2)(k + 1)
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(α) δίνοντας το συνδυασµό
α0 6= 0, α1 = 0⇒ άρτιες λύσεις

⇒ y(ξ) = α0

[
1− 2β

2!
ξ2 +

22

4!
β(β − 2)ξ4 + . . .

]
α0, α2 = −2β

2
α0, α4 =

2(2− β)

3 · 4
α2 = −4β(2− β)α0

2 · 3 · 4
άρτια λύση, α0 6= 0.

(ϐ) δίνοντας το συνδυασµό
α0 = 0, α1 6= 0⇒ περιττές λύσεις

Το πολυώνυµο αρχίζει µε ξ → ξ3 → ξ5 → . . . άρα περιττή λύση, α1 6= 0.

y(ξ) = α1

[
ξ − 2(β − 1)

3!
ξ3 +

22

5!
(β − 1)(β − 3)ξ5 + . . .

]
⇒ Η parity διατηρείται

Για µια αυθαίρετη τιµή του β οι δύο συντελεστές έχουν άπειρους όρους. Η Ψ(ξ) δεν είναι τετραγωνικά
ολοκληρώσιµη.

Εάν β = ακέραιος = n µε n = 0, 1, 2, 3, . . ., οι σειρές τερµατίζονται και ϐρίσκουµε σαν y(ξ) πολυώνυµα.

Εποµένως έχουµε:

(i) En = ~ω
(
n+

1

2

)
∆ιακριτές στάθµες ενέργειας

(ii) y0(ξ) = α0, n = 0,

y1(ξ) = α1ξ, n = 1,

y2(ξ) = α0(1− 2ξ2), n = 2,

y3(ξ) = α1

(
ξ − 2

3
ξ3

)
, n = 3,

α0 = σταθερά κανονικοποίησης

α1 = σταθερά κανονικοποίησης

α0 = σταθερά κανονικοποίησης

α1 = σταθερά κανονικοποίησης

Ψn(ξ) = e−ξ
2/2yn(ξ) = c̃ne

−ξ2/2Hn(ξ)

Hn(ξ) είναι τα πολυώνυµα του Hermite µε κατάλληλη κανονικοποίηση.∫ +∞

−∞
Ψ∗n(x)Ψn(x) dx =

1√
α

∫ +∞

−∞
Ψ∗n(ξ)Ψn(ξ) dξ

Πολυώνυµα του Hermite:

H0(ξ) = 1, α0 = 1

H1(ξ) = 2ξ, α1 = 2

H2(ξ) = 4ξ2 − 2, α0 = −2

H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ, α1 = −12

...

Τα πολυώνυµα του Hermite έχουν την ιδιότητα

Hn(ξ) = (−1)nHn(−ξ)

και ορίζονται από τη σχέση:

Hn(ξ) = (−1)neξ
2

dn
(
e−ξ

2
)

dξn
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Τα πολυώνυµα του Hermite από την προηγούµενη σχέση δεν είναι κανονικοποιηµένα.
Σχέση ορθογωνιότητας : ∫ +∞

−∞
Hn(ξ)Hm(ξ)e−ξ

2

dξ = 0, για m 6= n

Κανονικοποιώντας έχουµε: ∫ +∞

−∞
Ψ∗n(ξ)Ψm(ξ) dξ = δnm

όπου
Ψn(ξ) = c̃nHn(ξ)e−ξ

2/2

και

c̃n =
1
4
√
π

√
1

2nn!

Ιδιοενέργειες του Αρµονικού ταλαντωτή

En =

(
n+

1

2

)
~ω

Ιδιοσυναρτήσεις του Αρµονικού Ταλαντωτή

Ψn(x) = 4

√
α

π

√
1

2nn!
e−αx

2/2Hn(
√
αx)

α =
mω

~

n = 0⇒ Ψ0(x) = 4

√
α

π
e−αx

2/2

n = 1⇒ Ψ1(x) = 4

√
α

π

√
2αxe−αx

2/2

n = 2⇒ Ψ2(x) = 4

√
α

π

1√
23

(4αx2 − 2)e−αx
2/2

...

Παρατηρήσεις

(i) Οι Ψn(x) απλώνονται και στην κλασσικά απαγορευµένη περιοχή, δηλαδή εκεί όπου En < V (x), αλλά
ϕθίνουν εκθετικά.

(ii) Αριθµός κόµβων αυξάνει κατά µονάδα καθώς προχωρούµε από τη ϑεµελιώδη n = 0 στην n = 1 και µετά
στη n = 2, . . ..

(iii) ∆x ' άπλωµα Ψ0(x) ' 1√
2α

⇒ (∆x)2 ' 1

2

~
mω

(iv) Ενέργεια ϑεµελιώδους στάθµης

E0 =
1

2
~ω

Ελάχιστη ενέργεια λόγω της Αρχής της Αβεβαιότητας

(∆x) · (∆p) ' ~
2
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〈E〉 =
〈p2〉
2m

+
1

2
mω2〈x2〉

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 ⇒ [x,H] =

2i~
2m

p

και
[p,H] = −i~mω2x, 〈Ψn|[x,H]|Ψn〉 = 0⇒ 〈p〉 = 0

〈Ψn|[p,H]|Ψn〉 = 0⇒ 〈x〉 = 0

〈x〉 = 0, 〈p〉 = 0 για τον ταλαντωτή σε µια ιδιοκατάσταση της Ενέργειας

⇒ 〈p2〉 = (∆p)2 ' ~2

4(∆x)2

〈x2〉 = (∆x)2

⇒ 〈E〉 ' ~2

8m

1

(∆x)2
+
mω2

2
(∆x)2

⇒ ελάχιστο της 〈E〉, d〈E〉
d(∆x)

= 0

⇒ (∆x)2 =
~

2mω

⇒ 〈E〉 ' 1

2
~ω προσεγγιστικά.

2.3.2 Τελεστές ∆ηµιουργίας και Καταστροφής

Η χαµιλτονιανή του συστήµατος είναι :

Ĥ =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 = − ~2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

Ορίζουµε όπως πριν µία νέα µεταβλητή

ξ =

√
mω

~
x

ως προς τη νέα µεταβλητή ξ έχουµε

Ĥ = ~ω
[

1

2
ξ2 − 1

2

d2

dξ2

]
µε ιδιοσυναρτήσεις να είναι συναρτήσεις του ξ.
Ορίζουµε τους τελεστές â και â† συζυγή του â

â =

√
mω

2~
x+

ipx√
2m~ω

=
1√
2
ξ +

1√
2

d

dξ

â† =

√
mω

2~
x− ipx√

2m~ω
=

1√
2
ξ − 1√

2

d

dξ

οι τελεστές αυτοί δεν είναι ερµιτιανοί αν και χωριστά οι δύο όροι x, px είναι ερµιτιανοί στο χώρο των κανονικο-
ποιήσιµων συναρτήσεων.
Για τους δύο τελεστές a, a† έχουµε τις σχέσεις µετάθεσης (για συντοµία δε ϐάζουµε το «ˆ»)

a†a =
1

2

(
ξ − d

dξ

)
=

1

2

{
ξ2 − d

dξ
ξ + ξ

d

dξ
− d2

dξ2

}
=

1

2

(
ξ2 − d2

dξ2

)
+

1

2

[
ξ,

d

dξ

]
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Ισχύει : [
ξ,
d

dξ

]
= −1

⇒ a†a =
1

2

(
ξ2 − d2

dξ2

)
− 1

2

Ορίζοντας τον τελεστή N̂ = a†a έχουµε

Ĥ = ~ω
(
N̂ +

1

2

)

[a, a†] =
1

2

[
ξ +

d

dξ
, ξ − d

dξ

]
=

1

2
[ξ, ξ] +

1

2

[
d

dξ
, ξ

]
− 1

2
[ξ,

d

dξ
]− 1

2

[
d

dξ
,

d

dξ

]
=

1

2
−
(
−1

2

)
= 1

⇒ [a, a†] = 1

[N, a] = [a†a, a] = a†[a, a] + [a†, a]a = −a

[N, a†] = [a†a, a†] = a†[a, a†] + [a†, a†]a = a†

⇒ aa† − a†a = 1⇒ aa† − 1 = a†a⇒ N̂ = aa† − 1

Αν λοιπόν έχουµε µια ιδιοσυνάρτηση του τελεστή N , τότε

⇒

 N̂Ψλ = λΨλ

ĤΨλ = ~ω
(
λ+

1

2

)
Ψλ

Βρίσκουµε λοιπόν τις ιδιοτιµές και τις ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή N̂ .
Για τις ιδιοσυναρτήσεις Ψ του N̂ ισχύει :∫

Ψ∗(x)N̂Ψ(x) dx =

∫
Ψ∗a†aΨ dx =

∫
(aΨ)∗(aΨ) dx ≥ 0

άρα έχει ϑετικές ιδιοτιµές (ή µηδέν).
Αν Ψλ ιδιοσυνάρτηση του N̂ µε ιδιοτιµή λ,

N̂Ψλ = λΨλ ⇒ N(aΨλ) = (λ− 1)aΨλ

Απόδειξη:

Σχέση µετάθεσης [N̂ , a] = −a

N̂a− aN̂ = −a⇒ N̂a = aN̂ − a και N̂Ψλ = λΨλ

⇒ N̂(aΨλ) = aN̂Ψλ − aΨλ = (λ− 1)aΨλ

και

N̂(a2Ψλ) = N̂a(aΨλ) = (aN − a)aΨλ = aN(aΨλ)− a2Ψλ = (λ− 2)a2Ψλ

N̂(a3Ψλ) = N̂a(a2Ψλ) = (aN̂ − a)a2Ψλ = aN̂(a2Ψλ)− a3Ψλ = a(λ− 2)a2Ψλ − a3Ψλ = (λ− 3)a3Ψλ

⇒ N̂(aρΨλ) = (λ− ρ)aρΨλ

µε λ−ρ ≥ 0. Για αρκετά µεγάλο ρ όµως (ρ > λ) εµφανίζεται µια ιδιοσυνάρτηση µε αρνητική ιδιοτιµή, αδύνατον.
Η λύση στο πρόβληµα αυτό είναι ότι υπάρχει αριθµός k : akΨλ = 0. ΄Οµοια ∀l > k, alΨλ = al−kakΨλ = 0



2.3 Μονοδιάστατος Αρµονικός Ταλαντωτής 63

⇒ N̂ak−1Ψλ = (λ− (k − 1))ak−1Ψλ

ϐάζουµε N̂ = a†a οπότε ϑα έχουµε

⇒ a†akΨλ = (λ− (k − 1)) ak−1Ψλ

Επειδή akΨλ = 0⇒ λ = k − 1 = ακέραιος

⇒ λ = n, ακέραιος αριθµός

En =

(
n+

1

2

)
~ω

µε n = 0, 1, 2, . . . ,∞.
k = n+ 1 = λ+ 1

λ = 0⇒ k = 1⇒ Ψ0, aΨ0 = 0

λ = 1⇒ k = 2⇒ Ψ1, a
2Ψ1 = 0

Ορισµός της ϑεµελιώδους στάθµης Ψ0:

N̂Ψ0 = 0⇒ a†(aΨ0) = 0

aΨ0 = 0⇒ 1√
2

(
ξ +

d

dξ

)
Ψ0 = 0

⇒ dΨ0

dξ
= −ξΨ0 ⇒ Ψ0(ξ) = c̃e−ξ

2/2

και
Ψ0(x) = ce−

mω
~

x2

2

Κανονικοποιώντας έχουµε:∫ +∞

−∞
Ψ∗0(x)Ψ0(x) dx =

1√
mω

~

∫ +∞

−∞
Ψ∗0(ξ)Ψ0(ξ)dξ = 1

∫ +∞

−∞
e−ξ

2

dξ =
√
π ⇒ c̃ =

1
4
√
π

⇒ c = 4

√
mω

π~

Θεώρηµα 2.1. Οι διακριτές τιµές της Ενέργειας En ενός µονοδιάστατου προβλήµατος είναι µη εκφυλισµένες.

Απόδειξη. ΄Εστω δύο λύσεις Ψ1,Ψ2 για την ίδια ιδιοτιµή:

d2Ψ1

dx2
=

2m

~2

(
V (x)− E

)
Ψ1 ⇒

1

Ψ1
Ψ′′1 =

2m

~
(V (x)− E)

d2Ψ2

dx2
=

2m

~2

(
V (x)− E

)
Ψ2 ⇒

1

Ψ2
Ψ′′2 =

2m

~2
(V (x)− E)

⇒ 1

Ψ1
Ψ′′1 =

1

Ψ2
Ψ′′2 ⇒ Ψ2Ψ′′1 = Ψ1Ψ′′2

d

dx
(Ψ2Ψ′1 −Ψ1Ψ′2) = 0

⇒ Ψ2Ψ′1 −Ψ1Ψ′2 = σταθερό = µηδέν

διότι Ψ1,Ψ2,Ψ
′
1Ψ′2 → 0 για x→ ±∞

⇒ Ψ′1
Ψ1

=
Ψ′2
Ψ2
⇒ d

dx
(ln Ψ1) =

d

dx
(ln Ψ2)

⇒ Ψ1 = cΨ2
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Στον ταλαντωτή όπου Ĥ = ~ω
(
N̂ + 1

2

)
, µη εκφυλισµένες ιδιοσυναρτήσεις του Ĥ ⇒ µη εκφυλισµένες ιδιοσυ-

ναρτήσεις του N̂ .

Αναδροµικός υπολογισµός των Ψn(ξ): ΄Εχουµε Na† − a†N = a†

⇒ N(a†Ψ0) = a†NΨ0 + a†Ψ0 = 0 + a†Ψ0 = a†Ψ0

άρα η συνάρτηση a†Ψ0 είναι ιδιοσυνάρτηση του N µε ιδιοτιµή λ1 = 1⇒ Ψ1 ' a†Ψ0

N(a†Ψ1) = a†NΨ1 + a†Ψ1 = 2(a†Ψ1)

άρα η συνάρτηση a†Ψ1 = (a†)2Ψ0 είναι ιδιοσυνάρτηση του N̂ µε ιδιοτιµή λ2 = 2

⇒ Ψ2 ' (a†)2Ψ0

Η σταθερή αναλογίας ϐρίσκεται από την κανονικοποίηση.

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο ϐρίσκουµε
Ψn ' (a†)nΨ0

και µε κανονικοποίηση

Ψn =
1√
n!

(a†)nΨ0

Υπολογίζουµε τώρα το συντελεστή κανονικοποίησης :
Θα δείξουµε ότι : {

a†Ψn =
√
n+ 1Ψn+1

aΨn =
√
nΨn−1

Γενικά όπως είδαµε ισχύει : {
a†Ψn = βnΨn+1

aΨn = γnΨn−1

NΨn = nΨn

⇒ a†aΨn = nΨn

(aa† − 1)Ψn = nΨn

⇒ aa†Ψn = (n+ 1)Ψn

∫ +∞

−∞
Ψ∗n(aa†Ψn)dx = (n+ 1)

∫
Ψ∗nΨndx︸ ︷︷ ︸

=1

= (n+ 1)

∫ +∞

−∞
Ψ∗n(aa†Ψn)dx =

∫
(a†Ψn)∗(a†Ψn)dx = β∗nβn

∫
Ψ∗n+1Ψn+1dx︸ ︷︷ ︸

=1

= β∗nβn

⇒ β∗nβn = n+ 1⇒ βn =
√
n+ 1∫ +∞

−∞
Ψ∗n(a†aΨn)dx = n

∫
Ψ∗nΨndx = n∫ +∞

−∞
Ψ∗n(a†aΨn)dx =

∫
(aΨn)∗(aΨn)dx = γ∗nγn

∫
Ψ∗n−1Ψn−1dx = γ∗nγn

⇒ γ∗nγn = n⇒ γn =
√
n

Ψn = cn(a†)nΨ0
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Ξέρουµε ότι Ψn+1 = 1√
n+1

a†Ψn

Ψ1 = a†Ψ0

Ψ2 =
1√
2
a†Ψ1 =

1√
2

(a†)2Ψ0

Ψ3 =
1√
3
a†Ψ2 =

1√
3

1√
2

(a†)3Ψ0

...

Ψn =
1√
n
a†Ψn−1 =

1√
n

1√
n− 1

(a†)2Ψn−2 = . . . =
1√
n!

(a†)nΨ0

⇒ cn =
1√
n!

Ψ1 = a†Ψ0 =
c√
2

(
ξ − d

dξ

)
e−ξ

2/2 =
c√
2

(2ξ)e−ξ
2/2

Ψ1 =
c√
2
H1(ξ)e−ξ

2/2

Γενικά,

Ψn = c
1√

2nn!
Hn(ξ)e−ξ

2/2, c = 4

√
mω

π~

όπου Hn(ξ) είναι πολυώνυµα του Hermite τάξης n.
â† ο τελεστής δηµιουργίας και â ο τελεστής καταστροφής (οι δύο αυτοί τελεστές ονοµάζονται τελεστές
κλίµακας) και N̂ = â+a ο τελεστής αριθµού κβάντων.

(Ψm, N̂Ψn) = nδmn

(Ψm, a
†Ψn) =

√
n+ 1(Ψm,Ψn+1) =

√
n+ 1δm,n+1

(Ψm, aΨn) =
√
n(Ψm,Ψn−1) =

√
nδm,n−1

a†Ψn =
√
n+ 1Ψn+1 ⇒

1√
2

(
ξ − d

dξ

)
Ψn =

√
n+ 1Ψn+1 (2.11)

aΨn =
√
nΨn−1 ⇒

1√
2

(
ξ +

d

dξ

)
Ψn =

√
nΨn−1 (2.12)

Προσθέτοντας τις (2.11) και (2.12) κατά µέλη:

2√
2
ξΨn =

√
n+ 1Ψn+1 +

√
nΨn−1

Αφαιρώντας κατά µέλη:
2√
2

dΨn

dξ
=
√
nΨn−1 −

√
n+ 1Ψn+1

΄Ασκηση: Υπολογισµός του 〈V 〉n = 〈n|V |n〉

〈V 〉n = 〈Ψn,
1

2
mω2x2Ψn〉√

mω

~
xΨn = ξΨn =

√
2

2

(√
n+ 1Ψn+1 +

√
nΨn−1

)
mω

~
x2Ψn = ξ(ξΨn) =

√
2

2

(√
n+ 1ξΨn+1 +

√
nξΨn−1

)
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mω

~
x2Ψn =

√
2

2

√
2

2

[√
n+ 1

√
n+ 2Ψn+2 +

√
n+ 1

√
n+ 1Ψn +

√
n
√
nΨn +

√
n
√
n− 1Ψn−2

]
mω

~
x2Ψn =

1

2

[√
(n+ 1)(n+ 2)Ψn+2 + (n+ 1)Ψn + nΨn +

√
n(n− 1)Ψn−2

]
〈V 〉n =

1

2
mω2〈Ψn, x

2Ψn〉 =
1

2
~ω〈Ψn,

mω

~
x2Ψn〉

=
~ω
4

[〈Ψn|(n+ 1)Ψn〉+ 〈Ψn|nΨn〉]

=
~ω
4

(n+ 1 + n) =
~ω
4

(2n+ 1)

⇒ 〈V 〉n =
~ω
2

(
n+

1

2

)
〈T 〉n =

1

2m
〈p2〉n =

1

2m
〈Ψn, P

2Ψn〉 = . . .

pΨn = −i~dΨn

dx
= −i~

√
mω

~
dΨn

dξ

= −i~
√
mω

~

√
2

2

[√
nΨn−1 −

√
n+ 1Ψn+1

]
p2Ψn = −~2mω

~

√
2

2

[√
n

dΨn−1

dξ
−
√
n+ 1

dΨn+1

dξ

]
= . . .

1

2m
p2Ψn = −~ω

4

√
2

[√
n

dΨn−1

dξ
−
√
n+ 1

dΨn+1

dξ

]
= . . .

〈n|H|n〉 = En = 〈T 〉n + 〈V 〉n



3
Θεωρία διαταραχών

3.1 ∆ιαταραχή µη εκφυλισµένων καταστάσεων

3.1.1 Τοποθέτηση του προβλήµατος

Θέλουµε να λύσουµε µε τη ϑεωρία των διαταραχών το πρόβληµα των ιδιοτιµών και ιδιοσυναρτήσεων ενός συστή-
µατος το οποίο µπορούµε να χωρίσουµε σε δύο επιµέρους προβλήµατα, ανάλογα µε το µέγεθος συνεισφοράς
στην ενέργεια. ΄Εχουµε ότι η συνολική χαµιλτονιανή του συστήµατος είναι

H = H0 + V

Υποθέτουµε πρώτον ότι µπορούµε να λύσουµε ακριβώς το πρόβληµα µε µόνο τον H0 και δεύτερον ότι η
µεταβολή στις στάθµες ενέργειας E(0)

n του H0 λόγω του V είναι µικρότερη από τη διαφορά ενέργειας για
οποιεσδήποτε δύο διαδοχικές στάθµες E(0)

k και E(0)
k±1.

Σηµείωση: Τα προβλήµατα που λύνονται ακριβώς είναι ελάχιστα.
Λύνουµε πρώτα το πρόβληµα ιδιοτιµών και ιδιοσυναρτήσεων του H0.

Ĥ0Ψ(0)
n = E(0)

n Ψ(0)
n

η χαµιλτονιανή H0 έχουµε υποθέσει ότι έχει ένα διακριτό µη εκφυλισµένο ϕάσµα ιδιοτιµών. Το σύνολο των
ιδιοσυναρτήσεων είναι πλήρες και ορθοκανονικό.

〈Ψ(0)
n ,Ψ(0)

m 〉 = δnm

Η χαµιλτονιανή του πραγµατικού προβλήµατος είναι :

Ĥ = Ĥ0 + V̂

Ο τελεστής V̂ της πρόσθετης δυναµικής ενέργειας ονοµάζεται τελεστής διαταραχής. Η ιδιοσυνάρτηση της
πλήρους χαµιλτονιανής είναι :

(H0 + V )Φn = EnΦn

Λύνουµε αυτήν την εξίσωση µε διαδοχικές προσεγγίσεις ϕθίνουσας σηµασίας :

Φn = Ψ(0)
n + Ψ(1)

n + Ψ(2)
n + . . .

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + . . .

όπου E(1)
n > E

(2)
n > E

(3)
n > . . .. Σε πρώτη προσέγγιση µπορούµε να δεχτούµε ότι

Φn ' Ψ(0)
n και En ' E(0)

n

διαταραχή µηδενικής τάξης. Για καλύτερη προσέγγιση µπορούµε να πάρουµε έναν ακόµη όρο στο ανάπτυγµα

Φn ' Ψ(0)
n + Ψ(1)

n



68 Θεωρία διαταραχών

En ' E(0)
n + E(1)

n

διαταραχή πρώτης τάξης
ή

Φn ' Ψ(0)
n + Ψ(1)

n + Ψ(2)
n

En ' E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n

διαταραχή δεύτερης τάξης
και συνεχίζουµε έτσι ! Στην πράξη σταµατάµε όταν η µεταβολή δεν είναι πλέον αισθητή. Συνήθως έχουµε
διαταραχή πρώτης τάξης µόνο. Εάν το E(1)

n = 0 τότε παίρνουµε οπωσδήποτε το E(2)
n . Το µαθηµατικό πρό-

ϐληµα γίνεται πολύ δύσκολο καθώς αυξάνουµε την τάξη προσέγγισης, και επειδή οι Ψ
(0)
n του αδιατάραχτου

συστήµατος ϕτιάχνουν ένα πλήρες σύνολο συναρτήσεων, οι προσεγγιστικές λύσεις λόγω της διαταραχής ϑα
είναι γραµµικοί συνδυασµοί των Ψ

(0)
k .

Για να γίνει ποσοτική η προσεγγιστική αυτή µέθοδος εισάγουµε µια παράµετρο λ έτσι ώστε να παραµετροποι-
ήσουµε την ένταση της πρόσθετης αλληλεπίδρασης.

Η λύση λοιπόν του ϕυσικού προβλήµατος δίνεται από τις λύσεις της χαµιλτονιανής

(H0 + λV )Φn = EnΦn, για λ = 1,

ενώ για λ = 0 έχουµε
H0Ψ(0)

n = E(0)
n Ψ(0)

n

και άρα οι Φn, En είναι συναρτήσεις του λ.

Φn = Ψ(0)
n +

∑
k 6=n

Cnk(λ)Ψ
(0)
k

Αναπτύσουµε τους συντελεστές Cnk(λ) σε σειρά ως προς λ και έχουµε

Φn = Ψ(0)
n + λ

∑
k 6=n

αnkΨ
(0)
k + λ2

∑
k 6=n

bnkΨ
(0)
k + . . .

δηλαδή
Φn = Ψ(0)

n + λΨ(1)
n + λ2Ψ(2)

n + . . .

Αναπτύσουµε και την ενέργεια σε σειρά ως προς λ:

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . .

Υποθέτουµε ότι οι σειρές συγκλίνουν για κάθε 0 ≤ λ ≤ 1. ΄Αρα οι συντελεστές πρέπει να ελαττώνονται από τάξη
σε τάξη.

Υπολογισµός των διαδοχικών όρων στην προσέγγιση: Αντικαθιστούµε στην εξίσωση (H0+λV )Φn = EnΦn
τις εκφράσεις των Φn και En και εξισώνουµε τους συντελεστές των ίδιων δυνάµεων του λ, διότι οι ισότητες
ισχύουν για κάθε λ.

⇒ (H0 + λV )
{

Ψ(0)
n + λΨ(1)

n + λ2Ψ(2)
n + . . .

}
={

E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . .

}
·
{

Ψ(0)
n + λΨ(1)

n + λ2Ψ(2)
n + . . .

}
⇒ H0Ψ(0)

n = E(0)
n Ψ(0)

n τάξης λ0 = 1

⇒ VΨ(0)
n +H0Ψ(1)

n = E(0)
n Ψ(1)

n + E(1)
n Ψ(0)

n τάξης λ

VΨ(1)
n +H0Ψ(2)

n = E(0)
n Ψ(2)

n + E(1)
n Ψ(1)

n + E(2)
n Ψ(0)

n τάξηςλ2

...

Σε πολλά ϕυσικά προβλήµατα έχουµε περισσότερες της µίας αλληλεπιδράσεις µε διαφορετική ισχύ π.χ. V =
V1 + V2 µε V1 > V2. Μπορούµε να συµπεριλάβουµε την V1 στην διαταραχή πρώτης τάξης, ενώ η V2 µπορεί να
εµφανιστεί σαν διαταραχή δεύτερης τάξης για το V1. Πρακτικά µπορούµε να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα ως
εξής :

V = λV1 + λ2V2
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3.1.2 ∆ιαταραχή πρώτης τάξης

΄Εχουµε να λύσουµε την εξίσωση:

VΨ(0)
n +H0Ψ(1)

n = E(0)
n Ψ(1)

n + E(1)
n Ψ(0)

n

όπου σύµφωνα µε όσα έχουµε πει για την πληρότητα του συστήµατος των αδιατάρακτων κυµατοσυναρτήσεων
έχουµε:

Ψ(1)
n =

∑
k

ankΨ
(0)
k , µε k 6= n

⇒ VΨ(0)
n +

∑
k 6=n

ankE
(0)
k Ψ

(0)
k = E(0)

n

∑
l 6=n

anlΨ
(0)
l + E(1)

n Ψ(0)
n (3.1)

Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά την (3.1) µε Ψ
∗(0)
n και ολοκληρώνουµε

⇒ 〈Ψ(0)
n , VΨ(0)

n 〉+ 0 = 0 + E(1)
n 〈Ψ(0)

n ,Ψ(0)
n 〉

αλλά 〈Ψ(0)
n ,Ψ

(0)
n 〉 = 1 και 〈Ψ(0)

n ,Ψ
(0)
k 〉 = 0 για k 6= n

E(1)
n = 〈Ψ(0)

n , VΨ(0)
n 〉 (3.2)

Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά την (3.1) µε Ψ
∗(0)
m µε m 6= n και ολοκληρώνουµε

⇒ 〈Ψ(0)
m , VΨ(0)

n 〉+ anmE
(0)
m = E(0)

n anm

⇒ anm =
〈Ψ(0)

m , VΨ
(0)
n 〉

E
(0)
n − E(0)

m

(3.3)

Εάν υπολογίσουµε τον πίνακα που προκύπτει από τη διαταραχή V και τις ιδιοσυναρτήσεις Ψ
(0)
n έχουµε

Vkn = 〈Ψ(0)
k , VΨ(0)

n 〉

⇒ V =


V11 V12 · · · V1N

V21 V22 · · · V 2N
...

...
VN1 VN2 · · · VNN


⇒ Φn = Ψ(0)

n +
∑
k 6=n

Vkn

E
(0)
n − E(0)

k

Ψ
(0)
k (3.4)

και
En = E(0)

n + Vnn (3.5)

Η προσέγγιση έχει νόηµα όταν 
|Vnn| � |E(0)

n − E(0)
n+1|

|Vnn| � |E(0)
n − E(0)

n−1|

Ο παρονοµαστής στα akn δεν γίνεται ποτέ µηδέν διότι έχουµε πάντοτε E(0)
k 6= E

(0)
n για k 6= n, µη εκφυλισµένες

ιδιοτιµές.

3.1.3 ∆ιαταραχή δεύτερης τάξης

Για την επόµενης τάξης προσέγγιση της ενέργειας και της κυµατοσυνάρτησης του συστήµατος έχουµε να
λύσουµε την εξίσωση:

VΨ(1)
n +H0Ψ(2)

n = E(0)
n Ψ(2)

n + E(1)
n Ψ(1)

n + E(2)
n Ψ(0)

n (3.6)

µε
Ψ(1)
n =

∑
k 6=n

ankΨ
(0)
k , ank = γνωστό
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και
Ψ(2)
n =

∑
l 6=n

bnlΨ
(0)
l , E(1)

n = γνωστό

Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά την (3.6) µε Ψ
(0)
n και ολοκληρώνουµε

⇒ 〈Ψ(0)
n , VΨ(1)

n 〉+ 0 = 0 + 0 + E(2)
n 〈Ψ(0)

n ,Ψ(0)
n 〉

⇒ E(2)
n = 〈Ψ(0)

n , VΨ(1)
n 〉

E(2)
n =

∑
k 6=n

ank〈Ψ(0)
n , VΨ

(0)
k 〉

⇒ E(2)
n =

∑
k 6=n

〈Ψ(0)
k , VΨ

(0)
n 〉〈Ψ(0)

n , VΨ
(0)
k 〉

E
(0)
n − E(0)

k

⇒ E(2)
n =

∑
k 6=n

VknVnk

E
(0)
n − E(0)

k

Υπολογισµός της κυµατοσυνάρτησης

Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά την (3.6) µε Ψ
(0)
k για k 6= n και ολοκληρώνουµε:

〈Ψ(0)
k , VΨ(1)

n 〉+ 〈Ψ(0)
k , H0Ψ(2)

n 〉 =

= E(0)
n 〈Ψ

(0)
k ,Ψ(2)

n 〉+ E(1)
n 〈Ψ

(0)
k ,Ψ(1)

n 〉+ E(2)
n 〈Ψ

(0)
k ,Ψ(0)

n 〉

⇒
∑
l 6=n

anlVkl + E
(0)
k bnk = E(0)

n bnk + E(1)
n ank + 0

bnk(E(0)
n − E

(0)
k ) =

∑
l 6=n

anlVkl − E(1)
n ank + 0

µε
E(1)
n = 〈Ψ(0)

n , VΨ(0)
n 〉 = Vnn

και

anl =
〈Ψ(0)

l , VΨ
(0)
n 〉

E
(0)
n − E(0)

l 〉
=

Vln

E
(0)
n − E(0)

l

⇒ bnk =
∑
l 6=n

VklVln

(E
(0)
n − E(0)

k )(E
(0)
n − E(0)

l )
− VnnVkn

(E
(0)
n − E(0)

k )2

Συνθήκη εφαρµογής της ϑεωρίας διαταραχών

|Vkn| � |E(0)
k − E

(0)
n | για κάθε k, n

΄Αρα η σειρά συγκλίνει, διότι οι όροι ελαττώνονται καθώς αυξάνουµε την τάξη προσέγγισης.

Εναλλακτικός τρόπος υπολογισµού της Ψ
(1)
n

VΨ(0)
n +H0Ψ(1)

n = E(0)
n Ψ(1)

n + E(1)
n Ψ(0)

n

⇒ (H0 − E(0)
n )Ψ(1)

n = (E(1)
n − V )Ψ(0)

n

όπου H0, E
(0)
n ,Ψ

(0)
n , V, E

(1)
n γνωστά. ΄Αρα λύνουµε αυτή τη διαφορική εξίσωση ως προς Ψ

(1)
n , και µετά υπολο-

γίζουµε την E(2)
n = 〈Ψ(0)

n , VΨ
(1)
n 〉.
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3.1.4 Εφαρµογές

1. Η δυναµική ενέργεια ενός σωµατιδίου δίνεται από τις σχέσεις :

V (x) =

 ∞, για x < 0 και x > 2a

bx, για 0 ≤ x ≤ 2a

Να υπολογιστεί η ενέργεια En του σωµατιδίου σε πρώτη τάξη της ϑεωρίας διαταραχών.

Για b = 0 έχουµε το άπειρο πηγάδι δυναµικού µε

E(0)
n = n2 π

2~2

8ma2
και Ψ(0)

n =

√
1

a
sin
(nπx

2a

)
E(1)
n = 〈Ψ(0)

n , VΨ(0)
n 〉 = b

1

a

∫ 2a

0

x sin2
(nπx

2a

)
dx

=
b

a

4a2

n2π2

∫ nπ

0

y sin2 ydy = ba∫
y sin2 ydy =

1

4

(
sin2 y − 2y sin y cos y

)
+
y2

4

2. Αναρµονικός Ταλαντωτής

Η δυναµική ενέργεια ενός σωµατιδίου µάζας m δίνεται από τις σχέσεις:

V (x) =


∞, για x < 0

1

2
kx2 + bx3, για x > 0

Να υπολογίσετε διαταρακτικά την ενέργεια της ϑεµελιώδους στάθµης σε πρώτη τάξη της ϑεωρίας διατα-
ϱαχών.

Θεωρούµε τον όρο U(x) = bx3 σαν διαταραχή στον αρµονικό ταλαντωτή

V0(x) =
1

2
kx2 =

1

2
mω2x2

Οι κυµατοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή και οι ιδιοενέργειες είναι

Ψn(x) = C
1√

2nn!
Hn(ξ)e−ξ

2/2

όπου

C = 4

√
mω

π~
και ξ =

√
mω

~
x =
√
ax

µε ενέργειες En = ~ω
(
n+

1

2

)
. Επειδή η δυναµική ενέργεια απειρίζεται για x = 0 εκεί η κυµατοσυ-

νάρτηση µηδενίζεται.

Τα πολυώνυµα του Hermite είναι άρτια για άρτιο n και περιττά για περιττό n και µηδενίζονται στο
µηδέν. Οι λύσεις λοιπόν στο αδιατάρακτο πρόβληµα είναι οι λύσεις του αρµονικού ταλαντωτή για περιττό
n = 2k + 1 µε k = 0, 1, 2, . . .

Η ϑεµελιώδης στάθµη είναι για k = 0

Ψ1(x) =
1√
2

4

√
mω

π~
(2
√
ax)e−ax

2/2

µε ενέργεια E1 = 3
2~ω.



72 Θεωρία διαταραχών

Σε πρώτη τάξη της ϑεωρίας διαταραχών η διόρθωση της ενέργειας είναι :

∆E1 =

∫ ∞
0

Ψ1(x)U(x)Ψ1(x)dx = U11

=
4

2

√
mω

π~
mω

~
b

∫ ∞
0

x5e−ax
2

dx

∫ ∞
0

xke−ax
2

dx =
Γ
(
k+1

2

)
2a(k+1)/2

όπου η συνάρτηση Γ(z) ορίζεται από τις σχέσεις :

Γ(z + 1) = zΓ(z) και Γ

(
1

2

)
=
√
π

∫ ∞
0

x5e−ax
2/2dx =

Γ(6/2)

2a6/2
=

Γ(3)

2a3
=

2!

2a3
=

1

a3

⇒ ∆E1 = 2b

√
mω

π~
mω

~

(
~
mω

)3

=
b√
π

(
~
mω

)3/2

Για να ισχύει η προσέγγιση ϑα πρέπει :
|∆E1| � 2~ω

⇒ 3b√
π

(
~
mω

)3/2

� ~ω

3.2 ∆ιαταραχή εκφυλισµένων καταστάσεων

Μέχρι τώρα υποθέσαµε ότι οι καταστάσεις του αρχικού (ϐασικού) αδιατάραχτου συστήµατος είναι µη εκφυ-
λισµένες. Αλλά στη ϕύση συνήθως συναντάµε σε όλα τα κβαντικά συστήµατα εκφυλισµό. Τα πραγµατικά
συστήµατα δεν είναι µονοδιάστατα. ΄Οταν υπαρχει εκφυλισµός τότε σε διαταραχή ήδη πρώτης τάξης συναντάµε
στον παρονοµαστή την ενεργειακή διαφορά E(0)

n − E(0)
k όταν υπολογίζουµε τη διόρθωση στη στάθµη En. Εάν

λοιπόν συµβαίνει η στάθµη n να είναι εκφυλισµένη τότε κάποια στιγµή στο άθροισµα, έχουµε και τη συνει-
σφορά από την εκφυλισµένη κατάσταση E(0)

k , οπότε E(0)
n − E(0)

k = 0 και ο όρος αυτός απειρίζεται. Αλλά το
πρόβληµα αυτό είναι τεχνικό – οφείλεται δηλαδή σε παθογένεια της µεθόδου.
Θα αναπτύξουµε λοιπόν µία µέθοδο για την άρση του εκφυλισµού. Θα υποθέσουµε ότι έχουµε στο αδιατάραχτο
σύστηµα δύο µόνο εκφυλισµένες καταστάσεις, την Ψ

(0)
n = |n〉 και την Ψ

(0)
l = |l〉, για ευκολία. Η µέθοδος

γενικεύεται κατ’ ευθείαν για εκφυλισµό N . Η χαµιλτονιανή είναι H = H0 + V και

H0|k〉 = E
(0)
k |k〉, k = 1, 2, . . . , n, l︸︷︷︸

E
(0)
n =E

(0)
l

, . . .

σε πρώτης τάξης προσέγγιση για αυτές τις δύο στάθµες έχουµε:

Φn = Ψ(0)
n +

∑
k 6=n

ankΨ
(0)
k = Ψ(0)

n + anlΨ
(0)
l︸ ︷︷ ︸+Ψ(1)

n

Φl = Ψ
(0)
l +

∑
k 6=l

alkΨ
(0)
l = Ψ

(0)
l + alnΨ(0)

n︸ ︷︷ ︸+Ψ
(1)
l


Ψ

(1)
n =

∑
k 6=n,l ankΨ

(0)
k , Ψ

(1)
l =

∑
k 6=l,n alkΨ

(0)
k

amk =
Vkm

E
(0)
m − E(0)

k

, Vkm = 〈Ψ(0)
k |V |Ψ

(0)
m 〉



3.2 ∆ιαταραχή εκφυλισµένων καταστάσεων 73

΄Εχουµε ξεχωρίσει λοιπόν τις εκφυλισµένες στάθµες Ψ
(0)
n ,Ψ

(0)
l και ορίζουµε τώρα δύο νέες κανονικοποιηµένες

καταστάσεις Ψn,Ψl σαν ιδιοσυναρτήσεις της συνολικής χαµιλτονιανής Ĥ σε προσέγγιση µέχρι πρώτης τάξης για
την ενέργεια. ∆ιαγωνιοποιούµε δηλαδή την Ĥ = Ĥ0 + V̂ στον 2 διαστάσεων υποχώρο των κυµατοσυναρτήσεων
της Ĥ0. Εάν µπορούσαµε να το κάνουµε συνολικά ϑα λύναµε πλήρως το πρόβληµα. Ουσιαστικά αντί για Ψ

(0)
n

και Ψ
(0)
l ϑα µπορούσαµε να πάρουµε οποιονδήποτε γραµµικό συνδυασµό:

⇒


Ψn = cnnΨ

(0)
n + cnlΨ

(0)
l

Ψl = cllΨ
(0)
l + clnΨ

(0)
n

και
(H0 + V )Ψn = EnΨn, (H0 + V )Ψl = ElΨl

εάν ο εκφυλισµός ϑεωρηθεί µεγαλύτερος τότε :

Ψn =

N∑
i=1

cniΨ
(0)
i , n = 1, 2, . . . , N

΄Ολες οι καταστάσεις Ψ
(0)
i έχουν την ίδια ενέργεια.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση ιδιοτιµών (H0 +V )Ψn = EnΨn έχουµε, αφού πολλαπλασιάσουµε από αριστερά
µε την Ψ

(0)
k και ολοκληρώσουµε:

〈k|H0|Ψn〉+ 〈k|V |Ψn〉 = En〈k|Ψn〉

⇒
∑
i

E(0)
n cni〈k|i〉+

∑
i

cni〈k|V |i〉 = En
∑
i

cni〈k|i〉

⇒ E(0)
n cnk − Encnk = −

∑
i

cniVki

⇒ cnk(En − E(0)
n ) =

∑
i

cniVki = cnkVkk +
∑
i6=k

cniVki

⇒ cnk

[
Vkk + E(0)

n − En
]

+
∑
i 6=k

cniVki = 0

όπου n = 1, 2, . . . , N και k = 1, 2, . . . , N .
Κρατώντας σταθερό το n για k = 1 έχουµε τη σχέση:

cn1

[
V11 + E(0)

n − En
]

+ cn2V12 + cn3V13 + . . .+ CnNV1N = 0

Για k = 2 έχουµε τη σχέση:

cn1V21 + cn2

[
V22E

(0)
n − En

]
+ cn3V23 + . . .+ cnNV2n = 0

Για k = 3 έχουµε τη σχέση:

cn1V31 + cn2V32 + cn3

[
V33E

(0)
n − En

]
+ . . .+ cnNV3N = 0

...

Για k = N έχουµε τη σχέση:

cn1VN1 + cn2VN2 + cn3VN3 + . . .+ CnN

[
VNN + E(0)

n − En
]

= 0

⇒



[
V11 + E

(0)
n − En

]
V12 V13 . . . V1N

V21

[
V22 + E

(0)
n − En

]
V23 . . . V2N

V31 V32

[
V33 + E

(0)
n − En

]
. . . V3N

...
VN1 VN2 VN3 · · ·

[
VNN + E

(0)
n − En

]




cn1

cn2

cn3

...
cnN

 = 0
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΄Εχουµε λοιπόν ένα σύστηµα N × N οµογενές, µε N + 1 αγνώστους τους En, cn1, . . ., cnN . Για να έχει µια
µη-τετριµµένη λύση το σύστηµα, ϑα πρέπει η ορίζουσά του να είναι µηδέν :

det
∣∣∣V + (E(0)

n − En)1
∣∣∣ = 0⇒ N ιδιοτιµές για την ενέργεια En ⇒ N ιδιοδιανύσµατα.

Τα cn είναι ορθογώνια µεταξύ τους, µε µία απροσδιόριστη σταθερά, τη ϐρίσκουµε κανονικοποιώντας.

Επιστρέφουµε τώρα στο διδιάστατο αρχικό πρόβληµα.

〈n|H0|Ψn〉+ 〈n|V |Ψn〉 = En〈n|Ψn〉

cnnE
(0)
n + cnnVnn + cnlVnl = cnnEn

〈l|H0|Ψn〉+ 〈l|V |Ψn〉 = En〈l|Ψn〉
cnlE

(0)
n + cnnVln + cnlVll = Encnl

⇒

{
cnnVnn + cnlVnl = cnn(En − E(0)

n )

cnnVln + cnlVll = cnl(En − E(0)
n )

⇒
{(

Vnn Vnl
Vln Vll

)(
cnn
cnl

)
= Wn

(
cnn
cnl

)
όπου

Wn = En − E(0)
n

Εξίσωση ιδιοτιµών Wn και ιδιοσυναρτήσεων (ιδιοδιανυσµάτων) για τον 2 × 2 πίνακα V του διαταρακτικού
δυναµικού. Το σύστηµα έχει µη µηδενική λύση εάν η ορίζουσα είναι µηδέν :

det

∣∣∣∣Vnn −Wn Vnl
Vln Vll −Wn

∣∣∣∣ = 0⇒ δύο ιδιοτιµές
δύο ιδιοδιανύσµατα

⇒ (Vnn + E(0)
n − En)(Vll + E(0)

n − En)− VnlVln = 0

΄Εχουµε ένα τριώνυµο δευτέρου ϐαθµού, άρα έχουµε δύο λύσεις.

En(±) = E(0)
n +

1

2
(Vnn + Vll)±

1

2

[
(Vnn − Vll)2 + 4VnlVln

]1/2
Η ενεργειακή ιδιοτιµή En(+) αντιστοιχεί στην κυµατοσυνάρτηση

|Ψn〉 = cnn|Ψ(0)
n 〉+ cnl|Ψ(0)

l 〉

και η ενεργειακή ιδιοτιµή En(−) αντιστοιχεί στην κυµατοσυνάρτηση

|Ψl〉 = cll|Ψ(0)
l 〉+ cln|Ψ(0)

n 〉

Τα διανύσµατα (cnn, cnl) και (cll, cln) είναι ιδιοδιανύσµατα του πίνακα V µε τιµές του En ίσον µε En(+)

και En(−) αντίστοιχα. Επειδή το σύστηµα είναι οµογενές, προσδιορίζουµε το cnl µέσω του cnn κάθε ϕορά.
Κανονικοποιώντας στη µονάδα, ϐρίσκουµε και το cnn. Θέτουµε

En = En(+) και El = En(−)

Οι δύο κυµατοσυναρτήσεις Ψn,Ψl που προκύπτουν είναι µεταξύ τους ορθογώνιες.

(H0 + V )Ψn = EnΨn ⇒ VΨn = EnΨn −H0Ψn = EnΨn − E(0)
n Ψn = WnΨn

και VΨl = WlΨl αντίστοιχα, όπου Wn = En − E(0)
n , Wl = El − E(0)

n .
΄Εχουµε λοιπόν :

V |Ψn〉 = Wn|Ψn〉, V |Ψl〉 = Wl|Ψl〉
και 〈Ψl|V = Wl〈Ψl|, V ερµιτιανός

⇒ 〈Ψl|V |Ψn〉 =

{
Wn〈Ψl|Ψn〉
Wl〈Ψl|Ψn〉

Wl 6= Wn ⇒ 〈Ψl|Ψn〉 = 0

΄Αρα η διαταραχή V είναι διάγωνια σε αυτή τη ϐάση. Και

E(1)
n = Wn = 〈Ψn|V |Ψn〉 = Vnn

E
(1)
l = Wl = 〈Ψl|V |Ψl〉 = Vll
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Εφαρµογή

H = − ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+

1

2
mω2(x2 + y2) + cxy, c� mω2

(α) Να υπολογιστούν οι ενέργειες En και οι κυµατοσυναρτήσεις Ψn του σωµατιδίου για c = 0.
(ϐ) Αν c 6= 0, να υπολογιστούν σε πρώτη τάξη της ϑεωρίας διαταραχών οι ενέργειες και σε µηδενική τάξη οι
κυµατοσυναρτήσεις για τη µικρότερη ενέργεια µε εκφυλισµό.

Λύση:

(α) Ψn(x, y) = Ψn1(x)Ψn2(y)

En = En1 + En2

− ~2

2m

∂2Ψn1

∂x2
+
mω2

2
x2Ψn1 = En1Ψn1 και

−~2

2m

∂2Ψn2

∂y2
+
mω2

2
y2Ψn2 = En2Ψn2

όπου

En1 = ~ω
(
n1 +

1

2

)
, En2 = ~ω

(
n2 +

1

2

)
και En = ~ω(n+ 1)

n = n1 + n2,

{
n1 = 0, 1, 2 . . .

n2 = 0, 1, 2, . . .

⇒ n = 0, 1, 2, . . .

Για την ενέργεια E0 = ~ω, έχουµε µόνο µία ιδιοσυνάρτηση, την Ψ0(x, y) = Ψ0(x)Ψ0(y).
Για την ενέργεια E1 = 2~ω έχουµε δύο ιδιοσυναρτήσεις{

Ψ10(x, y) = Ψ1(x)Ψ0(y) = Φ1

Ψ01(x, y) = Ψ0(x)Ψ1(y) = Φ2

⇒ εκφυλισµός

Για ορισµένο n µε ενέργεια E
(0)
n = ~ω(n + 1), το n1 µπορεί να πάρει τις τιµές n1 = 0, 1, 2, . . . , n, δηλαδή

έχουµε n+ 1 διαφορετικές καταστάσεις µε την ίδια ενέργεια.

(ϐ) Ιδιοτιµές της ενέργειας και ιδιοσυναρτήσεις

V11 = 〈Φ1|V |Φ1〉 =

∫
Ψ∗1(x)Ψ∗0(y)cxyΨ1(x)Ψ0(y)dxdy

V11 = 0, V22 = 0

V12 = 〈Φ1|V |Φ2〉 = c

∫
Ψ∗1(x)Ψ∗0(y)xyΨ0(x)Ψ1(y)dxdy

= c

(∫ +∞

−∞
Ψ1(x)xΨ0(x)dx

)2

= c

(∫ +∞

−∞
Ψ1(x)

√
~

2mω
Ψ1(x)dx

)2

= c
~

2mω
= V21

διότι

xΨ0(x) =

√
~

2mω
Ψ1(x)

⇒ det

∣∣∣∣∣∣∣
2~ω − E1

c~
2mω

c~
2mω

2~ω − E1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

(2~ω − E1)2 − c2~2

4m2ω2
= 0⇒

[
2~ω − E1 −

c~
2mω

] [
2~ω − E1 +

c~
2mω

]
= 0
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⇒


E

(+)
1 = 2~ω +

c~
2mω

E
(−)
1 = 2~ω − c~

2mω

Φ(+) = c
(+)
1 Φ1 + c

(+)
2 Φ2, E

(+)
1 = E

(0)
1 +W

Φ(−) = c
(−)
1 Φ1 + c

(−)
2 Φ2, E

(−)
1 = E

(0)
1 −W

⇒

 0
c~

2mω
c~

2mω
0

(c(+)
1

c
(+)
2

)
= W

(
c
(+)
1

c
(+)
2

)
, W =

c~
2mω

⇒ c~
2mω

c
(+)
2 =

c~
2mω

c
(+)
1 ⇒ c

(+)
1 = c

(+)
2

Οµοίως για την αρνητική ιδιοτιµή έχουµε:

⇒

 0
c~

2mω
c~

2mω
0

(c(−)
1

c
(−)
2

)
= −W

(
c
(−)
1

c
(−)
2

)
⇒ c

(−)
2 = −c(−)

1

Κανονικοποιώντας |c1|2 + |c2|2 = 1 παίρνουµε |c1| = |c2| = 1/
√

2.

3.3 Θεωρία διαταραχών εξαρτώµενη από το χρόνο

Η διαταραχή στο σύστηµα γίνεται από ένα πεδίο που εξαρτάται από το χρόνο.

Ĥ = Ĥ0 + V (r, t) = Ĥ0 + V (t)

Υποθέτουµε ότι η εξωτερική διαταραχή V (t) είναι περαστική στο χρόνο, δηλαδή έχει ένα πεπερασµένο χρονικά
διάστηµα εφαρµογής.
Πριν και µετά από τη διαταραχή το σύστηµα ϑα περιγράφεται από την αδιατάρακτη χαµιλτονιανή H0, την
οποία µπορούµε να λύσουµε ακριβώς µε ιδιοσυναρτήσεις Ψ

(0)
k , ιδιοτιµές E(0)

k .
Υποθέτουµε για απλότητα ότι η διαταραχή αρχίζει να δρα για t = 0, οπότε το σύστηµα ήταν στην κατάσταση
Ψ

(0)
n = Ψ(0) και Ϲητάµε την Ψ(t) για t > 0, δηλαδή το πλάτος µετάβασης του συστήµατος από την |n〉 → |m〉.

΄Εχουµε γενικά, εφόσον τα Ψ
(0)
n ϕτιάχνουν ένα πλήρες σύστηµα ιδιοσυναρτήσεων, ότι :

Ψ(t) =
∑
m

cm(t)Ψ(0)
m

Εάν δεν είχαµε τη διαταραχή ϑα ϐρίσκουµε cm(t) = e−iE
(0)
m t/~δmn.

Με τη διαταραχή στη χαµιλτονιανή, τα cm(t) ϑα έχουν µια άλλη χρονική εξάρτηση, την οποία γράφουµε ως
εξής :

Ψ(t) =
∑
m

am(t)e−iE
(0)
m t/~Ψ(0)

m

και (
H0 + V (t)

)
Ψ = i~

∂Ψ

∂t

µε αρχική συνθήκη: an(0) = 1, ak(0) = 0 για k 6= n.
Πλάτος µετάβασης : cm(t) = 〈Ψ(0)

m |Ψ(t)〉
Πιθανότητα µετάβασης στην κατάσταση |m〉, αρχίζοντας από τη |n〉, σε χρόνο t:

Pn→m(t) =
∣∣∣〈Ψ(0)

m |Ψ(t)〉
∣∣∣2
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3.3.1 Προσεγγιστικός υπολογισµός της πιθανότητας µετάβασης διαταρακτικά σε
πρώτης τάξης προσέγγιση, διακριτό ϕάσµα

cm(t) = 〈Ψ(0)
m ,Ψ(t)〉

dcm
dt

= 〈Ψ(0)
m ,

∂Ψ

∂t
〉 =

1

i~
〈Ψ(0)

m , HΨ〉

⇒ i~
dcm
dt

=
∑
k

ck(t)〈Ψ(0)
m |HΨ

(0)
k 〉

=
∑
k

ck(t)E
(0)
k 〈Ψ

(0)
m |Ψ

(0)
k 〉+

∑
k

ck(t)〈Ψ(0)
m |V (t)Ψ

(0)
k 〉

⇒ i~
dcm
dt

= E(0)
m cm(t) +

∑
k

Vmkck(t)

ck(t) = ak(t)e−iE
(0)
k t/~

⇒ i~
dam
dt

e−iE
(0)
m t/~ + (i~)

(
−iE

(0)
m

~

)
��
�*

0
cm(t) = E(0)

m ��
�*

0
cm(t) +

∑
k

Vmkck(t)

⇒ i~
dam(t)

dt
=
∑
k

Vmkak(t)ei(E
(0)
m −E

(0)
k )t/~

Αναπτύσουµε διαταρακτικά:
am(t) = a(0)

m (t) + a(1)
m (t) + a(2)

m (t) + . . .

Αρχικές συνθήκες :
a(0)
n (t) = 1, a

(0)
k (t) = 0 για k 6= n

και
a(1)
m (t = 0) = 0, a(2)

m (t = 0) = 0 ∀m

⇒


i~

da
(0)
m

dt
= 0⇒ a(0)

m = σταθερά = 0, m 6= n

i~
da

(1)
m

dt
=
∑
k

Vmkeiwmkta
(0)
k , wmk =

E
(0)
m − E(0)

k

~

Από την εξίσωση για τους συντελεστές σε πρώτης τάξης διαταραχή έχουµε:

i~
da

(1)
m

dt
= Vmn(t)eiwmnt

⇒ a(1)
m (t) = − i

~

∫ t

0

Vmn(t′)eiwmnt
′
dt′

Vmn(t) =

∫
Ψ(0)∗
m (r)V (r, t)Ψ(0)

n (r)d3x = 〈Ψ(0)
m |V (t)|Ψ(0)

n 〉

Πιθανότητα µετάβασης :

Pnm =
1

~2

∣∣∣∣∫ t

0

Vmn(t′)eiwmnt
′
dt′
∣∣∣∣2

Παράδειγµα: Η διαταραχή διαρκεί χρονικό διάστηµα T και είναι σταθερή για 0 < t′ < T .

⇒ Vmn(t) = Vmn = 〈Ψ(0)
m |V (r)|Ψ(0)

n 〉

⇒ a(1)
m (t) =

Vmn
~wmn

(
1− eiwmnt

)
⇒ Pnm = |a(1)

m (t)|2 =
4|Vmn|2

(E
(0)
m − E(0)

n )2
sin2

[
E

(0)
m − E(0)

n

2~
t

]
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4
∆υναµικό Coulomb - Λύση της εξίσωσης του Schrödinger

4.1 Κλασσική µηχανική - το πρόβληµα των δύο σωµάτων

Θεωρούµε την αλληλεπίδραση ενός ηλεκτρονίου µε µάζα me και ϕορτίο qe = −e µε έναν πυρήνα µε ϕορτίο
qπ = e και µάζα mπ = µάζα πρωτονίου. Η ολική ενέργεια του συστήµατος δίνεται από τη σχέση:

r

O

rπ

re

E =
P 2

π

2mπ
+

P 2
e

2me
+ V (r)

όπου r = re − rπ

V (r) = +
1

4πε0

qπqe
|r|

= − e2

4πε0r

Αναλύω την κίνηση του συστήµατος σε δύο µέρη:

1. Κίνηση του κέντρου µάζας :

RΚΜ =
mere +mπrπ
me +mπ

, M = me +mπ

Pολ = Pe + Pπ = PΚΜ

2. Σχετική κίνηση του ηλεκτρονίου γύρω από τον πυρήνα:

Pσχ =
mπme

mπ +me
(Ve −Vπ) = µ

dr

dt
=
mπPe −mePπ

mπ +me

όπου µ =
mπme

mπ +me
είναι η ανηγµένη µάζα. Ακόµη, η στροφορµή γύρω από το κέντρο µάζας είναι :

L = r′π ×P′π + r′e ×P′e = µr× dr

dt

Η ολική κινητική ενέργεια γίνεται :
P 2

π

2mπ
+

P 2
e

2me
=
P 2

ΚΜ

2M
+
P 2

σχ

2µ

⇒ Eολ = EΚΜ +


P 2

σχ

2µ
+ V (r)︸ ︷︷ ︸
Eσχ


(R, r)→ (re, rπ)

rπ =
M

M
R− me

M
r = R− me

M
r

re =
M

M
R +

mπ

M
r = R +

mπ

M
r
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r

E

r0

Vενεργό(r) 

(E<0) 

(περιορισμένη κίνηση - διακριτό φάσμα 
στην κβαντομηχανική)

Σχήµα 4.1

r = re − rπ ⇒ V = Ve −Vπ

Pπ = mπṙπ = mπṘ− ṙ
mπme

M

Pe = meṙe = meṘ + ṙ
mπme

M

Pπ =
mπ

M
PΚΜ −P

Pe =
me

M
PΚΜ + P

P 2
e

me
+
P 2

π

mπ
− P 2

ΚΜ

M
=
P 2

µ

µε P = Pσχ = µdr/dt. ΄Εχουµε λοιπόν δύο ανεξάρτητες κινήσεις, την κίνηση του κέντρου µάζας και την
κίνηση ενός σώµατος µάζας µ εντός πεδίου µε V (r). Για το δεύτερο σώµα έχουµε ότι η ταχύτητά του αναλύεται
σε δύο συνιστώσες : (υπενθυµίζουµε ότι r̂ · θ̂ = 0)

V =
dr

dt
=

dr

dt
r̂ + r

dθ

dt
θ̂ =

dr

dt
r̂ + Vθ θ̂

⇒


P 2

σχ

2µ
=

1

2µ
(µ2V 2

r + µ2V 2
θ ) =

µ

2

(
dr

dt

)2

+
µ

2
V 2
θ

L = µrVθ ẑ, L2 = µ2r2V 2
θ

⇒ Eσχ =
1

2
µ

(
dr

dt

)2

+
µ

2
V 2
θ + V (r)

=
1

2
µ

(
dr

dt

)2

+
L2

2µr2
+ V (r)

=
1

2
µ

(
dr

dt

)2

+ Vενεργό(r)

Επειδή η δύναµη είναι κεντρική, F = F (r)r̂, η στροφορµή διατηρείται. ΄Αρα έχουµε τελικά ένα µονοδιάστατο
πρόβληµα µε δυναµική µεταβλητή το r.
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4.2 Κβαντική µηχανική - το πρόβληµα των δύο σωµάτων

Η χαµιλτονιανή του συστήµατος είναι :

H =
P 2

π

2mπ
+

P 2
e

2me
+ V (r)

Pπ → −i~∇π, Pe → −i~∇e

όπου εννοούµε παραγώγιση ως προς τις συντεταγµένες (xπ, yπ, zπ) και (xe, ye, ze) αντίστοιχα. Ακόµη έχουµε,
όπως δείξαµε προηγούµενα

H =
P 2

ΚΜ

2M
+
P 2

σχ

2µ
+ V (r)

PΚΜ → −i~∇R, Pσχ → −i~∇r

όπου εννοείται παραγώγιση ως προς τις συντεταγµένες (X,Y, Z) του κέντρου µάζας και τις (x, y, z) του r
(σχετική κίνηση).

Ψ(re, rπ, t)→ Ψ(R, r, t)

M = me +mπ, µ =
memπ

me +mπ

Mπ ' 1836me ⇒ µ ' 0, 995me

οπότε η εξίσωση του Schrödinger είναι :[
− ~2

2M
∇2
R −

~2

2µ
∇2
r + V (r)

]
Ψ(R, r, t) = i~

∂Ψ

∂t

Γράφουµε
Ψ(R, r, t) = U(R, r)e−iE

′t/~

⇒
[
− ~2

2M
∇2
R −

~2

2µ
∇2
r + V (r)

]
U(R, r) = E′U(R, r)

και ϐρίσκουµε τις ιδιοσυναρτήσεις και ιδιοτιµές της ενέργειας του συστήµατος E′.
Μπορούµε να περάσουµε κατευθείαν(

1

Mπ
∇2

π +
1

Me
∇2
e

)
→
(

1

M
∇2
R +

1

µ
∇2
r

)
µε αλλαγή µεταβλητής και µετασχηµατισµό στις παραγωγίσεις.

4.3 Χωρισµός µεταβλητών

Από τη µορφή της χαµιλτονιανής, όπου ο κινητικός όρος είναι χωρισµένος σε δύο όρους, µπορούµε να γρά-
ψουµε τη λύση στη µορφή:

U(R, r) = uΚΜ(R)Ψ(r)

⇒
(
− ~2

2M
∇2
RuΚΜ

)
Ψ +

[
− ~2

2µ
∇2
rΨ + V (r)Ψ

]
uΚΜ = E′uΚΜΨ

∆ιαιρώντας µε το γινόµενο uΚΜ(R)Ψ(r) έχουµε δύο ανεξάρτητους όρους από αριστερά

1

uΚΜ

(
− ~2

2M
∇2uΚΜ

)
+

1

Ψ

{
− ~2

2µ
∇2Ψ + VΨ

}
= E′

για να έχουµε ισότητα για κάθε R, r, πρέπει οι δύο αυτοί όροι να είναι ίσοι µε σταθερές

⇒


− ~2

2M
∇2uΚΜ(R) = ERuΚΜ(R)

− ~2

2µ
∇2Ψ(r) + V (r)Ψ(r) = EΨ(r)

ER + E = E′
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Η πρώτη εξίσωση περιγράφει την κίνηση ενός ελεύθερου σώµατος M µε ενέργεια ER, κίνηση του κέντρου
µάζας :

⇒ uΚΜ = Ae±ik0·R, k2
0 =

2M

~2
ER

συνεχές ϕάσµα PΚΜ = ~k0

Θα ασχοληθούµε περαιτέρω µόνο µε τη δεύτερη εξίσωση, η οποία περιγράφει τη µη τετριµµένη, σχετική κίνηση
των δύο σωµάτων, σαν να ήταν το ένα (ο πυρήνας) ακίνητο.

− ~2

2µ
∇2Ψ(r) + V (|r|)Ψ(r) = EΨ(r)

Επειδή η δυναµική ενέργεια έχει σφαιρική συµµετρία, ϑα χρησιµοποιήσουµε σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ)
για τη λύση. Αναπτύσουµε πρώτα τη λαπλασιανή σε (r, θ, φ):

∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

}
Η εξίσωση του Schrödinger γράφεται :

− ~2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂Ψ

∂r

)
− ~2

2µr2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+ sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2

]
+V (r)Ψ(r) = EΨ(r)

Ψ(r) = Ψ(r, θ, φ)

Μια τυπική µέθοδος λύσης µιας διαφορικής εξίσωσης µε µερικές παραγώγους είναι η µέθοδος του χωρισµού
των µεταβλητών όταν αυτό είναι δυνατόν. Στην προκειµένη περίπτωση µπορούµε να αναζητήσουµε µια λύση
τέτοιας µορφής γράφοντας :

Ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) = R(r)Y (θ, φ)

Οι συναρτήσεις Y (θ, φ) είναι οι σφαιρικές αρµονικές. Ορίζουµε τους τελεστές Â, B̂, Λ̂:

Â(r) = − ~2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ V (r)

B̂(r) =
1

2µr2

Λ̂(θ, φ) = −~2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
⇒ Ĥ = Â(r) + B̂(r)Λ̂(θ, φ)

⇒ ĤΨ = (ÂR)Y + B̂(Λ̂Y )R = ERY

⇒ ÂR

R
+
B̂R

R

Λ̂Y

Y
= E

⇒ Λ̂Y (θ, φ)

Y
=

R

B̂R

(
E − ÂR

R

)
(r)

δηλαδή µια συνάρτηση του (θ, φ) είναι ίση µε µια συνάρτηση του (r)

⇒ Λ̂Y

Y
= λ⇒ Λ̂Y = λY (θ, φ)

όπου λ σταθερός αριθµός, πραγµατικός

και
R

B̂R

(
E − ÂR

R

)
= λ⇒ ER− ÂR = λB̂R
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⇒ ÂR+ λB̂R = ER

− ~2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂R

∂r

)
+

[
λ

2µr2
+ V (r)

]
R = ER (ακτινική εξίσωση)

−~2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2

]
= λŶ (γωνιακή εξίσωση)

΄Εχουµε ξανά τη δυνατότητα του χωρισµού των µεταβλητών, Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ).
Στην ακτινική εξίσωση ϐλέπουµε την εµφάνιση ενός ακόµη όρου δυναµικής ενέργειας που αντιστοιχεί κλασσικά
στο ϕυγοκεντρικό δυναµικό. ΄Αρα η σταθερά διαχωρισµού λ αντιπροσωπεύει το τετράγωνο της στροφορµής
κλασικά,

λ = ~2λ̃ = ~2l(l + 1)

όπως ϑα δείξουµε παρακάτω.

4.4 Σφαιρικές αρµονικές

Λύνουµε τη γωνιακή εξίσωση µε τη µέθοδο του χωρισµού των µεταβλητών.

Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ), λ = ~2λ̃

Αντικαθιστώντας έχουµε, αφού διαιρέσουµε µε Y :

sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ λ̃ sin2 θ = − 1

Φ

d2Φ

dφ2

⇒ d2Φ

dφ2
= −m2Φ⇒

{
Φ = e±imφ, m 6= 0

Φ = c+Dφ, m = 0

Η εξίσωση Φ(φ) πρέπει να είναι µονότιµη ως προς φ, αλλιώς ϑα είχαµε δύο (πολλές) τιµές για την κυµατοσυ-
νάρτηση στο ίδιο σηµείο του χώρου (r, θ, φ) ≡ (r, θ, φ+ 2π)

⇒ m = ακέραιος και D ≡ 0

⇒ Φ(φ) = eimφ για m = 0,±1,±2, . . .

Η εξίσωση για τη γωνία θ γράφεται :

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

(
λ̃− m2

sin2 θ

)
Θ = 0

Κάνουµε την αλλαγή µεταβλητής

ξ = cos θ ⇒ dΨ

dθ
=

dΨ

dξ

dξ

dθ
= − sin θ

dΨ

dξ
⇒ 1

sin θ

d

dθ
= − d

dξ

sin2 θ = 1− cos2 θ = 1− ξ2

Η γωνιακή εξίσωση γράφεται :
d

dξ

[
(1− ξ2)

dΘ

dξ

]
+

(
λ̃− m2

1− ξ2

)
Θ = 0

Θ = Θ(θ) = Θ(ξ)

Λύνουµε την τελευταία εξίσωση για m = 0:

(1− ξ2)
d2Θ

dξ2
− 2ξ

dΘ

dξ
+ λ̃Θ = 0
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Υποθέτουµε ότι η λύση είναι µια σειρά ως προς ξ.

Θ(ξ) =

+∞∑
k=0

akξ
k

⇒
+∞∑
k=0

{
k(k − 1)akξ

k−2 − k(k − 1)akξ
k − 2kakξ

k︸ ︷︷ ︸+λ̃akξ
k

}
= 0

⇒
+∞∑
σ=0

{
(σ + 2)(σ + 1)aσ+2 − σ(σ + 1)aσ + λ̃aσ

}
ξσ = 0

⇒ aσ+2 =
σ(σ + 1)− λ̃

(σ + 2)(σ + 1)
aσ

Προσοχή: Στο άθροισµα
∑+∞
k=0 k(k − 1)akξ

k−2, για k = 0 και k = 1 έχουµε µηδέν

⇒
+∞∑
k=0

k(k − 1)akξ
k−2 =

+∞∑
k=2

k(k − 1)akξ
k−2 =

∞∑
σ=0

(σ + 2)(σ + 1)aσ+2ξ
σ, ϑέτοντας k = σ + 2

∆ύο ανεξάρτητες σειρές λύσεων:

1. a0 6= 0, a1 = 0
⇒ άρτιες δυνάµεις του ξ : ξ0, ξ2, ξ4, ξ6, . . .

2. a0 = 0, a1 6= 0
⇒ περιττές δυνάµεις του ξ : ξ1, ξ3, ξ5, ξ7, . . .

Οι σειρές αποκλίνουν στο όριο ξ = ±1 εάν έχουν άπειρους όρους. ΄Αρα τέτοιες λύσεις είναι µη αποδεκτές.
Παραδεκτές λύσεις είναι τα πολυώνυµα.
Για να έχουµε πολυωνυµική λύση, το λ̃ παίρνει µόνο ακέραιες τιµές:

λ̃ = l(l + 1), l = ϑετικός ακέραιος ή µηδέν

για να τερµατίζεται η σειρά. ΄Αρα η στροφορµή εµφανίζεται κβαντισµένη.
Για άρτιο l παίρνουµε την άρτια λύση µε a1 = 0, a0 6= 0, ενώ για περιττό l παίρνουµε την περιττή λύση µε
a0 = 0, a1 6= 0.
Οι λύσεις για συγκεκριµένο l είναι τα πολυώνυµα του Legendre Pl(ξ) = Pl(cos θ).

l = 0⇒
(

a2 = 0

a4 = 0, . . .

)
⇒ P0 = a0

l = 1⇒
(

a3 = 0

a5 = 0, . . .

)
⇒ P1 = a1ξ

l = 2⇒ a2 = −6

2
a0 = −3a0 ⇒ P2 = a0 − 3a0ξ

2, και a4, a6, . . . µηδέν.

...

Κανονικοποιούµε ορίζοντας τα a0, a1 ανάλογα:

⇒ Pl(ξ) =
1

2ll!

dl

dξl

[
(1− ξ2)l

]
, τύπος του Rodrigues

(πολυώνυµο ϐαθµού l, άρτιο για l = άρτιο, περιττό για l = περιττό)

Λύση για m 6= 0 :

Η γωνιακή εξίσωση ικανοποιείται από τη συνάρτηση:

Θlm(ξ) = (1− ξ2)|m|/2
d|m|

dξ|m|
Pl(ξ)
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Pl(ξ) = πολυώνυµο ϐαθµού l⇒ |m| ≤ l Προσοχή !!

⇒ m = 0,±1,±2, . . . ,±l

Ορθογωνιότητα : ∫ 1

−1

Pl(ξ)Pl′(ξ)dξ =
2

2l + 1
δll′

dξ = − sin θdθ

⇒
∫ π

0

sin θPl(cos θ)Pl′(cos θ)dθ =
2

2l + 1
δll′

Τα πολυώνυµα του Legendre ϕτιάχνουν ένα πλήρες σύστηµα συναρτήσεων στο διάστηµα (−1, 1).

⇒ f(x) =
∑
l

alPl(x), al =
2l + 1

2

∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx

Αναγωγική σχέση:
dPl+1

dx
− dPl−1

dx
= (2l + 1)Pl

P0(ξ) = 1

P1(ξ) = ξ

P2(ξ) =
1

2
(3ξ2 − 1)

P3(ξ) =
1

2
(5ξ3 − 3ξ)

...

Οι λύσεις για (θ, φ) και συγκεκριµένα l,m λέγονται σφαιρικές αρµονικές:

Ylm(θ, φ) = Almeimφ(1− cos2 θ)|m|/2
dl+|m|

d cos θl+|m|
(1− cos2 θ)l

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφY ∗lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) = δll′δmm′

• m = |m| > 0, Alm =
(−1)l+m

2ll!

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!

• m = −|m| < 0, Alm =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
και l ≥ |m| ⇒ m = 0,±1,±2, . . . ,±l

Ορθογώνιο, πλήρες σύστηµα συναρτήσεων για 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π

⇒ g(θ, φ) =

+∞∑
l=0

l∑
m=−l

BlmYlm(θ, φ)

Blm =

2π∫
0

π∫
0

Y ∗lm(θ, φ)g(θ, φ) sin θdθdφ

Yl,−|m| = (−1)mY ∗l,|m|
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Y00 =
1√
4π

Y10 =

√
3

4π
cos θ

Y1,±1 = ∓
√

3

8π
e±iφ sin θ

Y20 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1)

Y2,±1 = ∓
√

15

8π
e±iφ cos θ sin θ

Y2,±2 =

√
15

32π
e±2iφ sin2 θ

...

όπου l είναι ο κβαντικός αριθµός της τροχιακής στροφορµής και m ο µαγνητικός κβαντικός αριθµός.

4.5 Λύση της ακτινικής εξίσωσης – Ενεργειακές ιδιοτιµές

΄Εχουµε λ = l(l + 1)~2 από τη λύση της γωνιακής εξίσωσης. Ορίζουµε στην ακτινική εξίσωση την αδιάστατη
µεταβλητή ρ = βr, πολλαπλασιάζουµε µε −2µ/~2 και διαιρούµε µε το β2:

d2R

dρ2
+

2

ρ

dR

dρ
+

2µ

~2

(
E

β2
+

e2

4πε0βρ

)
R− l(l + 1)

ρ2
R = 0

Θέτουµε: β2 = −8µE/~2 > 0 για E < 0

⇒ 2µ

~2

E

β2
= −1

4

Ορίζουµε την αδιάστατη µεταβλητή:

n =
2µ

~2

e2

4πε0β
=

e2

4πε0~

√
−µ
2E

και λύνουµε ως προς την ενέργεια E:

E = − µe4

32π2ε2
0~2

1

n2

Η ακτινική εξίσωση γράφεται :

d2R

dρ2
+

2

ρ

dR

dρ
+

{
n

ρ
− 1

4
− l(l + 1)

ρ2

}
R = 0

Λύση µε ανάπτυξη σε σειρά αφού υπολογίσουµε πρώτα τον ασυµπτωτικό όρο για ρ→ +∞, µε R πεπερασµένο
παντού. Για ρ→∞ η ακτινική εξίσωση δίνει :

d2R

dρ2
− R

4
= 0⇒ R(ρ) = Aeρ/2 +Be−ρ/2

Για ρ→∞ η κυµατοσυνάρτηση πρέπει να τείνει στο µηδέν.

⇒ A = 0

Η λύση της ακτινικής εξίσωσης ϑα έχει τη µορφή:

R(ρ) = e−ρ/2F (ρ)
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µε F (ρ) πολυώνυµο του ρ, διότι η R(ρ)→ 0 για ρ→∞. ΄Εστω ότι

F (ρ) = ρs
+∞∑
k=0

akρ
k, a0 6= 0

Αντικαθιστούµε την R(ρ) στην ακτινική εξίσωση και ϐρίσκουµε την εξίσωση που ικανοποιεί η F (ρ):

d2F

dρ2
+

(
2

ρ
− 1

)
dF

dρ
+

[
n− 1

ρ
− l(l + 1)

ρ2

]
F (ρ) = 0

Αντικαθιστούµε την παράσταση της F µε σειρά, ϐρίσκουµε τα ak.
Το F (ρ) είναι πεπερασµένο για ρ→ 0.

F (ρ) =

+∞∑
k=0

akρ
k+s

dF

dρ
=
∑
k

(s+ k)akρ
k+s−1,

d2F

dρ2
=
∑
k

(s+ k)(s+ k − 1)ρk+s−2

d2F

dρ2
=
∑
k

{s(s− 1) + 2sk + k(k − 1)} akρk+s−2

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση της F έχουµε:

∑
k

s(s− 1) + 2sk + k(k − 1)︸ ︷︷ ︸
(s+k)(s+k−1)

 akρ
k+s−2 + 2

∑
k

(s+ k)akρ
k+s−2−

−
∑
k

(s+ k)akρ
k+s−1 + (n− 1)

∑
k

akρ
k+s−1 − l(l + 1)

∑
k

akρ
k+s−2 = 0

Ταυτότητες που προκύπτουν για τους οµοβάθµιους όρους του ρ

Για k = 0:
ρs−2

{
s(s− 1) + 2s− l(l + 1)

}
a0 = 0

⇒ s(s+ 1) = l(l + 1)⇒

{
s = l

s = −(l + 1)

Η λύση µε s = −(l + 1) δίνει F (ρ) ' 1/ρl+1, η οποία απειρίζεται πολύ άσχηµα για ρ→ 0.
Για l = 0 π.χ.:

F (ρ) ' 1

ρ
⇒ ∇2F ' ∇2

(
1

ρ

)
= −δ(ρ)4π

η οποία αποκλείεται. ∆εν υπάρχει δέλτα όρος δυναµικού στη χαµιλτονιανή. Εποµένως δεκτή είναι µόνο η
λύση µε s = l.

⇒
+∞∑
k=1


(s+k)(s+k+1)︷ ︸︸ ︷

s(s− 1) + 2sk + k(k − 1) + 2s+ 2k−l(l + 1)

 akρ
k+s−2

+

+∞∑
k=0

{n− s− k − 1} akρk+s−1 = 0

Κάνουµε την αλλαγή στον πρώτο όρο k = ν + 1 και έτσι έχουµε άθροιση τώρα ως προς ν από το 0→∞.

⇒
∞∑
ν=0

{(s+ ν + 1)(s+ ν + 2)− l(l + 1)} aν+1ρ
ν+s−1

+

+∞∑
k=0

{n− s− k − 1} akρk+s−1 = 0
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+∞∑
k=0

{[
(s+ k + 1)(s+ k + 2)− l(l + 1)

]
ak+1 +

[
n− s− k − 1

]
ak

}
ρk+s−1 = 0

ak+1 = − n− s− k − 1

(s+ k + 1)(s+ k + 2)− l(l + 1)
ak

όπου s = l.
Η άπειρη σειρά σταµατάει και γίνεται πολυώνυµο, εάν το n είναι ακέραιος και

n− l − k − 1 = 0 (διότι s = l)

⇒ n = (l + 1) + k

Για δοσµένο n το l παίρνει µέγιστη τιµή την n− 1, τότε k = 0. ΄Αρα για n, l γνωστά, έχουµε

n− (l + 1) ≥ k

΄Οταν το k πάρει τη µέγιστη δυνατή τιµή, kmax = n− (l + 1), τότε n− (l + 1)− kmax = 0 και το akmax+1 = 0,
όπως και όλα τα akmax+2, akmax+3, . . . είναι µηδέν, άρα το πολυώνυµο είναι το πολύ ϐαθµού n− (l + 1).

⇒ Rnl(ρ) =

[
ρl
kmax∑
k=0

akρ
k

]
e−ρ/2, kmax = n− (l + 1)

Για δοσµένο n, δηλαδή ενέργεια ' −1/n2 έχουµε δυνατές τιµές για τον κβαντικό αριθµό της στροφορµής
l = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
Οι λύσεις της αρχικής εξίσωσης του Schrödinger µε την ίδια ενέργεια (δηλαδή ίδιο n) είναι :

Ψnlm(θ, φ, r) = Rnl(r)Ylm(θ, φ)

Ενεργειακές στάθµες του ατόµου του υδρογόνου µε ένα ηλεκτρόνιο :

En = −13, 6

n2
eV

όπου 1 eV είναι 1, 6× 10−19 joule. Η σταθερά β γίνεται :

β =
µe2

2πε0~2

1

n

Η ενέργεια καθορίζεται µόνο από τον ακέραιο αριθµό n. Για κάθε l τοm παίρνει τις τιµέςm = 0,±1,±2, . . . ,±l,
σύνολο (2l + 1) τον αριθµό.
΄Αρα, για την ίδια ενέργεια (δοσµένο n) έχουµε έναν εκφυλισµό που δίνεται από τα (l,m). Ο αριθµός των
εκφυλισµένων ιδιοσυναρτήσεων είναι

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2

Η κανονικοποίηση είναι :

∞∫
0

2π∫
0

π∫
0

(Rnl)
2Y ∗lm(θ, φ)Ylm(θ, φ) sin θdθdφr2dr = 1

Η πιθανότητα να απέχει το ηλεκτρόνιο από τον πυρήνα απόσταση µεταξύ r και r + dr είναι :[
Rnl(r)

]2
r2dr

Η πιθανότητα να ϐρίσκεται το ηλεκτρόνιο στον όγκο dV είναι :

Ψ∗nlmΨnlmdV

Υπάρχουν στο χώρο επιφάνειες µε Ψ∗nlmΨnlm = 0, άρα το ηλεκτρόνιο δε µπορεί να ϐρεθεί πειραµατικά ποτέ
σε µία τέτοια επιφάνεια.



4.5 Λύση της ακτινικής εξίσωσης – Ενεργειακές ιδιοτιµές 89

΄Εχουµε ορίσει ρ = βr

β =
µe2

2πε0~2

1

n
, µ =

memπ

mπ +me

⇒ β =
1

n

1

1 +
me

mπ

mee
2

2πε0~2
=

1

n

2

1 +
me

mπ

mee
2

4πε0~2

Ορίζουµε την ποσότητα

a0 =
4πε0~2

mee2
= 5, 292× 10−11 m

η οποία λέγεται ακτίνα της πρώτης τροχιάς του Bohr.

⇒ β =
1

n

2(
1 +

me

mπ

)
a0

=
2

n

1

a′0

όπου a′0 =

(
1 +

me

mπ

)
a0, 1 +

me

mπ
= 1, 00054.

⇒ ρ =
2

n

r

a′0

Ακτινικές κυµατοσυναρτήσεις1

R10(r) = 2

(
1

a′0

)3/2

e−ρ/2

R20(r) =
1

2
√

2

(
1

a′0

)3/2

(2− ρ)e−ρ/2

R21(r) =
1

2
√

6

(
1

a′0

)3/2

ρe−ρ/2

R30(r) =
1

9
√

3

(
1

a′0

)3/2

(6− 6ρ+ ρ2)e−ρ/2

R31(r) =
1

9
√

6

(
1

a′0

)3/2

ρ(4− ρ)e−ρ/2

R32(r) =
1

9
√

30

(
1

a′0

)3/2

ρ2e−ρ/2

R

R

R21

R31
ρρ

R30

R10

R20

1ολοκλήρωµα χρήσιµο για την κανονικοποίηση:
∫ +∞

0
rke−r/λdr = k!λk+1
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5
Τροχιακή Στροφορµή - spin - Πρόσθεση στροφορµών

5.1 Οι συνιστώσες του Τελεστή της Τροχιακής Στροφορµής σε Σφαιρικές Συντε-
ταγµένες

Η τροχιακή στροφορµή για ένα σωµατίδιο δίνεται από τη σχέση:

L = r× p

όπου p η ορµή του σωµατιδίου, p = −i~∇

⇒ L = (−i~)r×∇ = (−i~)

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
x y z
∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣∣∣
σε καρτεσιανές συντεταγµένες. Οι συνιστώσες της στροφορµής είναι : Lx = ypz − zpy = (−i~)[y∂z − z∂y]

Ly = zpx − xpz = (−i~)[z∂x − x∂z]
Lz = xpy − ypx = (−i~)[x∂y − y∂x]

χρησιµοποιώντας τους µεταθέτες των r,p ϐρίσκουµε τους µεταθέτες των Lx, Ly, Lz.
[Lx, Ly] = i~Lz
[Ly, Lz] = i~Lx
[Lz, Lx] = i~Ly

Συνοπτικά παίρνοντας το διάνυσµα L της στροφορµής και τον αντισυµµετρικό τανυστή εjkl έχουµε:

[Lj , Lk] = i~εjklLl

j, k, l = 1, 2, 3 και ε123 = 1

Με µονάδα ισούνται όλες οι δεξιόστροφες µεταθέσεις των 1,2,3.
Με (−1) ισούνται οι αριστερόστροφες µεταθέσεις.

ε123 = ε231 = ε312 = 1

ε132 = ε321 = ε213 = −1

εkk` = 0 ∀k, ` = 1, 2, 3

1

23

+1

-1
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Ο τελεστής της Ολικής Στροφορµής ορίζεται µέσω του τετραγώνου του διανύσµατος της στροφορµής

L2 = L2
x + L2

y + L2
z

΄Εχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον διότι µετατίθεται µε το Lx, Ly, Lz και µε τη Χαµιλτονιανή εάν V (r) = V (r), και
εµφανίζεται στη Χαµιλτονιανή του ατόµου του Υδρογόνου.

[L2, Lx] = 0

[L2, Ly] = 0

[L2, Lz] = 0

[L2, Lx] = [L2
y, Lx] + [L2

z, Lx]

= Ly[Ly, Lx] + [Ly, Lx]Ly + [Lz, Lx]Lz + Lz[Lz, Lx]

= −i~LyLz − i~LzLy + i~LyLz + i~LzLy = 0

⇒ [Lk, H] = i~(r× F)k

εάν
V (r) = V (r)⇒ F = F (r)r̂ ⇒ r× F = 0

και η στροφορµή διατηρείται, διότι ο µεταθέτης µε τη Χαµιλτονιανή µηδενίζεται. Ακόµη έχουµε:

⇒ [Lk, rj ] = i~εkjlrl (r1 = x, r2 = y, r3 = z)

και
[Lk, pj ] = i~εjklpl

Απόδειξη.

[Lx, y] = [ypz − zpy, y] = [ypz, y]− [zpy, y]

= 0− z[py, y] = −z(−i~) = i~z

Για τη στροφορµή µπορούµε να γράψουµε γενικά:

Lk = εkjlrjpl

Εάν
V (r) = V (r)⇒ σφαιρική συµµετρία στο πρόβληµα

Εκφράζουµε τη στροφορµή σε σφαιρικές συντεταγµένες.

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ
r̂ = x̂ sin θ cosφ+ ŷ sin θ sinφ+ ẑ cos θ

θ̂ = x̂ cos θ cosφ+ ŷ cos θ sinφ− ẑ sin θ

φ̂ = −x̂ sinφ+ ŷ cosφ

Παρατήρηση: τα x̂, ŷ, ẑ είναι τα µοναδιαία διανύσµατα στους τρεις άξονες x, y, z.
Επίσης ισχύουν {

r̂ × θ̂ = φ̂

r̂ × φ̂ = −θ̂

∇ = r̂
∂

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ
+ φ̂

1

r sin θ

∂

∂φ
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⇒ L = r× p = (−i~)r×∇ = (−i~)

[
φ̂
∂

∂θ
− θ̂ 1

sin θ

∂

∂φ

]

Συγχρόνως ισχύει

L = x̂Lx + ŷLy + ẑLz

άρα εκφράζουµε τα φ̂, θ̂ ως προς x̂, ŷ, ẑ και ϐρίσκουµε τις καρτεσιανές συνιστώσες της στροφορµής συναρτήσει
των θ, φ:

⇒



Lz = (−i~)
∂

∂φ

Ly = (−i~)

[
cosφ

∂

∂θ
− cos θ

sin θ
sinφ

∂

∂φ

]
Lx = (−i~)

[
− sinφ

∂

∂θ
− cos θ

sin θ
cosφ

∂

∂φ

]

Υπολογίζουµε τώρα το L2

L2 = L2
x + L2

y + L2
z

L2
z = (−i~)2 ∂

2

∂φ2
= −~2 ∂

2

∂φ2

Υπολογίζω το L2
x:

L2
xΨ = Lx(LxΨ)

= (−i~)2

{
sinφ

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ
cosφ

∂

∂φ

}
·
{

sinφ
∂Ψ

∂θ
+

cos θ

sin θ
cosφ

∂Ψ

∂φ

}

= (−~2)

sin2 φ
∂2Ψ

∂θ2
+ sinφ cosφ

∂

∂θ�
�
��

0

cos θ

sin θ

∂Ψ

∂φ

+
cos θ

sin θ
cosφ cosφ

∂Ψ

∂θ
+

cos θ

sin θ�
���

�:0
cosφ sinφ

∂2Ψ

∂Φ∂θ

+

(
cos θ

sin θ

)2

cosφ���
��:0

(− sinφ)
∂Ψ

∂φ
+

(
cos θ

sin θ

)2

cos2 φ
∂2Ψ

∂φ2

και το L2
y:

L2
yΨ = (−i~)2

{
cosφ

∂

∂θ
− cos θ

sin θ
sinφ

∂

∂φ

}
·
{

cosφ
∂Ψ

∂θ
− cos θ

sin θ
sinφ

∂Ψ

∂φ

}

= (−~2)

cos2 φ
∂2Ψ

∂θ2
− cosφ sinφ

��
�
��
�*

0
∂

∂θ

(
cos θ

sin θ

)
∂Ψ

∂φ
+

cos θ

sin θ
sin2 φ

∂Ψ

∂θ

− cos θ

sin θ
sinφ cosφ

�
�
��

0

∂2Ψ

∂φ∂θ
+

(
cos θ

sin θ

)2

���
��:

0
sinφ cosφ

∂Ψ

∂φ
+

(
cos θ

sin θ

)2

sin2 φ
∂2Ψ

∂φ2


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Προσθέτοντας έχουµε:

(L2
x + L2

y + L2
z)Ψ = (−~2)

{
sin2 φ

∂2Ψ

∂θ2
+ cos2 φ

∂2Ψ

∂θ2
+

cos θ

sin θ
cos2 φ

∂Ψ

∂θ

+
cos θ

sin θ
sin2 φ

∂Ψ

∂θ
+

(
cos θ

sin θ

)2

cos2 φ
∂2Ψ

∂φ2

+

(
cos θ

sin θ

)2

sin2 φ
∂2Ψ

∂φ2
+
∂2Ψ

∂φ2

}

= (−~2)

{
∂2Ψ

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂Ψ

∂θ
+

cos2 θ

sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2
+
∂2Ψ

∂φ2

}
= (−~2)

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2

}

⇒ L2Ψ = (−~2)

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2

]
και όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, ο διαφορικός τελεστής δεξιά έχει ιδιοσυναρτήσεις τις σφαιρικές
αρµονικές Ylm(θ, φ) µε ιδιοτιµή ~2l(l + 1).

L2Ylm = ~2l(l + 1)Ylm

και
LzYlm = m~Ylm

µε m = 0,±1,±2, . . . ,±l.

Υπενθύµιση: Ylm(θ, φ) = Almeimφ(1− cos2 θ)|m|/2
dl+|m|(1− cos2 θ)l

d cos θl+|m|

5.2 Αλγεβρικός υπολογισµός των ιδιοτιµών του τελεστή της στροφορµής

Θα ονοµάσουµε τους ερµιτιανούς τελεστές Jx, Jy, Jz τελεστές της στροφορµής, εάν ικανοποιούν τις εξής σχέσεις
µετάθεσης : 

[Jx, Jy] = i~Jz

[Jy, Jz] = i~Jx

[Jz, Jx] = i~Jy

Ορίζουµε την ολική στροφορµή J2 ως εξής :

J2 = J2
x + J2

y + J2
z

και αποδεικνύεται ότι [J2,J] = 0, όπου
J = x̂Jx + ŷJy + ẑJz

Εάν ορίσουµε τους τελεστές J+ = Jx + iJy

J− = Jx − iJy = J†+

αυτοί ικανοποιούν τις εξής µεταθετικές σχέσεις :

[Jz, J+] = [Jz, Jx + iJy] = [Jz, Jx] + i[Jz, Jy]

= i~Jy + i(−i~)Jx = ~(Jx + iJy) = ~J+

Αντίστοιχα
[Jz, J−] = −~J−
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Απόδειξη.

([Jz, J+])
†

= (~J+)† = ~J†+ = ~J−

([Jz, J+])
†

= (JzJ+)† − (J+Jz)
† = J−Jz − JzJ− = −[Jz, J−]

⇒

JzJ+ = J+Jz + ~J+ = J+(Jz + ~)

JzJ− = J−Jz − ~J− = J−(Jz − ~)

και

[J2, J+] = [J2, Jx] + i[J2, Jy] = 0 + 0 = 0

οµοίως
[J2, J−] = 0

Ακόµη

[J+, J−] = [Jx + iJy, Jx − iJy] = −i[Jx, Jy] + i[Jy, Jx]

= (−i)(i~)Jz + i(−i~)Jz = 2~Jz

Θέλουµε να ϐρούµε τις συναρτήσεις Ψ που είναι ιδιοσυναρτήσεις του J2 και ενός εκ των Jk, έστω του Jz.

⇒

J
2Ψ = aΨ

JzΨ = bΨ

Ορίζουµε Ψ+ = J+Ψ, Ψ− = J−Ψ. ΄ΕχουµεJzΨ+ = JzJ+Ψ = J+(Jz + ~)Ψ = (b+ ~)Ψ+

JzΨ− = JzJ−Ψ = J−(Jz − ~)Ψ = (b− ~)Ψ−

Ο J+ ονοµάζεται αυξητικός τελεστής (raising operator), ανεβάζει την ιδιοτιµή του Jz κατά 1.
Ο J− ονοµάζεται µειωτικός τελεστής (lowering operator), κατεβάζει την ιδιοτιµή του Jz κατά 1.
Ακόµη, J

2Ψ+ = J2J+Ψ = J+J
2Ψ = aJ+Ψ = aΨ+

J2Ψ− = J2J−Ψ = J−J
2Ψ = aΨ−

Ιδιοσυναρτήσεις του J2.

Θα δείξουµε ότι a ≥ b2:
〈J2〉 = 〈Ψ|J2|Ψ〉 = a〈Ψ|Ψ〉 = a

και

〈J2〉 = 〈Ψ|J2|Ψ〉 = 〈Ψ|J2
x |Ψ〉+ 〈Ψ|J2

y |Ψ〉+ 〈Ψ|J2
z |Ψ〉

≥ 〈Ψ|J2
z |Ψ〉 = b2

διότι

〈J2
x〉 =

∫
Ψ∗J2

xΨd3x =

∫
(JxΨ)∗(JxΨ) ≥ 0

〈J2
y 〉 =

∫
Ψ∗J2

yΨd3x =

∫
(JyΨ)∗(JyΨ) ≥ 0

Οι τελεστές Jx, Jy, Jz είναι ερµιτιανοί.

〈J2
z 〉 =

∫
Ψ∗J2

zΨd3x =

∫
(JzΨ)∗(JzΨ)d3x

= b∗b

∫
Ψ∗Ψd3x = b∗b = b2

και b∗ = b ∈ R, ερµιτιανότητα του τελεστή.
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Παρατηρήσεις

1.
Jz(J

2
+Ψ) = (b+ 2~)(J2

+Ψ)

Απόδειξη.

Jz(J
2
+Ψ) = JzJ+(J+Ψ) = J+(Jz + ~)Ψ+

= J+JzΨ+ + ~J+Ψ+ = J+(b+ ~)Ψ+ + ~J+Ψ

= (b+ 2~)J+Ψ+ = (b+ 2~)J2
+Ψ

2. Γενικά έχουµε
Jz(J

n
+Ψ) = (b+ n~)(Jn+Ψ)

Απόδειξη.

JzJ
n
+Ψ = JzJ+(Jn−1

+ Ψ)

= J+(Jz + ~)Jn−1
+ Ψ = J2

+(Jz + ~ + ~)Jn−2
+ Ψ

= J3
+(Jz + ~ + ~ + ~)Jn−3

+ Ψ = . . .

= Jn+(Jz + n~)Ψ = Jn+(b+ n~)Ψ

= (b+ n~)Jn+Ψ

3.
J2(Jn+Ψ) = Jn+(J2Ψ) = a(Jn+Ψ)

όπου λαµβάνουµε υπόψιν ότι J+, J
2 µετατίθενται.

Επειδή η Jn+Ψ = Ψ′ είναι συγχρόνως ιδιοσυνάρτηση του Jz µε ιδιοτιµή (b+ n~) και ιδιοσυνάρτηση του J2 µε
ιδιοτιµή a, έχουµε

a ≥ (b+ n~)2

Αλλά το b + n~ αυξάνεται απεριόριστα. Θα πρέπει κάπου να τερµατίζει αυτή η ακολουθία ιδιοτιµών και
ιδιοσυναρτήσεων. Εποµένως υπάρχει n1 τέτοιο ώστε :

Jn1
+ Ψ = 0

΄Αρα η µεγαλύτερη ιδιοτιµή του Jz είναι b+ (n1 − 1)~. ∆ηλαδή το Jz έχει µέγιστη ιδιοτιµή για δεδοµένο
a.
΄Εστω λοιπόν τώρα ότι b είναι η µεγαλύτερη ιδιοτιµή του Jz µε Ψ την αντίστοιχη κυµατοσυνάρτηση, τότε

JzΨ = bΨ και J+Ψ = 0.

Ακόµη έχουµε:
Jz(J

k
−Ψ) = (b− k~)Jk−Ψ

και a ≥ (b− k~)2 ∀k, άρα το k δεν µπορεί να γίνει άπειρο· κάπου λοιπόν αυτή η άπειρη ακολουθία ιδιοτιµών
σταµατάει, έστω για κάποιο k = n, εποµένως

Jn+1
− Ψ = 0

΄Αρα η Ψ′′ = Jn−Ψ είναι η κυµατοσυνάρτηση µε τη µικρότερη ιδιοτιµή του Jz µε ιδιοτιµή (b− n~),

⇒ JzΨ
′′ = (b− n~)Ψ′′ και J−Ψ′′ = 0.

΄Εχουµε τις σχέσεις :

J−J+ = (Jx − iJy)(Jx + iJy) = J2
x + J2

y + i[Jx, Jy]

= J2
x + J2

y + J2
z − J2

z − ~Jz = J2 − J2
z − ~Jz

J+J− = (Jx + iJy)(Jx − iJy) = J2
x + J2

y − i[Jx, Jy]

= J2
x + J2

y + J2
z − J2

z + ~Jz = J2 − J2
z + ~Jz
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⇒

{
J−J+Ψ = 0

J−J+Ψ = (J2 − J2
z − ~Jz)Ψ = (a− b2 − ~b)Ψ

⇒ a− b2 − ~b = 0⇒ a = b(b+ ~)

⇒

{
J+J−Ψ′′ = 0

J+J−Ψ′′ = (J2 − J2
z + ~Jz)Ψ′′ =

(
a− (b− n~)2 + ~(b− n~)

)
Ψ′′

⇒ a− (b− n~)2 + ~(b− n~) = 0

Βάζοντας a = b(b+ ~) ϐρίσκουµε

b = ~
n

2
, µε n = 0, 1, 2, . . .

⇒ b = 0,
~
2
, ~,

3~
2
, 2~,

5~
2
, . . .

a = ~2n

2

(n
2

+ 1
)

Για n = άρτιος ακέραιος = 2l, έχουµε

b = ~l, a = l(l + 1)~2

Αλλιώς το b είναι ηµιακέραιος.

b = µεγαλύτερη ιδιοτιµή = ~
n

2
n

2
~− n~ = µικρότερη ιδιοτιµή = −~n

2

⇒ b = −~n
2
, −~

(n
2
− 1
)
, . . . , ~

n

2

συνολικά n+ 1 τιµές.
Για n = 1⇒ b = ±~/2 (spin= 1/2)

5.3 Αναπαράσταση των τελεστών της στροφορµής µε πίνακες

Είδαµε λοιπόν ότι µια ιδιοσυνάρτηση των J2 και Jz χαρακτηρίζεται από δύο αριθµούς ακέραιους ή ηµια-
κέραιους, τους j και m, όπου m = j, j − 1, . . . ,−j, άρα και η κυµατοσυνάρτηση χαρακτηρίζεται ως εξής
Ψ→ Ψjm. Οι τελεστές Jz, J2 είναι ερµιτιανοί, άρα έχουν ένα πλήρες, ορθογώνιο σύστηµα κυµατοσυναρτήσε-
ων.

〈Ψjm|Ψj′m′〉 = δjj′δmm′

J2Ψjm = ~2J(J + 1)Ψjm

JzΨjm = ~mΨjm

⇒

{
〈Ψj′m′ |J2|Ψjm〉 = ~2J(J + 1)δjj′δmm′

〈Ψj′m′ |Jz|Ψjm〉 = ~mδjj′δmm′

⇒ διαγώνιοι πίνακες διάστασης (2j + 1)× (2j + 1) για δεδοµένο J

Ζητάµε τώρα τους πίνακες που παριστάνουν τα Jx και Jy για σταθερό δεδοµένο J . ΄Αρα κινούµαστε σε έναν
διανυσµατικό χώρο διάστασης 2j + 1. ΄Εχουµε:

J+Ψjm = C+Ψj,m+1

J−Ψjm = C−Ψj,m−1
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διότι ο J+ αυξάνει την ιδιοτιµή του Jz κατά ένα και ο J− ελαττώνει την ιδιοτιµή του Jz κατά ένα.

Θέλουµε να ϐρούµε τα C+, C−.

〈C+Ψj,m+1|C+Ψj,m+1〉 = C2
+〈Ψ|Ψ〉 = C2

+

〈J+Ψjm|J+Ψjm〉 = 〈Ψjm|J−J+Ψjm〉 =

= 〈Ψjm|(J2 − J2
z − ~Jz)Ψjm〉 = ~2

[
j(j + 1)−m2 −m

]
= ~2

[
j(j + 1)−m(m+ 1)

]
⇒ C+ = ~

√
j(j + 1)−m(m+ 1)

΄Οµοια,
C− = ~

√
j(j + 1)−m(m− 1){

J+ = Jx + iJy

J− = Jx − iJy
⇒

{
Jx = 1

2 (J+ + J−)

Jy = 1
2i (J+ − J−)

⇒ JxΨjm =
1

2
(J+Ψjm + J−Ψjm)

=
~
2

√
j(j + 1)−m(m+ 1)Ψj,m+1 +

~
2

√
j(j + 1)−m(m− 1)Ψj,m−1

JyΨjm =
1

2i
(J+Ψjm − J−Ψjm)

=
~
2i

√
j(j + 1)−m(m+ 1)Ψj,m+1 −

~
2i

√
j(j + 1)−m(m− 1)Ψj,m−1

• j = 0,m = 0→ Ψ00

• j =
1

2
,m = ±1

2
J2 =

3

4
~2

(
1 0
0 1

)
, Jz =

~
2

(
1 0
0 −1

)
Jx =

~
2

(
0 1
1 0

)
, Jy =

~
2

(
0 −i
i 0

)
• j = 1, m = −1, 0, 1

J2 = 2~2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Jz = ~

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 = ~

1 0 0
0 0 0
0 0 −1


Jx =

~√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Jy =
~√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


5.3.1 Υπολογισµός των ιδιοσυναρτήσεων για ακέραια τιµή j = l της στροφορµής

L+ = Lx + iLy
Lx = (−i~)

[
− sinφ

∂

∂θ
− cos θ

sin θ
cosφ

∂

∂φ

]
Ly = (−i~)

[
cosφ

∂

∂θ
− cos θ

sin θ
sinφ

∂

∂φ

]
⇒ L+ = ~eiφ

[
∂

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂

∂φ

]
και L− = L†+ = −~e−iφ

[
∂

∂θ
− icos θ

sin θ

∂

∂φ

]
Lz = −i~ ∂

∂φ
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LzΨll = −i~∂Ψll

∂φ
= ~lΨll

L+Ψll = 0⇒ ∂Ψll

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂Ψll

∂φ
= 0

Εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών
⇒ Ψll = Q(θ)Φ(φ)

⇒

−i~
∂Ψll

∂φ
= −i~QdΦ

dφ
= ~lQΦ

⇒ Φ(φ) = eilφ

περιοδική µε περίοδο 2π !!!!

⇒ dQ

dθ
+ i

cos θ

sin θ
(il)Q = 0

⇒ dQ

dθ
= l

cos θ

sin θ
Q

Αλλαγή µεταβλητής u = sin θ ⇒ du = cos θdθ

⇒ dQ

cos θdθ
= l

Q

sin θ

⇒ dQ

du
= l

Q

u

η οποία έχει λύση Q = Aul

⇒ Ψll(θ, φ) = All(sin θ)
leilφ

Κανονικοποίηση:∫ π

0

∫ 2π

0

Ψ∗llΨll sin θdθdφ = 2πA∗llAll

∫ π

0

(sin θ)2l sin θdθ = 2πA∗llAll

∫ 1

−1

(1− ξ2)ldξ = 1

όπου

ξ = cos θ,dξ = − sin θdθ, sin2 θ = 1− ξ2 και
∫ 1

−1

(1− ξ2)ldξ = 22l+1 Γ2(l + 1)

Γ(2l + 2)

⇒ 2πA∗llAll2
2l+1 Γ2(l + 1)

Γ(2l + 2)
= 1⇒ A∗A =

Γ(2l + 2)

2π22l+1Γ2(l + 1)
=

(2l + 1)!

2π22l+1(l!)2

διότι
Γ(l + 1) = l!

⇒ All =

√
(2l + 1)!

4π22l(l!)2

Υπολογίζουµε τις άλλες Ψlm δρώντας µε τον τελεστή L−.

5.4 Spin

Εάν µέσα σε ένα µαγνητικό πεδίοB ϐάλουµε ένα µαγνητικό δίπολο, µε µαγνητική διπολική ϱοπή µ, η ενέργεια
αλληλεπίδρασης είναι :

U = −µ ·B
Εάν

B = Bẑ ⇒ U = −µzB
Η δύναµη που ασκείται στο µαγνητικό δίπολο είναι

F = −∇U ⇒ Fz = µz
∂B

∂z

εάν το µαγνητικό πεδίο εξαρτάται µόνο από το z.

Τα ουδέτερα άτοµα έχουν µαγνητική διπολική ϱοπή λόγω των περιστρεφόµενων ηλεκτρονίων.



100 Τροχιακή Στροφορµή - spin - Πρόσθεση στροφορµών

L

r
I

μ

π

e
me v

Ηλεκτρόνιο µε ϕορτίο qe = −e κινούµενο προς τα δεξιά µε ταχύτητα v
αντιστοιχεί σε ϱεύµα I προς τα αριστερά. Εποµένως η µαγνητική διπολική
ϱοπή του ϐρόχου είναι µ = Iπr2 µε διεύθυνση προς τα κάτω.
Γενικά

µ =
1

2

∫
r× Jd3x

I =
e

T
, ω =

2π

T
, v = ωr

⇒ µ =
e

T
πr2 =

e

2

2π

T
r2 =

e

2
ωr2

Η στροφορµή του σωµατιδίου είναι L = mvr

L = mvr = mωr2

⇒ µ =
e

2me
meωr

2 =
e

2me
L

∆ιανυσµατικά λοιπόν έχουµε:

µ = − e

2me
L

για το ηλεκτρόνιο.
Για ηλεκτρόνιο µε στροφορµή l η διπολική ϱοπή που οφείλεται στην τροχιακή στροφορµή είναι :

µτρ,z = − e~
2me

m, −l ≤ m ≤ l

1922, Stern και Gerlach

∆έσµη από άτοµα Αργύρου (Ag) περνά κάθετα µέσα από µαγνητικό πεδίο κατά τον άξονα των z και προσπίπτει
σε ϕωτογραφική πλάκα, όπου αφήνει το ίχνος τους.
Το διάνυσµα µ της µαγνητικής διπολικής ϱοπής των ατόµων της δέσµης έχει τυχαίο προσανατολισµό στο χώρο.
Ag → 47e → 46e + 1e, ένα ηλεκτρόνιο µόνο του στην εξώτατη στοιβάδα. Το ίχνος της δέσµης στην πλάκα ϑα
έπρεπε να καλύπτει πλήρως µία περιοχή γύρω από το κέντρο (z ' 0). Οι Stern και Gerlach παρατήρησαν ότι
η δέσµη χωρίστηκε σε δύο συνιστώσες, µία κατά το ϑετικό άξονα των z και η άλλη κατά τον αρνητικό άξονα
των z, ισαπέχοντας από το µηδέν.

1927, Phipps και Taylor

Σε όµοιο πείραµα, χρησιµοποίησαν δέσµη από άτοµα υδρογόνου στη ϑεµελιώδη στάθµη: l = 0 ⇒ µτροχ = 0.
Περιµένουµε η δέσµη να περάσει χωρίς καµία απόκλιση. Η δέσµη και πάλι χωρίζεται στα δύο.
Πιθανή λύση: ο πυρήνας περιστρέφεται γύρω από κάποιο άξονα.

⇒ µπ '
e~

2mπ

Βρέθηκε ότι η δέσµη χωρίζεται σε δύο µέρη, έχοντας κατά 1000 ϕορές µεγαλύτερη απόσταση µεταξύ τους,
δηλαδή η µαγνητική διπολική ϱοπή που παίρνει µέρος είναι εξαρτώµενη από τη µάζα του ηλεκτρονίου.

mπ = 1836me

΄Ενα άλλο σοβαρό πρόβληµα

Στα άτοµα η πρώτη στοιβάδα µε l = 0 παίρνει το πολύ 2 ηλεκτρόνια.
Η δεύτερη στοιβάδα µε l = 1 και εκφυλισµό 2l + 1 = 3 παίρνει το πολύ 6 ηλεκτρόνια.
΄Ατοµα µε 9 η περισσότερα ηλεκτρόνια κατανέµουν το ένατο ηλεκτρόνιο στην τρίτη στοιβάδα.
Ερώτηµα: Γιατί δεν πάνε όλα τα ηλεκτρόνια στη ϑεµελιώδη στάθµη ;
Πιθανή απάντηση: ∆ιότι σε κάθε κατάσταση αντιστοιχεί ένα σωµατίδιο.
Γιατί τότε για l = 0 έχουµε δύο και όχι ένα σωµατίδιο ;

Απάντηση: ∆ιότι..;;
Ο Pauli εισήγαγε έτσι αυθαίρετα έναν ακόµη (τέταρτο) κβαντικό αριθµό που παίρνει δύο τιµές. Το 1925 και
1926 οι Uhlenbeck και Goudsmit εισήγαγαν το spin και έτσι όλα τα παραπάνω ϐρήκαν µια ϕυσιολογική
αυτοσυνεπή εξήγηση.
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Πληρέστερη και πιο ϑεµελιώδη εξήγηση έδωσε αργότερα ο Dirac, γράφοντας τη σχετικιστική εξίσωση για το
ηλεκτρόνιο.

Το ηλεκτρόνιο λοιπόν έκτος από τροχιακή στροφορµή έχει και “ιδιοστροφορµή” ή “ενδογενή στροφορµή”, που
την ονοµάζουµε στροφορµή του spin.

Το spin είναι ένα κβαντοµηχανικό µέγεθος και δε µπορεί να περιγραφεί κλασσικά. Είναι µια χαρακτηριστική
σταθερά του σωµατιδίου, όπως η µάζα και το ϕορτίο. Το spin δεν οφείλεται σε κάποια περιστροφή του
ηλεκτρονίου γύρω από κάποιο άξονα και δε µεταβάλλεται σαν µέγεθος, δε διεγείρεται όπως ϑα είχαµε σε µια
κλασσική περιγραφή (π.χ. περιστροφή).

Το ηλεκτρόνιο έχει µια µαγνητική διπολική ϱοπή που σχετίζεται µε το spin.

µs = −g e

2me
S

όπου g σταθερά, γυροµαγνητικός λόγος του ηλεκτρονίου, και S είναι το spin του ηλεκτρονίου (ιδιοστροφορµή).
Οι συνιστώσες του spin sx, sy, sz ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης της στροφορµής. ΄Αρα οι ιδιοτιµές του S2

και Sz είναι αντίστοιχα:
~2s(s+ 1) και ms~, −s ≤ ms ≤ s

οπότε η µαγνητική διπολική ϱοπή κατά τον άξονα z είναι :

µsz = −g e~
2me

ms

και επειδή η δέσµη χωρίζεται σε δύο συνιστώσες, το ms παίρνει δύο µόνο τιµές : 2s+ 1 = 2

⇒ s =
1

2
⇒ ms = ±1

2

Ο γυροµαγνητικός λόγος g προσδιορίζεται πειραµατικά:

g = 2 «παράγοντας Landé»

Η τιµή αυτή προβλέπεται από την εξίσωση του Dirac για το ηλεκτρόνιο.
Ακριβέστερες µετρήσεις έδωσαν για το γυροµαγνητικό λόγο του ηλεκτρονίου την τιµή g = 2, 00232 (Lamb,
1947). Η τιµή αυτή υπολογίστηκε ακριβώς από την κβαντική ϑεωρία πεδίου. Η απόκλιση από την τιµή 2,
λέγεται ανώµαλη µαγνητική διπολική ϱοπή.

Οι τελεστές του spin του ηλεκτρονίου s = 1/2 παριστάνονται µε διδιάστατους πίνακες :

Sx =
~
2

(
0 1
1 0

)
, Sy =

~
2

(
0 −i
i 0

)
, Sz =

~
2

(
1 0
0 −1

)
Οι ιδιοσυναρτήσεις του Sz προκύπτουν από την εξίσωση ιδιοτιµών:

SzX+ =
~
2
X+ ⇒ X+ =

(
1

0

)

SzX− = −~
2
X− ⇒ X− =

(
0

1

)
Οι κυµατοσυναρτήσεις X του ηλεκτρονίου στο χώρο του spin είναι διανύσµατα ή αλλιώς πίνακες µε µία µόνο
στήλη.

X =

(
α

β

)
= αX+ + βX−

〈X|X〉 = X†X = (α∗, β∗)

(
α

β

)
= αα∗ + ββ∗
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ή
|X〉 = α|+〉+ β|−〉

⇒ 〈X|X〉 = αα∗〈+|+〉+ ββ∗〈−|−〉+ α∗β〈+|−〉+ αβ∗〈−|+〉
〈+|−〉 = 0, 〈−|+〉 = 0, 〈+|+〉 = 1, 〈−|−〉 = 1

εάν η κυµατοσυνάρτηση X είναι κανονικοποιηµένη,

⇒ 〈X|X〉 = αα∗ + ββ∗ = 1

Η µέση τιµή ενός τελεστή Â που δίνεται ως πίνακας A είναι

X†AX = 〈Â〉

Παράδειγµα

〈Sx〉 = X†SxX = (α∗, β∗)

0
~
2

~
2

0

(α
β

)

= (α∗, β∗)

(
β~/2
α~/2

)
=

~
2

(α∗β + β∗α)

πραγµατικός αριθµός.

Ιδιοτιµές και ιδιοσυναρτήσεις των Sx, Sy

Οι τελεστές Sx, Sy, Sz έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές ±~/2.

Ιδιοσυναρτήσεις του Sx ⇒ SxX
(x)
+ =

~
2
X

(x)
+

~
2

(
0 1
1 0

)(
α

β

)
=

~
2

(
α

β

)
⇒ β = α

Παίρνουµε α = β = 1/
√

2 για κανονικοποίηση.

Sx ⇒ X
(x)
+ =

1√
2

(
1

1

)
, X

(x)
− =

1√
2

(
1

−1

)
Sy ⇒ X

(y)
+ =

1√
2

(
1

i

)
, X

(y)
− =

1√
2

(
1

−i

)
Οι κυµατοσυναρτήσεις αυτές ονοµάζεται spinors (σπίνορες).

Φυσική ερµηνεία του X =

(
α

β

)
|X〉 = α|X+〉+ β|X−〉

⇒ Πιθανότητα P± σε µία µέτρηση του spin κατά τον άξονα z να ϐρούµε spin = ±~/2.{
P+ = α∗α → spin(z) = ~/2
P− = β∗β → spin(z) = −~/2

Η κυµατοσυνάρτηση λοιπόν του ηλεκτρονίου στο άτοµο του υδρογόνου είναι :

Ψ(r, θ, φ) = RnlYlmXms

όπου Xms = X+ ή X−.

Πίνακες του Pauli:

Sk =
~
2
σk

⇒ σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
Ιδιότητες :
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• σ2
k = 1

• traceσk = 0

• detσk = −1

• σxσyσz = i

Ηλεκτρόνιο µέσα σε σταθερό οµογενές µαγνητικό πεδίο

B
S

θ

Θεωρούµε την κίνηση ενός ϕορτισµένου σωµατιδίου (ηλεκτρόνιο) µέσα σε σταθερό οµογενές
µαγνητικό πεδίο B = Bẑ. Επειδή η αλληλεπίδραση του spin µε το B δεν εξαρτάται από τη
ϑέση του σωµατιδίου στο χώρο, τότε η χαµιλτονιανή χωρίζεται σε δύο ανεξάρτητα µέρη και η
κυµατοσυνάρτηση µπορεί να γραφτεί σαν το γινόµενο δύο συναρτήσεων µια που εξαρτάται
από το r και της κυµατοσυνάρτησης του spin.

⇒ H = H0 +HB , HB = −µs ·B

B = ∇×A, H0 =
1

2m
(P− eA)2 + U(r), p = −i~∇

HΨ = EολΨ⇒ (H0 +HB)Ψ = EολΨ

Ψ = Ψ(r)X

⇒ [H0Ψ(r)]X + Ψ(r)(HBX) = E0ΨX + EXΨ

⇒

{
H0Ψ = E0Ψ

HBX = EX

και λύνουµε εδώ τη δεύτερη εξίσωση:

µ = −g e

2me
S = − ge~

4me
σ

HB = −µ ·B = −
(
−e~Bg

4me

)
σz

Εξίσωση του Schrödinger χρονικά ανεξάρτητη

⇒ HBXn = EnXn

ge~B
4me

(
1 0
0 −1

)
Xn = EnXn, µε n = 1, 2

και

Xn =

(
αn
βn

)
µε |αn|2 + |βn|2 = 1

ορίζουµε

ω =
egB

4me

Η γενική χρονικά εξαρτηµένη λύση του κβαντικού συστήµατος ϑα είναι :

X(t) =
∑
n

CnXne−iEnt/~

µε n = 1, 2. Τα cn ορίζονται από τις αρχικές συνθήκες.

⇒ ω~
(

1 0
0 −1

)
Xn = EnXn, Xn =

(
αn
βn

)

⇒

{
ω~αn = Enαn

−ω~βn = Enβn
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Μηδενίζουµε την ορίζουσα: ∣∣∣∣ω~− E 0
0 −ω~− E

∣∣∣∣ = 0

⇒


E1 = ω~, X1 =

(
1
0

)
= X+

α1 = 1, β1 = 0

E2 = −ω~, X2 =
(

0
1

)
= X−

α2 = 0, β2 = 1

X(t) = C1e−iE1t/~X+ + C2e−iE2t/~X−

X(t) =

(
C1e−iωt

C2eiωt

)
|C1|2 + |C2|2 = 1

Εφαρµογή

Η κυµατοσυνάρτηση του spin τη χρονική στιγµή t = 0 είναι

X(0) =
1√
2

(
1

1

)
δηλαδή το σωµατίδιο είχε spin +~/2 κατά το ϑετικό άξονα του x

⇒ C1 =
1√
2
, C2 =

1√
2

⇒ X(t) =
1√
2

(
e−iωt

eiωt

)

X(t) =
cosωt√

2

(
1

1

)
− i sinωt√

2

(
1

−1

)

t = 0⇒ X(t) =
1√
2

(
1

1

)
= X+(x)

ωt =
π

4
⇒ X(t) =

1

2

(
1− i
1 + i

)
=

1

2
(1− i)

(
1

i

)
= e−iπ/4X+(y)

ωt =
π

2
⇒ X(t) = − i√

2

(
1

−1

)
= −iX−(x) = e−iπ/2X−(x)

ωt =
3π

4
⇒ X(t) = e−i3π/4X−(y), X−(y) =

1√
2

(
1

−i

)

ωt =
4π

4
= π ⇒ X(t) = − 1√

2

(
1

1

)
= e−iπX+(x) = e−iπX(0)

∆ύο συναρτήσεις Ψ1 και eiφΨ1 = Ψ2 που διαφέρουν κατά µία ϕάση έχουν τις ίδιες πιθανότητες και δίνουν
τις ίδιες µετρήσεις. ΄Αρα το s περιστρέφεται γύρω από το B µε γωνιακή ταχύτητα 2ω (µετάπτωση του spin,
συχνότητα Larmor).

Μπορούµε να λύσουµε τη χρονικά εξαρτηµένη εξίσωση του Schrödinger:

i~
dX

dt
= HBX, HB = −µB

B = Bẑ ⇒ HB =
ge~
4m

Bσz

i~
dX

dt
=
geB

4m
~σzX ⇒ i

dX

dt
=
geB

4m
σzX
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X(t) =

(
C+(t)

C−(t)

)
⇒ i


dC+

dt

dC−
dt

 = ω

(
1 0
0 −1

)(
C+

C−

)

⇒


i
dC+

dt
= ωC+ ⇒ C+(t) = C+(0)e−iωt

i
dC−
dt

= −ωC− ⇒ C−(t) = C−(0)eiωt

⇒ X =

(
C+(t)

C−(t)

)
=

(
C+(0)e−iωt

C−(0)eiωt

)
Οριακή συνθήκη X(0) = X+(x) =

1√
2

(
1

1

)

⇒ X(t) =
1√
2

(
e−iωt

eiωt

)

ω =
geB

4me
⇒ 2ω =

eB

me

X(t) =
1√
2

(
cosωt− i sinωt

cosωt+ i sinωt

)
X(t) =

cosωt√
2

(
1

1

)
− i sinωt√

2

(
1

−1

)
X(t) = cosωtX+(x)− i sinωtX−(x)

5.5 Πρόσθεση στροφορµών

(α) Υποθέστε ότι έχουµε ένα σύστηµα δύο σωµατιδίων που οι στροφορµές τους J1 και J2 έχουν καθορισµένο
µέγεθος, αλλά που ο προσανατολισµός τους µπορεί να παίρνει όλες τις επιτρεπόµενες τιµές.

(ϐ) Υποθέστε (εναλλακτικά) ότι έχουµε ένα ηλεκτρόνιο, το οποίο εκτός από τροχιακή στροφορµή J1 έχει και
στροφορµή του spin J2 και χρειάζεται να υπολογίσουµε την ολική στροφορµή του.

Και στις δύο προηγούµενες περιπτώσεις έχουµε δύο τελεστές στροφορµής, τους J1, J2, που µετατίθενται µεταξύ
τους :

[J1k, J2l] = 0 ∀k, l = 1, 2, 3

και ισχύει :
[J1k, J1l] = i~εklρJ1ρ

[J2k, J2l] = i~εklρJ2ρ

Το άθροισµα αυτών των δύο τελεστών είναι ένας τελεστής στροφορµής, η ολική στροφορµή του συστήµατος.
Πράγµατι, ορίζουµε

Jk = J1k + J2k

µε ιδιότητες µετάθεσης :
[Jk, Jl] = i~Jρεklρ

⇒ J = J1 + J2 Ολική στροφορµή του συστήµατος

΄Εστω ότι J1(J1 + 1)~2, J2(J2 + 1)~2 και J(J + 1)~2 είναι οι ιδιοτιµές των τελεστών J2
1, J2

2 και J2 αντίστοιχα.
Το πρόβληµά µας είναι να υπολογίσουµε τις δυνατές τιµές του J , µε γνωστά τα J1, J2.

Οι τελεστές J2
1 και J2

2 µετατίθενται µεταξύ τους. Ο τελεστής

J2 = J2
x + J2

y + J2
z = (J1x + J2x)2 + (J1y + J2y)2 + (J1z + J2z)

2
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µετατίθεται µε τους J2
1 και J2

2.
΄Εχουµε την ταυτότητα:

J2 = (J1 + J2) · (J1 + J2) = J2
1 + J2

2 + 2J1 · J2, όπου J1 · J2 = J1xJ1y + J1yJ2y + J1zJ2z

διότι τα J1,J2 µετατίθενται µεταξύ τους.
Σηµειώνουµε πρώτα ότι :

[J2, Jx] = 0, [J2, Jy] = 0, [J2, Jz] = 0

[J2, J1x] = 2i~J1yJ2z − 2i~J1zJ2y

[J2, J2x] = −2i~J1yJ2z + 2i~J1zJ2y

⇒ [J2, J1x + J2x] = 0

Προσοχή:
[J2, J1x] 6= 0, [J2, J2x] 6= 0

Κατά δεύτερον :

[J2, J2
1x] = [J2

1, J
2
1x] + [J2

2, J
2
1x] + 2[J1 · J2, J

2
1x]

= 0 + 0 + 2[J2 · J1,J
2
1x]

⇒ [J2,J2
1] = 2[J2 · J1,J

2
1]

= 2[J2xJ1x,J
2
1] + 2[J2yJ1y,J

2
1] + 2[J2zJ1z,J

2
1] = 0

διότι [J1k,J
2
1] = 0,∀k. ΄Οµοια, [J2,J2

2] = 0.
΄Αρα έχουµε ένα σύνολο 4 µετατιθέµενων τελεστών, J2

1,J
2
2,J

2, Jz, µε κοινό σύστηµα ιδιοσυναρτήσεων.
Επίσης αποδεικνύεται εύκολα ότι :

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1 · J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1zJ2z + J1+J2− + J1−J2+

Οι κοινές ιδιοσυναρτήσεις Φjj1j2m = Φjm είναι γραµµικός συνδυασµός των γινοµένων Ψj1m1
Ψj2m2

µε m1 +
m2 = m, π.χ.

JzΦjm = (J1z + J2z)Ψj1m1
Ψj2m2

= (J1zΨj1m1
)Ψj2m2

+ Ψj1m1
(J2zΨj2m2

) = (m1 +m2)Ψj1m1
Ψj2m2

= mΦjm

Το σύνολο των συναρτήσεων Ψj1m1
Ψj2m2

είναι (2j1 + 1)(2j2 + 1), όσα είναι τα δυνατά Ϲεύγη (m1,m2). Ενώ
σε µία ιδιοτιµή του Jz την m αντιστοιχούν πολλοί συνδυασµοί (m1,m2) µε m1 + m2 = m. Στόχος είναι να
ϐρούµε τους σωστούς γραµµικούς συνδυασµούς των Ψj1m1Ψj2m2 ώστε να αντιστοιχούν στην ίδια ιδιοτιµή j του
τελεστή J2.
Για µια δυνατή τιµή J της ολικής στροφορµής το m παίρνει τις τιµές

−j, . . . , j, σύνολο 2j + 1

Γνωρίζοντας λοιπόν το σύνολο των δυνατών τιµών τουm, µπορούµε να ϐρούµε τις τιµές του j που χρειάζονται για
να το καλύψουν. Η µέγιστη τιµή του j αντιστοιχεί στη µέγιστη τιµή του m = j1 + j2 = jmax, µε ιδιοσυνάρτηση
µόνο την

Φjmax,jmax = Ψj1j1Ψj2j2 ≡ Φ̃jmax

Την κυµατοσυνάρτηση µεm = j1 + j2−1 = jmax−1, αλλά µε την ίδια ιδιοτιµή του J2 την ϐρίσκουµε δρώντας
µε τον τελεστή

J− = J1− + J2−, [J2, J−] = 0

⇒ ~
√

2Jmax Φ̃Jmax−1 = J−Φ̃Jmax = (J1− + J2−)Ψj1j1Ψj2j2

= (J1−Ψj1j1)Ψj2j2 + Ψj1j1(J2−Ψj2j2)

= C1−Ψj1,j1−1Ψj2j2 + C2−Ψj1j1Ψj2,j2−1

C1− = ~
√
j1(j1 + 1)− j1(j1 − 1) = ~

√
2j1



5.5 Πρόσθεση στροφορµών 107

C2− = ~
√

2j2

µε ιδιοτιµή του Jz ίση µε (j1 + j2 − 1)~ και ιδιοτιµή του J2 ίση µε ~2(j1 + j2)(j1 + j2 + 1).

Εφαρµόζοντας την προηγούµενη διαδικασία 2Jmax ϕορές, ϐρίσκουµε όλες τις ιδιοσυναρτήσεις ΦJmax, m.
Υπάρχει ένας ακόµα γραµµικά ανεξάρτητος συνδυασµός των

Ψj1,j1−1,Ψj2,j2 και Ψj1j1Ψj2,j2−1

Φ = αΨj1,j2−1Ψj2,j2 + βΨj1j1Ψj2j2−1

µε ιδιοτιµή του m = j1 + j2 − 1, αλλά ιδιοτιµή j = j1 + j2 − 1 για το J2.

Μπορούµε τώρα να δούµε έναν σχηµατικό τρόπο για να ϐρούµε τις δυνατές τιµές της ολικής στροφορµής.
Φτιάχνουµε έναν πίνακα τιµών του m = m1 +m2 για j1 = 1 και j2 = 2, για παράδειγµα.

m1/m2 2 1 0 −1 −2

1 3 2 1 0 −1
0 2 1 0 −1 −2
−1 1 0 −1 −2 −3

Αν ξεκινήσουµε στον πίνακα από την πρώτη του γραµµή, προχωρήσουµε οριζόντια µέχρι το τέλος και κατεβούµε
προς τα κάτω, ϑα συναντήσουµε τις τιµές του m που αντιστοιχούν σε j = j1 + j2 = 3.
Μετά παίρνουµε τη δεύτερη γραµµή και κάνουµε το ίδιο· οι τιµές του m που συναντούµε αντιστοιχούν σε
j = j1 + j2 − 1 = 2.
Η τρίτη γραµµή ϑα δώσει τιµές του m για τον κβαντικό αριθµό j = j1 + j2 − 2 = 1 = j2 − j1 σε αυτήν την
περίπτωση.
Πράγµατι όλες οι δυνατές τιµές που µπορεί να πάρει το j δίνονται από τη σχέση:

j1 + j2 ≥ j ≥ j1 + j2 − 2j1 = j2 − j1

υποθέτοντας ότι j2 ≥ j1.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε ότι
j1 + j2 ≥ j ≥ |j1 − j2|

µε ϐήµα ένα.
Ο αριθµός των γραµµικά ανεξάρτητων ιδιοσυναρτήσεων των τελεστών (J2, Jz) είναι (2j1 + 1)(2j2 + 1). ΄Εστω
λοιπόν ότι το j παίρνει τις τιµές

j1 + j2, j1 + j2−1, . . . , j1 + j2 − n

΄Εχουµε [
2(j1 + j2) + 1

]
+
[
2(j1 + j2 − 1) + 1

]
+ . . .+

[
2(j1 + j2 − n) + 1

]
= 2(j1 + j2)(n+ 1) + (n+ 1)− 2(1 + 2 + . . .+ n)

= 2(j1 + j2)(n+ 1) + n+ 1− 2
(n+ 1)n

2
= (2j1 + 1)(2j2 + 1)

⇒ 2(j1 + j2)n+ 2XXXX(j1 + j2) +�n + �1− n2 −�n = 4j1j2 +ZZ2j1 +ZZ2j2 + �1

⇒ n2 − n(2j1 + 2j2) + 4j1j2 = 0

n =
2

2
(j1 + j2)± 1

2

√
4(j1 + j2)2 − 16j1j2

n = (j1 + j2)±
√

(j1 − j2)2 = (j1 + j2)± |j1 − j2|

∆εκτή µόνο η λύση
n = (j1 + j2)− |j1 − j2| ,

εάν j2 > j1 ⇒ n = (j1 + j2)− (j2 − j1) = 2j1
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⇒ Jmax = j1 + j2, Jmin = j1 + j2 − n = j1 + j2 − 2j1 = j2 − j1
Jmin = |j1 − j2|

Εάν

j1 = j2 = j ⇒

{
Jmax = 2j

Jmin = 0

Οι καταστάσεις µε µέγιστο j = jmax = 2j είναι συµµετρικές στην εναλλαγή των µεταβλητών των δύο σωµατιδίων.
Το επόµενο σύνολο ιδιοσυναρτήσεων µε j = 2j − 1 είναι αντισυµµετρικό στην εναλλαγή. Και πάει εναλλάξ
καθώς ελαττώνεται το j.

Πρόσθεση τροχιακής στροφορµής l και spin s = 1/2

J1 = L, J2 = S

J = L + S⇒ Jz = Lz + Sz

⇒ Jmax = l +
1

2
, Jmin = l − 1

2

5.5.1 Πρόσθεση δύο spin 1/2

Από την πρόσθεση προκύπτουν δύο τιµές της ολικής στροφορµής s = 1 και s = 0. ΄Εστω S(1) και S(2)

αντίστοιχα οι δύο τελεστές του spin για τα δύο σωµατίδια.

S = S(1) + S(2)

και οι ιδιοσυναρτήσεις του spin είναι αντίστοιχα

X
(1)
± , X

(2)
± .

Οι καταστάσεις µε συνολικό spin s = 1 είναι{
Ψ11 = X

(1)
+ X

(2)
+ S2Ψ11 = 2~2Ψ11

Ψ1,−1 = X
(1)
− X

(2)
− S2Ψ1,−1 = 2~2Ψ1,−1

Για να πάρουµε την Ψ10 δρούµε µε τον τελεστή S− = S
(1)
− + S

(2)
− στην Ψ11.

S−Ψ11 = ~
√

2Ψ10 = (S
(1)
− + S

(2)
− )X

(1)
+ X

(2)
+

= (S
(1)
− X

(1)
+ )X

(2)
+ +X

(1)
+ (S

(2)
− X

(2)
+ )

= ~X(1)
− X

(2)
+ + ~X(1)

+ X
(2)
− = ~

(
X

(1)
− X

(2)
+ +X

(1)
+ X

(2)
−

)
S2Ψ10 = 2~2Ψ10

Κανονικοποιώντας την Ψ10 έχουµε:

Ψ10 =
1√
2

(
X

(1)
− X

(2)
+ +X

(1)
+ X

(2)
−

)
συµµετρικός συνδυασµός των X(1)

− X
(2)
+ και X(1)

+ X
(2)
− .

SzX
(1)
− X

(2)
+ = 0

SzX
(1)
+ X

(2)
− = 0

⇒ SzΨ10 = 0
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Εάν S = S1 + S2, τότε

S2 = (S1 + S2) · (S1 + S2)

= S2
1 + S2

2 + 2S1 · S2

(S1 · S2 = S1xS2x + S1yS2y + S1zS2z).

Θα δείξουµε ότι :
2S1 · S2 = 2S1zS2z + S1+S2− + S1−S2+

S1+ = S1x + iS1y, S2+ = S2x + iS2y

S1− = S1x − iS1y, S2− = S2x − iS2y

S1+S2− + S1−S2+ = (S1x + iS1y)(S2x − iS2y) + (S1x − iS1y)(S2x − iS2y)

= 2S1xS2x + 2S1yS2y

⇒ S2 = S2
1 + S2

2 + 2S1zS2z + S1+S2− + S1−S2+

S2Ψ11 = S2
1X

(1)
+ X

(2)
+ + S2

2X
(1)
+ X

(2)
+ + 2S1zS2zX

(1)
+ X

(2)
+ + S1+S2−X

(1)
+ X

(2)
+ + S1−S2+X

(1)
+ X

(2)
+

= ~2 3

4
X

(1)
+ X

(2)
+ + ~2 3

4
X

(1)
+ X

(2)
+ + 2

~
2

~
2
X

(1)
+ X

(2)
+ + (S1+�

��>
0

X
(1)
+ )(S2−X

(2)
+ ) + (S1−X

(2)
+ )(���

��:0
S2+X

(2)
+ )

= ~2 8

4
X

(1)
+ X

(2)
+ = 2~2X

(1)
+ X

(2)
+

΄Οµοια δουλεύουµε και για τις άλλες καταστάσεις Ψ10 και Ψ1,−1.
Η ιδιοσυνάρτηση µε spin s = 0 είναι γραµµικός συνδυασµός των X(1)

− X
(2)
+ , X(1)

+ X
(2)
− αντισυµµετρική και

ορθογώνια στην Ψ10:
Ψ00 = aX

(1)
− X

(2)
+ + bX

(1)
+ X

(2)
−

〈Ψ10|Ψ00〉 =
1√
2

{
a〈X(1)

− X
(2)
+ |X

(1)
− X

(2)
+ 〉

+ a〈X(1)
+ X

(2)
− |X

(1)
− X

(2)
+ 〉+ b〈X(1)

− X
(2)
+ |X

(1)
+ X

(2)
− 〉

+b〈X(1)
+ X

(2)
− |X

(1)
+ X

(2)
− 〉
}

= 0

⇒ a+ 0 + 0 + b = 0⇒ a = −b

και
|a|2 + |b|2 = 1⇒ 2 |a|2 = 1

⇒ a =
1√
2
, b = − 1√

2

Ψ00 =
1√
2

(
X

(1)
− X

(2)
+ −X(1)

+ X
(2)
−

)
SzΨ00 = 0 και S2Ψ00 = 0
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