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ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

      

     Η έννοια της αλγεβρικής δομής της ομάδας εμφανίστηκε στα μαθηματικά στις αρχές του 
19ου αιώνα. Η ανάπτυξη της αντίστοιχης θεωρίας οφείλεται στην πρωτοποριακή συμβολή 
των μαθηματικών Gauss, Cauchy, Abel, Hamilton, Galois, Sylvester, Caley και άλλων. Όμως 
η θεωρία αυτή δεν βρήκε εφαρμογή στη  φυσική παρά μόνο ύστερα από την θεμελίωση της 
κβαντομηχανικής το 1925.  

          Η θεωρία των ομάδων έγινε χρήσιμη  στη φυσική από τη στιγμή που διαπιστώθηκε ότι 
οι μετασχηματισμοί συμμετρίας, που αφήνουν ένα φυσικό σύστημα αναλλοίωτο, 
αποτελούν ομάδα. Η έννοια της συμμετρίας δεν είναι βέβαια καινούργια. Ήταν γνωστό ότι 
το ανθρώπινο σώμα παρουσιάζει συμμετρία ως προς επίπεδο, ότι η σφαίρα είναι ίσως το πιο 
συμμετρικό σχήμα, ότι ο κύβος έχει αρκετή συμμετρία κ.λ.π.  Οι γεωμετρικές συμμετρίες 
ήταν οι πρώτες που αναγνωρίστηκαν και η εφαρμογή της  θεωρίας  των ομάδων ήταν π.χ. 
στην κρυσταλλογραφία πιο άμεση. Η αναγνώριση των δυναμικών συμμετριών, δηλ. εκείνων 
που αφήνουν τις εξισώσεις της κίνησης αναλλοίωτες, ήρθε αργότερα.  

          Στα πλαίσια της κλασικής φυσικής τα αποτελέσματα της θεωρίας των ομάδων είναι 
σχεδόν προφανή. Στην κβαντομηχανική τα αποτελέσματα υπήρξαν σχεδόν αναπάντεχα. Εδώ 
οι συμμετρίες γεννούν μετασχηματισμούς, οι οποίοι αφήνουν αναλλοίωτο τον τελεστή του 
Hamilton. Η αναγνώριση  τέτοιων συμμετριών διευκολύνει πολύ στη λύση προβλημάτων της 
κβαντομηχανικής.  

          Η θεωρία ομάδων αναγνωρίζεται σήμερα από  όλους  τους  φυσικούς  σαν πάρα πολύ 
χρήσιμο εργαλείο ιδιαίτερα στις εξής περιπτώσεις:  

          α)  Όταν υπάρχει γεωμετρική συμμετρία, όπως π.χ. στις περιπτώσεις συμμετρικών 
μορίων ή στην κρυσταλλογραφία.  

β)  Όταν το σύστημα χαρακτηρίζεται από μεγάλο βαθμό δυναμικής συμμετρίας, όπως 
π.χ. το πρόβλημα του ατόμου του υδρογόνου. Με την θεωρία των ομάδων αποφεύγονται 
πολύπλοκες πράξεις.  

γ)  Όταν θέλουμε να κατασκευάσουμε τις εξισώσεις κινήσεως. Τότε οι συμμετρίες 
χρησιμοποιούνται σαν περιορισμοί που πρέπει αναγκαστικά να πληρούν οι υπό κατασκευήν 
εξισώσεις, π.χ. οι συναρτήσεις Lagrange  και  Hamilton, που περιγράφουν συστήματα της 
κβαντικής θεωρίας, θα πρέπει να είναι αναλλοίωτοι ως προς τους μετασχηματισμούς Lorentz 
της ειδικής θεωρίας σχετικότητας.  

          δ)   Όταν το σύστημα έχει κατά προσέγγιση  συμμετρίες. Τότε η αναγνώριση και 
χρησιμοποίηση τους μας  βοηθάει να διαλέξουμε την κατάλληλη βάση, η οποία μειώνει 
αρκετά τις διαστάσεις των αναγκαίων πινάκων  

          Τελειώνοντας την μικρή αυτή εισαγωγή πρέπει να πούμε ότι ο φυσικός δεν 
ενδιαφέρεται για την αφηρημένη θεωρία των ομάδων, όπως ο μαθηματικός, αλλά κυρίως για 
την θεωρία αναπαραστάσεων, (representation), των αφηρημένων ομάδων. Όμως για 
λόγους ευνόητους πρέπει και ο φυσικός να ασχοληθεί έστω και λίγο με την αφηρημένη 
έννοια της ομάδας. Γι' αυτό είναι απαραίτητο να εισάγουμε τις βασικές μαθηματικές έννοιες 
που χρειάζονται για την κατανόηση των αναπαραστάσεων.  

 

 

 



 14  ♦ ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι    

 

1.    ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΟΜΑΔΕΣ  

1.1   Ορισμός της Ομάδας.  

          Ας θεωρήσουμε το σύνολο των ακεραίων αριθμών  Z={…,-2,-1,0,1,2,…}. 
Παρατηρούμε ότι το σύνολο αυτό σε σχέση με την πράξη της πρόσθεσης, έχει τις εξής 
ιδιότητες:  

          α)  Το άθροισμα δυο οιονδήποτε ακεραίων είναι πάλι ακέραιος αριθμός:  

 (∀n,m∈Z)[m+n∈Z]                 

          β)  Το σύνολο Z περιέχει ένα στοιχείο 0, το μηδέν, με την ιδιότητα: 

 (∀n∈Z)[n+0=0+n=n]                 

          γ)  Για κάθε στοιχείο n∈Z υπάρχει ένα μοναδικό  στοιχείο  n′  του  Z  

τέτοιο ώστε n+n′=n′+n=0, (προφανώς n′=-n), δηλ.:  

 (∀n∈Z)(∃n′∈Z)[n+n′=n′+n=0]                               

          δ)  Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα:  

 (∀n,m,p∈Z)[(n+m)+p=n+(m+p)]                             

          Υπάρχουν και άλλα σύνολα με τα ίδια χαρακτηριστικά,  όπως  είναι  το σύνολο U(n) 
των μοναδιαίων πινάκων(1. Συγκεκριμένα:  

          α)  εάν A, B είναι δυο μοναδιαίοι πίνακες τότε το γινόμενο AB τους είναι πάλι ένας 
μοναδιαίος πίνακας.  

          β)  το σύνολο U(n) περιέχει τον ταυτοτικό πίνακα Ι με την ιδιότητα:  AI=IA=A  για 
κάθε A∈U(n).  

          γ)  Για κάθε πίνακα Α υπάρχει ένας μοναδικός πίνακας Α′ τέτοιος ώστε AA′=A′A=I, 
(προφανώς ο Α′ είναι ο αντίστροφος του Α, δηλ, Α′=Α-1).  

          δ) Για τρεις οποιουσδήποτε  πίνακες  Α,Β,Γ  ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα: 
(ΑΒ)Γ=Α(ΒΓ).  

 

          Οι τέσσερις ιδιότητες που ικανοποιούνται από τα δυο σύνολα, Z και U(n) είναι 
χαρακτηριστικές και πολλών άλλων συνόλων, που απαντώνται τόσο στα μαθηματικά όσο και 
στη φύση. Οι ιδιότητες αυτές προσδίδουν στα σύνολα αυτά την δομή της ομάδας. Έτσι σε 
γενικό και αφηρημένο επίπεδο ο ορισμός της ομάδας έχει ως εξής:  

 

 Ορισμός 1: Ένα σύνολο G≠∅ εφοδιασμένο με μια πράξη εσωτερικής συνθέσεως(2, που θα 
την συμβολίζουμε με ∗, (που συνήθως είναι η πρόσθεση ή ο πολλαπλασιασμός), λέγεται 
ομάδα, (group), εάν ικανοποιούνται οι εξής ιδιότητες:  

                                                 
(1 Ένας πίνακας U λέγεται μοναδιαίος όταν ο συζυγοανάστροφος του συμπίπτει με τον αντίστροφο του, δηλ. 
Ut=U-1. 
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 α) (∀α,β,γ∈G)[(α∗β)∗γ=α∗(β∗γ)] προσεταιριστική ιδιότητα 

 β) (∃e∈G)(∀α∈G)[α∗e=e∗α=α]     ύπαρξη ουδετέρου στοιχείου                                           

 γ) (∀α∈G) (∃α′∈G)[α∗α′=α′∗α=e]     ύπαρξη συμμετρικού στοιχείου                                       

                                                           

Παρατήρηση 1: α) Στις ιδιότητες του ορισμού της ομάδας δεν συμπεριλαμβάνεται η 
ιδιότητα της κλειστότητας: ∀α, β∈G, α∗β∈G, διότι αυτό εξυπακούεται από τον ορισμό της 
πράξεως που είναι πράξη εσωτερικής συνθέσεως. Στις εφαρμογές όμως, όπου πρέπει να 
αποδείξουμε ότι ένα σύνολο G αποτελεί ομάδα ως προς κάποια πράξη, πρέπει να ελέγξουμε 
ότι αυτή η πράξη είναι κλειστή ώστε να είμαστε σίγουροι ότι ποτέ δεν θα βγούμε έξω από το 
σύνολο όταν εφαρμόζουμε την πράξη αυτή.  

β) Το συμμετρικό στοιχείο α′ θα ονομάζεται αντίθετο, όταν η πράξη έχει τα χαρακτηριστικά 
της πρόσθεσης, ή αντίστροφο όταν η πράξη έχει τα χαρακτηριστικά του πολλαπλασιασμού. 
Το δε αποτέλεσμα α∗β θα ονομάζεται άθροισμα ή γινόμενο αντίστοιχα.  

γ) Το ουδέτερο στοιχείο e θα λέγεται και ταυτοτικό. Εάν δε η πράξη είναι προσθετική ή 
πολλαπλασιαστική το e θα ονομάζεται μηδέν ή μονάδα αντίστοιχα.  

 

Ορισμός 2: Εάν η πράξη ∗ της ομάδας G ικανοποιεί επί πλέον την ιδιότητα :  

  δ)   (α,β∈G)[α∗β=β∗α]  

τότε η ομάδα G λέγεται αντιμεταθετική ή αβελιανή.  

 

Ορισμός 3: Μια ομάδα που περιέχει πεπερασμένο  πλήθος στοιχείων ονομάζεται 
πεπερασμένη ομάδα, ενώ αν περιέχει άπειρο πλήθος στοιχείων ονομάζεται άπειρη ομάδα. 
Μια άπειρη ομάδα ονομάζεται διακεκριμένη ή συνεχής ανάλογα εάν το πλήθος των 
στοιχείων είναι αριθμήσιμο ή συνεχές. Το πλήθος των στοιχείων μιας πεπερασμένης ομάδας 
ονομάζεται τάξη της ομάδας. 

 

Παραδείγματα ομάδων : 

1)  Η ομάδα τάξης 1, που αποτελείται από ένα μόνο στοιχείο, την μονάδα, με πράξη 
εσωτερικής συνθέσεως τον πολλαπλασιασμό.  

           2)  Η ομάδα τάξεως 2, που αποτελείται από τους πραγματικούς αριθμούς {1, -1,} με 
πράξη εσωτερικής συνθέσεως τον πολλαπλασιασμό.  

3)  Η ομάδα τάξεως 3, που αποτελείται από τους μιγαδικούς αριθμούς {1, ei2π/3, 
ei4π/3}, (οι οποίοι αποτελούν τις κυβικές ρίζες της μονάδας), με πράξη εσωτερικής συνθέσεως 
τον πολλαπλασιασμό.  

          4)  Η ομάδα τάξεως 4, που αποτελείται από τους  μιγαδικούς  αριθμούς {1,i,-1,-i}, με 
i2=-1, και με πράξη εσωτερικής συνθέσεως τον πολλαπλασιασμό.  

           5)  Η διακεκριμένη άπειρη ομάδα των πραγματικών ακεραίων με πράξη την 
πρόσθεση.  

                                                                                                                                                        
(2 Πράξη εσωτερικής συνθέσεως επί ενός συνόλου G ονομάζεται μια απεικόνιση f: G×G → G  με την ιδιότητα 
σε κάθε ζεύγος (α,β)∈G×G να αντιστοιχεί ένα και μόνο ένα στοιχείο γ του G  ώστε γ=f(α,β). 
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           6)  Η συνεχής ομάδα των πραγματικών αριθμών με πράξη την πρόσθεση.  

7)  Η ομάδα τάξεως 2, που αποτελείται από τους δυο πίνακες:   

1 0
0 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  και 

−
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 0
0 1

              

με πράξη τον πολλαπλασιασμό.  

           8)  Η συνεχής ομάδα των μη ιδιαζόντων πινάκων τάξεως n, (που έχουν ορίζουσα 
διάφορη του μηδενός), με πράξη τον πολλαπλασιασμό των πινάκων.  

           9)  Εάν k είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε το σύνολο G των k ακεραίων {0,1,2,…,k-
1} αποτελεί ομάδα με πράξη την modulo(k)-πρόσθεση. Η πράξη αυτή ορίζεται ως εξής: Κατ' 
αρχάς ορίζουμε για τον θετικό ακέραιο n το n-mod(k) να είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης 
n/k. Έτσι το modulo(k)-άθροισμα των θετικών ακεραίων m και n  είναι το υπόλοιπο της 
διαίρεσης (m+n)/k. Το ταυτοτικό στοιχείο e είναι το μηδέν και το συμμετρικό m′ ενός 
στοιχείου m της ομάδας είναι το k-m. (Βλέπε άσκηση 5) 

10)  Εάν k είναι ένας πρώτος  αριθμός  μεγαλύτερος του 1, τότε το σύνολο G των k-1 
αριθμών {1,2,⋅⋅⋅k-1} αποτελεί ομάδα με πράξη τον modulo(k)- πολλαπλασιασμό, που 
ορίζεται  κατά  αναλογία με την modulo(k)-πρόσθεση. Το ταυτοτικό στοιχείο e είναι το 1 και 
το συμμετρικό  m′ ενός  στοιχείου m είναι το m′=(sk+1)/r, όπου s είναι ο μικρότερος θετικός 
ακέραιος, που καθιστά το sk+1  ένα ακέραιο πολλαπλάσιο του m με την συνήθη έννοια. 
(Βλέπε άσκηση 6) 

 

1.2     Η ομάδα των μετασχηματισμών  

          Για τους φυσικούς, οι ομάδες που παρουσιάζουν μεγάλο ενδιαφέρον είναι οι ομάδες 
των μετασχηματισμών των φυσικών συστημάτων και ιδίως των συμμετρικών  
μετασχηματισμών, που αφήνουν ένα σύστημα αναλλοίωτο. Π.χ. οποιαδήποτε περιστροφή 
ενός κύκλου γύρω από έναν άξονα κάθετο στο επίπεδο του κύκλου και που διέρχεται από το 
κέντρο του, είναι ένας μετασχηματισμός συμμετρίας για τον κύκλο. Μια μετάθεση δυο 
ομοίων ατόμων σ' ένα μόριο  είναι ένας μετασχηματισμός συμμετρίας για το μόριο. 

          Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι το σύνολο όλων των μετασχηματισμών συμμετρίας 
ενός συστήματος αποτελεί ομάδα. Πρώτα παρατηρούμε ότι εάν εκτελέσουμε διαδοχικά δυο 
μετασχηματισμούς συμμετρίας, το σύστημα παραμένει αναλλοίωτο. Έτσι η σύνθεση δυο 
οποιωνδήποτε μετασχηματισμών συμμετρίας  είναι πάλι ένας μετασχηματισμός συμμετρίας 
και επομένως το σύνολο των μετασχηματισμών συμμετρίας είναι  κλειστό ως προς την 
σύνθεση των μετασχηματισμών. Μπορούμε να ορίσουμε  το ταυτοτικό στοιχείο να είναι ο 
ταυτοτικός μετασχηματισμός, που αφήνει το σύστημα αμετάβλητο  και  προφανώς ανήκει 
στο σύνολο. Για κάθε μετασχηματισμό συμμετρίας υπάρχει ο αντίστροφος του με την έννοια 
ότι ο αντίστροφος ξαναφέρνει το σύστημα στην αρχική του θέση. Τέλος η διαδοχική  
εφαρμογή των μετασχηματισμών συμμετρίας  υπακούει την προσεταιριστική ιδιότητα.  

 

Παράδειγμα:  1  Η ομάδα συμμετρίας του ισοπλεύρου τριγώνου. Θεωρούμε  ένα 
ισόπλευρο τρίγωνο κατασκευασμένο από χαρτόνι και τοποθετημένο  πάνω σ' ένα επίπεδο.  
Με  Α, Β, Γ συμβολίζουμε τις κορυφές και με Δ, Ε και Ζ τα μέσα των πλευρών ΓΑ, ΑΒ, ΒΓ 
αντίστοιχα και με Ο το ορθόκεντρο του τριγώνου. Με τους αριθμούς  1,2,3,4,5,6 
συμβολίζουμε τα αντίστοιχα σημεία του επιπέδου.                             
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Ας περιστρέψουμε τώρα το τρίγωνο γύρω από τον άξονα u που είναι κάθετος  στο 
τρίγωνο και διέρχεται από το κέντρο του Ο 
κατά γωνία 120 μοιρών και κατά  την 
αρνητική3 φορά. Καμμία αλλαγή δεν έχει 
επέλθει εκτός από την αλλαγή των 
γραμμάτων Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ.  Η νέα θέση του 
τρίγωνου δεν θα διαφέρει από την αρχική. Η 
περιστροφή αυτή αποτελεί για το τρίγωνο 
έναν μετασχηματισμό συμμετρίας. Υπάρχουν 
και άλλοι μετασχηματισμοί συμμετρίας, 
όπως περιστροφή  γύρω από τον 
προηγούμενο άξονα κατά 240 μοίρες, όπως 
και οι περιστροφές, (ανακλάσεις), γύρω από 
τους άξονες που διέρχονται από τα  
ευθύγραμμα τμήματα ΑΖ, ΒΔ και ΓΕ κατά 
γωνία 180 μοιρών. Συνολικά για το τρίγωνο 
υπάρχουν 6 μετασχηματισμοί συμμετρίας, που ταξινομούνται και συμβολίζονται ως εξής: 

Πίνακας των συμμετρικών μετασχηματισμών του ισοπλεύρου τριγώνου 

 

Σύμβολο                               Πράξη                                      Αποτέλεσμα 

 

Ε                    Το ταυτοτικό  στοιχείο  

                                                                                                  

 

 

 

C3                Αρνητική περιστροφή κατά  1200                                   

                   γύρω από τον άξονα u  

 

 

 

C3
2

                Αρνητική περιστροφή κατά 2400                                  

                  γύρω από τον u                          

                                                                                                 

                                                                                                                  

  

 

                                                 
3 Αρνητική φορά περιστροφής είναι εκείνη που συμπίπτει με την φορά περιστροφής των δεικτών του 
ωρολογίου 

 

Α 

Γ B 

1 

2 3 
Ζ 

 Ε Δ 

Ο 

4 

5 6 

        Α    1 

 

 

  Γ    3        2    Β 

         Γ    1 

 

 

  Β    3        2    Α 

         Β   1 

 

 

  Α    3        2    Γ 
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σ1                 Ανάκλαση κατά τον άξονα                                          

                       1-4                                     

 

                                                                                                                       

 

                                                                                                                 

 

σ2                  Ανάκλαση  κατά τον άξονα                 

                      2-5                                                                                          

 

  

 

 

σ3                   Ανάκλαση κατά τον άξονα  

                       3-6                                                                                                     

     

                                                     

     Οι 6 αυτοί μετασχηματισμοί συνθέτονται μεταξύ τους βάσει του παρακάτω 
πολλαπλασιαστικού πίνακα: 

 

Πολλαπλασιαστικός πίνακας του ισοπλεύρου τριγώνου 
                                                                                                                         

 E C3 C3
2 σ1 σ2 σ3 

E E C3 C3
2 σ1 σ2 σ3 

C3 C3 C3
2 E σ3 σ1 σ2 

C3
2 C3

2 E C3 σ2 σ3 σ1 

σ1 σ1 σ2 σ3 E C3 C3
2 

σ2 σ2 σ3 σ1 C3
2  E C3 

σ3 σ3 σ1 σ2 C3 C3
2 E 

 

Όπου εύκολα αποδεικνύεται ότι το σύνολο {Ε, C3, C3
2

, σ1, σ2, σ3 } αποτελεί ομάδα με πράξη 
εσωτερικής συνθέσεως την σύνθεση των μετασχηματισμών. Η ομάδα των μετασχηματισμών 
συμμετρίας του ισοπλεύρου τριγώνου συμβολίζεται με C3ν. 

 
Παρατήρηση 1: Στον παραπάνω πίνακα παρατηρούμε ότι κάθε στοιχείο της ομάδας 
εμφανίζεται σε μια και μόνο σε μια θέση σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη. Το 

         Α   1 

 

 

  Β  3         2  Γ 

           4 

         Γ   1 

                        

 5  

 

 Α  3         2   Β 

         Β   1 

                        6       

   

 

  Γ  3         2  Α 
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χαρακτηριστικό αυτό ισχύει σε κάθε ομάδα και αποτελεί το θεώρημα της αναδιατάξεως ή 
θεώρημα του Cayley. Πιο συγκεκριμένα αν G={Ε, Α1, Α2, …, Αg-1} μια ομάδα τάξης g, 
τότε τα σύνολα {ΕΑi, Α1Ai, Α2 Ai, …, Αg-1Ai} και {ΑiΕ, ΑiA1, ΑiA2, …, ΑiAg-1} είναι απλές 
αναδιατάξεις των στοιχείων της ομάδας G. 

 

Παρατήρηση 2: Η διάταξη των στοιχείων στις στήλες και τις σειρές μπορεί να είναι 
οποιαδήποτε. Εδώ ακολουθήσαμε την "φυσική" σειρά των στοιχείων. Στο επόμενο κεφάλαιο 
των αναπαραστάσεων μιας ομάδας, θα δούμε ότι έχει σημασία η διάταξη εκείνη των 
στοιχείων κατά την οποία κάθε στοιχείο της πρώτης στήλης είναι το συμμετρικό στοιχείο του 
αντίστοιχου στοιχείου της πρώτης γραμμής. Σ' αυτή την περίπτωση η πρώτη στήλη 
αναδιατάσσεται κατάλληλα και ο πολλαπλασιαστικός πίνακας γίνεται:  

 

 E C3 C3
2 σ1 σ2 σ3 

E E C3 C3
2 σ1 σ2 σ3 

C3
2 C3

2 E C3 σ2 σ3 σ1 

C3 C3 C3
2 E σ3 σ1 σ2 

σ1 σ1 σ2 σ3 E C3 C3
2 

σ2 σ2 σ3 σ1 C3
2  E C3 

σ3 σ3 σ1 σ2 C3 C3
2 E 

 

στον οποίο παρατηρούμε ότι η διαγώνιος περιέχει μόνο το ταυτοτικό στοιχείο Ε, το οποίο 
αργότερα θα το αντιστοιχίσουμε με τον ταυτοτικό πίνακα n×n όπου n η τάξη της ομάδας.  

 

Παράδειγμα 2: Η  ομάδα  συμμετρίας  του  τετραγώνου. Θεωρούμε  ένα τετράγωνο 
κατασκευασμένο από χαρτόνι και τοποθετημένο  πάνω σ' ένα επίπεδο.  Με  Α, Β, Γ, Δ 
συμβολίζουμε τις κορυφές, με Ε, Ζ, Η, Θ τα μέσα των πλευρών ΔΑ, ΑΒ, ΒΓ και  ΓΔ 
αντίστοιχα και με Ο το κέντρο του τετραγώνου. Με τους αριθμούς  1,2,…,8 συμβολίζουμε 
τα αντίστοιχα σημεία του επιπέδου.                             

Ας περιστρέψουμε τώρα το τετράγωνο γύρω από τον άξονα που είναι κάθετος  στο 
τετράγωνο και διέρχεται από το κέντρο του 
Ο κατά μια ορθή γωνία και κατά  την 
αρνητική φορά. Καμμία αλλαγή δεν έχει 
επέλθει εκτός από την αλλαγή των 
γραμμάτων Α,Β,…,Θ. Η νέα θέση του 
τετραγώνου δεν θα διαφέρει από την αρχική. 
Η περιστροφή αυτή αποτελεί για το 
τετράγωνο  έναν μετασχηματισμό 
συμμετρίας. Υπάρχουν και άλλοι 
μετασχηματισμοί συμμετρίας, όπως 
περιστροφή  γύρω  από  τον προηγούμενο 
άξονα κατά 180 μοίρες ή  270  μοίρες, όπως 
και οι περιστροφές, (ανακλάσεις), γύρω από 
τους άξονες που διέρχονται από τα  
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ευθύγραμμα  τμήματα ΕΗ, ΖΘ, ΑΓ και ΒΔ κατά γωνία 180 μοιρών. Συνολικά για το 
τετράγωνο υπάρχουν  8 μετασχηματισμοί συμμετρίας, που ταξινομούνται και συμβολίζονται 
ως εξής: 

 

 

Πίνακας των συμμετρικών μετασχηματισμών του τετραγώνου  
 

          Σύμβολο        Πράξη        Αποτέλεσμα  

 

Ε 

 

Το ταυτοτικό στοιχείο 

 

 

 

 

 

C4 

Αρνητική περιστροφή κατά 90ο 
γύρω από τον άξονα u κάθετο στο 
τετράγωνο και διερχόμενο από το 
κέντρο του Ο. 

 

 

C4
2 

 

Αρνητική περιστροφή κατά 180ο 
γύρω από τον άξονα u. 

 

 

C4
3 

 

Αρνητική περιστροφή κατά 270ο 
γύρω από τον άξονα u. 

 

 

mx 

 

Ανάκλαση κατά τον άξονα 5-7 

 

 

my 

 

Ανάκλαση κατά τον άξονα 6-8 

 

 

 

Γ Δ 

Α Β 
1

4 3 

2 1

Α Β 

Γ Δ 

4 3 

1 2 

Δ Α 

Β Γ 

4 3 

1 2 

Β Α 

Δ Γ 

7 
4 3 

1 2 
5

Δ Γ 

Β Α 

4 3 

1 2 6 

8 

Β Γ 

Δ Α 
1

4 3 

2 1
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σu 

 

Ανάκλαση κατά τον άξονα 1-3 

 

 

σv 

 

Ανάκλαση κατά τον άξονα 2-4 

 

 

                                                                                                                                                                               
Οι 8 αυτοί μετασχηματισμοί συνθέτονται μεταξύ τους βάσει του παρακάτω 
πολλαπλασιαστικού πίνακα:  

 

 

Πολλαπλασιαστικός Πίνακας του τετραγώνου  
 

 Ε C4 C4
2 C4

3 mx my σu σv 

E E C4 C4
2 C4

3 mx my σu σv 

C4 C4 C4
2 C4

3 E σu σv my mx 

C4
2 C4

2 C4
3 E C4 my mx σv σu 

C4
3 C4

3 E C4 C4
2 σv σu mx my 

mx mx σv my σu E C4
2 C4

3 C4 

my my σu mx σv C4
2 E C4 C4

3 

σu σu mx σv my C4 C4
3 E C4

2 

σv σv my σu mx C4
3 C4 C4

2 E 

                                                

και εύκολα αποδεικνύεται ότι το σύνολο {Ε, C4, C4
2, C4

3, mx, my, σu, σv } αποτελεί ομάδα με 
πράξη εσωτερικής συνθέσεως την σύνθεση των μετασχηματισμών. Η ομάδα των 
μετασχηματισμών του τετραγώνου συμβολίζεται με C4v.   

 

 Όπως και στην περίπτωση του ισοπλεύρου τριγώνου, μπορούμε να αναδιατάξουμε τα 
στοιχεία της πρώτης στήλης έτσι ώστε το ουδέτερο στοιχείο Ε να εμφανισθεί στην διαγώνιο. 
Τότε ο πολλαπλασιαστικός πίνακας παίρνει την μορφή: 

 

 

 

Γ Β 

Α Δ 

4 3 

1 2 

Β 

Α Δ 

Γ 

4 3 

1 2 
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 Ε C4 C4
2 C4

3 mx my σu σv 

E E C4 C4
2 C4

3 mx my σu σv 

C4
3 C4

3 E C4 C4
2 σv σu mx my 

C4
2 C4

2 C4
3 E C4 my mx σv σu 

C4 C4 C4
2 C4

3 E σu σv my mx 

mx mx σv my σu E C4
2 C4

3 C4 

my my σu mx σv C4
2 E C4 C4

3 

σu σu mx σv my C4 C4
3 E C4

2 

σv σv my σu mx C4
3 C4 C4

2 E 

 

 

1.3   Γεννήτορες μιας πεπερασμένης ομάδας.  

       Είναι δυνατό τα στοιχεία μιας ομάδας να παράγονται από ορισμένα στοιχεία 
χρησιμοποιώντας τις δυνάμεις και τα γινόμενα αυτών των στοιχείων. Τα στοιχεία αυτά, των 
οποίων το πλήθος είναι το μικρότερο δυνατό λέμε ότι αποτελούν γεννήτορες της ομάδας.  

Παράδειγμα 1 :  Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να κατασκευάσουμε μια ομάδα G τάξης n με 
γεννήτορες ένα μόνο στοιχείο Α. Επειδή το Α είναι στοιχείο της ομάδας τότε στοιχεία της 
ομάδας θα είναι και όλες οι δυνάμεις του. Έτσι παράγουμε νέα στοιχεία τα: Α2, Α3,… και η 
διαδικασία αυτή σταματά στο Αn= A A A

n

o oLo1 24 34
 φορες

=Ε, όπου n ο μικρότερος φυσικός αριθμός, 

που ικανοποιεί αυτή την σχέση. Οι μεγαλύτερες από την Αn δυνάμεις δεν δίνουν νέα στοιχεία  
διότι  Αn+k=Αk.  Τελικά η ομάδα που επιθυμούμε να κατασκευάσουμε από το στοιχείο Α θα 
περιέχει τα στοιχεία: {Α, Α2,…,Αn-1, Αn=Ε}, της οποίας η τάξη είναι n, ο δε γεννήτορας  
αυτής της ομάδας είναι το στοιχείο Α.  

 

Παράδειγμα 2: Για την ομάδα G={1, -1, i, -i} με νόμο εσωτερικής συνθέσεως τον 
πολλαπλασιασμό, το στοιχείο {i} είναι γεννήτορας, διότι οι δυνάμεις του γεννούν τα  
υπόλοιπα στοιχεία:  i2=-1, i3=-i, i4=1.   

 

Παράδειγμα 3: Ας κατασκευάσουμε τώρα την ομάδα από δυο στοιχεία Α, Β, που να 
ικανοποιούν τις σχέσεις: Α2=Β3=(ΑΒ)2=Ε.  

 

          Η ομάδα πρέπει να περιέχει τα στοιχεία Ε, Α, Β και Β2, (εφ' όσον Α2=Ε και Β3=Ε), 
όπως επίσης και όλα τα γινόμενα των Α, Β και Β2, δηλ. τα ΑΒ, ΒΑ, ΑΒ2, Β2Α. Εξετάζουμε 
εάν τα στοιχεία  ΑΒ και ΒΑ μετατίθενται. Έστω ότι μετατίθενται. Τότε από την σχέση  
(ΑΒ)2=Ε  θα έχουμε:  

                       Ε=ΑΒΑΒ=Α(ΒΑ)Β =Α(ΑB)Β =Α2Β2=Β2   δηλ. Ε=Β2   

που δεν αληθεύει. Επομένως τα ΑΒ και ΒΑ είναι διαφορετικά στοιχεία. Τα δε στοιχεία ΑΒ2, 
Β2Α ισούνται με ΒΑ και ΑΒ αντίστοιχα, δηλ. ΑΒ2=ΒΑ και Β2Α=ΑΒ. Πράγματι, από τις 
σχέσεις: 
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Α2=Ε=(ΑΒ)2 ⇒ Α2=(ΑΒ)(ΑΒ)  ⇒  Α=ΒΑΒ  ⇒ ΑΒ2=ΒΑΒ3=ΒΑ ⇒ ΑΒ2=ΒΑ  

επίσης από τις σχέσεις: 

Β3=Ε=(ΑΒ)2 ⇒ Β3=(ΑΒ)(ΑΒ)  ⇒Β2=ΑΒΑ ⇒ Β2Α=ΑΒΑ2 ⇒ Β2Α=ΑΒ.  

Επομένως τα στοιχεία που έχουμε δημιουργήσει είναι τα εξής 6:                         

Ε, Α, Β, Β2, ΑΒ, ΒΑ  

Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι το σύνολο αυτών των στοιχείων αποτελεί ομάδα, της 
οποίας η τάξη είναι 6 και οι γεννήτορες της  τα δυο στοιχεία Α και Β. Ο αντίστοιχος 
πολλαπλασιαστικός πίνακας είναι: 

 

 Ε A B AB BA B2 

E E A B AB BA B2 

A A E AB B B2 BA 

B B BA B2 A AB E 

AB AB B2 BA E B A 

BA BA B A B2 E AB 

B2 B2 AB E BA A B 

 

Παρατήρηση: Οι γεννήτορες μιας ομάδας δεν είναι μοναδικοί. Π.χ. η ομάδα τάξης 6 του 
προηγουμένου παραδείγματος μπορεί να γεννηθεί από κάθε ένα από τα παρακάτω σύνολα: 
(Α,Β), (Α,Β2), (Α,ΑΒ), (Β,ΑΒ). Όπως επίσης οι γεννήτορες της ομάδας C3ν είναι:  

{(C3, σ1), (C3, σ2), (C3, σ3)}  και της C4ν: {(C4, mx), (C4, my),(C4, σu), (C4, σv)}. 

Ελέγξτε εάν τα στοιχεία (C4
2, mx) αποτελούν γεννήτορες της ομάδας C4ν. 

 

1.4   Κυκλικές ομάδες.  

          Εάν Α είναι ένα στοιχείο μιας ομάδας G, τότε όλες οι δυνάμεις του Α: Α2, Α3,.… 
πρέπει να είναι στοιχεία της G, αλλά εάν η G είναι μια πεπερασμένη ομάδα τότε κάποια από 
αυτές τις δυνάμεις θα είναι το ταυτοτικό στοιχείο  δηλ. Αn =Ε. Ο μικρότερος θετικός 
ακέραιος n που ικανοποιεί την σχέση Αn=Ε ονομάζεται τάξη του στοιχείου Α.  

          Μια ομάδα, που γεννάται από ένα μόνο στοιχείο Α, ονομάζεται  κυκλική ομάδα. Μια 
τέτοια ομάδα είναι η ομάδα του παραδείγματος 1 της παρ. 1.3  δηλ.  η ομάδα {Α,Α2,…,Αn-1, 
Αn=Ε}.  

 Παράδειγμα κυκλικής ομάδας είναι το σύνολο των n-οστών μιγαδικών ριζών της 
μονάδας, δηλ. το σύνολο των μιγαδικών αριθμών {zk=exp(i2πk/n), k=0,1,⋅⋅⋅n-1} αποτελεί 
κυκλική ομάδα τάξης n ως προς τον μιγαδικό πολλαπλασιασμό με γεννήτορα το στοιχείο 
Α=exp(i2π/n) και Αn=1, (βλέπε άσκηση 4). 
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1.5   Υποομάδες  

          Ένα υποσύνολο Η μιας ομάδας G ονομάζεται υποομάδα της G εάν από μόνο του είναι 
ομάδα ως προς την ίδια πράξη εσωτερικής συνθέσεως. Κάθε ομάδα G έχει δυο τετριμμένες 
υποομάδες, το ταυτοτικό στοιχείο και την ίδια την ομάδα, δηλ. όταν Η={Ε} και Η=G. Κάθε 
άλλη υποομάδα Η≠Ε,G θα λέγεται γνήσια υποομάδα. 

 Αποδεικνύεται(4 ότι ένα υποσύνολο Η⊂G είναι υποομάδα εάν ισχύει: 

   (∀x,y∈H)[xy-1∈H]  

Η ομάδα C3ν των μετασχηματισμών συμμετρίας του ισοπλεύρου τριγώνου έχει τις 
εξής υποομάδες: {E, C3, C3

2}, {E, σ1}, {E, σ2}, {E, σ3}.            

  Τα τέσσερα στοιχεία {Ε, C4,C4
2,C4

3 } της ομάδας C4v αποτελούν υποομάδα, όπως και 
τα υποσύνολα: {Ε}, {E, C4

2}, {E, C4
2, mx, my}, {E, C4

2, σu, σv}, {Ε, σu}, {Ε, σv} {E, mx} {E, 
my}  

 

Άσκηση: Να γράψετε τους πολλαπλασιαστικούς πίνακες των παραπάνω υποομάδων. 

Εάν το Η είναι μια υποομάδα τάξης h της ομάδας G τάξης g, τότε το g είναι ακέραιο 
πολλαπλάσιο του h και ο ακέραιος g/h ονομάζεται δείκτης της Η ως προς την G.. Επίσης η 
τάξη κάθε στοιχείου Α της G είναι διαιρέτης της τάξης g της ομάδας.  

(Για την απόδειξη των ανωτέρω βλέπε παράγραφο 1.7 Θεώρημα Lagrange). 

 

1.6   Συζυγή στοιχεία και κλάσεις μιας ομάδας  

          Θεωρούμε δυο στοιχεία Α, Β μιας ομάδας G. Τα στοιχεία αυτά θα λέγονται συζυγή 
στοιχεία εάν υπάρχει ένα στοιχείο Ρ της ομάδας τέτοιο ώστε να ικανοποιείται  η σχέση: 
Β=Ρ-1ΑΡ,  η δε αντίστοιχη πράξη θα λέγεται μετασχηματισμός ομοιότητας, δηλ.  η 
μετάβαση από το στοιχείο Α στο στοιχείο Β. Εύκολα μπορούμε να βρούμε τέτοιες σχέσεις 
μεταξύ των στοιχείων της ομάδας C4v. Π.χ. C4

-1mxC4=my. Η τελευταία σχέση δείχνει ότι τα 
στοιχεία mx και my είναι συζυγή το ένα με το άλλο. 

          Είναι προφανές ότι εάν Β=P-1ΑP, τότε και Α=Q-1ΒQ με Q=Ρ-1 δηλ. η σχέση της 
συζυγίας είναι συμμετρική, που σημαίνει ότι εάν ένα στοιχείο Α είναι συζυγές προς το Β, 
τότε και το Β είναι συζυγές προς το Α. Επίσης είναι και αυτοπαθής, διότι Α=Ε-1ΑΕ, (δηλ. 
κάθε στοιχείο είναι συζυγές προς τον εαυτόν του), όπως και μεταβατική, δηλ. εάν Α=Ρ-1Β Ρ 
και Β=Q-1CQ τότε Α=Ρ-1(Q-1CQ)P=(QP)-1C(QP). Είναι δηλ. σχέση ισοδυναμίας5 και σαν 
                                                 
(4 α) Εάν y=x τότε xx-1=e∈H, ύπαρξη ουδετέρου. 

  β) Εάν  x=e τότε ey-1=y-1∈H, ύπαρξη συμμετρικού 

  γ)  Εάν x,y∈H τότε και το y-1∈H και επομένως x(y-1)-1=xy∈H, κλειστότητα του νόμου εσωτερικής 
συνθέσεως. 

  δ) Η προσεταιριστική ιδιότητα είναι προφανής αφού ισχύει σ’ όλη την ομάδα G. 
5 Σ' ένα σύνολο Α θεωρούμε μια διμελή σχέση, που θα την συμβολίζουμε με ∼, και η οποία δεν είναι τίποτε 
άλλο παρά ένα υποσύνολο R του καρτεσιανού γινομένου Α×Α, δηλ. R ⊆A×A.. Θα λέμε τότε ότι το στοιχείο 
α∈Α πληροί τη σχέση R με το στοιχείο β∈Α εάν (α,β)∈R. Και θα γράφουμε α∼β. Εάν η διμελής αυτή σχέση 
ικανοποιεί τις τρεις παρακάτω ιδιότητες: 

1)  α∼α   ∀α∈Α   (αυτοπαθής) 

2)  εάν α∼β  ⇒  β∼α  (συμμετρική) 
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τέτοια χωρίζει την ομάδα σε υποσύνολα, που ονομάζονται κλάσεις συζυγίας  ή απλώς 
κλάσεις. Τα στοιχεία κάθε κλάσης είναι μεταξύ τους συζυγή. Δεν είναι όμως συζυγή τα 
στοιχεία που ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις.  

          Το ταυτοτικό στοιχείο κάθε ομάδας αποτελεί από μόνο του κλάση, διότι για κάθε 
στοιχείο Α ισχύει Α-1ΕΑ=Ε. Δεν μπορεί όμως το Ε να είναι συζυγές με οποιοδήποτε άλλο 
στοιχείο Α, διότι τότε θα υπήρχε ένα στοιχείο Ρ τέτοιο ώστε Α=Ρ-1ΕΡ, που είναι αδύνατο 
διότι θα είχαμε Α=Ε. Επίσης και κάθε άλλο στοιχείο αποτελεί από μόνο του κλάση εάν και 
μόνο εάν μετατίθεται με όλα τα άλλα στοιχεία. Έτσι σε μια αβελιανή ομάδα κάθε στοιχείο 
αποτελεί και κλάση. Πράγματι Ρ-1ΑΡ=Ρ-1ΡΑ=Α 

 

Παράδειγμα 1: Από την Γραμμική Άλγεβρα είναι γνωστό ότι σε κάθε τελεστή Τ, που δρα σ' 
ένα διανυσματικό χώρο V, αντιστοιχεί ένας πίνακας Τe, ως προς την βάση Βe={e1, e2,…, en}, 
που προκύπτει από την επίδραση του Τ πάνω στα βασικά διανύσματα e1, e2, …, en δηλ.: 

   Tei=T1ie1+ T2ie2+…+ Tnien 

Τα στοιχεία του πίνακα Τe είναι (Te)ij=Tij. Εάν θεωρήσουμε μια νέα βάση Βf={f1, f2,…, fn}, 
τότε στον τελεστή Τ, (που παραμένει ο ίδιος), αντιστοιχεί ένας νέος πίνακας Τf. Οι δυο 
πίνακες Τe και Τf, που αναπαριστούν τον ίδιο τελεστή Τ, αποδεικνύεται ότι συνδέονται 
μεταξύ τους με τη σχέση: 

   Τf=P-1TeP 

όπου Ρ ο πίνακας που συνδέει τις βάσεις Βe  και Βf δηλ. fi=Pei. 

 Οι πίνακες Τe και Tf σε σχέση με την επενέργεια του τελεστή Τ έχουν την ίδια δράση 
πάνω στα διανύσματα του χώρου V, (όταν αυτά παρασταθούν υπό μορφή στηλών ως προς 
τις αντίστοιχες βάσεις Be, Bf), και γι' αυτό ονομάζονται όμοιοι, (similar), και ανήκουν στην 
ίδια κλάση.     

 

Παράδειγμα 2:    Να βρεθούν οι κλάσεις της ομάδας C3ν.  

Μια κλάση {Ε} είναι αυτή που περιέχει μόνο το ουδέτερο στοιχείο Ε. Για να βρούμε 
τις υπόλοιπες κλάσεις εργαζόμαστε ως εξής: Διαλέγουμε ένα  στοιχείο, έστω το C3 και 
σχηματίζουμε τα γινόμενα P-1C3P, P∈ C3ν και έχουμε: 

                                                                                                                                                        
3)  εάν α∼β και β∼γ ⇒ α∼γ (μεταβατική) 

τότε η διμελής σχέση ∼ ονομάζεται σχέση ισοδυναμίας.  

Παραδείγματα: α) Η ισότητα Α=Β δυο στοιχείων ενός συνόλου Χ είναι σχέση ισοδυναμίας 

β) Έστω Χ το σύνολο των τριγώνων σ' ένα επίπεδο. Η σχέση "το τρίγωνο Α είναι όμοιο με το τρίγωνο Β" είναι 
σχέση ισοδυναμίας, της οποίας οι κλάσεις περιέχουν τρίγωνα που είναι όμοια μεταξύ τους. 

γ) Στο σύνολο Ζ των ακεραίων αριθμών η σχέση α∼β: η διαφορά α-β είναι άρτιος αριθμός είναι σχέση 
ισοδυναμίας, η οποία διαιρεί τους ακεραίους σε άρτιους και περιττούς.  

δ) Στο σύνολο Ν των φυσικών αριθμών η σχέση α=βmod(γ) με α,β∈Ν και γ συγκεκριμένος φυσικός αριθμός 
είναι σχέση ισοδυναμίας. Δηλ. όλοι οι φυσικοί αριθμοί, που αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρούνται με το γ 
είναι ισοδύναμοι. (Το ίδιο είναι να πούμε: όλοι οι φυσικοί αριθμοί, των οποίων η διαφορά α-β διαιρείται με τον 
γ). Οι κλάσεις ισοδυναμίας, στις οποίες διαιρείται το σύνολο των φυσικών αριθμών Ν για ένα συγκεκριμένο γ 
είναι: {kγ / k∈N}, {kγ+1 / k∈N}, {kγ+2 / k∈N}, ⋅⋅⋅, {kγ+γ-1 / k∈N}, 
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                          P=E                     E-1C3E = C3 

                           P=C3                    C3
-1C3C3 = C3 

                         P=C3
2                   (C3

2 )-1C3 C3
2 = (C3

2 )-1Ε= C3 

P=σ1                      σ1
-1C3σ1 = σ1C3σ1= σ2σ1= C3

2 

P= σ2                    σ2
-1C3σ2 = σ2C3σ2= σ3σ2= C3

2   

P= σ3                    σ3
-1C3σ3 = σ3C3σ3= σ1σ3= C3

2 

 

Η δεύτερη κλάση {C3, C3
2} περιλαμβάνει τα δυο στοιχεία C3, C3

2. Για να βρούμε την επόμενη 
κλάση διαλέγουμε ένα στοιχείο, που δεν ανήκει στις δυο προηγούμενες κλάσεις, έστω το σ1. 
Εργαζόμαστε όπως και πριν και βρίσκουμε την κλάση {σ1,σ2,σ3}. Επειδή εξαντλήθηκαν όλα 
τα στοιχεία της ομάδας C3ν  δεν υπάρχει άλλη κλάση. Άρα οι κλάσεις της ομάδας C3ν  είναι οι: 
{Ε}  { C3, C3

2} και {σ1, σ2, σ3}. Βλέπουμε ότι δεν υπάρχει μόνο μαθηματική ομοιότητα των 
στοιχείων μιας κλάσης αλλά και φυσική ομοιότητα. Δηλαδή οι τελεστές ανακλάσεως δεν 
αναμειγνύονται με τους τελεστές στροφής. Το ταυτοτικό στοιχείο προτιμά τη «μοναχική 
ζωή». 

 

Παράδειγμα 3 : Να βρεθούν οι κλάσεις της ομάδας C4v. 

Μια από τις κλάσεις είναι αυτή που περιέχει μόνο το ουδέτερο στοιχείο {Ε}. Για να 
βρούμε τις υπόλοιπες κλάσεις, διαλέγουμε ένα στοιχείο, έστω το C4 και σχηματίζουμε τα 
γινόμενα Ρ-1C4Ρ με Ρ∈C4v. Έχουμε: 

P=E  E-1C4E=C4 

P=C4  C4
-1C4C4

-=C4 

P=C4
2  (C4

2)-1C4C4
2=(C4

2)-1C4
3= C4

2C4
3=C4

  

P=C4
3  (C4

3)-1C4C4
3=(C4

3)-1Ε=C4 

P=mx  (mx)-1C4mx=(mx)-1σu=mxσv=C4 

P=my  (my)-1C4my=(my)-1σv=myσv=C4
3
 

P=σu  (σu)-1C4σu=(σu)-1my=σumy=C4
3

 

P=σv  (σv)-1C4σv=(σv)-1mx=σvmx=C4
3
 

Επομένως η κλάση που περιέχει το στοιχείο C4 είναι η {C4, C4
3}.  Στη συνέχεια θεωρούμε το 

επόμενο στοιχείο, που δεν ανήκει στις δυο κλάσεις {Ε}, {C4, C4
3}, που ήδη βρήκαμε, π.χ. το 

C4
2 και εργαζόμαστε με τον ίδιο τρόπο. Βρίσκουμε δε ότι η κλάση, στην οποία ανήκει το C4

2 
αποτελείται μόνο από αυτό το στοιχείο. Επομένως η τρίτη κλάση είναι η {C4

2}. Τέλος οι 
υπόλοιπες κλάσεις είναι: {mx, my}  και {σv, σu}. Τελικά για την ομάδα C4v οι κλάσεις είναι: 
{Ε}, {C4, C4

3}, {C4
2}, {mx, my}, {σv, σu}.  

 

Παρατήρηση 1: Εάν Η είναι μια υποομάδα της G και Α∈G τότε το σύνολο  

Η ′=ΑΗΑ-1={ ΑΗiΑ-1 / Ηi∈H }  

αποτελεί υποομάδα, η οποία ονομάζεται συζυγής υποομάδα της Η. Και η υποομάδα Η 
ονομάζεται συζυγής της Η′.  
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Ερώτημα: Εάν το στοιχείο Α αντικατασταθεί με άλλο στοιχείο Β, τότε η συζυγής υποομάδα 
Η ′=ΒΗΒ-1 ταυτίζεται με την Η′. (Απάντηση: όχι κατ’ ανάγκη) 

 

Παρατήρηση 2: Όταν τα στοιχεία μιας ομάδας είναι μετασχηματισμοί ενός φυσικού 
συστήματος, οι οποίοι παριστάνουν περιστροφές, αντιστροφές και ανακλάσεις ενός φυσικού 
συστήματος, τότε υπάρχουν κάποιοι απλοί κανόνες, οι οποίοι επιτρέπουν να καθορίσουμε τις 
κλάσεις της ομάδας χωρίς να χρειάζεται να εκτελέσουμε τις πράξεις για όλα τα στοιχεία. Οι 
κανόνες αυτοί είναι: 

1) Οι περιστροφές, που αναφέρονται σε διαφορετικές γωνίες, δεν πρέπει να ανήκουν στην 
ίδια κλάση. Και αυτό διότι όλα τα στοιχεία που ανήκουν σε μια κλάση μιας ομάδας έχουν την 
ίδια τάξη. Πράγματι εάν Α και Β ανήκουν στην ίδια κλάση, τότε θα ισχύει: Α=Ρ-1 ΒΡ. Εάν 
υποθέσουμε τώρα ότι η τάξη του στοιχείου Α είναι n δηλ. Αn=E, τότε  

Αn=(Ρ-1 ΒΡ)n=(Ρ-1ΒΡ) (Ρ-1ΒΡ)⋅⋅⋅ (Ρ-1ΒΡ)=Ρ-1BnΡ ⇒ Βn=PEP-1=E  

δηλ. και η τάξη του στοιχείου Β είναι n. Το αντίστροφο δεν ισχύει εν γένει. Έτσι οι 
περιστροφές C4, C4

2  της ομάδας μετασχηματισμών του τετραγώνου C4v ανήκουν σε 
διαφορετικές τάξεις αφού η τάξη του στοιχείου C4 είναι 4, (C4)4=Ε και η τάξη του C4

2 είναι 
2, (C4

2)2=Ε. Απεναντίας οι περιστροφές C4 και C4
3 αναφέρονται σε γωνίες π/2 και 3π/2. Η 

τελευταία όμως γωνία μπορεί να αντικατασταθεί με την γωνία -π/2, της οποίας το μέτρο 
συμπίπτει με το μέτρο της πρώτης. 

2) Οι περιστροφές γύρω από τον ίδιο άξονα και κατά την θετική ή αρνητική φορά 
ανήκουν στην ίδια κλάση εάν και μόνο εάν υπάρχει ένας μετασχηματισμός, στοιχείο της 
ομάδας, ο οποίος αντιστρέφει την διεύθυνση του άξονα ή μετατρέπει το δεξιόστροφο σύστημα 
αξόνων σε αριστερόστροφο ή αντίστροφα. Π.χ. οι περιστροφές C4 και C4

3 της ομάδας C4v 
ανήκουν στην ίδια κλάση, διότι μια ανάκλαση, (όπως η mx ή σu) αλλάζει το σύστημα 
συντεταγμένων. 

3) Οι περιστροφές κατά την ίδια γωνία αλλά γύρω από διαφορετικούς άξονες, ή 
ανακλάσεις ως προς δυο διαφορετικά επίπεδα, ανήκουν στην ίδια κλάση εάν και μόνο εάν οι 
δυο άξονες ή τα δυο επίπεδα μπορούν να έρθουν σε σύμπτωση από κάποιο στοιχείο της 
ομάδας. Π.χ. οι ανακλάσεις mx και my ανήκουν στην ίδια κλάση διότι ο άξονας 5-7 μπορεί να 
συμπέσει με τον άξονα 6-8 εφαρμόζοντας την περιστροφή C4, ενώ τα στοιχεία σu και mx δεν 
ανήκουν στην ίδια κλάση διότι δεν υπάρχει κανένα στοιχείο της ομάδας C4v που μπορεί να 
φέρει σε ταύτιση τον άξονα 1-3 και 5-7. 

 

1.7   Συσύνολα  

          Έστω μια υποομάδα Η={Η1=Ε, Η2, …, Ηh } τάξης h μιας ομάδας G  τάξης g και Χ ένα 
τυχαίο στοιχείο της G. Κατασκευάζουμε τώρα όλα τα γινόμενα: ΧΕ, ΧΗ2, … των οποίων το 
σύνολο συμβολίζουμε με ΧΗ:  

                       ΧΗ={ΧΕ, ΧΗ2,…, ΧΗh }  

Διακρίνουμε τώρα δυο περιπτώσεις: το Χ να ανήκει στο Η ή όχι.  

α) Εάν το Χ ανήκει στο Η τότε το σύνολο ΧΗ ταυτίζεται με την υποομάδα Η. 
Προφανώς το ΧΗ είναι μια ανακατάταξη των στοιχείων της Η.  
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β) Εάν τώρα το Χ δεν ανήκει στην Η, τότε κανένα στοιχείο της ΧΗ δεν ανήκει στο 
Η, διότι σε αντίθετη περίπτωση θα υπάρχει ένα στοιχείο Ηi  της Η τέτοιο ώστε το ΧΗi∈Η. 
Όμως επειδή το Ηi

-1∈Η, το γινόμενο (ΧΗi)Ηi
-1 =Χ θα ανήκει στην Η, όπερ άτοπο.  

Επομένως τα σύνολα Η και ΧΗ είναι ξένα μεταξύ τους.  Στην περίπτωση αυτή το 
σύνολο ΧΗ ονομάζεται αριστερό συσύνολο της Η ως προς Χ. Όμοια μπορούμε να 
ορίσουμε και τα δεξιά συσύνολα. Εάν ΧΗ=ΗΧ τότε μιλάμε απλά για συσύνολο.      

 
Παράδειγμα 1:  Έστω η ομάδα C3ν, η οποία έχει τις εξής υποομάδες:  

H0={E,C3,C3
2},  H1={E,σ1},  H2={E,σ2},  H3={E,σ3} 

α) Θεωρούμε την υποομάδα  Η0 ={E,C3,C3
2}. Τότε  

σ1Η0 ={σ1Ε, σ1C3, σ1C3
2} ={σ1, σ2, σ3} 

σ2Η0={σ2E, σ2C3, σ2C3
2}={σ2, σ3, σ1} 

σ3Η0={ σ3E, σ3C3, σ3C3
2} ={σ3, σ1, σ2} 

Όμοια βρίσκουμε Η0σ1 ={Eσ1, C3σ1, C3
2σ1} ={σ1, σ3, σ2} κ.τ.λ.  

Επομένως υπάρχει ένα μόνο συσύνολο.  

β) Θεωρούμε την υποομάδα  Η1={E,σ1}. Τότε  

C3Η1={C3E, C3σ1}={C3, σ3}   Η1C3={EC3, σ1C3}={C3, σ2} 

C3
2Η1 ={C3

2E, C3
2σ1}={C3

2, σ2}  H1C3
2={EC3

2, σ1C3
2}={C3

2, σ3} 

σ2Η1={σ2E, σ2σ1}={σ2, C3
2}   H1σ2={Eσ2, σ1σ2}={σ2, C3} 

σ3Η1={σ3E, σ3σ1}={σ3, C3}   H1σ3={Eσ3, σ1σ3}={σ3, C3
2} 

Για την υποομάδα Η1={E,σ1} υπάρχουν 2 αριστερά συσύνολα: {C3, σ3}, {C3
2, σ2} και 2 

δεξιά:  {C3, σ2}, ,  {C3
2, σ3}  

γ) Θεωρούμε την υποομάδα  Η2={E,σ2}. Τότε  

C3Η2={ C3E, C3σ2}={C3, σ1} 

C3
2Η2={ C3

2E, C3
2σ2}={C3

2, σ3} 

σ1Η2={ σ1E, σ1σ2}={σ1, C3} 

σ3Η2={ σ3E, σ3σ2}={σ3, C3
2} 

Για την υποομάδα Η2={E,σ2} υπάρχουν 2 αριστερά συσύνολα:  {C3, σ1}, {C3
2, σ3} και 

εύκολα επίσης προκύπτει ότι υπάρχουν 2 δεξιά συσύνολα:{C3
2, σ1}, {C3, σ3},  

δ) Θεωρούμε την υποομάδα  Η3={E,σ3}. Τότε  

C3Η3={C3E, C3σ3}={C3, σ2} 

C3
2Η3 ={C3

2E, C3
2σ3}={C3

2, σ1} 

σ1Η3={σ1E, σ1σ3}={σ1, C3
2} 

σ2Η3 ={σ2E, σ2σ3}={σ2, C3} 

Για την υποομάδα Η3={E,σ3} υπάρχουν 2 αριστερά συσύνολα: {C3, σ2}, , {C3
2, σ1} , όπως 

επίσης και 2 δεξιά συσύνολα: {C3, σ1},  {C3
2, σ2}  
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Παράδειγμα 2: Η ομάδα C4ν  έχει τις εξής υποομάδες:  

Η0={E, C4
, C4

2, C4
3}, Η1={E, C4

2, mx, my}, Η2={E, C4
2, σu, σv},  Η3={Ε, σu}, Η4={Ε, σv}, 

Η5={E, mx}, Η6= {E, my} 

α) Θεωρούμε την υποομάδα Η0={E, C4
, C4

2, C4
3}. Τότε  

mxΗ0={mxE, mxC4, mxC4
2, mxC4

3}={mx, σv, my, σu} 

myΗ0={myE, myC4, myC4
2, myC4

3}={my, σu, mx, σv} 

σuΗ0={σuE, σuC4, σuC4
2, σuC4

3}={σu, mx, σv, my} 

σvΗ0={σvE, σvC4, σvC4
2, σvC4

3}={σv, my, σu, my} 

Για την υποομάδα Η0={E, C4
, C4

2, C4
3} υπάρχει ένα μόνο αριστερό συσύνολο: {mx, my, σu, 

σv} 

β) Θεωρούμε την υποομάδα  Η1= {E, C4
2, mx, my}. Τότε  

C4Η1={C4Ε, C4C4
2, C4mx, C4my}={C4, C4

3, σu, σv} 

C4
3Η1={C4

3Ε, C4
3C4

2, C4
3mx, C4

3my}={C4
3, C4, σv, σu} 

σu Η={σuΕ, σuC4
2, σumx, σu my}={σu, σv, C4, C4

3} 

σv Η1={σvΕ, σvC4
2, σvmx, σv my}={σv, σu, C4

3, C4} 

Για την υποομάδα Η1= {E, C4
2, mx, my} υπάρχει ένα μόνο αριστερό συσύνολο: {C4, C4

3, σu, 
σv} 

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και τα υπόλοιπα συσύνολα. 

 

Παρατήρηση 1: Ένα συσύνολο ΧΗ με Χ∉Η δεν μπορεί να είναι υποομάδα, διότι προφανώς 
δεν περιέχει το ουδέτερο στοιχείο Ε. Πράγματι εάν ΧΗi=E τότε X=Hi

-1. Επειδή όμως Ηi
-1∈H 

τότε και το Χ∈Η, όπερ άτοπο. 

 

Θεώρημα 1: Δύο συσύνολα ΧΗ, ΥΗ ή ταυτίζονται ή δεν έχουν κανένα κοινό στοιχείο. 

Απόδειξη: Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις: 

α) Εάν Υ∉ΧΗ, τότε ΧΗ∩ΥΗ=∅. 

Πράγματι αν υπήρχαν στοιχεία ΧHi =YHj τότε Υ= ΧΗiHj
-1  ⇒ Υ∈ΧΗ πράγμα άτοπο. 

β) Εάν Υ∈ΧΗ τότε ΧΗ=ΥΗ 

Πράγματι τότε υπάρχει στοιχείο Hi∈Η τέτοιο ώστε Υ=ΧHi  (1) ⇒ Χ=ΥHi
-1  (2). 'Αρα 

(1) ⇒ ΥΗ=ΧHiΗ ⇒ ΥΗ⊂ΧΗ και (2) ⇒ ΧΗ= ΥHi
-1Η ⇒ ΧΗ⊂ΥΗ. Τελικά ΧΗ=ΥΗ 

Άλλος τρόπος: Εάν Υ∈ΧΗ  τότε υπάρχουν δυο στοιχεία Hi, Hj τέτοια ώστε XHi=YHj ⇒  

Y-1X=HjHi
-1 δηλ. το στοιχείο Y-1X είναι ένα στοιχείο της υποομάδας Η και επομένως το 

σύνολο Υ-1ΧΗ συμπίπτει με την Η: Υ-1ΧΗ=Η ⇒ ΧΗ=ΥΗ. 

Εάν τώρα δεν υπάρχουν στοιχεία Hi,Hj∈H  ώστε να ισχύει η σχέση XHi=YHj τότε τα 
συσύνολα έχουν τομή το κενό σύνολο. 
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Θεώρημα 2 (Lagrange): Εάν το Η είναι μια υποομάδα τάξης h της ομάδας G τάξης g, τότε 
το g είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του h και ο ακέραιος g/h ονομάζεται δείκτης της Η ως 
προς την G.. Επίσης η τάξη κάθε στοιχείου Α της G είναι διαιρέτης της τάξης g της ομάδας.  

Απόδειξη: Έστω Η υποομάδα Η={Α1=Ε, Α2, Α3,⋅⋅⋅,Αh} με h<g. Υπάρχει συνεπώς ένα 
στοιχείο Χ∈G και δεν ανήκει στην Η. Κατασκευάζουμε τότε το συσύνολο: 

ΧΗ={ΧΑ1, ΧΑ2, ΧΑ3,⋅⋅⋅,ΧΑh} 

το οποίο δεν έχει κανένα κοινό στοιχείο με την υποομάδα Η. Άρα η ομάδα G έχει 
τουλάχιστον 2h σε πλήθος στοιχεία: h στοιχεία από την υποομάδα Η και h στοιχεία από το 
συσύνολο ΧΗ. Αν τώρα g=2h η απόδειξη τελείωσε. Εάν 2h<g, υπάρχει στοιχείο Υ∈G τέτοιο 
ώστε Υ∉Η, Υ∉ΧΗ. Κατασκευάζουμε τώρα το συσύνολο 

ΥΗ={ΥΑ1, ΥΑ2, ΥΑ3,⋅⋅⋅,ΥΑh} 

Επειδή ΧΗ∩ΥΗ=∅ τότε θα είναι g=3h ή υπάρχει Ζ∈G , Ζ∉Η, Ζ∉ΥΗ, Ζ∉ΧΗ  

Η διαδικασία όμως αυτή δεν μπορεί να συνεχιστεί επ' άπειρον καθ΄όσον 

  {Η}∪{ΧΗ}∪{ΥΗ}∪⋅⋅⋅=G  

και η τάξη της G είναι πεπερασμένη. Συνεπώς υπάρχει θετικός ακέραιος k τέτοιος ώστε kh=g 
⇒ k=g/h=ακέραιος.  

Εάν η τάξη ενός στοιχείου Α είναι n, τότε το σύνολο {Α, Α2, Α3, ⋅⋅⋅, Αn=E} αποτελεί 
υποομάδα, όπως είδαμε στο παράδειγμα 1 της παραγράφου 1.3, Επομένως το n θα διαιρεί το 
g.  

 

1.8   Κανονική υποομάδα και ομάδα πηλίκο.  

          Εάν τα αριστερά και δεξιά συσύνολα μιας υποομάδας Η ως προς όλα  τα στοιχεία 
Χ∈G συμπίπτουν, τότε η Η ονομάζεται κανονική υποομάδα ή αναλλοίωτη υποομάδα της 
G,(normal, invariant) δηλ. θα έχουμε: 

                        ΧΗ=ΗΧ   ⇒   Η=Χ-1ΗΧ   ∀Χ∈G  

ή ισοδύναμα κάθε στοιχείο του ΧΗ θα ισούται με κάποιο στοιχείο  του  ΗΧ,  δηλ.  

ΧΗi =ΗjΧ  ⇒  Χ-1Ηj Χ=Ηi     1≤i,j≤h  

Αλλά η σχέση αυτή είναι η σχέση συζυγίας μεταξύ των στοιχείων Ηi  και Ηj και δείχνει ότι 
εάν ένα στοιχείο Ηi ανήκει σε μια κανονική υποομάδα Η της G,  τότε όλα τα στοιχεία τα 
συζυγή του Ηi ανήκουν και αυτά στην υποομάδα Η. Τα παραπάνω συχνά  διατυπώνονται  
λέγοντας ότι μια κανονική υποομάδα  αποτελείται από κλάσεις. Το αντίστροφο επίσης 
αληθεύει, δηλ. εάν μια υποομάδα αποτελείται  από κλάσεις, τότε είναι κανονική.  

 Επίσης η σχέση Η=Χ-1ΗΧ   ∀Χ∈G δικαιολογεί την έκφραση αναλλοίωτη υποομάδα, 
με την έννοια ότι η υποομάδα Η παραμένει αναλλοίωτη ως προς τους μετασχηματισμούς 
ομοιότητας. 

 Για την ομάδα C4ν η υποομάδα {Ε, C4
2, mx, my}είναι κανονική, ενώ η υποομάδα {Ε, 

mx} δεν είναι. (Υπάρχουν άλλες κανονικές υποομάδες;(6 ). Να βρεθούν οι κανονικές 
υποομάδες της ομάδας C3ν.  

                                                 
(6 Μια άλλη κανονική υποομάδα είναι η {Ε, C4

2, σv, σu} 
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 Κάθε ομάδα G έχει τουλάχιστον δυο τετριμένες κανονικές υποομάδες την {Ε} και 
την G. 

 Μία ομάδα ονομάζεται απλή, (simple), όταν περιέχει μόνο τις τετριμμένες κανονικές 
υποομάδες και ημιαπλή, (semi-simple), εάν περιέχει κανονική υποομάδα που δεν είναι 
αβελιανή. 

 

Παρατήρηση 1: Έστω τώρα μια κανονική υποομάδα Η της G. Σχηματίζουμε τα δυνατά 
συσύνολα: 

  Κi=ΧiH=HΧi    όπου  Xi∈G, Xi∉H, i=1,2,3,⋅⋅⋅,k 

Τα απαραίτητα για τον σκοπό αυτό στοιχεία Χi της G διαλέγονται σύμφωνα με το θεώρημα 
του Lagrange. Εάν η υποομάδα Η έχει h στοιχεία και k είναι το πλήθος των συσυνόλων ΧiH, 
i=1,⋅⋅⋅,k, τότε η ομάδα G, σαν σύνολο, μπορεί να θεωρηθεί σαν ένωση της Η και των 

συσυνόλων ΧiH, δηλ.  G=H
k

i
i 1

X
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

HU U  και θα έχουμε: kh+h=g ⇒ k=g/h-1 και επομένως  

από την υποομάδα Η τάξης h μπορούμε να κατασκευάσουμε k=g/h-1 σε πλήθος συσύνολα. 

 

          Εάν Η είναι μια κανονική υποομάδα της G, τότε το σύνολο όλων των συσυνόλων της 
Η αποτελεί ομάδα με πράξη εσωτερικής συνθέσεως τον πολλαπλασιασμό συσυνόλων, που 
ορίζεται ως εξής: εάν ΧΗ και ΥΗ δυο συσύνολα, ορίζουμε σαν γινόμενο αυτών το συσύνολο 
ΖΗ όπου Ζ=ΧΥ (7. Αποδεικνύεται ότι το ίδιο συσύνολο παίρνουμε εάν πολλαπλασιάσουμε 
κάθε στοιχείο του πρώτου συσυνόλου ΧΗ με κάθε  στοιχείο  του δεύτερου συσυνόλου ΥΗ. 
Η ομάδα αυτή των συσυνόλων ονομάζεται ομάδα πηλίκο  ή παραγοντική ομάδα και 
συμβολίζεται με  

                                      R=G/H  

(ο συμβολισμός είναι επηρεασμένος από το ότι k+1=g/h) 

Εάν g είναι η τάξη της G και h η τάξη της Η, τότε η τάξη της R είναι g/h  δηλ. ο δείκτης της 
Η ως προς την G.  

 
Παράδειγμα 1: Θα εφαρμόσουμε τα παραπάνω στην περίπτωση που G=C3ν και 
H={E,C3,C3

2)}. Επειδή k=g/h -1=6/3 -1=1, υπάρχει μόνο ένα συσύνολο της Η. Επομένως ένα 
στοιχείο αρκεί για να γεννήσει το συσύνολο αυτό. Σαν τέτοιο διαλέγουμε το Χ1=σ1, και το 
συσύνολο είναι το  Κ1=Χ1Η=σ1Η={σ1Ε, σ1C3, σ1C3

2}={σ1,σ2,σ3}. 

Το γινόμενο τώρα του Κ1 με τον εαυτό του είναι  

Κ1Κ1=Κ11={σ1
2, σ1σ2, σ1σ3, σ2σ1, σ2

2, σ2σ3, σ3σ1, σ3σ2, σ3
2}⇒ 

Κ11={E,C3,C3
2)}.   Δηλ. Κ11=Η   ή Κ1Κ1=Η 

 Στο παράδειγμα αυτό, όπου G=C3ν και H={E,C3,C3
2)}, η ομάδα πηλίκο έχει δυο 

στοιχεία: το στοιχείο Κ1 και το στοιχείο H. Ο πίνακας πολλαπλασιασμού είναι: 

 

                                                 
(7 Το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας  είναι το ΕΗ=Η 
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 Η Κ1

Η Η Κ1

Κ1 Κ1 Η

 

αφού Κ1H=HK1=K1,   K1K1=H,   HH=H.  Το Η προφανώς είναι το ουδέτερο στοιχείο. 

 

Παράδειγμα 2: Θεωρούμε την ομάδα G=R1 των πραγματικών αριθμών με νόμο εσωτερικής 
συνθέσεως την πρόσθεση, όπως και την υποομάδα Ζ των ακεραίων αριθμών. Τα συσύνολα 
που παράγονται από την υποομάδα Ζ είναι της μορφής: xZ={x+k / k∈ Z  και x∈ R1. Η 
υποομάδα Ζ προφανώς είναι κανονική διότι xZ=Zx ∀x∈R1. Σκοπός μας τώρα είναι να 
βρούμε την ομάδα πηλίκο  R=R1/Z  και ποια είναι η γεωμετρική της ερμηνεία. Θεωρούμε την 
μοναδιαία περιφέρεια S1 και την απεικόνιση  ρ : R1 → S1 η οποία ορίζεται από την σχέση: ρ : 
x → ρ(x)≡e2πix . Η απεικόνιση ρ είναι συνεχής αλλά όχι αμφιμονοσήμαντη, διότι ρ(x+k)=ρ(x) 
με k∈Z.  Όμως την περιφέρεια S1 μπορούμε να την δούμε σαν ομάδα ως εξής: Θεωρούμε δυο 
σημεία Ρ1 και Ρ2, τα οποία μπορούν αλγεβρικά να ορισθούν από τις σχέσεις:  

1 2i i
1 2P e , P eθ θ= = . Ορίζουμε σαν γινόμενο των δυο αυτών σημείων το σημείο 

31 2 ii i
3 1 2P P P e e e θθ θ= = =  με θ3=θ1+θ2   εάν  θ1+θ2 ≤2π  ή  θ3=θ1+θ2-2π  εάν  θ1+θ2 >2π. 

Μπορούμε τώρα να δούμε την απεικόνιση ρ σαν απεικόνιση μεταξύ των δυο ομάδων, της R1 
και της S1. Ο πυρήνας της ρ  Ker(ρ), που ορίζεται από την σχέση: Ker(ρ)={x∈R1 / ρ(x)=1}, 
αποτελείται από την υποομάδα Ζ  των ακεραίων αριθμών. Επομένως η  περιφέρεια S1 είναι 
ισομορφική(8, με την ομάδα πηλίκο R=R1/Z  και μπορούμε να πούμε ότι η ομάδα πηλίκο 
R=R1/Z παριστάνει την μοναδιαία περιφέρεια. Δηλαδή κάθε σημείο της περιφέρειας S1 

παριστάνει ένα συσύνολο το θΖ όπου θ το όρισμα του σημείου. 

 

Παράδειγμα 3: Ας θεωρήσουμε το σύνολο Ε3  όλων των γραμμικών μετασχηματισμών των 
διανυσμάτων του Ευκλείδειου χώρου R3, που αφήνουν το μήκος των διανυσμάτων 
αμετάβλητο. Προφανώς οι μετασχηματισμοί αυτοί είναι οι μετατοπίσεις Τ(v), (με 
Τ(v)u=u+v) και οι περιστροφές R(α,β,γ), (όπου α,β,γ οι γωνίες του Euler). Το σύνολο αυτό 
αποτελεί ομάδα με νόμο εσωτερικής συνθέσεως την σύνθεση των μετασχηματισμών και 
ονομάζεται Ευκλείδεια ομάδα. Αποδεικνύεται ότι: 

1)  το σύνολο των μετατοπίσεων Τ(v) αποτελεί κανονική υποομάδα της Ε3 

2)  η ομάδα πηλίκο R=Ε3/Τ(v) είναι η υποομάδα των περιστροφών δηλ. R=Ε3/Τ(v)= 
R(α,β,γ). (Ακριβέστερα η ομάδα πηλίκο R=Ε3/Τ(v) είναι ισομορφική προς την υποομάδα 
R(α,β,γ) 

 

1.9   Ευθύ γινόμενο ομάδων.  

          Θεωρούμε μια ομάδα G και δυο υποομάδες της, Η και Κ, τάξης h και k αντίστοιχα, 
δηλ   Η={Η1=Ε, Η2, …,Ηh}    K={K1=Ε, K2, …,Kk}                                      

                                                 
(8 Ο ορισμός των ισομορφικών  ομάδων δίνεται παρακάτω στην παράγραφο 1.10. 
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Ορίζουμε σαν ευθύ γινόμενο αυτών των δυο ομάδων την ομάδα F τάξης  f=hk 
αποτελούμενη από στοιχεία που προκύπτουν από τα γινόμενα των ομάδων Η και Κ με τους 
περιορισμούς:  

    1)    οι ομάδες Η και Κ να μην έχουν κοινά στοιχεία εκτός από το ταυτοτικό στοιχείο Ε, 
δηλ. Η∩Κ={Ε}.  

    2)    κάθε στοιχείο του Η μετατίθεται με κάθε στοιχείο του Κ.  

Το ευθύ γινόμενο F των ομάδων Η και Κ συμβολίζεται με:  

  F=H×K={E, EK2, EK3, …, Ekk, H2K2, …,HhKk}                                                  

Προφανώς και οι δυο ομάδες Η και Κ είναι κανονικές υποομάδες της F, (λόγω του 
περιορισμού 2). Επίσης παρατηρούμε ότι κάθε στοιχείο Γ της ομάδας F γράφεται κατά 
μοναδικό τρόπο σαν γινόμενο δυο στοιχείων Γ=ΗμΚν όπου Ημ∈Η και Κλ∈Κ.  

Το ευθύ γινόμενο είναι η πιο απλή μέθοδος για να διευρύνουμε μια ομάδα και βρίσκει 
μεγάλη εφαρμογή στη μελέτη των συμμετριών των φυσικών συστημάτων, όπως ατόμων, 
μορίων, κρυστάλλων, πυρήνων, και στοιχειωδών σωματίων. Π.χ. ας υποθέσουμε ότι H είναι 
μια ομάδα συμμετρίας ενός συστήματος αποτελούμενη μόνο από γνήσιες περιστροφές. 
Αργότερα ανακαλύπτουμε ότι η ανάκλαση J είναι επίσης ένας μετασχηματισμός συμμετρίας 
του συστήματος. Η ανάκλαση J μαζί με το ταυτοτικό στοιχείο Ε αποτελούν ομάδα τάξης 2, 
K={Ε,J}. Επειδή η ανάκλαση μετατίθεται με όλες τις περιστροφές, μπορούμε να πάρουμε το 
ευθύ γινόμενο της H με την K και να προκύψει έτσι μια μεγαλύτερη ομάδα συμμετρίας η 
H×K.  

 

Παρατήρηση 1: Η έννοια του ευθέως γινομένου δυο υποομάδων μπορεί να επεκταθεί στην 
περίπτωση δυο ομάδων (Η,*), (Κ,°), που δεν είναι υποομάδες της αυτής ομάδας. Ορίζουμε 
τότε το καρτεσιανό γινόμενο F=H×K  με στοιχεία F=(A,B) όπου A∈H και B∈K και μια 
εσωτερική πράξη, που θα την συμβολίζουμε με • επί του F ως εξής: 

  (∀F1=(A1,B1), F2=(A2,B2)∈F)[F1•F2≡(A1*A2, B1°B2)] 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι το ζεύγος (F,•) αποτελεί ομάδα, που ονομάζεται ευθύ γινόμενο 
των ομάδων Η και Κ.     

 

Παράδειγμα 1: Η ομάδα Η αποτελείται από τους πίνακες Ε=
1 0
0 1
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  και σx=

0 1
1 0
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  (9 και η 

ομάδα Κ αποτελείται από τους πίνακες Ε=
1 0
0 1
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ και Ι=

−
−

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 0
0 1

(10. Θα βρούμε την ομάδα 

Κ×Η δηλαδή το ευθύ γινόμενο αυτών.  

 Πρώτα θα ελέγξουμε εάν τα σύνολα Η και Κ αποτελούν ομάδες. Παρατηρούμε ότι 
σxΕ= Εσx =σx και σx

2=Ε. Άρα τα στοιχεία Ε και σx αποτελούν ομάδα. Επίσης ΕΙ=Ι, IΕ=Ε και 
Ι2=Ε, δηλαδή τα στοιχεία  Ε και Ι αποτελούν μια άλλη ομάδα. Επίσης οι ομάδες Κ και H 
έχουν μόνο το Ε κοινό στοιχείο.  

                                                 
(9 Ο πίνακας σx παριστάνει συμμετρία ως προς την πρώτη διχοτόμο.  
(10 Ο πίνακας Ι παριστάνει αντιστροφή.  
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Επιπλέον σxΙ=Ισx=
0 1
1 0

−
−
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥=J(11, δηλαδή ισχύουν όλες οι προϋποθέσεις για το σχηματισμό 

της ομάδας Κ×Η. Εκτελώντας τα απαραίτητα γινόμενα βρίσκουμε ότι η ομάδα Κ×Η περιέχει 
τα στοιχεία  

F=K×H={E, σx, Ι, J}  
Το ευθύ γινόμενο ομάδων χρησιμοποιείται συχνά για τη διάσπαση μεγάλων συμμετριών σε 
μικρότερες.  

 

Παράδειγμα 2: Εάν Η={Ε, mx} και Κ={Ε, my} οι δυο υποομάδες της ομάδας C4ν, τότε θα 
έχουμε:  K×H={Ε, C4

2, mx, my}. 

 

1.10  Ισομορφισμός και ομομορφισμός ομάδων  

          Ο  πολλαπλασιαστικός πίνακας μιας ομάδας, όπως ο πίνακας των συμμετριών του 
τετραγώνου, χαρακτηρίζει πλήρως την ομάδα και περιέχει όλες τις πληροφορίες τις σχετικές 
με την αναλυτική δομή της ομάδας. Όλες οι ομάδες, που έχουν όμοιους πολλαπλασιαστικούς 
πίνακες, έχουν την ίδια δομή. Οι ομάδες αυτές λέγονται ισομορφικές. Έτσι εάν G={Ε, Α, Β, 
C, …} και  G ′={E′,  A′,  B′,  C′, …} είναι δυο ομάδες της ίδιας τάξεως  g,  με αντίστοιχες 
εσωτερικές πράξεις * και °, και  υπάρχει  μια  αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση: 

                               f: G  →G ′   

(που αναγκαστικά θα είναι και επί), με την ιδιότητα να διατηρεί τις πράξεις δηλ.  

                          (∀A,B∈G)[f(A*B)=f(A)°f(B)] 

τότε οι ομάδες G και G ′ είναι ισομορφικές και η απεικόνιση f λέγεται ισομορφισμός. Ο 
πολλαπλασιαστικός πίνακας της G ′ μπορεί να  προκύψει  από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα 
της G αντικαθιστώντας τα στοιχεία της G με τα αντίστοιχα στοιχεία της G ′.  

          Σαν παράδειγμα μπορούμε να δούμε ότι η ομάδα {1, i,  -1,  -i}  είναι ισομορφική προς 
την ομάδα των περιστροφών {E, C4, C4

2. C4
3 } του τετραγώνου εάν σαν ισοφορφισμό 

θεωρήσουμε την αντιστοιχία:  

             1 → E,    -i → C4 ,    -1 →  C4
2,  i →  C4

3   

Αυτό μας κάνει να σκεφθούμε ότι το σύνολο των αριθμών {1, -1, i, -i} παριστούν 
περιστροφές. Πράγματι οι μιγαδικοί αριθμοί της μορφής eiθ=cosθ+isinθ  ως γνωστόν 
παριστούν περιστροφές στο μιγαδικό επίπεδο κατά γωνία θ. Έτσι:  

1) για θ=0 έχουμε τον αριθμό 1 που μπορούμε να τον αντιστοιχήσουμε στο ταυτοτικό 
στοιχείο Ε 

2) για θ=-π/2 έχουμε τον αριθμό -i που μπορούμε να τον αντιστοιχήσουμε στο στοιχείο 
C4 

3) για θ=-π έχουμε τον αριθμό -1 που μπορούμε να τον αντιστοιχήσουμε στο στοιχείο 
C4

2 

                                                 
(11 Ο πίνακας J παριστάνει συμμετρία ως προς την δεύτερη διχοτόμο. 
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4) για θ=-3π/2 έχουμε τον αριθμό i που μπορούμε να τον αντιστοιχήσουμε στο στοιχείο 
C4

3 

 

Εάν η απεικόνιση f δεν είναι αμφιμονοσήμαντη, αλλά διατηρεί τις πράξεις,  τότε οι ομάδες G 
και G ′ λέγονται ομομορφικές και η απεικόνιση f ομομορφισμός. Στην περίπτωση αυτή οι 
δυο ομάδες δεν μπορεί να είναι της ίδιας τάξεως. Παράδειγμα ομομορφικών ομάδων είναι η 
ομάδα G  και η ομάδα πηλίκο R=G/H. 

 

1.11  Οι ομάδες των μεταθέσεων  

          Οι ομάδες αυτές έχουν μεγάλο ενδιαφέρον για την Kβαντομηχανική και ιδίως για την 
περίπτωση των ταυτοτικών σωματίων. Ας θεωρήσουμε ένα σύστημα αποτελούμενο από n 
ταυτοτικά αντικείμενα. Εάν εναλλάξουμε την θέση οποιωνδήποτε δυο ή περισσοτέρων από 
αυτά τα αντικείμενα, η κατάσταση που θα δημιουργηθεί δεν θα διακρίνεται από την αρχική. 
Μπορούμε να θεωρήσουμε κάθε τέτοια εναλλαγή, μετάθεση, σαν ένα μετασχηματισμό του 
συστήματος. Tο σύνολο αυτό των μετασχηματισμών αποτελεί ομάδα, της οποίας η τάξη 
είναι n!, εφ' όσον όλες οι μεταθέσεις n αντικειμένων είναι n!. Η ομάδα αυτή ονομάζεται 
ομάδα μεταθέσεων, (permutation group), n αντικειμένων ή συμμετρική ομάδα βαθμού n 
και συμβολίζεται με Sn.  

          Εάν το σύνολο αποτελείται από τρία αντικείμενα, τότε οι 3!=6 δυνατές μεταθέσεις 
είναι:  

              E=
1 2 3
1 2 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   A=

1 2 3
2 3 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   B=

1 2 3
3 1 2
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

  C=
1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   D=

1 2 3
3 2 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   F=

1 2 3
1 3 2
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   (1) 

Π.χ. η μετάθεση Α είναι ένας μετασχηματισμός: 

 

 

 

 

κατά τον οποίον  το αντικείμενο που είναι στη θέση 1 πηγαίνει στη θέση 2, το αντικείμενο 
που είναι στη θέση 2 πηγαίνει στη θέση 3 και το αντικείμενο που είναι στη θέση 3 πηγαίνει 
στη θέση 1. 

Οι δείκτες 1,2,3 αναφέρονται στις θέσεις των τριών αντικειμένων παρά στα ίδια τα 
αντικείμενα. Το σύστημα έχει πιθανές "καταστάσεις", που τις συμβολίζουμε με: 

  Ψ1=(1 2 3)  Ψ2=(2 3 1) Ψ3=(3 1 2) 

  Ψ4=(2 1 3) Ψ5=(3 2 1) Ψ6=(1 3 2) 

πάνω στις οποίες μπορούν να επιδράσουν οι "πράξεις"  (1) των μεταθέσεων. Π.χ. 

  ΑΨ1=
1 2 3
2 3 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ (1 2 3)=(3 1 2)=Ψ3 

A: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3
2
1

             
3
2
1
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  CΨ2=
1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ (2 3 1)=(3 2 1)=Ψ5 

Σε κάθε μετάθεση μόνο η κατακόρυφη θέση έχει σημασία και όχι η οριζόντια. Π.χ. οι 

μεταθέσεις 
1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  και  

3 1 2
3 2 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  ταυτίζονται. 

 

Υπάρχουν δυο τρόποι για να υπολογίσουμε την σύνθεση δυο μεταθέσεων. Ο πρώτος 
τρόπος στηρίζεται στην μαθηματική έννοια της συνθέσεως και έχει ως εξής:  

Έστω ένα πεπερασμένο σύνολο Μ={α1, α2, ⋅⋅⋅,αn}. και Β= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
βββ
αα

n21

n21α
L

L
, Γ=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γγγ
αα

n21

n21α
L

L
 δυο μεταθέσεις των στοιχείων του Μ. Οι μεταθέσεις αυτές είναι 

αμφιμονοσήμαντες και επί απεικονίσεις του Μ → Μ, δηλ. 

  Β: M → M B: αi a B(αi)=βi 

 Γ: M → M Γ: αj a Γ(αj)=γj 

Εφαρμόζοντας τον ορισμό της σύνθεσης δυο απεικονίσεων για τις μεταθέσεις έχουμε: 

ΓoΒ: M → M 

ΓoΒ: αi a  (ΓoΒ)(αi)=Γ(Β(αi))=Γ(βi)=δj  

όπου το δj είναι ένα από τα γj, δηλ.  

  ΓoΒ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δδδ
αα

n21

n21α
L

L
 

Στην πράξη αναδιατάσσουμε τα στοιχεία της πρώτης γραμμής του πρώτου παράγοντα, δηλ. 
της Γ έτσι ώστε η γραμμή αυτή να ταυτιστεί με την δεύτερη γραμμή του δεύτερου 
παράγοντα, δηλ, της Β και έχουμε: 

 

Γ°Β= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γγγ
αα

n21

n21α
L

L
° ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
βββ
αα

n21

n21α
L

L
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δδδ
ββ

n21

n21β
L

L
° ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
βββ
αα

n21

n21α
L

L
 = 

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δδδ
αα

n21

n21α
L

L
 

 

Παράδειγμα 1: Έστω Β=
1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  και Γ=

1 2 3
2 3 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  τότε 

ΓoΒ=
1 2 3
2 3 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ °

1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
123
312
°

1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
123
321
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Παράδειγμα 2: Έστω Γ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
162345
654321

 και Β= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
163542
654321

 τότε 

Γ oΒ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
162345
654321

° ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
163542
654321

= 

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
513624
163542
° ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
163542
654321

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
513624
654321

 

 
Ο δεύτερος τρόπος ακολουθεί τα παραπάνω βήματα αλλά με την αντίθετη σειρά και είναι 
αυτός ο τρόπος που ακολουθείται στα φυσικά προβλήματα και που ακολουθήσαμε για την 
περίπτωση της ομάδας S3. Συγκεκριμένα αναδιατάσσουμε τα στοιχεία της πρώτης γραμμής 
του δεύτερου παράγοντα, δηλ. της Β έτσι ώστε η γραμμή αυτή να ταυτιστεί με την δεύτερη 
γραμμή του πρώτου παράγοντα, δηλ, της Γ. Έτσι η σύνθεση των μεταθέσεων Β και Γ του 
παραδείγματος 1 υπολογίζεται ως εξής: 

Έστω Β=
1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  και Γ=

1 2 3
2 3 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  τότε 

Γ oΒ=
1 2 3
2 3 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ °

1 2 3
2 1 3
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

1 2 3
2 3 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ °

2 3 1
1 3 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
1 2 3
1 3 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Και του παραδείγματος 2: 

Γ oΒ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
162345
654321

° ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
163542
654321

= 

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
162345
654321

°
5 4 3 2 6 1
6 3 5 4 1 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
1 2 3 4 5 6
6 3 5 4 1 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Το αντίστροφο στοιχείο μιας μετάθεσης: Α= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
βββ
αα

n21

n21α
L

L
 προφανώς είναι η 

μετάθεση: Α-1= 1 2 n

1 2 n

β β β⎛ ⎞
⎜ ⎟α α α⎝ ⎠

L

L
 

Π.χ. έστω Α=
1 2 3 4 5 6
2 3 6 5 4 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 αλλάζουμε τις σειρές: 
2 3 6 5 4 1
1 2 3 4 5 6
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και 

αναδιατάσσουμε τις σειρές έτσι ώστε η πρώτη σειρά να είναι η 1,2,3,4,5,6 δηλ. 

Α-1=
1 2 3 4 5 6
6 1 2 5 4 3
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Άμεσα μπορεί να δειχθεί ότι το σύνολο S3 των 6 μεταθέσεων E, A, B, C, D, F αποτελεί 
ομάδα με πολλαπλασιαστικό πίνακα: 
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Ερώτημα: Βάσει του παραπάνω πίνακα, μπορούμε να πούμε ότι η ομάδα S3 είναι ισομορφική 
προς την ομάδα C3ν ; 

 

 Κάθε μετάθεση n αντικειμένων μπορεί να εκφρασθεί σαν διαδοχικές αντιμεταθέσεις 
δυο αντικειμένων κάθε φορά. Ορίζουμε σαν αντιμετάθεση, (transposition), (mk) επί των n 
αντικειμένων την πράξη κατά την οποία τα αντικείμενα που βρίσκονται στις θέσεις  m και k 
εναλλάσσονται αφήνοντας όλα τα άλλα αντικείμενα στη θέση τους. Μπορεί εύκολα να 
δειχθεί ότι η συμμετρική ομάδα Sn μπορεί να παραχθεί από n-1 αντιμεταθέσεις (12), (13),⋅⋅⋅, 
(1n). Π. χ. οι αντιμεταθέσεις (12), (13) της ομάδας S3 αποτελούν ένα σύνολο γεννητόρων  
της S3. Όλα τα στοιχεία της S3 μπορούν να γραφούν σαν κατάλληλα γινόμενα  αυτών των 
γεννητόρων. Έτσι  

Β=(13)(12)=(312),  A=(13)(12)(13)(12)=(231),  F=(132)=(13)(12)(13),  C=(12) κ.λ.π.  

όπου η σειρά των αντιμεταθέσεων είναι από τα δεξιά προς τ’ αριστερά. 

Εάν μια μετάθεση αποτελείται από άρτιο αριθμό αντιμεταθέσεων, τότε λέγεται άρτια 
μετάθεση αλλιώς περιττή. Στις σχέσεις (1) οι μεταθέσεις Ε, Α και Β είναι άρτιες, ενώ οι C, 
D, και F περιττές. Το σύνολο των άρτιων μεταθέσεων της ομάδας Sn αποτελεί υποομάδα, 
ενώ το σύνολο των περιττών μεταθέσεων δεν αποτελεί, αφού δεν περιέχει το ταυτοτικό 
στοιχείο Ε, (Ε=(12)(12) ή Ε=(13)(13) ) . Η υποομάδα αυτή των άρτιων μεταθέσεων 
συμβολίζεται με Α3, ονομάζεται αντιμεταθετική ομάδα, (alternating group), βαθμού n. Η 
τάξη της είναι n!/2. Π.χ. η αντιμεταθετική υποομάδα βαθμού 3 είναι η Α3={Ε,Α,Β}. 

 

Άσκηση : Για τρία μη διακριτά και μη αλληλεπιδρώντα κβαντικά σωμάτια, να 
κατασκευασθεί η κυματοσυνάρτηση που τα περιγράφει εάν α) είναι bosons και β) fermions. 

Λύση: Έστω ψα, ψβ, ψγ οι τρεις ιδιοκαταστάσεις που μπορούν να καταλάβουν τα σωμάτια με 
κβαντικούς αριθμούς α, β, γ. Υποθέτουμε χάριν απλότητας ότι οι τρεις κβαντικοί αριθμοί 
είναι όλοι διάφοροι μεταξύ τους. Μια τυπική συνάρτηση τριών μη αλληλεπιδρώντων 
σωματίων είναι το γινόμενο της κυματοσυνάρτησης του καθενός: 

    ψ(123)=ψα(1)ψβ(2)ψγ(3) 

Η Ψ(123) δεν αποτελεί λύση για κβαντικά, (μη διακρίσιμα σωμάτια), γιατί δεν έχει την 
κατάλληλη συμμετρία ως προς την  ανταλλαγή των σωματίων. Από τα στοιχεία της ομάδας 
S3  κατασκευάζουμε τον συμμετρικό «τελεστή» 

   S={E+(12)+(13)+(23)+(231)+(312)} 

 E A B C D F 

Ε E A B C D F 

A A B E D F C 

B B E A F C D 

C C F D E B A 

D D C F A E B 

F F D C B A E 
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ο οποίος έχει την ιδιότητα για κάθε αντιμετάθεση (ij) i, j=1,2,3 να ισχύει:   

(ij)S=S  

 

Όμοια κατασκευάζεται και ο αντισυμμετρικός τελεστής 

Α={E-(12)-(13)-(23)+(231)+(312)} 

που έχει την ιδιότητα:  (ij)A=-A 

Οι ζητούμενες κυματοσυναρτήσεις των bosons είναι: 

ΨB=1/√6SΨ(123)=1/√6{ψα(1)ψβ(2)ψγ(3)+ψα(2)ψβ(1)ψγ(3)+ψα(3)ψβ(2)ψγ(1)+ 

    +ψα(1)ψβ(3)ψγ(2)+ψα (2)ψβ(3)ψγ(1)+ ψα (3)ψβ(1)ψγ(2)} 

και των fermions: 

ΨF=1/√6ΑΨ(123)=1/√6{ψα(1)ψβ(2)ψγ(3)-ψα(2)ψβ(1)ψγ(3)-ψα(3)ψβ(2)ψγ(1)- 

    -ψα(1)ψβ(3)ψγ(2)+ψα (2)ψβ(3)ψγ(1)+ ψα (3)ψβ(1)ψγ(2)} 

Ο παράγων 1/√6 δεν έχει σημασία, απλώς εγγυάται ότι εάν η ψ(123) είναι κανονικοποιημένη 
και η ψF είναι κανονικοποιημένη. 

 

Σημείωση: Οι τελεστές S και A αλλάζουν τη σειρά των  δεικτών των σωματίων και όχι των 
κβαντικών δεικτών α, β, γ. 

 

1.12  Διακεκριμένες ομάδες δεδομένης τάξης  

          Έχουμε ήδη αναφέρει ότι οι ισομορφικές ομάδες έχουν τις ίδιες αναλυτικές  δομές.  
Ένα  πλήθος ισομορφικών ομάδων μπορεί να περιγράφει διαφορετικές φυσικές  
καταστάσεις, αλλά είναι αρκετό να μελετηθεί από μαθηματικής πλευράς μόνο μια από αυτές. 
Τα στοιχεία κάποιων ισομορφικών ομάδων μπορεί να είναι πίνακες, μεταθέσεις ή 
μετασχηματισμοί συντεταγμένων. Η φύση όμως των στοιχείων των ισομορφικών ομάδων 
δεν μας ενδιαφέρει όταν μελετάμε κάποια από αυτές τις ισομορφικές ομάδες  στο  γενικό 
αφηρημένο επίπεδο. Δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι η έννοια της ομάδας  στηρίζεται μόνο στις 
τέσσερις θεμελιώδεις ιδιότητες, που πρέπει να ικανοποιεί κάθε ομάδα και δεν εξαρτάται από 
την συγκεκριμένη ερμηνεία που δίνουμε στα στοιχεία της.  

          Είναι επομένως επιθυμητό να απαριθμήσουμε τις διακεκριμένες, (μη ισομορφικές), 
ομάδες δεδομένης τάξης g. Στην προσπάθεια μας αυτή πρέπει να έχουμε υπόψη μας ότι για 
κάθε g υπάρχει τουλάχιστον μια ομάδα, κυκλική, η οποία περιέχει τα εξής στοιχεία: {Α, Α2, 
⋅⋅⋅, Αg=E}. Επειδή τώρα η τάξη n ενός στοιχείου, (An=E), είναι πάντα διαιρέτης της τάξεως g 
της ομάδας, αν η τάξη της ομάδας είναι πρώτος αριθμός, η τάξη του γεννήτορα Α της ομάδας 
είναι ίση με g. Συνεπώς όταν η τάξη g της ομάδας είναι πρώτος αριθμός έχουμε μια μόνο 
δυνατή δομή αυτή της κυκλικής ομάδας.  

Στη συνέχεια παραθέτουμε τις δυνατές δομές των ομάδων μέχρι τάξης 6.  

          1)   g=1. Υπάρχει μια μόνο δομή: η ομάδα με  ένα  μόνο στοιχείο, το ταυτοτικό {Ε}.  

2)   g=2. Υπάρχει μια μόνο δομή: η ομάδα {Ε, Α}, όπου Α2=Ε.  

Πράγματι. Για το στοιχείο Α υπάρχουν δυο δυνατότητες: A2=A και Α2=Ε και επομένως δυο 
διαφορετικές ομάδες. Όμως εάν δεχθούμε ότι Α2=Α, τότε θα έχουμε: 
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Α=ΑΕ=Α(ΑΑ-1)=Α2Α-1=ΑΑ-1=Ε 

όπερ άτοπο διότι υποθέσαμε ότι η ομάδα είναι τάξης 2 και όχι 1. Επομένως υπάρχει μια μόνο 
δομή. 

3)  g=3. Και εδώ υπάρχει μια μόνο δομή: η ομάδα {Α, Α2, Α3=Ε}. 

Εάν όμως επιχειρήσει κανείς να βρει μια διαφορετική δομή θεωρώντας την ομάδα G={Ε, Α, 
Β}θα καταλήξει στην ίδια δομή της κυκλικής ομάδας. Πράγματι, ας θεωρήσουμε την ομάδα 
G={Ε, Α, Β}. Το μόνο τμήμα του πολλαπλασιαστικού πίνακα που γνωρίζουμε είναι: 

 

 

 

 E A B 

E E A B 

A A ? ? 

B B ? ? 

 

και ο σκοπός μας είναι να γεμίσουμε τα τετράγωνα με το ερωτηματικό. Προς τούτο 
Παρατηρούμε ότι: 

α) Το γινόμενο ΑΒ μπορεί να ισούται με Α, Β ή Ε. Ας υποθέσουμε ότι ΑΒ=Β. Τότε 
πολλαπλασιάζοντας και τα δυο μέλη αυτής της εξίσωσης από τα δεξιά με Β-1 παίρνουμε  

(AB)B-1=BB-1  ⇒  Α(ΒΒ-1)=Ε ⇒ Α=Ε 

που είναι αδύνατο. Ομοίως η παραδοχή ΑΒ=Α οδηγεί στο συμπέρασμα ότι Β=Ε που είναι 
επίσης αδύνατο. Απομένει επομένως η τρίτη εναλλακτική λύση: ΑΒ=Ε 

β) Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε ότι ΒΑ=Ε 

γ) Το γινόμενο Α2 μπορεί να είναι Ε, Α ή Β. Ας υποθέσουμε ότι Α2=Α. Τότε 
πολλαπλασιάζοντας με τον αντίστροφο του Α προκύπτει Α=Ε που είναι αδύνατο. Ας 
υποθέσουμε τώρα ότι Α2=Ε, τότε Α2Β=Β ⇒ Α(ΑΒ)=Β ⇒ Α=Β, (αφού ΑΒ=Ε). Αλλά η 
περίπτωση Α=Β είναι αδύνατη αφού η τάξη της ομάδας είναι 3. Τελικά ισχύει η τρίτη 
δυνατότητα δηλ. Α2=Β 

δ) Το τελευταίο γινόμενο που χρειαζόμαστε είναι το Β2. Προηγουμένως βρήκαμε ότι 
Α2=Β, επομένως θα έχουμε Β2=Α4. Όμως:  

Α4=Α(Α3)=Α(Α(Α2))=Α(ΑΒ)[από την γ]=ΑΕ[από την α]=Α 

Άρα Β2=Α.  Έτσι η ομάδα τάξης 3 έχει μόνο μια δομή, της οποίας ο αντίστοιχος πίνακας 
είναι: 

 E A B 

E E A B 

A A Β Ε 

B B Ε Α 
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Ο αντίστοιχος πολλαπλασιαστικός πίνακας της κυκλικής ομάδας {Α, Α2, Α3=Ε} είναι: 

 E A2 Α

E E A2 Α

A2 A2 Α Ε 

Α Α Ε Α2

 

Παρατηρούμε ότι οι πολλαπλασιαστικοί πίνακες  των ομάδων G={Ε, Α, Β} και {Α, Α2, 
Α3=Ε} έχουν την ίδια μορφή εάν κάνουμε την αντιστοιχία Ε→Α3=Ε,  Α→Α2, Β→Α. 
Επομένως υπάρχει μια μόνο δομή, αυτή της κυκλικής ομάδας. 

 

          4)  g=4. Εδώ υπάρχουν δυο ομάδες, που δεν είναι ισομορφικές.  Εάν συμβολίσουμε 
την ομάδα με {Ε, Α, Β, Γ}, τότε οι δυο δυνατές δομές είναι:  

              α) Η κυκλική ομάδα {Α, Α2, Α3, Α4=Ε}  

              β) Η μη κυκλική ομάδα {Ε, Α, Β, Γ} με την  δομή  Α2=Β2=Γ2=Ε,  ΑΒ=Γ, ΒΓ=Α, 
ΓΑ=Β,  με αντίστοιχους πολλαπλασιαστικούς πίνακες: 

 

 

 

 

 

 

           

5)  g=5. Μια μόνο δομή υπάρχει: η κυκλική ομάδα {Α, Α2, Α3, Α4, Α5=Ε}.  

           6)  g=6. Εδώ υπάρχουν δυο ομάδες, που δεν είναι ισομορφικές. Εάν συμβολίσουμε 
την ομάδα με {Ε, Α, Β, Γ, Δ, Ζ}, τότε οι δυο δυνατές δομές είναι:  

              α) Η κυκλική ομάδα {Α, Α2, Α3, Α4, Α5, Α6 =Ε}.  

              β) Η μη κυκλική ομάδα {Ε, Α, Β, Γ, Δ, Ζ} με την δομή Α3=Β3=Ε,  Γ2=Δ2=Ζ2=Ε, 
Β=Α2, ΑΓ=Ζ, ΓΑ=Δ, ΒΓ=Δ, κ.λ.π.  

 

Παρατήρηση: Δεν είναι εύκολο, αν και θεωρητικά δυνατό,  να συνεχίσει  κανείς την 
παραπάνω διαδικασία για μεγαλύτερα g. Ο αριθμός των μη ισομορφικών  ομάδων θα 
αυξάνει όσο αυξάνει το g. Πάντως ισχύουν οι εξής δυο κανόνες:  

          1)  Για κάθε πεπερασμένη τιμή του g υπάρχει πάντα μια κυκλική  ομάδα {Α, Α2, Α3, 
…,Αn=Ε}.  

          2)  Εάν η τάξη g είναι πρώτος αριθμός, υπάρχει μια μόνο δυνατή δομή, αυτή της 
κυκλικής ομάδας.  

 

 

 E A B Γ 

Ε Ε Α Β Γ 

Α Α Ε Γ Β 

Β Β Γ Ε Α 

Γ Γ Β Α Ε 

 

 Ε Α Α2 Α3 

Ε Ε Α Α2 Α3 

Α Α Α2 A3 E 

Α2 Α2 Α3 Ε Α 

Α3 Α3 Ε Α Α2 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
1) Δείξτε ότι τα παρακάτω σύνολα με τους αντίστοιχους νόμους εσωτερικής σύνθεσης 
αποτελούν ομάδες. Να τις ταξινομήσετε σύμφωνα με το πλήθος των στοιχείων των. 

α) Το σύνολο Q των ρητών αριθμών ως προς την πρόσθεση. 

Λύση: 1) Το σύνολο Q είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση: το άθροισμα q+p δυο ρητών 
είναι ρητός αριθμός. 

 2) Η προσεταιριστική ιδιότητα q+(p+s)=(q+p)+s με q,p,s∈Q  προφανώς ισχύει. 

 3) Το ουδέτερο στοιχείο είναι το μηδέν. 

 4) Για κάθε ρητό αριθμό q υπάρχει το συμμετρικό, δηλ το αντίθετο του, το -q. 

 Η ομάδα (Q, +) είναι άπειρη διακεκριμένη ομάδα. 

 

β) Το σύνολο Q-{0} των ρητών αριθμών εκτός του μηδενός ως προς τον 
πολλαπλασιασμό. 

Λύση: 1) Το σύνολο Q είναι κλειστό ως προς τον πολλαπλασιασμό: το γινόμενο δυο ρητών 
qp είναι ρητός αριθμός. 

 2) Η προσεταιριστική ιδιότητα q(ps)=(qp)s με q,p,s∈Q προφανώς ισχύει. 

 3) Το ουδέτερο στοιχείο είναι η μονάδα. 

4) Για κάθε ρητό αριθμό q υπάρχει το συμμετρικό του, δηλ ο αντίστροφος του, το   

    1/q. 

Η ομάδα (Q-{0}, ⋅) είναι άπειρη διακεκριμένη ομάδα. 

 

γ) Το σύνολο C των μιγαδικών αριθμών ως προς την πρόσθεση. 

 

δ) Το σύνολο C-{0} των μιγαδικών αριθμών εκτός του μηδενός ως προς τον 
πολλαπλασιασμό. 

Λύση: Οι περιπτώσεις γ) και δ) αντιμετωπίζονται όπως και η β). 

 ε) Το σύνολο των οκτώ πινάκων: 

E=
1 0
0 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ , A=

0 1
1 0−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ , B=

−
−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 0
0 1

, Γ=
0 1
1 0

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ,  

Δ=
1 0
0 1−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ , Ζ=

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 0
0 1

, Η=
0 1
1 0

−
−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ , Θ=

0 1
1 0
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   

ως προς τον πολλαπλασιασμό των πινάκων.  

Λύση: Κατασκευάζουμε τον αντίστοιχο πολλαπλασιαστικό πίνακα: 
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Από τον παρακάτω πίνακα διαπιστώνουμε ότι το σύνολο των 8 αυτών πινάκων είναι κλειστό 
ως προς τον πολλαπλασιασμό. Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι: 

1) Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα. Αυτό διαπιστώνεται παίρνοντας ανά τρεις 
πίνακες και ελέγχοντας βάση του πολλαπλασιαστικού πίνακα εάν ισχύει η προσεταιριστική 
ιδιότητα. Π.χ. για τους πίνακες Α.Β.Γ έχουμε: Α(ΒΓ)=Α(Α)=ΑΑ=Β και (ΑΒ)Γ=ΓΓ= =Β άρα 
Α(ΒΓ)=(ΑΒ)Γ 

2) Το ουδέτερο στοιχείο είναι προφανώς το Ε 

3) Πάλι από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα διαπιστώνουμε ότι για κάθε πίνακα 
υπάρχει ο αντίστροφος του. Π.χ για τον πίνακα Α ο αντίστροφος του είναι ο Γ. 

Η ομάδα αυτή είναι τάξεως 8. 

 

 στ) Το σύνολο των μοναδιαίων, (unitary), πινάκων τάξης n ως προς τον 
πολλαπλασιασμό των πινάκων. 

Λύση: Ένας πίνακας U ονομάζεται μοναδιαίος όταν ισχύει UtU=E, με Ut ο ανάστροφος του 
πίνακα U. 

1) Το σύνολο των μοναδιαίων πινάκων είναι κλειστό ως προς τον πολλαπλασιασμό 
διότι, εάν Α,Β δυο μοναδιαίοι πίνακες τότε και ο ΑΒ είναι μοναδιαίος αφού  

(ΑΒ)t(AB)=(BtAt)(AB)=Bt(AtA)B=Bt(E)B=BtB=E 

2) Η προσεταιριστικότητα προφανώς ισχύει αφού οι μοναδιαίοι πίνακες αποτελούν 
υποσύνολο του συνόλου των πινάκων. 

3) Το ταυτοτικό στοιχείο Ε είναι μοναδιαίος πίνακας. 

4)  Για κάθε μοναδιαίο πίνακα U ο αντίστροφος του είναι και αυτός μοναδιαίος. 

Πράγματι. (U-1)tU-1=(Ut)-1U-1=(UUt)-1=(E)-1=E 

   

 ζ) Το σύνολο των μιγαδικών αριθμών μέτρου 1 ως προς τον πολλαπλασιασμό. 

Λύση: Οι μιγαδικοί αριθμοί μέτρου 1 σε πολική μορφή γράφονται z=exp(iθ) 

 1) Εάν z1=exp(iθ) και z2=exp(iφ) τότε z1z2=exp(i[θ+φ]), δηλ. το γινόμενο δυο 
μιγαδικών αριθμών μέτρου 1 έχει και αυτός μέτρο 1. 

 Ε Α Β Γ Δ Ζ Η Θ 

Ε Ε Α Β Γ  Δ Ζ Η Θ 

Α Α Β Γ Ε Η Θ Ζ Δ 

Β Β Γ Ε Α Ζ Δ Θ Η 

Γ Γ Ε Α Β Θ Η Δ Ζ 

Δ Δ Θ Ζ Η Ε Β Γ Α 

Ζ Ζ Η Δ Θ Β Ε Α Γ 

Η Η Δ Θ Ζ Α Γ Ε Β 

Θ Θ Ζ Η Δ Γ Α Β Ε 
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 2) Επειδή ισχύει η προσεταιριστικότητα ως προς τον πολλαπλασιασμό στους 
μιγαδικούς αριθμούς, θα ισχύει και για τους μιγαδικούς μέτρου 1. 

 3) Το ουδέτερο στοιχείο είναι προφανώς το 1. 

 4) Εάν z=exp(iθ), ο αντίστροφος του είναι ο z-1=exp(-iθ) διότι zz-1=exp(iθ)exp(-iθ) 

=exp(0)=1 

 Η ομάδα αυτή είναι συνεχής. 

 

2) Δείξτε ότι τα παρακάτω σύνολα με τους αντίστοιχους νόμους εσωτερικής σύνθεσης 
δεν αποτελούν ομάδες. Ποιες από τις ιδιότητες του ορισμού της ομάδας δεν ισχύουν ; 

 α) Το σύνολο R των πραγματικών αριθμών ως προς τον πολλαπλασιασμό. 

Λύση: Δεν υπάρχει το συμμετρικό του πραγματικού αριθμού 0 ως προς τον 
πολλαπλασιασμό. 

 β) Το σύνολο R+∪{0} των μη αρνητικών πραγματικών αριθμών ως προς την 
πρόσθεση. 

Λύση: Για κάθε αριθμό του συνόλου R+ δεν υπάρχει το συμμετρικό του. 

 

 γ) Το σύνολο των περιττών ακεραίων i) ως προς την πρόσθεση και ii) ως προς τον 
πολλαπλασιασμό. 

Λύση: i) Το σύνολο των περιττών ακεραίων δεν είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση. 

ii) Δεν υπάρχουν τα αντίστροφα στοιχεία. 

 

 δ) Τ σύνολο {0,1,2,⋅⋅⋅,p-1} των p-1 ακεραίων ως προς τον modulo(p) 
πολλαπλασιασμό, όπου ο p δεν είναι πρώτος. 

 

3)  α) Εξετάστε εάν οι παρακάτω τρεις πίνακες αποτελούν ομάδα, ως προς τον 
πολλαπλασιασμό των πινάκων: 

Ε=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

   Α=

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

   Β=

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

     

Σε αρνητική περίπτωση προσθέστε έναν ελάχιστο αριθμό πινάκων ώστε το νέο σύνολο να 
αποτελεί ομάδα. Γράψτε τον πολλαπλασιαστικό πίνακα και τις κλάσεις της ομάδας. Είναι η 
ομάδα αυτή ισομορφική προς την ομάδα {Ε, C4, C4

2, C4
3} ή προς την ομάδα {E, C4

2, mx, my} 
ή και προς τις δύο; 

β)  Στην ομάδα που προέκυψε προσθέστε ένα ακόμα πίνακα: 
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0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 

Συμπληρώστε το νέο σύνολο με ένα ελάχιστο αριθμό πινάκων ώστε να γίνει ομάδα. Δείξτε 
ότι η ομάδα αυτή έχει τάξη 8 και είναι ισομορφική προς την C4v. 

Λύση: α) Υπολογίζουμε όλα τα δυνατά γινόμενα μεταξύ των δοθέντων πινάκων και αυτών, 
που ενδεχομένως θα προκύψουν, και βρίσκουμε: 

ΑΒ=Γ=

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

     ΑΓ=Ε     ΒΓ=Α   ΑΑ=Β  ΒΑ=Γ  ΒΒ=Ε  ΓΑ=Ε  ΓΒ=Α  ΓΓ=Β 

Ο αντίστοιχος πολλαπλασιαστικός πίνακας είναι: 

 

 

 

 

 

 

 

Μια κλάση της ομάδας που προέκυψε είναι η {Ε}. Για να βρούμε την κλάση που περιέχει το 
στοιχείο Α, υπολογίζουμε τα γινόμενα Ρ-1ΑΡ όπου Ρ=Ε, Α, Β, Γ  και έχουμε  

Ρ=Ε  Ε-1ΑΕ=Α 

Ρ=Α  Α-1ΑΑ=Α 

Ρ=Β  Β-1ΑΒ=ΒΑΒ=ΓΒ=Α 

Ρ=Γ  Γ-1ΑΓ=ΑΑΓ=ΒΓ=Α 

Επομένως η κλάση που περιέχει το στοιχείο Α είναι η {Α}. 

Για να βρούμε την κλάση που περιέχει το στοιχείο Β, υπολογίζουμε τα γινόμενα Ρ-1ΒΡ όπου 
Ρ=Ε, Α, Β, Γ  και έχουμε  

Ρ=Ε  Ε-1ΒΕ=Β 

Ρ=Α  Α-1ΒΑ=ΓΒΑ=ΑΑ=Β 

Ρ=Β  Β-1ΒΒ=ΕΒ=Ε 

Ρ=Γ  Γ-1ΒΓ=ΑΒΓ=ΓΓ=Β 

Επομένως η κλάση που περιέχει το στοιχείο Β είναι η {Β}. 

Για να βρούμε την κλάση που περιέχει το στοιχείο Γ, υπολογίζουμε τα γινόμενα Ρ-1ΓΡ όπου 
Ρ=Ε, Α, Β, Γ  και έχουμε  

Ρ=Ε  Ε-1ΓΕ=Γ 

 Ε Α Β Γ 

Ε Ε Α Β Γ 

Α Α Β Γ Ε 

Β Β Γ Ε Α 

Γ Γ Ε Α Β 
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Ρ=Α  Α-1ΓΑ=ΓΓΑ=ΒΑ=Γ 

Ρ=Β  Β-1ΓΒ=ΒΓΒ=ΑΒ=Γ 

Ρ=Γ  Γ-1ΓΓ=ΑΓΓ=ΕΓ=Γ 

Επομένως η κλάση που περιέχει το στοιχείο Γ είναι η {Γ}. 

Συνολικά οι κλάσεις είναι {Ε}, {Α}, {Β}, {Γ}. 

Συγκρίνοντας τον πολλαπλασιαστικό πίνακα της ομάδας {Ε,Α,Β,Γ} με τον 
πολλαπλασιαστικό πίνακα της ομάδας {Ε, C4, C4

2, C4
3} των περιστροφών του τετραγώνου,  

 

 Ε C4 C4
2 C4

3 

E E C4 C4
2 C4

3 

C4 C4 C4
2 C4

3 Ε 

C4
2 C4

2 C4
3 E C4 

C4
3 C4

3 E C4 C4
2

 

προκύπτει η αντιστοιχία Ε→Ε, Α→C4, B→C4
2, Γ→C4

3, η οποία αποδεικνύει ότι οι δυο αυτές 
ομάδες είναι ισομορφικές. 

 Για την ομάδα {E, C4
2, mx, my} εργαζόμαστε με τον ίδιο τρόπο. Ο αντίστοιχος 

πολλαπλασιαστικός πίνακας είναι: 

 

 Ε C4
2 mx my 

E E C4
2 mx my 

C4
2 C4

2 E my mx 

mx mx my E C4
2 

my my mx C4
2 E 

 

Από την εξέταση των πινάκων αυτών προκύπτει ότι δεν υπάρχει αμφιμονοσήμαντη 
αντιστοιχία μεταξύ των στοιχείων των ομάδων {Ε,Α,Β,Γ} και {E, C4

2, mx, my}. Άρα οι 
ομάδες αυτές δεν είναι ισομορφικές. 

β)  Ας ονομάσουμε Δ τον νέο πίνακα που προσθέτουμε στην ομάδα {Ε,Α,Β,Γ} 
Προσπαθούμε να ελέγξουμε εάν το νέο σύνολο {Ε,Α,Β,Γ,Δ} αποτελεί ομάδα. Υπολογίζουμε 
όλα τα δυνατά γινόμενα για να διαπιστώσουμε εάν το σύνολο αυτό των πινάκων είναι 
κλειστό. Όμως βρίσκουμε ότι τα γινόμενα ΑΔ, ΒΔ, ΓΔ,  δίνουν νέους πίνακες: 

 

Ζ=ΑΔ=

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

   Η=BΔ=

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 Θ=ΓΔ=

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
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Στη συνέχεια κατασκευάζουμε τον πολλαπλασιαστικό πίνακα των πινάκων {Ε,Α,Β,Γ,Δ, 
Ζ,Η,Θ}  

 

από τον οποίο βλέπουμε ότι το σύνολο {Ε,Α,Β,Γ,Δ,Ζ,Η,Θ} είναι κλειστό ως προς τον 
πολλαπλασιασμό και επομένως αποτελεί ομάδα, της οποίας η τάξη είναι 8. Για να δούμε εάν 
η ομάδα αυτή είναι ισομορφική προς την ομάδα C4v των συμμετριών του τετραγώνου, που 
είναι της ίδιας τάξης, θα πρέπει να βρούμε μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ αυτών 
των δυο ομάδων. Η αντιστοιχία αυτή μπορεί να προκύψει από την σύγκριση των αντιστοίχων 
πολλαπλασιαστικών πινάκων. Η σύγκριση αυτή θα διευκολυνθεί περισσότερο εάν τον 
παραπάνω πολλαπλασιαστικό πίνακα τον αναδιατάξουμε έτσι ώστε στην διαγώνιό του  

 

 

 

να εμφανιστεί το ταυτοτικό στοιχείο Ε. Έτσι ο πίνακας γράφεται: 

 

 

 Ε Α Β Γ Δ Ζ Η Θ 

Ε Ε Α Β Γ Δ Ζ Η Θ 

Α Α Β Γ Ε Ζ Η Θ Δ 

Β Β Γ Ε Α Η Θ Δ Ζ 

Γ Γ Ε Α Β Θ Δ Ζ Η 

Δ Δ Ζ Η Θ Ε Α Β Γ 

Ζ Ζ Η Θ Δ Α Β Γ Ε 

Η Η Θ Δ Ζ Β Γ Ε Α 

Θ Θ Δ Ζ Η Γ Ε Α Β 

 Ε Α Β Γ Δ Ζ Η Θ 

Ε Ε Α Β Γ Δ Ζ Η Θ 

Γ Γ Ε Α Β Θ Δ Η Ζ 

Β Β Γ Ε Α Η Θ Ζ Δ 

Α Α Β Γ Ε Ζ Η Δ Θ 

Δ Δ Θ Η Ζ Ε Γ Α Β 

Ζ Ζ Η Θ Η Α Ε Β Γ 

Θ Θ Η Ζ Δ Γ Β Ε Α 

Η Η Ζ Δ Θ Β Α Γ Ε 
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 Ε C4 C4
2 C4

3 mx my σu σv 

E E C4 C4
2 C4

3 mx my σu σv 

C4
3 C4

3 E C4 C4
2 σv σu mx my 

C4
2 C4

2 C4
3 E C4 my mx σv σu 

C4 C4 C4
2 C4

3 E σu σv my mx 

mx mx σv my σu E C4
2 C4

3 C4 

my my σu mx σv C4
2 E C4 C4

3 

σu σu mx σv my C4 C4
3 E C4

2 

σv σv my σu mx C4
3 C4 C4

2 E 

 

και συγκρίνοντας τον με τον πίνακα της ομάδας  προκύπτει η αντιστοιχία: 

Ε→Ε, Α→C4 ,  Β→ C4
2,  Γ→C4

3 ,  Δ→mx ,  Ζ→ my,  Η→σu ,  Θ→σv   

 

4)  Δείξτε ότι το σύνολο G των n-οστών ριζών της μονάδας, δηλ. οι μιγαδικοί αριθμοί 
exp(i2πk/n) k=0,1,⋅⋅⋅n-1, αποτελεί κυκλική ομάδα τάξης n ως προς τον μιγαδικό 
πολλαπλασιασμό. Εάν ο ακέραιος m διαιρεί τον n, τότε η κυκλική αυτή ομάδα έχει μια 
υποομάδα τάξης m. 

Λύση: 1) Πρώτα θα δείξουμε ότι το σύνολο G είναι κλειστό. Πράγματι, έστω λ,μ δυο 
φυσικοί αριθμοί με τον περιορισμό 0≤λ,μ≤n-1. Οι αντίστοιχες ρίζες είναι zλ=exp(i2πλ/n) και 
zμ=exp(i2πμ/n) με γινόμενο zλzμ=exp(i2π(λ+μ)/n). Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:  

i) Εάν λ+μ≤n-1, τότε το γινόμενο zλzμ μας δίνει μια άλλη ρίζα, δηλ. ένα στοιχείο του 
συνόλου G.  

ii) Εάν λ+μ>n-1, τότε διαιρούμε το άθροισμα λ+μ με το n-1 και θεωρούμε το 
υπόλοιπο ρ αυτής της διαίρεσης, όπου 0≤ρ≤n-1. Τότε στο γινόμενο zλzμ αντιστοιχούμε την 
ρίζα zρ=exp(i2πρ/n). 

iii) Το ουδέτερο στοιχείο είναι προφανώς η ρίζα που αντιστοιχεί για k=0, δηλ. η z0=1. 

iv) Για κάθε ρίζα zk=exp(i2πk/n), η συμμετρική της, έστω η zm=exp(i2πm/n), θα 
πρέπει να είναι τέτοια ώστε να ισχύει:  

zkzm=exp(i2π(k+m)/n)=1=exp(i2π) ⇒ (k+m)/n=1 ⇒ m=n-k  

v) Η προσεταιριστική ιδιότητα, λαμβάνοντας υπ' όψη τα παραπάνω, προφανώς 
ισχύει. 

Τέλος δε η ομάδα G είναι κυκλική διότι όλα τα στοιχεία της μπορούν να προέλθουν 
από το στοιχείο exp(2πi/n) και τις δυνάμεις του μέχρι τάξεως n. 

 

5)  Εάν k είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε το σύνολο G των k ακεραίων {0,1,2,…,k-1} 
αποτελεί ομάδα με πράξη την modulo(k)-πρόσθεση. Η πράξη αυτή ορίζεται ως εξής: Κατ' 
αρχάς ορίζουμε για τον θετικό ακέραιο n το n-mod(k) να είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης 
n/k. Έτσι το modulo(k)-άθροισμα των θετικών ακεραίων m και n  είναι το υπόλοιπο της 
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διαίρεσης (m+n)/k. Το ταυτοτικό στοιχείο e είναι το μηδέν και το συμμετρικό ενός στοιχείου 
m της ομάδας είναι το k-m. Να γραφεί ο πολλαπλασιαστικός πίνακας. 

Απόδειξη: α) Θα πρέπει να δείξουμε ότι η πράξη modulo(k)-πρόσθεση, που θα την 
συμβολίσουμε με ⊕, είναι κλειστή πράξη. Έστω m,n∈G, τότε   

i) εάν m+n<k  δηλ. m+n∈G, θέτουμε m⊕n=m+n∈G 

ii) εάν m+n≥k  δηλ. m+n∉G, θέτουμε m⊕n=υ, όπου υ το υπόλοιπο της διαίρεσης (m+n)/k, 
που είναι αριθμός μικρότερος του k και επομένως στοιχείο του G. 

β) Θα δείξουμε την προσεταιριστική ιδιότητα: (m⊕n)⊕p=m⊕(n⊕p). Έχουμε: 

(m⊕n)⊕p=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

υπολ
υπολ=⊕⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

υπολ
k

p
k

nm.
.p

k
nm.  

m⊕(n⊕p)= 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

υπολ+
υπολ=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

υπολ⊕
k

k
pn.m

.
k

pn.m  

Από την ταυτότητα της διαίρεσης  α=βπ+υ έχουμε: 

( ) ( ) kpnmkπpkπnmpkπnmp
k

nm. p,n,mn,mn,m λ−++=−+−+=⊕−+=⊕⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

υπολ  

Ομοίως: 

( ) ( ) kpnmkπkπpnmkπpnm
k

pn.m p,n,mp,np,n μ−++=−−++=−+⊕=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

υπολ⊕  

Επειδή οι αριθμοί  (m+n+p-λk), (m+n+p-μk) πρέπει να είναι μικρότεροι του k, 
συμπεραίνουμε ότι  (m+n+p-λk)=(m+n+p-μk) και επομένως ισχύει η προσεταιριστική 
ιδιότητα. 

γ) Έστω e το ουδέτερο στοιχείο και m ένα τυχαίο στοιχείο του G. Τότε θα πρέπει        

   e⊕m=m⊕e=m.  

Αλλά  e⊕m=e+m-π1k=m    και    m⊕e=m+e-π2k=m 

επειδή όμως το m∈G τα πηλίκα π1, π2 είναι μηδέν. Άρα e=0. 

δ) Έστω m∈G και m′ το συμμετρικό του. Τότε θα είναι: 

  m⊕m′=m⊕m′=e=0 

Αλλά  m+m′-πk=0   

δηλ. το άθροισμα m+m′ πρέπει να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του k. Επειδή όμως m<k, το 
ελάχιστο πολλαπλάσιο του m+m′ πρέπει να είναι το k, δηλ. m+m′=k ⇒ m′=k-m. 

Ο πολλαπλασιαστικός πίνακας της ομάδας G είναι: 
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 0 1 2 3 … k-1 

0 0 1 2 3 … k-1 

1 1 2 3 4 … 0 

2 2 3 4 5 … 1 

3 3 4 5 6 … 2 

: : : : : …  

k-1 k-1 0 1 2 … k-2 

 
6)  Εάν k είναι ένας πρώτος  αριθμός  μεγαλύτερος του 1, τότε το σύνολο G των k-1 αριθμών 
{1,2,...k-1} αποτελεί ομάδα με πράξη τον modulo(k)- πολλαπλασιασμό, που ορίζεται  κατά  
αναλογία με την modulo(k)-πρόσθεση. Το ταυτοτικό στοιχείο e είναι το 1 και το συμμετρικό  
ενός  στοιχείου m είναι το (sk+1)/m, όπου s είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος, που 
καθιστά το sk+1  ένα ακέραιο πολλαπλάσιο του m με την συνήθη έννοια. Να γραφεί ο 
πολλαπλασιαστικός πίνακας. 

Απόδειξη: α) Πρώτα θα δείξουμε ότι η πράξη του modulo(k)- πολλαπλασιασμού, που θα την 
συμβολίζουμε με ⊗, είναι κλειστή. Έστω m,n∈G,  

i) εάν mn<k  δηλ. mn∈G, θέτουμε m⊗n=mn∈G 

ii) εάν mn≥k  δηλ. mn∉G, θέτουμε m⊗n=υ, όπου υ το υπόλοιπο της διαίρεσης (mn)/k, που 
είναι αριθμός μικρότερος του k και επομένως στοιχείο του G. 

β) Θα δείξουμε την προσεταιριστική ιδιότητα: (m⊗n)⊗p=m⊗(n⊗p). Έχουμε: 

(m⊗n)⊗p=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡υπολ

υπολ=⊗⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡υπολ

k

p
k

mn.
.p

k
mn.  

m⊗(n⊗p)= 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡υπολ⋅

υπολ=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡υπολ⊗

k
k
np.m

.
k
np.m  

Από την ταυτότητα της διαίρεσης  α=βπ+υ έχουμε: 

( ) ( ) kmnpkπp)kπmn(pkπmnp
k

mn. p,n,mn,mn,m λ−=−−=⊗−=⊗⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡υπολ  

Ομοίως: 

( ) ( ) kmnpkπ)kπnp(mkπnpm
k
np.m p,n,mp,np,n μ−=−−=−⊗=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡υπολ⊗  

Επειδή οι αριθμοί  mnp-λk, mnp-μk πρέπει να είναι μικρότεροι του k, συμπεραίνουμε ότι  
mnp-λk=mnp-μk και επομένως ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα. 

γ) Έστω e το ουδέτερο στοιχείο και m ένα τυχαίο στοιχείο του G. Τότε θα πρέπει        
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   e⊗m=m⊗e=m.  

Αλλά  e⊗m=em-π1k=m    και    m⊗e=me-π2k=m 

επειδή όμως το m∈G τα πηλίκα π1, π2 είναι μηδέν. Άρα e=1. 

δ) Έστω m∈G και m′ το συμμετρικό του. Τότε θα είναι: 

  m⊗m′=m⊗m′=e=1 

Αλλά  mm′-sk=1  ⇒ mm′=sk+1  ⇒  m′=
sk

m
+1

  

όπου s είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος, που καθιστά το sk+1  ένα ακέραιο πολλαπλάσιο 
του m με την συνήθη έννοια 

Ο πολλαπλασιαστικός πίνακας της ομάδας G για k=7 είναι: 

 

 1 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 

2 2 4 6 1 3 5 

3 3 6 2 5 1 4 

4 4 1 5 2 6 3 

5 5 3 1 6 4 2 

6 6 5 4 3 2 1 

 

7)  Να σχηματίσετε την ομάδα, η οποία περιέχει δυο στοιχεία Α, Β που ικανοποιούν  

τις σχέσεις: Α2=Βk=(AB)2=E, όπου k ένας πεπερασμένος θετικός ακέραιος μεγαλύτερος του 
1 και να βρεθεί η τάξη της. (Τέτοιες ομάδες ονομάζονται δίεδρες ομάδες και συμβολίζονται 
με Dk). 

 

8)  Δείξτε ότι μια ομάδα της οποίας κάθε στοιχείο, εκτός από το ταυτοτικό, είναι τάξης 2 
είναι αβελιανή. 

Λύση: Έστω δυο τυχαία στοιχεία Α, Β της ομάδας. Έχουμε Α2=Ε, Β2=Ε και (ΑΒ)2=Ε 
⇒ΑΒΑΒ=Ε ⇒ Α2ΒΑΒ=Α ⇒ ΒΑΒ=Α ⇒ Β2ΑΒ=ΒA ⇒ ΑΒ=ΒΑ 

 

9) Θεωρείστε το σύνολο των παρακάτω έξι συναρτήσεων: 

 f1(x)=x ,  f2(x)=1-x ,  f3(x)=
x

x −1
 ,  f4(x)=

1
x

 ,  f5(x)=
1

1− x
,  f6(x)=

x
x
−1

 

με νόμο εσωτερικής συνθέσεως *,  την σύνθεση των συναρτήσεων, π.χ. 

(f5*f3)(x)=f5(f3(x))= f
x

x x
x

x
x5 1

1

1
1

1
1

1
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

−
−

=
−
−

= − =f2(x)  

Δείξτε ότι το σύνολο αυτό αποτελεί ομάδα ως προς την σύνθεση των συναρτήσεων. 
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Λύση: Υπολογίζουμε όλες τις δυνατές συνθέσεις και στη συνέχεια κατασκευάζουμε τον 
αντίστοιχο πολλαπλασιαστικό πίνακα. 

(f1*f1)(x)=f1(f1(x))=x=f1(x) 

(f1*f2)(x)=f2(f2(x))=f2(x) 

(f1*f3)(x)=f1(f3(x))=f3(x) 

(f1*f4)(x)=f1(f4(x))=f4(x) 

(f1*f5)(x)=f1(f5(x))=f5(x) 

(f1*f6)(x)=f1(f6(x))=f6(x) 

_____________________ 

(f2*f1)(x)=f2(f1(x))=f2(x) 

(f2*f2)(x)=f2(f2(x))=1-(1-x)=x=f1(x) 

(f2*f3)(x)=f2(f3(x))=
1

1 1
1 1−

− −
=

−
−

=
−x

x
x
x

x
x( )

=f6(x) 

f2*f4)(x)=f2(f4(x))=
1

1 1− =
−x

x

x
x

=f3(x) 

(f2*f5)(x)=f2(f5(x))=
1

1 1
1

− −
=

( )x x
=f4(x)  

(f2*f6)(x)=f2(f6(x))=
( )1 1

1 1
− −
−

=
−

x
x

x
x

=f3(x) 

_____________________ 

(f3*f1)(x)=f3(f1(x))=f3(x) 

(f3*f2)(x)=f3(f2(x))=1-
x

x x x−
==

−
−

=
−1

1
1

1
1

=f5(x) 

(f3*f3)(x)=f3(f3(x))=

x
x
x

x

x
x

x

−

−
−

= −

−

1

1
1

1
1

1

=x=f1(x) 

(f3*f4)(x)=f3(f4(x))=
1

1

1
x

x

x
x

−

=
−

=f6(x) 

(f3*f5)(x)=f3(f3(x))=
1

1
1

1
1
1

1
−

−

= −
−

= −x
x x

x =f2(x) 

(f3*f6)(x)=f3(f6(x))=

x
x

x
x

x x
x x

−
−

−

=
− +

=1
1

1

1 1
 =f4(x) 
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_____________________ 

(f4*f1)(x)=f4(f1(x))=f4(x) 

(f4*f2)(x)=f4(f2(x))=1
1 1

− =
−

x
x

x
=f6(x) 

(f4*f3)(x)=f4(f3(x))=

1

1
1

1

1
1

1
x

x

x
x

x
x−

= − =
−

=f5(x) 

(f4*f4)(x)=f4(f4(x))=
1
1
x

x= =f1(x) 

(f4*f5)(x)=f4(f5(x))=
1

1
1

1
1 1−

= − =
−

x
x

x

x
x

=f3(x) 

(f4*f6)(x)=f4(f6(x))=

1
1

1

1

1 1x

x

x
x

x

x
−

=

−

= − =f2(x) 

_____________________ 

(f5*f1)(x)=f5(f1(x))=f5(x) 

(f5*f2)(x)=f5(f2(x))=1
1

1
1 1
1 1

−
−

=
− −
−

=
−x

x
x

x
x

( )
=f3(x) 

(f5*f3)(x)=f5(f3(x))=

1
1
1

1
1

1
1 1

1−

−
−

=
− +

=x

x
x x

=f4(x) 

(f5*f4)(x)=f5(f4(x))=
1
1

1

1

−

= −

x

x =f2(x) 

(f5*f5)(x)=f5(f5(x))=
1

1
1

1

1
1 1

1

−
−

=
−
− −

=
−

x

x
x

x
x

=f6(x) 

(f5*f6)(x)=f5(f6(x))=

1
1

1

1
1

1 1−
−

−

= − − =x

x

x x( ) =f1(x) 

_____________________ 

(f6*f1)(x)=f6(f1(x))=f6(x) 

(f6*f2)(x)=f6(f2(x))=1
1 1 1

−
−

=
− +

=
x

x
x x

x x
=f4(x) 
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(f6*f3)(x)=f6(f3(x))=

x
x

x
x

x
x x

x

−

−
−

=
−

− −
= −

1

1
1

1
1

1 =f2(x) 

(f6*f4)(x)=f6(f4(x))=
1

1 1x
x

x
x− =
−

=f3(x) 

(f6*f5)(x)=f6(f5(x))=
1

1
1 1−
− =

− −
=x

x

x
x x

x
( )

=f1(x) 

(f6*f6)(x)=f6(f6(x))=

x
x
x

x

x x
x x

−
−

− =
− −
−

=
−

1
1

1
1

1
1

1
=f5(x) 

_____________________ 

Ο δε αντίστοιχος πολλαπλασιαστικός πίνακας είναι: 

 

 

 f1 f2 f3 f4 f5 f6 

f1 f1 f2 f3 f4 f5 f6 

f2 f2 f1 f5 f6 f3 f4 

f3 f3 f6 f1 f5 f4 f2 

f4 f4 f3 f6 f1 f2 f3 

f5 f5 f4 f2 f3 f6 f1 

f6 f6 f3 f4 f2 f1 f5 

 



2.    ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΟΜΑΔΩΝ  

 

          Οι έννοιες της ομάδας, του διανυσματικού χώρου, της άλγεβρας κ.λ.π. είναι 
αφηρημένες μαθηματικές δομές. Οποιοδήποτε συγκεκριμένο μαθηματικό σύστημα, με 
κατάλληλες ιδιότητες και πράξεις, λέμε ότι αποτελεί μια πραγμάτωση, (realization), μιας 
αφηρημένης μαθηματικής δομής, εάν μπορούμε να ορίσουμε μια απεικόνιση ή αντιστοιχία 
μεταξύ της αφηρημένης δομής και του συγκεκριμένου μαθηματικού συστήματος, έτσι ώστε 
από την απεικόνιση αυτή, οι πράξεις της αφηρημένης  δομής να "καθρεφτίζονται" στις 
πράξεις  που έχουν ορισθεί στο μαθηματικό σύστημα.  

          Σε κάθε συγκεκριμένη πραγμάτωση μπορεί να συμβεί οι πράξεις, που έχουν ορισθεί 
στο μαθηματικό σύστημα, να έχουν περισσότερες ιδιότητες από ότι χρειάζονται για την 
πραγμάτωση. Αυτές οι επί πλέον ιδιότητες χαρακτηρίζουν την φύση της πραγμάτωσης. Είναι 
φανερό ότι μια αφηρημένη μαθηματική δομή μπορεί να πραγματωθεί κατά πολλούς και 
ριζικά διαφορετικούς τρόπους.  

          Η έννοια της ομάδας, όπως είναι γνωστό, προήλθε από τις ιδιότητες των απεικονίσεων 
μεταξύ των συνόλων. Η  έννοια της πραγμάτωσης μιας ομάδας στηρίζεται σ' αυτές τις 
απεικονίσεις και ο ορισμός της έχει ως εξής:  

          Έστω G μια ομάδα με στοιχεία A,B,C,…,   S κάποιο  σύνολο  με  στοιχεία x,y,z,… και 
Μ(S) το σύνολο των μετασχηματισμών του S:  

M(S)={f / f:S→S, f=αμφιμονοσήμαντος και επί} 

Εάν μπορούμε να  βρούμε μια απεικόνιση T:  

                         T: G  →  Μ(S)  

                         T: A∈G  →  T(A)=TA∈Μ(S)  

με την ιδιότητα σε κάθε στοιχείο Α∈G, αντιστοιχεί ένας μετασχηματισμός ΤA του S, δηλ. 
   TA: S  →  S       (2.1) 

ο οποίος  είναι αμφιμονοσήμαντος και επί, έτσι ώστε ή  σύνθεση  δυο  τέτοιων 
μετασχηματισμών TATB  να υπάρχει και να είναι ο μετασχηματισμός TΑΒ δηλαδή:  

                  TATB=TAB        (2.2) 

τότε  λέμε  ότι  έχουμε μια πραγμάτωση, (realization), της ομάδας G μέσα από τους 
μετασχηματισμούς του S. Το περιεχόμενο της σχέσης (2.2)  μπορεί να εκφρασθεί λέγοντας 
ότι ο εσωτερικός νόμος σύνθεσης της ομάδας G παριστάνεται από την σύνθεση των 
αντίστοιχων μετασχηματισμών. Επίσης μπορούμε να δούμε ότι,  επειδή η  σύνθεση των 
μετασχηματισμών  αυτόματα ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα, απαιτείται ο 
εσωτερικός νόμος μιας ομάδας να είναι προσεταιριστικός.  

          Μια ενδιαφέρουσα κατηγορία πραγμάτωσης μιας ομάδας  είναι  αυτή  που λέγεται 
αναπαράσταση, (representation) ή πιο σωστά γραμμική αναπαράσταση. Η κατηγορία  
αυτή προκύπτει όταν το σύνολο S είναι ένας, (πραγματικός ή μιγαδικός), γραμμικός 
διανυσματικός χώρος V, και οι μετασχηματισμοί TA,TB,… είναι μη ιδιάζοντες, (non-
singular), γραμμικοί μετασχηματισμοί, (τελεστές), σ' αυτόν τον χώρο. Είναι γνωστό από την 
θεωρία των τελεστών ότι σε κάθε τελεστή, που επενεργεί σ' ένα διανυσματικό χώρο, 
αντιστοιχεί ένας τετραγωνικός  πίνακας τάξης n ως προς κάποια βάση, όπου n=dimV η 
διάσταση του διανυσματικού χώρου.  
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          Η έννοια της αναπαράστασης συνδυάζει δυο βασικές αλγεβρικές δομές: της ομάδας 
και του διανυσματικού χώρου. Από τον συνδυασμό αυτό προκύπτουν πίνακες, που 
αναπαριστούν τα στοιχεία της ομάδας. Η μελέτη αυτών των πινάκων γίνεται με την βοήθεια 
της θεωρίας των αναπαραστάσεων.  

          Στα επόμενα θα εξετάσουμε τις αναπαραστάσεις πεπερασμένων ομάδων  αν και τα 
περισσότερα αποτελέσματα μεταφέρονται εξ' ίσου καλά και στην περίπτωση των απείρων 
ομάδων. Οι αναπαραστάσεις των συνεχών ομάδων θα εξετασθεί σε επόμενο κεφάλαιο.     

  

2.1   Εισαγωγή.  

          Έστω G={E,A,B,C,...} μια πεπερασμένη ομάδα τάξης g με Ε το ταυτοτικό στοιχείο 
και M ένα σύνολο πινάκων, που είναι τετραγωνικοί, μη ιδιάζοντες και της ίδιας τάξης, έστω 
n. Το σύνολο των πινάκων M εκλέγεται έτσι ώστε μεταξύ της ομάδας G και του συνόλου M 
να υπάρχει μια αντιστοιχία  

                         T: G  →  M  

με την ιδιότητα:  

   (∀A,B∈G)[ T(A)T(B)=T(AB) ]                                                                             

όπου T(A)T(B) είναι το γινόμενο των πινάκων T(Α) και T(Β). Η απεικόνιση T, (ουσιαστικά 
το σύνολο των πινάκων Μ), ονομάζεται αναπαράσταση της ομάδας G.  Η τάξη των πινάκων 
του συνόλου M ονομάζεται  διάσταση της αναπαράστασης.  Οι πίνακες όμως αυτοί 
μπορούν να θεωρηθούν σαν αναπαραστάσεις κάποιων τελεστών, που επενεργούν σ' ένα 
διανυσματικό χώρο V διαστάσεως n. Υπενθυμίζουμε ότι ένας τελεστής  Τ: V → V, ως προς 
μια βάση {e1,e2,…,en}, μπορεί να  λάβει  την μορφή τετραγωνικού πίνακα τάξης n με 
στοιχεία Τij, που  προκύπτουν  από  τις σχέσεις:  

               Tei= T eij j
j

n

=
∑

1
   

Επομένως σε κάθε τελεστή Τ αντιστοιχεί ένας πίνακας Τij  ως προς μια  δεδομένη βάση και 
κάθε στοιχείο Α της ομάδας G μπορούμε να το δούμε σαν τελεστή TA πάνω σ' ένα διανυσματικό 
χώρο.  

          Πρέπει κανείς να προσέξει ότι το σύνολο Μ των πινάκων δεν αποτελεί πάντα ομάδα 
ως προς το γινόμενο δυο πινάκων, διότι όλοι οι πίνακες του συνόλου Μ δεν χρειάζεται να 
είναι διαφορετικοί μεταξύ τους. Μπορεί σε δυο διαφορετικά στοιχεία Α,Β της ομάδας G να 
αντιστοιχεί ο ίδιος πίνακας, δηλ. T(Α)=T(Β). Εάν όμως  όλοι οι πίνακες είναι  διακεκριμένοι, 
δηλ. η απεικόνιση T είναι αμφιμονοσήμαντη και επί, τότε το σύνολο των πινάκων Μ 
αποτελεί ομάδα και οι ομάδες G και Μ είναι ισομορφικές. Σ' αυτή την περίπτωση η 
αναπαράσταση λέγεται πιστή, (faithful), αναπαράσταση. Εάν όμως οι πίνακες δεν είναι  
διακεκριμένοι, τότε η απεικόνιση T δεν είναι αμφιμονοσήμαντη, είναι όμως ένας 
ομομορφισμός μεταξύ της ομάδας G και του συνόλου  Μ  και  η  αναπαράσταση  ονομάζεται 
εκφυλισμένη ή μη πιστή, (unfaithful).  

          Η απλούστερη αναπαράσταση είναι εκείνη που σε κάθε στοιχείο Α της ομάδας G 
αντιστοιχεί τον ταυτοτικό πίνακα Ε οποιασδήποτε τάξης. Η αναπαράσταση αυτή ονομάζεται 
ταυτοτική αναπαράσταση της G και προφανώς είναι μη πιστή και χωρίς ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον.   
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Εάν οι πίνακες μιας αναπαράστασης είναι μοναδιαίοι12 τότε η αναπαράσταση λέγεται 
μοναδιαία, (unitary), αναπαράσταση.      

   

Παράδειγμα 1: Έστω η ομάδα C3ν και η εξής αναπαράσταση αυτής: 

Ε→ (ε) , C3→(ε), C3
2→(ε) 

σ1→ -(ε), σ2→ -(ε), σ3→ -(ε)  

όπου (ε) είναι ο ταυτοτικός πίνακας, (ε)ij=δij , οποιασδήποτε τάξεως. 

Το σύνολο των πινάκων: 

Τ3ν = {(ε),(ε),(ε),-(ε),-(ε),-(ε)}= {(ε),-(ε)} 

είναι μια αναπαράσταση της ομάδας C3ν. Η αναπαράσταση αυτή προφανώς δεν είναι πιστή. 
Το σύνολο ′G ={(ε),-(ε)}είναι μια ομάδα δεύτερης τάξης ομομορφική με την C3ν . Θα 
μπορούσαμε να αντιστοιχήσουμε σε όλα τα στοιχεία της ομάδας τον ταυτοτικο πίνακα (ε). Η 
αναπαράσταση αυτή είναι, όπως είδαμε, η ταυτοτική. 

  

Παράδειγμα 2:  Έστω G={g1, g2,⋅⋅⋅} μια ομάδα πινάκων (π.χ. των GL(n), U(n) βλ. παρ 2.12 
), V=C (ο διανυσματικός χώρος των μιγαδικών αριθμών ) και T(gi)=detgi, η απεικόνιση που 
αντιστοιχεί σε κάθε πίνακα gi την ορίζουσα του detgi. Αυτή η απεικόνιση ορίζει μια μη 
τετριμμένη μονοδιάστατη αναπαράσταση αφού ισχύει (detg1) (detg2)=det(g1g2) η οποία 
αποτελεί βασική ιδιότητα των πινάκων. 

 

Παράδειγμα 3: Για οποιονδήποτε πραγματικό αριθμό ξ στο διάστημα (-π<ξ<π), οι αριθμοί 
{e-inξ, n=0,±1,±2,⋅⋅⋅}τυποποιούν μια (μονοδιάστατη) αναπαράσταση της διακεκριμένης 
ομάδας περιστροφών κατά γωνία nξ σε μια χωρική διάσταση. 

 

2.2   Ιδιότητες των αναπαραστάσεων  

          Επειδή το ταυτοτικό στοιχείο Ε της ομάδας G έχει την ιδιότητα ΕΑ=ΑΕ=Α ∀Α∈G, θα 
πρέπει να ισχύει αντίστοιχη σχέση στο σύνολο των πινάκων Μ, που αποτελούν μια 
αναπαράσταση της G, δηλ:  

                        T(E)T(A)=T(A)T(E)=T(A)  

Αυτή όμως η σχέση ικανοποιείται μόνο όταν ο T(Ε) είναι ο ταυτοτικός πίνακας. Έτσι  σε  
κάθε  αναπαράσταση  το ταυτοτικό  στοιχείο Ε της ομάδας G  θα αναπαρίσταται από τον 
ταυτοτικό πίνακα, τον οποίο θα συμβολίζουμε με το ίδιο γράμμα.  

          Εάν στη σχέση T(Α)T(Β)=T(AB) θέσουμε Β=Α-1  βλέπουμε ότι:  

              T(Α)T(A-1)=T(AA-1)=T(E)=E  ⇒  T(A-1)=(T(A))-1    

δηλ. η αναπαράσταση διατηρεί την πράξη της αντιστροφής.  

                                                 
12 Ένας πίνακας Τ ονομάζεται μοναδιαίος όταν ο συζυγοανάστροφος συμπίπτει με τον αντίστροφο του δηλ. 

Τ+=T-1, βλέπε επίσης παρ. 2.12 Ομάδες Πινάκων) 
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          Ας υποθέσουμε ότι έχουμε δυο αναπαραστάσεις T1 και T2 της ομάδας  G. Εάν υπάρχει 
ένας μη ιδιάζων πίνακας S έτσι ώστε:  

   (∀A∈G)[ T1(A)=S-1T2(A)S ]     (2.4)                                   

τότε οι αναπαραστάσεις T1 και T2  ονομάζονται ισοδύναμες, (equivalent),. Αυτό σημαίνει 
ότι  οι πίνακες του πρώτου συνόλου Μ1 μπορούν να προκύψουν από τους πίνακες του 
δεύτερου συνόλου Μ2  μ' ένα μετασχηματισμό ομοιότητας. Τα παραπάνω αποδίδονται 
γραφικά από το εξής διάγραμμα: 

 

 

 

 

 

Εάν δυο αναπαραστάσεις δεν είναι ισοδύναμες θα λέγονται διακεκριμένες, 
(distrinct).      

 

Παρατήρηση 1: Η σχέση (2.4) έχει νόημα ακόμα και όταν οι αναπαραστάσεις Τ1 και Τ2 δεν 
έχουν την ίδια διάσταση. Πράγματι εάν dimΤ1=d1, dimΤ2=d2 με d1<d2, τότε μπορούμε να 
επεκτείνουμε την αναπαράσταση Τ1 στην Τ1′ προσθέτοντας 1 στην κύρια διαγώνιο και 0 
αλλού , δηλαδή γράφοντας: 

  T1′(A)=
1

1

2

T (A)
I

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
0

 

Όπου ο πίνακας Ι είναι ο ταυτοτικός τάξης d2-d1, ο 01 ο μηδενικός πίνακας τάξης d1 ×(d2-d1) 
και ο 02 ο μηδενικός πίνακας τάξης (d2-d1)×d1.. 

 

Παράδειγμα 1: Θεωρούμε την ομάδα G={E, A} με Α2=Ε. 

 α) Μια μονοδιάστατη αναπαράσταση, θεωρώντας τον πραγματικό διανυσματικό 
χώρο V=R, είναι:   

Τ(Ε)=1, Τ(Α)=-1  

 β) Δυο δυδιάστατες αναπαραστάσεις, θεωρώντας τον πραγματικό διανυσματικό χώρο 
V=R2, είναι:   

β1)  1 11 0 1 0
T (E) , T (A)

0 1 0 1
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

β2)  2 21 0 0 1
T (E) , T (A)

0 1 1 0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Είναι οι αναπαραστάσεις Τ1και Τ2 ισοδύναμες; (Ναι. Θεωρείστε σαν S τον πίνακα 

S
α −β⎛ ⎞

= ⎜ ⎟β −α⎝ ⎠
 με α,β τυχαίοι αριθμοί και διάφοροι μεταξύ τους, και επαληθεύστε ότι ισχύει 

T1(X)=S-1T2(X)S με X=E, A. 

V 

V V 

V S 

S 

T2(A) T1(A) 
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Άσκηση: Να βρεθεί η γενική μορφή του πίνακα T
α β⎛ ⎞

= ⎜ ⎟γ δ⎝ ⎠
 έτσι ώστε Τ2=E. 

Απάντηση: 2T 1
α β⎛ ⎞

⎜ ⎟= −α⎜ ⎟−α⎜ ⎟β⎝ ⎠

 με β≠0. Εάν θέσουμε 1-α2=β2, τότε η μορφή του Τ 

απλοποιείται σε T
α β⎛ ⎞

= ⎜ ⎟β −α⎝ ⎠
. 

Επίσης υπάρχουν και οι εξής ειδικές περιπτώσεις: 

1 1 1 0 1 0
T , T , T , T

0 1 0 1 1 1
β − β −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− γ − γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  με β, γ τυχαία 

 

Παράδειγμα 2: Θεωρούμε τώρα την κυκλική ομάδα G={E, A, A2, ⋅⋅⋅, An-1} με An=E. 
Μπορούμε να κατασκευάσουμε μια αναπαράσταση από έναν πίνακα Μ οποιασδήποτε 
τάξεως, που να ικανοποιεί την σχέση Mn=E. Η αναπαράσταση τότε θα είναι: T(E)=I, 
T(A)=M, T(A2)=M2, ⋅⋅⋅, T(An-1)=Mn-1.  

Για την περίπτωση π.χ. n=4 ο πίνακας: 

1 0 0
M 0 0 1

0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ικανοποιεί την σχέση:  Μ4=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 και η αντίστοιχη αναπαράσταση θα είναι: 

T(Ε)= 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
1 0 0

T(A) M 0 0 1
0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

2 2
1 0 0

T(A ) M 0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

     3 3
1 0 0

T(A ) M 0 0 1
0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Μια άλλη αναπαράσταση της ίδιας ομάδας μπορούμε να κατασκευάσουμε από τον πίνακα: 

0 1
M

1 0
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ο οποίος επίσης ικανοποιεί την σχέση: Μ4=E. Η νέα δυδιάστατη αναπαράσταση θα είναι: 

   2 2 3 31 0 0 1 1 0 0 1
T(E) , T(A) M , T(A ) M , T(A ) M

0 1 1 0 0 1 1 0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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η οποία όμως είναι εκφυλισμένη. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στην πρώτη περίπτωση η 
συνθήκη Mn=E δεν ικανοποιείται για n<4, ενώ στην δεύτερη περίπτωση ικανοποιείται και 
για n=2.  

 
Παράδειγμα 3: Έστω ο διαν. χώρος R3 και η συνήθης βάση Β={e1, e2, e3}.Θεωρούμε την 
ομάδα G που αποτελείται από τους δυο τελεστές Ε και Ι, όπου ο τελεστής Ι αναστρέφει το 
διάνυσμα r ως προς την αρχή του, δηλ.  

  Εr=r, Ir=-r, I2=E 

Οι τελεστές αυτοί ως προς την βάση Β έχουν την παρακάτω αναπαράσταση υπό μορφή 
πινάκων: 

T(E)=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
001

 ,  Τ(Ι)=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

100
010
001

 

Οι ίδιοι τελεστές ως προς άλλον διαν. χώρο έχουν άλλη αναπαράσταση. Π. χ. ας θεωρήσουμε 
τον διαν. χώρο των συναρτήσεων τριών μεταβλητών με αντιπρόσωπο την ψ(r) και τους 
τελεστές: 

  TEψ(r)≡ ψ(Er)=ψ(r) , TΙψ(r)≡ ψ(Ir)=ψ(-r)   

Δηλ. η δράση των τελεστών αυτών ΤΕ και ΤΙ εκφράζεται σαν συνάρτηση των ψ(r), ψ(-r). 
Στον διδιάστατο αυτόν χώρο θεωρούμε την εξής βάση: 

|1> ←→ ψ(r) ,  |2> ←→ ψ(-r)   ή   |1>=
1
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  |2>=
0
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Επομένως η αντίστοιχη αναπαράσταση θα είναι: 

  TE= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

 ,  ΤΙ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10

 

Πράγματι ΤΕΨ(r)=
1 0 1 1
0 1 0 0
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=Ψ(r)  και ΤΙΨ(r)=
0 1 1 0
1 0 0 1
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=Ψ(-r) 

Στον υπόχωρο των άρτιων συναρτήσεων έχουμε  ΤΕΨ(r)=ΤIΨ(r)=Ψ(r)  

με αντίστοιχη αναπαράσταση: T1(E) =1 ,   T1(I) =1 

Ενώ στον χώρο των περιττών συναρτήσεων έχουμε ΤΕΨ(r)= Ψ(r) ,  ΤIΨ(r)=-Ψ(r)  

με αντίστοιχη αναπαράσταση: T2(E)=1 ,  T2
 (I)=-1 

Μια άλλη αναπαράσταση είναι: 

  T(E)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

)E(T0
0)E(T

2

1

 ,   T(Ι)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10

01
)I(T0

0)I(T
2

1

   

 

2.3   Αναλλοίωτοι υπόχωροι  

          Εάν ο διανυσματικός χώρος V έχει έναν γνήσιο υπόχωρο U⊂V με την ιδιότητα να 
είναι κλειστός ως προς τους μετασχηματισμούς που ορίζουν τα στοιχεία της G, δηλ.  
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    (∀A∈G)(∀v∈U)[ T(A)v∈U ]   (2.5)                               

τότε ο υπόχωρος U ονομάζεται αναλλοίωτος, (invariant), υπόχωρος ως προς την ομάδα  
G  και  ο διανυσματικός χώρος V ονομάζεται αναγώγιμος, (reducible), ως προς την ομάδα 
G.      

 

2.4   Αναγωγιμότητα, (reducibility), μιας αναπαράστασης  

          Εάν ο U είναι ένας αναλλοίωτος υπόχωρος διαστάσεως m του διαν. χώρου V, που 
είναι διαστάσεως n, τότε ως προς κάποια κατάλληλη βάση οι  πίνακες της αναπαράστασης 
μπορούν να λάβουν την μορφή:  

    T(A)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

)A(D)A(X
)A(D

2

1 0
                                           (2.6)                                  

όπου D1(A), D2(Α)  είναι τετραγωνικοί πίνακες τάξης m, n-m αντίστοιχα, ο Χ(Α) είναι τύτου 
και (n-m)×m και ο 0 ο μηδενικός πίνακας τύπου m×(n-m).  

Απόδειξη: Θεωρούμε μια βάση Β={e1,e2,…,en } του διαν. χώρου V διαλέγοντας έτσι την 
σειρά των βασικών διανυσμάτων ώστε τα πρώτα m διανύσματα να αποτελούν μια βάση του 
υποχώρου U. Στο στοιχείο Α της ομάδας G  αντιστοιχεί ο τελεστής T(Α)=TA, τον οποίο 
αφήνουμε να επιδράσει πάνω στα βασικά  διανύσματα eμ, που ανήκουν στον υπόχωρο U και 
των οποίων η αναπαράσταση υπό  μορφή γραμμής έστω ότι είναι:  

eμ=(0,0,…,1μ,0,…,0)  μ=1,…,m. Θα έχουμε:  

ΤΑ(eμ)=eμT(A)=(0,0,…,1μ,0,…,0)

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+++++

+

+

nn1m,nnm1n

n,1m1m,1mm,1m1,1m

mn1m,mmm1m

n11m,1m111

TTTT

TTTT
TTTT

TTTT

LL

MMMMMM

LL

LL

MMMMMM

LL

  

=(Tμ1, Τμ2,⋅⋅⋅,Τμm,Τμ,m+1,⋅⋅⋅,Tμn)                                                          (2.7) 

 

όπου Tij είναι τα στοιχεία του πίνακα T(A) ως προς την βάση Β. Επειδή τώρα  ο υπόχωρος U 
είναι αναλλοίωτος ως προς την ομάδα G, το  διάνυσμα  TA(eμ)  ανήκει στον U και επομένως 
οι συνιστώσες του που αντιστοιχούν στα βασικά  διανύσματα em+1,…,en  θα είναι μηδέν, δηλ. 
Tμκ(A)=0 για m+1≤κ<n. Όμως το μ είναι τυχαίο και αφήνοντας το να πάρει  όλες  τις 
επιτρεπτές τιμές του καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι τα στοιχεία του άνω δεξιού μέρους 
του  πίνακα  T(Α)  πρέπει  να είναι μηδέν, δηλ. ο πίνακας T(Α) έχει την μορφή (2.6).  

          Ας πάρουμε τώρα το γινόμενο Γ=ΑΒ δυο στοιχείων της ομάδας G, το οποίο με τους 
πίνακες της αναπαραστάσεως γράφεται: T(Γ)=T(A)T(B) ή  

T(Γ)=
D A
X A D A

1

2

( )
( ) ( )

0⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  

D B
X B D B

1

2

( )
( ) ( )

0⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+ )B(D)A(D)B(X)A(D)B(D)A(X
)B(D)A(D

2221

11 0
                                   

Αλλά επειδή το T(Γ) πρέπει να είναι της μορφής:  
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                      Τ(Γ)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ΓΓ
Γ

)(D)(X
)(D

2

1 0
 

θα έχουμε: D1(A)D1(B)=D1(Γ)  

D2(A)D2(B)=D2(Γ)  και  

Χ(Α)D1(Β)+D2(Α)Χ(Β)=Χ(Γ)  

Από τις παραπάνω σχέσεις είναι φανερό ότι τα δυο σύνολα των πινάκων:  

  D1={D1(E),D1(A),…}  και D2={D2(E),D2(A),…}                                               

μας δίνουν δυο νέες αναπαραστάσεις για την ομάδα G διαστάσεως m και n-m αντίστοιχα. 
Επίσης είναι φανερό ότι τα βασικά διανύσματα {e1,…,em} αποτελούν την βάση για την 
αναπαράσταση D1  και τα υπόλοιπα n-m την βάση για την D2 .  

 

          Εάν όλα τα παραπάνω συμβαίνουν, τότε λέμε ότι η T είναι μια αναγώγιμη,  
(reducible), αναπαράσταση. Η αναγωγιμότητα μιας αναπαράστασης συνδέεται με την ύπαρξη 
ενός γνήσιου αναλλοίωτου υποχώρου U του αρχικού  χώρου V.  

Στην πράξη είναι πολύ βολικό να χρησιμοποιούμε αναπαραστάσεις με μικρή διάσταση.   

 

Θεώρημα 1: Κάθε αναπαράσταση T μιας  πεπερασμένης ομάδας G, της οποίας οι πίνακες 
μπορεί να μην είναι μοναδιαίοι, είναι ισοδύναμη, (με την βοήθεια ενός μετασχηματισμού  
ομοιότητας), με μια αναπαράσταση Γ μοναδιαίων πινάκων. Συγκεκριμένα υπάρχει 
αντιστρέψιμος πίνακας W τέτοιος ώστε  Γ(Α)=W-1Τ(Α)W ∀Α∈G με Γ(Α) μοναδιαίος 
πίνακας.  

Η αναπαράσταση Γ(Α) ονομάζεται μοναδιαία. 

Απόδειξη: Κατασκευάζουμε τον ερμιτιανό πίνακα:  

               H= T A T A
A

( ) ( )+

∈
∑

G
                                                   

όπου η άθροιση γίνεται σε όλα τα στοιχεία της  ομάδας G και T+ (Α) είναι ο 
συζυγοανάστροφος του πίνακα T(Α). Από την άλγεβρα των πινάκων γνωρίζουμε ότι κάθε 
ερμιτιανός πίνακας Η διαγωνοποιείται από ένα μοναδιαίο μετασχηματισμό  U, δηλ. U-

1HU=Hd, όπου Ηd  είναι ο  διαγώνιος  πίνακας, του οποίου τα διαγώνια στοιχεία είναι οι 
ιδιοτιμές του Η,  που  είναι  πραγματικοί  αριθμοί. Έτσι ο πίνακας Ηd γράφεται:  

 Hd=U-1 T A T A
A

( ) ( )+

∈
∑

G
U= U T A UU T A U T A T A

A A

− − +

∈

+

∈
∑ ∑= ′ ′1 1( ) ( ) ( ) ( )

G G
                                                  

όπου T′(A)=U-1T(A)U. To δε k διαγώνιο στοιχείο είναι:  

[Hd]kk=dk=
2*

kj jk kj kj kj
A j A j A j

T (A)T (A) T (A)T (A) T (A)
+

∈ ∈ ∈

′ ′ ′ ′ ′= =∑∑ ∑∑ ∑∑
G G G

                                             

Επειδή κάθε όρος στο άθροισμα αυτό είναι μη  αρνητικός,  έχουμε  dk≥0. Το dk  μπορεί να 
είναι μηδέν μόνο στην περίπτωση που Tkj(Α)=0 για κάθε j και για  όλα τα στοιχεία Α∈G. 
Αυτό όμως συνεπάγεται τον μηδενισμό των οριζουσών όλων των πινάκων της 
αναπαράστασης, κάτι που έχει αποκλεισθεί. Άρα dk>0.  
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          Επειδή τώρα όλα τα στοιχεία του διαγώνιου πίνακα Ηd είναι θετικοί αριθμοί, 
μπορούμε να θεωρήσουμε οποιαδήποτε δύναμη του πίνακα  Ηd, παίρνοντας τις αντίστοιχες 
δυνάμεις των διαγωνίων στοιχείων, δηλ.:  

   [(Hd)p]kk=(dk)p                    

          O  απαιτούμενος τώρα πίνακας W, που θα παίξει τον ρόλο του μετασχηματισμού 
ομοιότητας και θα μετατρέπει τους μη μοναδιαίους πίνακες  Τ(Α) σε μοναδιαίους πίνακες 
Γ(Α) είναι:  

                         W=U(Hd)1/2     

διότι ο πίνακας:  

   Γ(Α)=W-1T(A)W=Hd
-1/2U-1T(A)UHd

½=Hd
-1/2T′(A)Hd

1/2 

είναι μοναδιαίος. Πράγματι:  

 Γ(Α)Γ+(Α)=[Ηd
-1/2T′(A)Hd

1/2][Ηd
1/2T′+(A)Hd

-1/2]=Hd
-1/2T′(A)HdT′+(A)Hd

-1/2= 

 =Hd
-1/2T′(A) ′ ′ ′ =+ + −

∈
∑T B T B T A Hd
B

( ) ( ) ( ) /1 2

G
Hd

-1/2 ′ ′+ −

∈
∑T AB T AB H
B

( ) ( ) /1 2

G
=    

=Hd
-1/2HdHd

-1/2=E                                                                                                                                      

 

          Εάν τα στοιχεία της  αναπαράστασης της ομάδας G  δεν είναι μοναδιαίοι  τελεστές, ο 
μετασχηματισμός ομοιότητας που μας  μεταφέρει από την αναπαράσταση Τ στην 
αναπαράσταση Γ, έχει μια απλή φυσική σημασία: μας μεταφέρει από ένα πλάγιο σύστημα 
συντεταγμένων σ' ένα ορθοκανονικό. Το γεγονός ότι οι πίνακες Τ(Α)  δεν είναι μοναδιαίοι 
σημαίνει ότι τα βασικά διανύσματα του υποχώρου U,  που  έχουν επιλεγεί σαν βάση για την 
αναπαράσταση Τ, δεν είναι ορθογώνια, ενώ τα βασικά διανύσματα για την αναπαράσταση Γ 
είναι ορθογώνια.                       

                                                                 

2.5   Ανάγωγες αναπαραστάσεις.  

          Εάν η παραπάνω αναπαράσταση T είναι αναγώγιμη, τότε  η μοναδιαία αναπαράσταση 
Γ={Γ(E),Γ(A),…}, που ορίζεται από την σχέση Γ(Α)=W-1T(A)W είναι επίσης αναγώγιμη 
και ισοδύναμη με την T επειδή ορίζονται στον ίδιο χώρο V. Επειδή τώρα  οι  πίνακες της Γ 
είναι μοναδιαίοι θα έχουν την μορφή:  

   Γ(Α)=
S A

S A

1

2

( )

( )

0

0

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

                       

όπου  έχουμε δυο αναπαραστάσεις από τους μοναδιαίους  πίνακες  S1={S1(E), S1(A),…} και 
S2={S2(E), S2(A),…}, που ορίζονται στους υποχώρουςVm και Vp του χώρου V, (με  
dimVm=m,  dimVp=p  και  dimV=n=m+p)  και  επομένως  είναι ισοδύναμοι προς τους 
πίνακες D1  και D2  αντίστοιχα της σχέσεως (2.6).  

          Στη συνέχεια μπορεί να συμβεί οι αναπαραστάσεις S1 και S2 να  είναι και αυτές 
αναγώγιμες, δηλ οι υπόχωροι Vm και  Vp  να περιέχουν αναλλοίωτους υποχώρους. Η 
διαδικασία αυτή μπορεί να συνεχισθεί μέχρι που να μην μπορούμε να βρούμε έναν 
μοναδιαίο μετασχηματισμό, που να ανάγει όλους τους πίνακες ακόμη περαιτέρω. Έτσι η 
τελική μορφή των πινάκων της αναπαράστασης Γ θα είναι:  
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  Γ(Α)=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Γ

ΑΓ
ΑΓ

)A(

)(
)(

s

2

1

O
           

με όλους τους πίνακες της αναπαράστασης Γ να έχουν την  ίδια  αναγώγιμη δομή. Όταν 
επιτυγχάνεται μια τέτοια πλήρη αναγωγή μιας αναπαράστασης, οι  συνιστώσες 
αναπαραστάσεις Γ1, Γ2,…,Γs  ονομάζονται ανάγωγες αναπαραστάσεις της ομάδας G και η 
αναπαράσταση Τ πλήρως ανηγμένη, (fully reduced).  

          Πρέπει να τονισθεί ότι μια  ανάγωγη αναπαράσταση μπορεί να  συμβεί περισσότερες 
από μια φορά στην αναγωγή μιας  αναγώγιμης  αναπαράστασης  Γ.  Οι πίνακες της 
αναπαράστασης Γ είναι τότε το ευθύ άθροισμα των πινάκων των συνισταμένων ανάγωγων 
αναπαραστάσεων και αυτό μπορούμε να το γράψουμε:  

   Γ=α1Γ1⊕α2Γ2⊕…⊕αsΓs      (2.9) 
Βάσει των ανωτέρω η μελέτη των αναπαραστάσεων και συνεπώς η μελέτη των 

γραμμικών μετασχηματισμών διευκολύνεται από το γεγονός ότι μπορούμε να περιοριστούμε 
στις ανάγωγες αναπαραστάσεις που αποτελούνται από μοναδιαίους πίνακες. 

 
Παράδειγμα 1 Θεωρούμε  την αβελιανή ομάδα G={Ε, Α, Α2, Α3} της οποίας ο 
πολλαπλασιαστικός πίνακας είναι (βλ. παρ. 1.12 παράδειγμα 4): 

 

 

 

                                                                   ή 

 

 

 

Η αναπαράσταση αυτής της ομάδας, που ονομάζεται κανονική αναπαράσταση, (βλ. 
παρακάτω παρ. 2.7), είναι: 

T(Ε)=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1000
0100
0010
0001

  T(Α)=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0100
0010
0001
1000

 

T(Α2)=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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0001
1000
0100

 T(Α3)= 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0001
1000
0100
0010

 

Παρατηρούμε ότι οι πιο πάνω πίνακες διαγωνοποιούνται με τον πίνακα: 

 Ε Α Α2 Α3

Ε Ε Α Α2 Α3

Α Α Α2 Ε Α 

Α2 Α2 Α3 Ε Α 

Α3 Α3 Ε Α Α2

 Ε Α3 Α2 Α 

Ε Ε Α3 Α2 Α 

Α Α Ε Α3 Α2 

Α2 Α2 Α Ε Α3 

Α3 Α3 Α2 Α Ε 
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   W=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
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⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−

−

1i11
i111

1i11
i111

2
1  

Ο πίνακας αυτός είναι μοναδιαίος  και 

W-1=W+=
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⎟
⎟
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⎠
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⎜
⎜

⎝

⎛

−−
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1i1i
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1111
1111

2
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οπότε  

Γ(Ε)=W-1T(E)W=

⎟⎟
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⎟
⎟
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  Γ(A)=W-1T(A)W= 
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Γ(A2)=W-1T(A2)W=

⎟⎟
⎟
⎟
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 Γ(A3)=W-1T(A3)W=
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⎟
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δηλ. η αναπαράσταση Τ είναι πλήρως αναγωγίσιμη και ισοδύναμη προς την Γ. 

Επομένως έχουμε τις εξής 4 ανάγωγες μονοδιάστατες αναπαραστάσεις: 

Γ1(G)={1,-1,1,-1}, Γ2(G)={1,1,1,1}, Γ3(G)={1,-i,-1,i}, Γ4(G)={1,i,-1,-i} 

 

2.6   Τα λήμματα του Schur και το θεώρημα της ορθογωνιότητας  

          Υπάρχουν δυο σημαντικά θεωρήματα, που λέγονται λήμματα του Schur, αρκετά 
χρήσιμα για την μελέτη των ανάγωγων αναπαραστάσεων μιας ομάδας και οδηγούν στο  
θεώρημα της ορθογωνιότητας. Στα παρακάτω  υποθέτουμε ότι οι αναπαραστάσεις ορίζονται 
σε μιγαδικό διανυσματικό χώρο.  

 

Πρώτο Λήμμα του Schur. Εάν Γi  είναι μια ανάγωγη αναπαράσταση  μιας  ομάδας  G και 
υπάρχει ένας πίνακας Ρ, που μετατίθεται με όλους τους πίνακες της Γi, τότε ο Ρ πρέπει να 
είναι ένας σταθερός πίνακας με την έννοια ότι είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού πίνακα, 
δηλ. Ρ=λΕ.  

 

          Η σπουδαιότητα του λήμματος αυτού βρίσκεται στο γεγονός ότι  το αντίστροφο είναι 
επίσης αληθές, δηλ. εάν μπορέσουμε να δείξουμε ότι ένας οποιοσδήποτε πίνακας, που 
μετατίθεται με όλους τους πίνακες της αναπαράστασης, είναι σταθερός, τότε η 
αναπαράσταση είναι ανάγωγη.  
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Δεύτερο Λήμμα  του  Schur. Εάν Γi  και Γj  είναι  δυο  ανάγωγες  αναπαραστάσεις 
διαστάσεως di  και dj  αντίστοιχα μιας ομάδας G και  ο  πίνακας  Μ  τάξης  di×dj  ικανοποιεί 
την σχέση:  

                         Γi(A)M=MΓj(A)  ∀A∈G                               (2.10)  

τότε ή α) Μ=0, (μηδενικός πίνακας), ή β) ο Μ είναι ομαλός τετραγωνικός δηλ. detΜ≠0 μόνο 
στην περίπτωση που οι  Γi  και Γj  είναι ισοδύναμες αναπαραστάσεις.  

 Σαν συμπέρασμα βγαίνει ότι αν υπάρχει πίνακας Μ≠0 που ικανοποιεί την σχέση 
(2.10), τότε οι ανάγωγες αναπαραστάσεις Γi(Α) και Γj(Α) είναι ισοδύναμες, δηλ. ουσιαστικά 
οι ίδιες. 

 

          Εφαρμογή των παραπάνω λημμάτων είναι το εξής θεώρημα:  

Θεώρημα της ορθογωνιότητας. Έστω Γi  και Γj δυο μη ισοδύναμες και ανάγωγες 
αναπαραστάσεις διαστάσεως di  και dj  αντίστοιχα, μιας ομάδας G  τάξης g.  Τότε ισχύει:  

mnksij
iA

*j
ns

i
km d

g)A()A( δδδ=ΓΓ∑
∈G

    (2.11)                                 

Η παραπάνω σχέση είναι γνωστή  σαν το θεώρημα της ορθογωνιότητας για τις ανάγωγες 
αναπαραστάσεις μιας ομάδας και κατέχει κεντρική θέση στην θεωρία των αναπαραστάσεων 
των ομάδων.  

          Το θεώρημα αυτό έχει μια ενδιαφέρουσα σημασία, που μπορεί κανείς να την δει 
χρησιμοποιώντας την γλώσσα των διανυσματικών χώρων και έχει ως εξής:  

          Έστω c το πλήθος των διακεκριμένων ανάγωγων αναπαραστάσεων μιας πεπερασμένης 
ομάδας G={Ε, Α, Β, ...} τάξης g. Θεωρούμε το i

kmΓ  σαν συνάρτηση των στοιχείων της 
ομάδας G. Η συνάρτηση αυτή i

kmΓ ορίζεται μόνο στα g διακεκριμένα "σημεία" Ε, Α, Β, .... 
Για κάθε διαφορετική τιμή των i, k, m, (1≤i≤c,  1≤k,m≤di ),  έχουμε και μια συνάρτηση και 

επομένως ο ολικός αριθμός των συναρτήσεων είναι ∑
=

c

1i

2
id , (έχουμε di

2  συναρτήσεις για κάθε 

τιμή του i). Το σύνολο αυτών των  συναρτήσεων  ορίζει ένα διανυσματικό χώρο διαστάσεως 
g,  διότι  μια  συνάρτηση  αυτού  του  χώρου καθορίζεται πλήρως εάν δοθούν οι 
"συνιστώσες" της, που είναι g  σε  πλήθος.  Ο χώρος αυτός γενικά αναφέρεται σαν ο χώρος 
της ομάδας, (group space).  

Το αριστερό μέλος της (2.11) μπορούμε να το δούμε σαν το εσωτερικό γινόμενο των δυο 
συναρτήσεων  i

kmΓ  και i
kmΓ   και να γράψουμε:  

   ∑
∈

ΓΓ=〉ΓΓ〈
GA

i
km

*j
sn

i
km

j
sn )A()A(|     (2.12)                                 

οπότε από τη σχέση (2.11) βγαίνει το συμπέρασμα ότι οι συναρτήσεις i
kmΓ είναι ορθογώνιες 

μεταξύ τους. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αποτελούν και πλήρες σύνολο και  επομένως  
σχηματίζουν  μια  ορθοκανονική  βάση, άρα πάντα ισχύει: 

   ∑
=

=
c

1i

2
i gd          (2.13) 
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Οι συναρτήσεις i
kmΓ  θα ονομάζονται αναπαραστατικά διανύσματα, (representation 

vectors), του χώρου  της ομάδας.      

Η σχέση (2.13)  είναι σημαντική διότι για μικρό σχετικό g, (όπως συμβαίνει στις 
περισσότερες εφαρμογές), επιτρέπει τον υπολογισμό των αναγώγων αναπαραστάσεων και 
των διαστάσεων τους. 

Σαν ένα απλό παράδειγμα για τον χώρο της ομάδας μπορούμε να θεωρήσουμε τον 2-
διάστατο spin-χώρο  των spin-συναρτήσεων ενός σωματιδίου με s=1/2. Οι βασικές 
συναρτήσεις αυτού του χώρου είναι οι χ1/2(sz) και χ-1/2(sz), (όπου sz είναι μια συνιστώσα του 
spin s). Οι συναρτήσεις αυτές  ορίζονται στις δυο διακεκριμένες τιμές του ορίσματος των 
sz=±1/2. Κάθε άλλη συνάρτηση, (spinor), μπορεί να εκφρασθεί σαν γραμμικός συνδυασμός 
αυτών των δυο βασικών συναρτήσεων. Γενικά, εάν το spin ενός σωματιδίου είναι j, τότε οι 
spin-συναρτήσεις ορίζουν έναν χώρο 2j+1 διαστάσεων με 2j+1 βασικές συναρτήσεις: χj(jz), 
χj-1(jz),⋅⋅⋅, χ-j(jz), (όπου jz είναι μια συνιστώσα του j). Κάθε συνάρτηση ορίζεται σε 2j+1 τιμές 
του ορίσματος της -j≤ jz≤ j.    
 

2.7  Η Κανονική αναπαράσταση.  

          Ο πιο φυσιολογικός τρόπος για να έχει κανείς μια αναγώγιμη αναπαράσταση  μιας  
πεπερασμένης ομάδας είναι να χρησιμοποιήσει τον πολλαπλασιαστικό πίνακα. Ας 
υποθέσουμε ότι η ομάδα έχει g στοιχεία. Αριθμούμε τα στοιχεία με έναν οποιονδήποτε 
τρόπο και έστω ότι παίρνουμε την εξής διάταξη:  

G ={Α1, Α2,⋅⋅⋅,Αg} 
Θεωρούμε τα στοιχεία της ομάδας ότι αποτελούν μια βάση ενός διαν. χώρου g 

διαστάσεων με την αντιστοιχία: 

   A1 → |e1>, A2 → |e2>, ⋅⋅⋅, Ag → |eg> 
Συνθέτουμε τώρα τα στοιχεία Αm και Αn, με βάση τον νόμο εσωτερικής συνθέσεως με τον 
οποίο είναι εφοδιασμένη η ομάδα, και έστω Αk το αποτέλεσμα δηλ.  

   ΑmAn=Ak  

Με την βοήθεια της παραπάνω σχέσεως μπορούμε να ορίσουμε ένα μετασχηματισμό μεταξύ 
των στοιχείων της ομάδας G ως εξής: 

   Αm: An → Ak 
Ο μετασχηματισμός αυτός μεταφέρεται στο σύνολο των βασικών διανυσμάτων  

   |em>: |en> → |ek>≡Γ(Αm)|en>     (2.15) 
Τα στοιχεία τώρα του πίνακα Γ(Αm) υπολογίζονται από την σχέση: 

Γ(Αm)kn=<en|Γ(Αm)|ek>=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ =

αλλοιώς   0

AAΑ  εάν  1 knm

 m, n,k =1,2,⋅⋅⋅⋅,g (2.16) 

Από την σχέση (2.16) παρατηρούμε ότι: 

1) Εάν θέσουμε Αm=E βρίσκουμε: 
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 Γ(Ε)kn=δkn=
⎪⎩

⎪
⎨

⎧ =

αλλοιώς   0

nk  εάν  1
     

δηλ. ο πίνακας Γ(Ε) είναι ο ταυτοτικός, πράγμα που ισχύει για όλες τις αναπαραστάσεις. 

 2) Κάθε γραμμή ή στήλη του πίνακα Γ(Αm) περιέχει παντού μηδενικά εκτός από μια 
θέση που έχει μονάδα.     

Παράδειγμα 1:  Θα βρούμε την κανονική αναπαράσταση της ομάδας C3ν, εφαρμόζοντας τα 
παραπάνω.  

Θέτουμε:  A1=E↔|e1>,          A2=C3↔|e2>,       A3=C3
2↔|e3>,   

   A4=σ1↔|e4>,        A5=σ2↔|e5>,         A6=σ3↔|e6>, 
και βρίσκουμε : Γ(A1)=Γ(E)=(ε)   (ταυτοτικός πίνακας) 

Γ(A2)|e1>=C3E=C3=|e2> 

Γ(A2)|e2>=C3C3=C3
2=|e3> 

Γ(A2)|e3>= C3C3
2=E=|e1>  

Γ(A2)|e4>=C3σ1=σ3=|e6> 

Γ(A2) |e5>=C3σ2=σ1=|e4> 

Γ(A2) |e6>=C3σ3=σ2=|e5> 
Εάν τις παραπάνω σχέσεις τις πολλαπλασιάσουμε διαδοχικά με τα διανύσματα 

<e1|, <e2|, <e3|, <e4|, <e5|, <e6|  

βρίσκουμε: 

<e1| Γ(A2)|e1>=<e1|e2>=0 

<e1| Γ(A2)|e2>=<e1|e3>=0 

<e1| Γ(A2)|e3>=<e1|e1>=1 

<e1| Γ(A2)|e4>=<e1|e6>=0 

<e1| Γ(A2)|e5>=<e1|e4>=0 

<e1| Γ(A2)|e6>=<e1|e5>=0   κ.λ.π 
 

Τελικά θα έχουμε:       

Γ(Α2)=Γ(C3)=

0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

  

 



Αναπαραστάσεις Ομάδων                 ♦ 69 

 Κατά τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε και την αναπαράσταση των υπολοίπων στοιχείων της 
ομάδας.  

Γ(C3
2)=

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

                         Γ(σ1)=

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

 

Γ(σ2)=

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

                            Γ(σ3)=

0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

 

 Μετά από τους σχετικούς πολλαπλασιασμούς επιβεβαιώνεται ότι οι πιο πάνω πίνακες 
έχουν τον ίδιο πίνακα πολλαπλασιασμού με την C3ν. Εννοείται βέβαια ότι η κανονικη 
αναπαράσταση δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένη. Μια αλλαγή π.χ. στην αρίθμηση των 
στοιχείων της ομάδας θα δώσει πίνακες Γ(Χ) οι οποίοι είναι διαφορετικοί. Οι διάφορες όμως 
αυτές μορφές είναι ισοδύναμες μεταξύ τους.  

 

Παρατήρηση 1 Μια μορφή κανονικής αναπαράστασης βρίσκεται από τον 
πολλαπλασιαστικό πίνακα όταν αυτός είναι γραμμένος έτσι ώστε το ταυτοτικό στοιχείο Ε να 
εμφανίζεται μόνο στη διαγώνιο του  πίνακα. Σε κάθε στοιχείο της ομάδας αντιστοιχούμε τον 
πίνακα, που προκύπτει από τον πολλαπλασιαστικό  εάν  θέσουμε στη θέση, που εμφανίζεται 
το στοιχείο το 1 και σε όλες τις άλλες θέσεις το  0. Η αναπαράσταση, που προκύπτει με αυτό 
τον τρόπο είναι αναγώγιμη και τάξεως ίση με την τάξη της ομάδας.  

          Εάν την παραπάνω  διαδικασία  την  εφαρμόσουμε στην περίπτωση της ομάδας C4ν   
προκύπτει π.χ. για το στοιχείο C4  ο πίνακας:  

 

Γ(C4)=

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
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2.8   Οι χαρακτήρες μιας αναπαράστασης.  

          Οι πίνακες μιας αναπαράστασης  μιας  ομάδας είδαμε  ότι  δεν είναι συγκεκριμένοι, 
διότι εξαρτώνται από την βάση του διανυσματικού χώρου και ακόμα από την διάταξη των 
διανυσμάτων της βάσης. Όμως όλες οι αναπαραστάσεις  που ορίζονται στον ίδιο διανυσματικό  
χώρο  είναι  ισοδύναμες, διότι σχετίζονται μεταξύ τους με ένα μετασχηματισμό ομοιότητας. 
Από την γραμμική  Άλγεβρα  είναι γνωστό ότι το ίχνος των τετραγωνικών πινάκων είναι  
αναλλοίωτο ως προς τους μετασχηματισμούς ομοιότητας. Επομένως βλέπουμε ότι τα ίχνη  
των πινάκων μιας αναπαράστασης θα  μπορούσαν  μονοσήμαντα  να  χαρακτηρίσουν  την  
αναπαράσταση ανεξάρτητα από την εκλογή της βάσης.  

          Έστω Γ μια αναπαράσταση, (αναγώγιμη ή μη), μιας ομάδας G. Ορίζουμε σαν 
χαρακτήρες της αναπαράστασης  Γ το σύνολο των ιχνών των πινάκων της αναπαράστασης 
Γ, δηλ.  

                     χ(Α)=trΓ(Α)=∑Γ
k

kk )A(      (2.17) 

Προφανώς όταν η αναπαράσταση είναι μονοδιάσταση οι χαρακτήρες είναι  η  ίδια  η 
αναπαράσταση. Επίσης οι χαρακτήρες των στοιχείων Α και Β, που είναι συζυγή στοιχεία,  
ταυτίζονται,  διότι  οι  πίνακες  Τ(Α)  και  Τ(Β)  συνδέονται  με μετασχηματισμό ομοιότητας:  
Τ(Α)=S-1Τ(Β)S  ⇒  trT(A)=trT(B)  ⇒ χ(Α)=χ(Β).  Έτσι όλα τα στοιχεία μιας κλάσης έχουν 
τον ίδιο χαρακτήρα.  

          Ο χαρακτήρας είναι επομένως μια συνάρτηση των κλάσεων όπως ακριβώς η 
αναπαράσταση είναι μια συνάρτηση των στοιχείων της ομάδας.     

 Από τα παραπάνω εύκολα προκύπτει ότι εάν δυο αναπαραστάσεις είναι ισοδύναμες, 
τότε έχουν το ίδιο  σύνολο χαρακτήρων. Ισχύει και το αντίστροφο. Επομένως για να 
ελέγξουμε ότι δυο αναπαραστάσεις είναι ισοδύναμες δεν χρειάζεται να ανατρέξουμε στον 
ορισμό (2.4) για να βρούμε έναν πίνακα S ώστε να ισχύει η (2.4).  

 Εάν έχουμε k κλάσεις σε μια ομάδα G π.χ. K1, K2, ⋅⋅⋅⋅, Kk, τότε οι δυνατοί χαρακτήρες 
είναι k σε πλήθος {χ(Ki) / i=1,⋅⋅⋅,k}. Π.χ. για την ομάδα C3ν έχουμε τρεις κλάσεις: Κ1={Ε}, 
Κ2={C3, C3

2}, K3={σ1, σ2, σ3}. Για να βρούμε τους χαρακτήρες, παίρνουμε ένα τυχαίο 
στοιχείο από κάθε κλάση και βρίσκουμε τον χαρακτήρα του. Θεωρώντας την κανονική 
αναπαράσταση, που δίνεται στο παράδειγμα 1 της παρ. 2.7 βρίσκουμε χ(Κ1)=6, χ(Κ2)=0, 
χ(Κ3)=0. Ο χαρακτήρας της κλάσεως, που περιέχει το ταυτοτικό στοιχείο, συμπίπτει με την 
διάσταση της αναπαραστάσεως. 

 

 Στη συνέχεια θα αναφερθούμε στην ορθογωνιότητα των χαρακτήρων. H σχέση 
(2.11) περιέχει διπλή ορθογωνιότητα: 

α) όταν πρόκειται για την ίδια αναπαράσταση i=j αλλά για διαφορετικά στοιχεία 
(k,m)≠(s,n) 
β) όταν πρόκειται για τα ίδια στοιχεία (k,m)=(s,n) αλλά για διαφορετικές 
αναπαραστάσεις i≠j. 

Συνεπώς στον g-διάστατο διανυσματικό χώρο έχουμε d1
2+d2

2+⋅⋅⋅+dn
2 ορθογώνια διανύσματα 

και επομένως θα πρέπει να ισχύει: 

   ∑
=

≤
n

1i

2
i gd  
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Με άλλα λόγια μια πεπερασμένη ομάδα έχει πεπερασμένες το πλήθος ανάγωγες 
αναπαραστάσεις, διάφορες μεταξύ τους με διάσταση αναγκαστικά μικρότερη του g  δηλ.  

   di≤ g    i=1,2,⋅⋅⋅,n 

Από την σχέση οθογωνιότητας (2.11) προκύπτει μια απλούστερη και πολύ χρήσιμη σχέση 
μεταξύ των χαρακτήρων. Θέτουμε k=m και s=n και η σχέση (2.11) γράφεται: 

ksij
iA

*j
ss

i
kk d

g)A()A( δδ=ΓΓ∑
∈G

 

Αθροίζουμε την σχέση αυτή ως προς k και s και έχουμε: 

  iji
ik

ksij
iA s

*j
ss

k

i
kk d

d
g

d
g)A()A( δ=δδ=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Γ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Γ ∑∑ ∑∑

∈G
  ⇒ 

  ij
A

*j)(i)( g)A()A( δ=χχ∑
∈G

      (2.18) 

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η ομάδα G έχει k κλάσεις Κ1, Κ2, ⋅⋅⋅,Κk με αριθμό στοιχείων η κάθε 
μια g1, g2,⋅⋅⋅,gk αντίστοιχα. Εφ’ όσον ο χαρακτήρας όλων των στοιχείων μιας κλάσης είναι ο 
ίδιος η σχέση (2.18) γράφεται: 

  ij

k

1

*(j)(i) gg δ=χχ∑
=α

ααα   ⇒ 

  ij

k

1

*(j)(i)

g
g

g
g

δ=χχ∑
=α

α
α

α
α       (2.19) 

όπου χα(i) είναι ο χαρακτήρας της ανάγωγης αναπαραστάσεως Γ(i)(Aα) ενός στοιχείου Αα της 
κλάσης Kα.  Η σχέση (2.19) εκφράζει την ορθογωνιότητα των χαρακτήρων μιας ανάγωγης  
αναπαράστασης. Οι συναρτήσεις: 

  eα(i)= (i)

g
g

α
α χ   i=1,2,⋅⋅⋅,n (13      (2.20) 

αποτελούν n ορθοκανονικά διανύσματα στον k-διάστατο χώρο των κλάσεων της ομάδας G, 
δηλ.  n≤k         (2.21) 
Αποδεικνύεται ότι η σχέση (2.21) ισχύει με το ίσο: n=k     

Συμπέρασμα: Ο αριθμός των ανάγωγων αναπαραστάσεων της ομάδας G  είναι ίσος με τον 
αριθμό των κλάσεων της G.  

 

2.9  Αναγωγή μιας αναγώγιμης αναπαράστασης.  

          Πολύ συχνά συμβαίνει μια αναπαράσταση  μιας  ομάδας να είναι αναγώγιμη. Μια 
αναγώγιμη όμως αναπαράσταση Γ μπορεί να  γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός ανάγωγων 
αναπαραστάσεων βάσει της σχέσεως (2.9). Μπορούμε να βρούμε την συχνότητα με την 

                                                 
(13 N είναι το πλήθος των ανάγωγων αναπαραστάσεων που δεν είναι ισοδύναμες. 
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οποία εμφανίζεται μια ανάγωγη αναπαράσταση Γi  κατά την αναγωγή της Γ. Πράγματι, 
παίρνουμε το ίχνος και των δυο μελών  της  (2.9)  και έχουμε:  

                           χ(Α)=∑ χα
i

)i(
i )A(  ∀A∈G     (2.22) 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δυο μέλη με χ(j)*(Α) και αθροίζοντας ως προς  όλα  τα στοιχεία 
της G έχουμε:  

g)A()A()A()A( j
A

)i(*)j(

i
i

A

*)j( α=χχα=χχ ∑∑∑
∈∈ GG

  ⇒  αj= ∑
∈

χχ
GA

*)i( )A()A(
g
l  (2.23)                                 

Η (2.23) δίνει μια μέθοδο για τον υπολογισμό των συντελεστών της σχέσεως (2.9).  Οι 
χαρακτήρες των ανάγωγων αναπαραστάσεων  ονομάζονται απλοί χαρακτήρες, ενώ οι 
χαρακτήρες των αναγώγιμων αναπαραστάσεων ονομάζονται σύνθετοι χαρακτήρες. Ένας 
σύνθετος χαρακτήρας μπορεί να εκφρασθεί σαν ένας γραμμικός συνδυασμός απλών 
χαρακτήρων, όπως στην σχέση (2.22).  

          Αποδεικνύεται ότι ικανή  και  αναγκαία  συνθήκη για να είναι μια αναπαράσταση 
ανάγωγη είναι να ισχύει η σχέση:  

                         ∑
∈

=χχ
GA

g)A()A(*   ή   gg * =χχ∑
α

ααα     (2.24) 

όπου χα  ο χαρακτήρας της Κα κλάσης της ομάδας και gα ο αριθμός των στοιχείων που 
περιέχει η κλάση Κα .  

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ:  Για να προσδιορίσει κανείς τις ανάγωγες αναπαραστάσεις μιας 
ομάδας πρέπει να έχει  υπόψη του τα εξής: 

1) n=k, δηλ. ο αριθμός των ανάγωγων αναπαραστάσεων μιας ομάδας ισούται με το 
πλήθος των κλάσεων της. Οι κλάσεις μιας ομάδας βρίσκονται σχετικά εύκολα. 

2) ∑
=

=
n

1i

2
i gd  δηλ. οι διαστάσεις di των ανάγωγων αναπαραστάσεων Γi και η τάξη g της 

ομάδας ικανοποιούν μια αρκετά χρήσιμη σχέση . 

3) Γκαν (Α) =∑
=

Γ
n

1i

i
i )A(d  Α∈G  Έτσι η γνώση της κανονικής αναπαράστασης αρκεί για 

να βρούμε όλες τις ανάγωγες αναπαραστάσεις της ομάδας. 

4) αββ
β

α
α δ=χχ∑

n

i

*(i)(i)

g
g

g
g

  

5) ij

c
*(i)(i)

g
g

g
g

δ=χχ∑
α

β
β

α
α    όπου χα(i) είναι ο χαρακτήρας της ανάγωγης 

αναπαράστασης i που αντιστοιχεί στην κλάση Κα. 

6) βδαγ
∈

δδδ=ΓΓ∑ ij
A

(j)*
γδ

i(i)
αβ

i )A(
g
d)A(

g
d

G

 

7) '

n

1i

i*
αβ

i
id

1

id

1β

i
αβ

i )'A(
g
d)A(

g
d

ΑΑ
= =α =

δ=ΓΓ∑∑∑    Α∈G, A′∈G 

 



Αναπαραστάσεις Ομάδων                 ♦ 73 

Παράδειγμα 1. Έστω ότι η ομάδα G είναι αβελιανή. Γνωρίζουμε ότι κάθε στοιχείο της 
αποτελεί κλάση. Επομένως k=g και θα έχουμε: 

∑
=

=
g

1i

2
i gd  ⇒ di=1          i=1,2,⋅⋅⋅,g 

δηλ. όλες οι ανάγωγες αναπαραστάσεις μιας αβελιανής ομάδας είναι μονοδιάστατες. Εάν μια 
αναπαράσταση μιας αβελιανής ομάδας έχει διάσταση μεγαλύτερη της μονάδας, τότε 
αναγκαστικά είναι αναγώγιμη.  

 Π.χ. η αβελιανή ομάδα των δυο στοιχείων G={E,A} με Α2=Ε έχει δυο κλάσεις: 
Κ1={Ε}, Κ2={Α}και επομένως οι ανάγωγες αναπαραστάσεις είναι δυο. Από την σχέση: 

∑
=

=
g

1i

2
i gd , για g=2, προκύπτει d1

2+d2
2=2 με μοναδική λύση d1=1, d2=1. Για μονοδιάστατες 

αναπαραστάσεις οι χαρακτήρες συμπίπτουν με την ίδια την αναπαράσταση. Έτσι μπορούμε 
να περιοριστούμε στους χαρακτήρες και να καταρτίσουμε τον παρακάτω πίνακα 
χαρακτήρων: 

 

Γνωρίζουμε ότι στο ταυτοτικό στοιχείο Ε αντιστοιχούμε τον ταυτοτικό πίνακα. Στην 
προκειμένη περίπτωση, ο ταυτοτικός πίνακας είναι ο αριθμός 1, επειδή πρόκειται για 
μονοδιάστατη αναπαράσταση. Επομένως η πρώτη στήλη θα συμπληρωθεί με 1. Επίσης, 
επειδή στις μονοδιάστατες αναπαραστάσεις οι χαρακτήρες ταυτίζονται με τους πίνακες της 
αναπαραστάσεως, πρέπει να υπακούουν στον πολλαπλασιαστικό πίνακα της ομάδας. Επειδή 
Α2=Ε, έχουμε σ’ αυτήν την περίπτωση α2=1, β2=1  ⇒   α=±1, β=±1. Έτσι ο πίνακας των 
χαρακτήρων και οι αντίστοιχες αναπαραστάσεις είναι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρούμε ότι το «χαρακτηριστικό διάνυσμα» (1, 1) είναι ορθογώνιο προς το 
«χαρακτηριστικό διάνυσμα» (1, -1), όπως περιμέναμε από την εξίσωση:  

Κλάσεις 

 

 

Χαρακτήρες 

 

{E} 

 

{A} 

χ1 1 1 

χ2 1 -1 

Στοιχεία Ομάδας 

 

 

Αναπαραστάσεις 

 

E 

 

A 

Γ1 1 1 

Γ2 1 -1 

Κλάσεις 

 

 

Χαρακτήρες 

 

{E} 

 

{A} 

χ1 1 α 

χ2 1 β 
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ij

c
*(i)(i)

g
g

g
g

δ=χχ∑
α

β
β

α
α  

Τα χαρακτηριστικά διανύσματα είναι οι γραμμές του παραπάνω αριστερού πίνακα. 

 
Παράδειγμα 2: Εδώ θα ασχοληθούμε με την κυκλική ομάδα G={Ε, Α, Α2} με Α3=Ε. Η 
ομάδα αυτή έχει τρεις κλάσεις Κ1={Ε}, Κ2={Α}, Κ3={Α2} και επομένως τρεις 

μονοδιάστατες αναπαραστάσεις. Από την σχέση: ∑
=

=
g

1i

2
i gd , για g=3, προκύπτει 

d1
2+d2

2+d3
2=3. Επειδή το τετράγωνο του δεύτερου στοιχείου Α ισούται με το τρίτο στοιχείο 

Α2, μπορούμε αμέσως να γράψουμε τον πίνακα των χαρακτήρων:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

όπου α3=β3=γ3=1. Οι δυνατές τιμές για τα α, β, γ είναι  {1, e2πi/3 και e4πi/3}  δηλαδή οι κυβικές 
ρίζες της μονάδας. Τελικά οι αναπαραστάσεις της ομάδας θα δίνονται από τον πίνακα: 

 

 

  
    

 

 

 

 

όπου ε= e2πi/3. Τα τρία «χαρακτηριστικά διανύσματα» που προέκυψαν είναι (1, 1, 1), (1, ε, ε2) 
και (1, ε2, ε) και είναι μεταξύ τους ορθογώνια, όπως εύκολα μπορούμε να δούμε. 

 

Στοιχεία  

της ομάδας 

 

Αναπαραστάσεις 

 

E 

 

A 

 

A2 

Γ1 1 1 1

Γ2 1 ε ε2

Γ3 1 ε2 ε

Κλάσεις 

 

 

Χαρακτήρες 

 

{E} 

 

{A} 

 

{A2} 

χ1 1 α α2

χ2 1 β β2

χ3 1 γ γ2
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Παράδειγμα 3: Για τις ομάδες τάξεως g=4, έχουμε δυο περιπτώσεις: α) την αντίστοιχη 
κυκλική ομάδα και β) την ομάδα με πολλαπλασιαστικό πίνακα: 

α)  Για την περίπτωση της κυκλικής ομάδας, τα πράγματα είναι εντελώς ανάλογα με το 
προηγούμενο παράδειγμα 2. Οι χαρακτήρες θα είναι οι ρίζες τάξεως 4 της μονάδας και ο 
αντίστοιχος πίνακας δίνεται παρακάτω, όπου δ=e2πi/4. Η γενίκευση για μια κυκλική ομάδα 
τάξεως n είναι προφανής: Οι αναπαραστάσεις των στοιχείων της κυκλικής ομάδας τάξεως 
g=n θα είναι οι n-οστές ρίζες της μονάδας. 

 

 

β) Έστω G={Ε, Α, Β, Γ} η ομάδα τάξεως g=4, που δεν είναι κυκλική. Θα μπορούσαμε και 
εδώ να εργασθούμε όπως στα προηγούμενα παραδείγματα, πλην όμως θα προτιμήσουμε μια 
άλλη κομψότερη μέθοδο. Εύκολα μπορούμε να δούμε, από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα: 

ότι το σύνολο των στοιχείων {Ε, Α} είναι μια υποομάδα και μάλιστα κανονική. Έστω Η={Ε, 

Α}. Η αντίστοιχη ομάδα πηλίκο R=G/H θα αποτελείται από τα δυο συσύνολα: Η={Ε, Α} και 
{Β, Γ}. Η αναπαράσταση της ομάδας πηλίκο ταυτίζεται με την αναπαράσταση της ομάδας 
του παραδείγματος 1. Συγκεκριμένα η αναπαράσταση του στοιχείου Ε της ομάδας {Ε, Α}, 
που θα την συμβολίσουμε με G1, μπορεί να θεωρηθεί σαν αναπαράσταση του ταυτοτικού 
στοιχείου της ομάδας πηλίκου που είναι το συσύνολο {Ε, Α}=Η. Η αναπαράσταση τώρα του 

 E A B Γ 

Ε Ε Α Β Γ 

Α Α Ε Γ Β 

Β Β Γ Ε Α 

Γ Γ Β Α Ε 

 

Στοιχεία  

της ομάδας 

 

Αναπαραστάσεις 

 
E 

 
A 

 
A2 

 
Α3 

Γ1 1 1 1 1

Γ2 1 δ δ2 δ3

Γ3 1 δ3 δ δ2

Γ4 1 δ2 δ3 δ

 E A B Γ 

Ε Ε Α Β Γ 

Α Α Ε Γ Β 

Β Β Γ Ε Α 

Γ Γ Β Α Ε 
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στοιχείου Α της ομάδας G1={Ε, Α} μπορεί να θεωρηθεί σαν αναπαράσταση του δεύτερου 
στοιχείου της ομάδας πηλίκου που είναι το συσύνολο {Β, Γ}.  

Έτσι έχουμε τις αντιστοιχίες: 

1) χ(Ε)=1, χ(Α)=1 →  χ(Η)=1,  χ({Β, Γ})=1  
Από την τελευταία σχέση προκύπτουν οι χαρακτήρες για την αρχική ομάδα G={Ε, Α, Β, Γ} 
και οι οποίοι είναι:   

χ(Ε)=1, χ(Α)=1, χ(Β)=1, χ(Γ)=1 

2)  χ(Ε)=1, χ(Α)=-1 →  χ(Η)=1,  χ({Β, Γ})=-1  
με χαρακτήρες για την αρχική ομάδα G:  

χ(Ε)=1, χ(Α)=1, χ(Β)=-1, χ(Γ)=-1. 

3) Ομοίως η κανονική υποομάδα {Ε, Β} δίνει δυο αντιστοιχίες χαρακτήρων, εκ των οποίων 
η μια δίνει την τετριμμένη αναπαράσταση, (όλοι οι χαρακτήρες είναι ίσοι με 1), που την 
συναντήσαμε  στην κανονική υποομάδα {Ε, Α}. Η άλλη αντιστοιχία χαρακτήρων είναι: 

    χ(Ε)=1, χ(Α)=-1, χ(Β)=1, χ(Γ)=-1. 

4)  Τέλος, η κανονική υποομάδα {Ε, Γ} δίνει μια νέα αντιστοιχία χαρακτήρων: 
   χ(Ε)=1, χ(Α)=-1, χ(Β)=-1, χ(Γ)=1. 

Ο πίνακας των χαρακτήρων τελικά θα είναι:  

   Ο ίδιος πίνακας αποτελεί και τον πίνακα των αναπαραστάσεων.  Και εδώ ικανοποιούνται 
οι σχέσεις ορθογωνιότητας μεταξύ των χαρακτήρων. 

Παράδειγμα 4: Εδώ θα κατασκευάσουμε τον πίνακα χαρακτήρων της μη αβελιανής ομάδας  
C3ν . 

Η ομάδα αυτή έχει τρεις κλάσεις: 

K1={Ε},       Κ2={C3, C3
2},    Κ3={σ1, σ2, σ3}  

  Άρα υπάρχουν τρεις ανάγωγες αναπαραστάσεις Γ1, Γ2 και Γ3 με διαστάσεις d1, d2 και 
d3 τέτοιες ώστε: 

d1
2+ d2

2+ d3
2=6 

Στοιχεία  

της ομάδας 

 

Χαρακτήρες 

 

E 

 

A 

 

Β 

 

Γ 

 

χ1 1 1 1 1

χ2 1 1 -1 -1 

χ3 1 -1 1 -1 

χ4 1 -1 -1 1

 

         G1={E, A}   ( ) ( )( )1, 1χ Ε = χ Α =  

   R= { } { }{ }E, A , B, Γ                  { }( ) { }( )( ), 1, , 1χ Ε Α = χ Β Γ =  
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Η μόνη δυνατή λύση είναι  d1= d2 =1 και  d3=2 δηλαδή υπάρχουν δυο μονοδιάστατες  
ανάγωγες  αναπαραστάσεις και μια διδιάστατη.   

Αν θέσουμε:   α=1 → {Ε},        α=2 → Κ2={C3, C3
2},       α=3 → Κ3={σ1, σ2, σ3} 

βρίσκουμε ότι:    

χ1 (Ε) =1, χ2(Ε) =1   και   χ3(Ε) =2 

Επίσης αυθαίρετα διαλέγουμε: 

 χ1(Κ2) =1,    χ1(Κ3) =1. 

Επίσης   χ2 (Κ2) =+1   

(το σημείο αυτό διαλέγεται επειδή χ(C2
3)= χ(C3) ή  [χ(C3)]2 = χ(C3) δηλ. χ(C3)=+1).  

Η σχέση ορθογωνιότητας των δυο πρώτων γραμμών δίνει χ2(Κ3)= -1. Έτσι έχουμε: 

Κλάσεις 

 

Χαρακτήρες         

K1 

{Ε}  

K2 

{C3, C3
2} 

K3 

{σ1, σ2, σ3} 

χ1 1 1 1 

χ2 1 1 -1 

χ3 2 β γ 

 

Οι απροσδιόριστοι συντελεστές προσδιορίζονται από τη σχέση ορθογωνιότητας . Έχουμε  

g χ χ β+31 γα α
1

α
3

α
= ⇒ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ 0 1 1 2 2 1 =0

 2 3
α α α

α

g χ χ 0 1 1 2 2 1 β+3 ( 1) γ=0= ⇒ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅∑  

δηλαδή    β=-1 ,       γ=0 

Τελικά ο πίνακας των χαρακτήρων γράφεται: 

 

Κλάσεις 

 

Χαρακτήρες         

K1 

{Ε}  

K2 

{C3, C3
2} 

K3 

{σ1, σ2, σ3} 

χ1 1 1 1 

χ2 1 1 -1 

χ3 2 -1 0 

 

Στη συνέχεια θα κατασκευάσουμε τον πίνακα των αναγώγων αναπαραστάσεων της ομάδας 
C3ν. Για τις μονοδιάστατες αναπαραστάσεις έχουμε: 

Γi=χi(X)   X∈G ,  i=1, 2 
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Επίσης    Γ3(Ε)=
1 0
0 1
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

 Η αναπαράσταση ενός άλλου οποιουδήποτε στοιχείου μπορεί να επιλεγεί υπό 
διαγώνια μορφή ως προς μια κατάλληλη βάση. (Κάθε μοναδιαίος πίνακας μπορεί να 
διαγωνοποιοιθεί με μετασχηματισμό ομοιότητας). Ας υποθέσουμε ότι επιλέγουμε σαν τέτοιο 
έναν από τους πίνακες της τρίτης κλάσης και συγκεκριμένα τον πίνακα Γ(σ1). Επειδή ο 
πίνακας αυτός είναι μοναδιαίος θα πρέπει τα διαγώνια στοιχεία του να έχουν μέτρο μονάδα. 
Επίσης, επειδή χ3(Κ3)=0 θα έχουν άθροισμα μηδέν δηλαδή: 

Γ(σ1)= 
α

α
0

0 −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

Αλλά    Γ(σ1)Γ(σ1)= 
1 0
0 1
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥    δηλαδή α2=1 ⇒ α=-1 

Άρα   Γ3(σ1)= 
−⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 0
0 1

 

Επειδή η ομάδα δεν είναι αβελιανή τα υπόλοιπα στοιχεία: 

Γ3(Χ),  Χ∈G,      Χ≠Ε, σ1 

δεν μπορούν να διαγωνοποιοιθούν ταυτόχρονα. 

 Επειδή Γ(σ2)Γ(σ2)=Γ(Ε) και Γ(σ2) μοναδιαίος θα πρέπει  

Γ(σ2)=Γ+(σ2)           (ερμιτιανός πίνακας) 

Επίσης ο Γ(σ3) είναι ερμιτιανός. Ταυτόχρονα το ίχνος και των δυο είναι μηδέν, όποτε: 

Γ(σ2)= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∗ αβ
βα

                     Γ(σ3)= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−δ
δ

∗ γ
γ

 

θα πρέπει επίσης  |α|2+|β|2=1 και  |γ|2+|δ|2=1   (Γ(σ2) και Γ(σ3) μοναδιαίοι ) 

Γνωρίζουμε ότι:  

Γ(σ1) +Γ(σ2) +Γ(σ3)≡0    ή -1+α+γ=0, β+δ=0 
δηλαδή   γ=1-α    ,δ=-β 

Με αναλογία   Γ(σ2)= 
α β
β α∗ −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,       Γ(σ3)= 

1-α β
β 1+α

−
− −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥∗  

όπου   |α|2+|β|2 =1  και   |-α+1|2+|β|2=1 

Μια από τις παραμέτρους π.χ. η α, μπορεί να επιλεγεί να είναι πραγματική, όποτε  

2
10210α)1(

1βα)-(1        και   1β

22

2222

+=⇒=−⇒=−−

⇒=+=+

aaa

a
 

όποτε   β β=
3

2
e   iφ2 3

4
= ⇒ , φ=αυθαίρετο 
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δηλαδή  Γ(σ2)= 

1
2

3
2

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

,          Γ(σ3)= 

1
2

3
2

−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

 

Αλλά   Γ(C3)=Γ(σ2σ3)=Γ(σ2)Γ(σ3)= 

=

1
2

3
2

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

1
2

3
2

−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

=
− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

1
2

3
2

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

 

 

Γ(C3
2)=Γ(C3)Γ(C3)=

− −
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

1
2

3
2

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

− −
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

1
2

3
2

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

=
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

1
2

3
2

e

3
2

e -
1
2

iφ

-iφ

 

 Η γωνία φ παραμένει απροσδιόριστη. Τώρα μπορούμε να κατασκευάσουμε τον 
ακόλουθο πίνακα: 

 

 Ε C3 C3
2 σ1 σ2 σ3 

Γ1(Χ) 1 1 1 1 1 1 

Γ2(Χ) 1 1 1 -1 -1 -1 

Γ3(Χ) 1 0
0 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

1
2

3
2

3
2

1
2

 −

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

1
2

3
2

3
2

1
2

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 0
0 1

 1
2

3
2

3
2

1
2

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 1
2

3
2

3
2

1
2

−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 

 

Παράδειγμα 5. Εδώ θα ασχοληθούμε με την περίπτωση της ομάδας C4ν των συμμετριών του 
τετραγώνου. Είδαμε ότι η  ομάδα  C4ν έχει  πέντε  κλάσεις: 

K1={E},  K2={C4, C4
3},  K3={C4

2},  K4={mx, my},  K5={σu, σv} 

 και επομένως έχει πέντε ανάγωγες αναπαραστάσεις, που θα τις συμβολίσουμε με  Γ1, Γ2, Γ3, 
Γ4 και Γ5   με αντίστοιχες διαστάσεις d1, d2, d3,  d4,  d5   που ικανοποιούν την σχέση: 

                   d1
2+ d2

2+ d3
2+ d4

2+ d5
2=8 

Η μόνη δυνατή λύση, (με ακεραίους αριθμούς για τα di ), είναι όταν τέσσερα  από τα di  είναι 
ίσα με 1 και το υπόλοιπο με 2. Η διάταξη των di  δεν  έχει σημασία και μπορούμε να θέσουμε 
d1=d2=d3=d4=1  και  d5 =2.  Μπορούμε στη συνέχεια να κατασκευάσουμε τον πίνακα των 
χαρακτήρων χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (2.18):  
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       Κλάσεις 

 
Χαρακτήρες 

       K1 

 

      {E} 

       K2 

 

    {C4, C4
3 } 

      K3 

 

     {C4
2 } 

       K4 

 

     {mx, my} 

      K5 

 

     {σu, σv} 

       χ1 1 1 1 1 1 

       χ2 1 -1 1 -1 1 

       χ3 1 -1 1 1 -1 

       χ4 1 1 1 -1 -1 

       χ5 2 0 -2 0 0 

 

Η πρώτη σειρά προκύπτει εύκολα γράφοντας 1 για τον χαρακτήρα  κάθε κλάσης.  Η 
αντιστοιχία αυτή προκύπτει από την ταυτοτική αναπαράσταση. Επειδή ο πίνακας για το 
στοιχείο Ε σε οποιαδήποτε αναπαράσταση είναι ο ταυτοτικός πίνακας, το ίχνος του, δηλ. ο 
χαρακτήρας του, είναι di, η διάσταση της αναπαράστασης και έτσι έχουμε την πρώτη στήλη 
του πίνακα.  Για  μονοδιάστατες  αναπαραστάσεις  ο χαρακτήρας ταυτίζεται με την 
αναπαράσταση και επομένως για τις αναπαραστάσεις Γ(1) μέχρι Γ(4)  οι  χαρακτήρες  πρέπει  
να  ικανοποιούν τον πολλαπλασιαστικό πίνακα. Για τα στοιχεία των οποίων  το  τετράγωνο  
ισούται  με το ταυτοτικό στοιχείο Ε, (όπως τα C4

2, mx, σμ, κ.τ.λ.), οι μόνοι επιτρεπτοί 
χαρακτήρες είναι ±1. Ο πολλαπλασιαστικός  πίνακας  της ομάδας  C4ν  δείχνει ότι  
mxmy=C4

2,  (ή σuσv=C4
2 ). Επομένως εάν τα στοιχεία mx, my  παρίστανται και τα δυο από +1 

ή  -1, (ας μη ξεχνάμε ότι τα στοιχεία της ίδιας κλάσης  έχουν  τον  ίδιο  χαρακτήρα), τότε το 
χ(C4

2) πρέπει να είναι +1 σ'  όλες  τις  μονοδιάστατες  αναπαραστάσεις. Αυτό μας δίνει τους 
χαρακτήρες του C4

2  στις αναπαραστάσεις Γ(2), Γ(3) και Γ(4) .  

          Για τα  στοιχεία  C4  και  C4
3   με  (C4)4=(C4

3)4 =E,  οι  μονοδιάστατες αναπαραστάσεις 
πρέπει να είναι δυνάμεις14  του  i= −1 .  Αλλά  επειδή  (C4)2=(C4

3)2=C4
2, οι χαρακτήρες 

χ(C4) και χ(C4
2)  δεν μπορούν παρά να ισούνται με ±1  για τις  αναπαραστάσεις  Γ(2),  Γ(3) και  

Γ(4). Τώρα από το θεώρημα της ορθογωνιότητας, κάθε νέα σειρά χαρακτήρων πρέπει να είναι 
ορθογώνια προς όλες τις προηγούμενες σειρές και πρέπει να ικανοποιούν την συνθήκη 
κανονικοποιήσεως (2,18). Αυτό μπορεί να γίνει αν θέσουμε +1 για μια από τις κλάσεις C2, 
C4 και C5  στις αναπαραστάσεις Γ(2), Γ(3)  και Γ(4)  και  -1  για  τις  υπόλοιπες  δυο κλάσεις. 
Μέχρι εδώ έχουν ορισθεί πλήρως οι πρώτες τέσσερις αναπαραστάσεις. Η πέμπτη  σειρά  
προκύπτει  χρησιμοποιώντας  απλά  τις  σχέσεις  ορθογωνιότητας, (2.19), για τις στήλες.  

          Η παραπάνω διαδικασία για την ομάδα  C4ν είναι αρκετά γενική  και μπορεί  να  
χρησιμοποιηθεί  για  την  εύρεση  των  χαρακτήρων μιας τυχαίας πεπερασμένης ομάδας.      

Έχοντας βρει τώρα τους χαρακτήρες της ομάδας C4ν είναι αρκετά εύκολο να  βρούμε  
τις  ανάγωγες  αναπαραστάσεις. Οι πρώτες τέσσερις ανάγωγες αναπαραστάσεις ταυτίζονται 
με τους αντίστοιχους χαρακτήρες,  όπως  έχουμε  πει προηγούμενα. Ο πλήρης πίνακας των 
ανάγωγων αναπαραστάσεων της ομάδας  C4ν   είναι:       

 

                                                 
14 Γενικά εάν η τάξη ενός στοιχείου Α είναι n δηλ. Αn=E, οι μόνες μοναδιάστατες αναπαραστάσεις πρέπει να 

είναι δυνάμεις του exp(2πi/n) εφ' όσον αυτοί είναι οι μόνοι ″μοναδιαίοι″ αριθμοί αφού οι αντίστροφοι τους 

συμπίπτουν με τους συζυγείς τους. 
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 Ε C4 C4
2 C4

3 mx my σu σv 

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Γ2 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 

Γ3 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 

Γ4 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 

Γ5 1 0
0 1
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  0 1

1 0
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  −

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 0
0 1

 0 1
1 0−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  1 0

0 1−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 0
0 1

 0 1
1 0

−
−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  0 1

1 0
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  

 

2.10. Ομάδες Πινάκων  

          Επειδή οι πίνακες παίζουν έναν πολύ βασικό ρόλο στις  αναπαραστάσεις των ομάδων 
γι' αυτό πρέπει να μελετηθούν ξεχωριστά.  

          Θεωρούμε το σύνολο M(n×n) όλων των ομαλών πινάκων n×n. (Ένας πίνακας λέγεται 
ομαλός ή μη ιδιάζων, (non singular), εάν έχει ορίζουσα διάφορη του μηδενός, έτσι ώστε να 
υπάρχει ο αντίστροφος του και επομένως το σύνολο των ομαλών πινάκων να αποτελεί ομάδα 
ως προς την πράξη του πολλαπλασιασμού των πινάκων). Η ομάδα αυτή είναι πολύ γενική 
για να είναι χρήσιμη, ενώ ορισμένες υποομάδες της είναι πολύ σημαντικές τόσο στα 
μαθηματικά όσο και στη φυσική. Οι  υποομάδες αυτές ταξινομούνται ως εξής: 

 

          Α)  Γενική Γραμμική Ομάδα GL(n), (General Linear Group). Η ομάδα αυτή 
χωρίζεται σε δυο κατηγορίες ανάλογα με το αν τα στοιχεία των πινάκων είναι πραγματικοί ή 
μιγαδικοί αριθμοί:  

          Α1)  Πραγματική Γενική Γραμμική Ομάδα GL(n,R), αποτελείται από όλους τους 
ομαλούς πίνακες Αnxn με πραγματικά στοιχεία. Ο αριθμός των ανεξαρτήτων παραμέτρων 
κάθε πίνακα είναι n2, αφού ο μόνος περιορισμός που οφείλουν να ικανοποιούν είναι detA≠0.  

          A2)  Μιγαδική Γενική Γραμμική Ομάδα GL(n,C), αποτελείται από όλους τους 
ομαλούς πίνακες Αnxn με μιγαδικά στοιχεία. Ο αριθμός των ανεξαρτήτων παραμέτρων είναι 
2n2 .  

 

          Β)  Ειδική Γραμμική Ομάδα SL(n), (Special Linear Group). Χωρίζεται σε δυο 
κατηγορίες:  

          Β1)  Πραγματική Ειδική Γραμμική Ομάδα SL(n,R). Αποτελείται από  τους 
ομαλούς πίνακες με πραγματικά στοιχεία των οποίων η ορίζουσα είναι +1.  Ο αριθμός των 
ανεξαρτήτων παραμέτρων είναι n2-1.  

          Β2)  Μιγαδική Ειδική Γραμμική Ομάδα SL(n,C),  Αποτελείται  από τους ομαλούς 
πίνακες με μιγαδικά στοιχεία των οποίων η ορίζουσα είναι +1. Ο αριθμός των ανεξαρτήτων 
παραμέτρων είναι 2(n2-1).  

          Οι ειδικές γραμμικές ομάδες ονομάζονται  και μονομήκεις, (unimodular).  

 

          Γ)  Μοναδιαία Ομάδα U(n), (Unitary Group) Αποτελείται από τους μοναδιαίους,  
(unitary),  πίνακες  που  διατηρούν  το   εσωτερικό   γινόμενο   δυο διανυσμάτων και κατά 
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συνέπεια το μέτρο ενός διανύσματος, στον  μιγαδικό  χώρο, δηλ.  U+U=E   Η σχέση αυτή 
γράφεται:  

                 
n

*
ik kj ij

k 1

U U
=

= δ∑   ή    ij

n

1k

*
jkik UU δ=∑

=

 

από την οποία συμπεραίνουμε ότι:  

          α) οι παράμετροι της ομάδας U(n) είναι φραγμένες  |Uij|<1  

          β) ο αριθμός των ανεξαρτήτων παραμέτρων είναι 2n2-n-2
n
2
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ =n2   

          Δ) Ειδική Μοναδιαία Ομάδα SU(n). Αποτελείται από τους  πίνακες  U(n) με 
ορίζουσα detU=+1. Ο αριθμός των ανεξαρτήτων παραμέτρων είναι n2 -1  

 

          Ε) Ορθογώνια Ομάδα Ο(n). Αποτελείται από το σύνολο των πινάκων Ο που 
ικανοποιούν την σχέση:  ΟtΟ=Ε. Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:  

          Ε1) Τα στοιχεία των πινάκων είναι πραγματικοί αριθμοί. Τότε η ομάδα συμβολίζεται 
με Ο(n,R) και ο αριθμός των ανεξαρτήτων παραμέτρων είναι:  

n2-n-
n
2
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ =n(n-1)/2               

          E2) Τα στοιχεία των πινάκων είναι μιγαδικοί αριθμοί.  Τότε  η  ομάδα συμβολίζεται με 
O(n,C) και ο αριθμός των ανεξαρτήτων παραμέτρων είναι:  

2n2-2n-2
n
2
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ =n(n-1)                    

          Για την ορθογώνια ομάδα, επειδή ισχύει detOt=detO και ΟtΟ=Ε, έπεται ότι detO=±1, 
δηλ. η ομάδα αυτή χωρίζεται σε δυο υποσύνολα και δεν μπορούμε  να πάμε από το ένα στο 
άλλο κατά συνεχή τρόπο.  

         ΣΤ)   Ειδική  Ορθογώνια  υποομάδα  SO(n).   Αποτελείται  από  τους ορθογώνιους 
πίνακες με ορίζουσα +1. Χωρίζεται στις εξής δυο υποομάδες:  

          ΣΤ1)  Ειδική Μιγαδική Ορθογώνια υποομάδα SO(n,C). Αποτελείται από το σύνολο 
των ορθογωνίων πινάκων Ο(n,C) με στοιχεία μιγαδικούς αριθμούς  και ορίζουσα +1 και  
αποτελεί  μια  υποομάδα της Ο(n,C) με αριθμό  ανεξαρτήτων παραμέτρων n(n-1)-1.  

          ΣT2)  Ειδική Πραγματική Ορθογώνια υποομάδα SO(n,R). Αποτελείται από τo 
σύνολο  των  ορθογωνίων  πινάκων με στοιχεία πραγματικούς  αριθμούς και ορίζουσα +1 και 
αποτελεί μια υποομάδα της Ο(n,R), με αριθμό ανεξαρτήτων παραμέτρων n(n-1)/2-1.  

          Οι ορθογώνιοι πίνακες με ορίζουσα -1 δεν αποτελούν ομάδα, διότι  δεν περιέχουν τον 
ταυτοτικό πίνακα.  

          Οι ορθογώνιοι πίνακες Ο(n,R) διατηρούν το εσωτερικό γινόμενο σ' ένα πραγματικό 
διανυσματικό χώρο,  διότι  <Ox|Oy>=<x|OtOy>=<x|y>.  Άμεση  συνέπεια είναι ότι αφήνουν 
αναλλοίωτη την ευκλείδεια απόσταση :  <x|x>=Σxi

2 . Ανάλογη ιδιότητα δεν έχουν οι 
μιγαδικοί πίνακες Ο(n,C).  
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          Πριν προχωρήσουμε στην επόμενη ομάδα των πινάκων, θα αναφερθούμε  σε 
ορισμένες έννοιες από την γραμμική άλγεβρα.  

          Θεωρούμε έναν διανυσματικό χώρο V επί του σώματος F. Μια απεικόνιση της 
μορφής:  

          < | >: V×V → F  με την ιδιότητα  

 (∀x,y,z∈V)(∀α,β∈F)[<αx+βy|z>=α<x|z>+β<y|z>  και  <x|αy+βz>=α<x|y>+β<x|z>]                           

ονομάζεται διγραμμική μορφή, (bilinear form),. Εάν  Β={. . .,ei,. . . }  είναι  μια βάση του 
διανυσματικού χώρου V και gij=<ei|ej>, τότε: 

  <x|y>= x e y e x y e e x y g x gyi i
i

j j
j

i j i
j

j
i

i j ij
ji

t∑ ∑ ∑∑ ∑∑= = =                                                  

δηλ. η διγραμμική μορφή ορίζεται πλήρως αν δοθούν τα στοιχεία  gij, που αποτελούν τον 
πίνακα g της  διγραμμικής  μορφής.  Εάν ο πίνακας g είναι ο ταυτοτικός πίνακας Ε, τότε η  
αντίστοιχη  διγραμμική  μορφή  δίνει το γνωστό ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο.  

          Μια διγραμμική μορφή λέγεται συμμετρική και θα την συμβολίζουμε με < | >σ  και gσ  
τον αντίστοιχο πίνακα εάν  

                 (∀x,y∈V)[ <x|y>σ=<y|x>σ ]   ή ισοδύναμα  gσ=gσt                           

και αντισυμμετρική που θα την συμβολίζουμε με < | >α και gα τον αντίστοιχο πίνακα εάν  

   (∀x,y∈V)[ <x|y>α=-<y|x>α ]   ή ισοδύναμα  gα=-gαt  

στην τελευταία περίπτωση η διάσταση του διαν. χώρου V πρέπει να είναι άρτιος αριθμός.  
Παράδειγμα  αντισυμμετρικής  διγραμμικής μορφής είναι αυτή  που αντιστοιχεί στον πίνακα:  

  g=
0

0
E

E
n

n−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   όπου Εn ο ταυτοτικός n×n πίνακας 

με   <x|y>α=(x1yn+1-xn+1y1)+(x2yn+2-xn+2y2)+. . . +(x2y2n-x2nyn)=xtgy                                                   

          Ένας τελεστής Τ, που επιδρά πάνω σ' έναν διαν. χώρο V εφοδιασμένο με μια 
διγραμμική μορφή < | >, θα λέγεται:  

          1)  ορθογώνιος αν η διγραμμική μορφή είναι συμμετρική και ο τελεστής Τ ικανοποιεί 
την σχέση:  

          <Τx|Ty>σ=<x|y>σ   ∀x,y∈V  

δηλ. αφήνει αναλλοίωτη την διγραμμική μορφή:  

          2)  συμπλεκτικός αν η διγραμμική μορφή είναι  αντισυμμετρική  και  ο τελεστής Τ 
ικανοποιεί την σχέση:  

          <Τx|Ty>α=<x|y>α   ∀x,y∈V  

Σ' ένα χώρο, στον οποίο έχουμε ορίσει μια αντισυμμετρική  μορφή,  μπορούμε  να βρούμε  
μια  βάση   Β={e1,e2,. . .,en,e-1,e-2 ,. . .,e-n}, η οποία ονομάζεται υπερβολική, τέτοια ώστε:  

          <ei|ej>α=<e-i|e-j> =0 ,  <ei|ej >α=δij    

Χρησιμοποιώντας μια  υπερβολική  βάση,  μια  αντισυμμετρική  διγραμμική μορφή μπορεί 
να παρασταθεί από τον πίνακα:  
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  J=
0

0
E

E
n

n−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟    όπου  Εn ο n ταυτοτικός πίνακας                                  

και θα έχουμε <x|y>α=xtJy. Τότε ένας τελεστής Τ είναι συμπλεκτικός εάν  ισχύει ΤtJΤ=J, 
όπου Ε ο  2n  ταυτοτικός  τελεστής.  Πράγματι, έστω x,y δυο τυχαία διανύσματα, < | >α 

μια αντισυμμετρική διγραμμική μορφή και Τ ένας συμπλεκτικός τελεστής, τότε θα έχουμε  

          <Tx|Ty>α=<x|y>α  ⇒   (Tx)tJ(Ty)=xtJy  ⇒   xt(TtJT)y=xtJy   ⇒  TtJT=J  

          Επειδή σε κάθε τελεστή  Τ  αντιστοιχεί  ως  προς μια βάση Β ένας πίνακας, οι 
παραπάνω τελεστές χαρακτηρίζουν  και  τους  αντίστοιχους  πίνακες. Έτσι έχουμε την εξής 
ομάδα πινάκων:  

 

          Ζ) Συμπλεκτική ομάδα.  Αποτελείται από τους πίνακες που αφήνουν αναλλοίωτη μια 
αντισυμμετρική διγραμμική μορφή.  Εάν για μια αντισυμμετρική μορφή χρησιμοποιήσουμε 
την αντίστοιχη υπερβολική βάση,  τότε ένας πίνακας Μ είναι συμπλεκτικός εάν έχουμε:           
  

<Μx|Μy>α=<x|y>α=xJy   

Οι πίνακες αυτές επιδρούν μόνο σε χώρους άρτιας διάστασης και χωρίζονται σε δυο 
υποομάδες  Sp(2n,R)  και  Sp(2n,C)  για  πραγματικούς και μιγαδικούς χώρους αντίστοιχα. Ο 
αριθμός των ανεξαρτήτων παραμέτρων είναι:  

  (2n)2-
2
2
n⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =n(2n+1)    για την Sp(2n,R)                                  

  2(2n)2-2
2
2
n⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =2n(2n+1)    για την Sp(2n,C)                                                                      

Οι πίνακες Μ της συμπλεκτικής ομάδας Sp(2n) ικανοποιούν την σχέση ΤtΜΤ=Ε με  Τ 
οποιοδήποτε πίνακα και Ε ο ταυτοτικός πίνακας.  

Εαν οι συνιστώσες των διανυσμάτων x και y είναι:  

           x=(x1,x2,. . .,xn,x-1,x-2,. . .,x-n)    και  

y=(y1,y2,. . .,yn,y-1,y-2,. . .,y-n)    

τότε η έκφραση:  

  xJy= ( )x y x yi i i i
i

n

− −
=

−∑
1

    είναι αναλλοίωτη                                

          Η συμπλεκτική ομάδα παίζει ένα  σημαντικό ρόλο στη γεωμετρία του φασικού  χώρου 
της κλασικής μηχανικής. Πράγματι, ένας  μετασχηματισμός συντεταγμένων 

   ~xi =Xi(x,p)  ,   ~pi =Pi(x,p)  

είναι  συμπλεκτικός  όταν  διατηρεί  την αγκύλη Poisson {, }, δηλ.                                             
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3.      ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΟΜΑΔΕΣ  

 

 Στα προηγούμενα κεφάλαια ασχοληθήκαμε με τις πεπερασμένες ομάδες. Μια άλλη 
κατηγορία ομάδων με μεγάλο ενδιαφέρον και με σημαντικές εφαρμογές είναι οι άπειρες 
ομάδες, των οποίων το πλήθος των στοιχείων είναι άπειρο. Εδώ διακρίνουμε δυο 
κατηγορίες: 

A)   τις διακεκριμένες ομάδες, (το πλήθος  των  στοιχείων είναι άπειρο αλλά 
αριθμήσιμο) και  

Β)    τις συνεχείς ομάδες, (το πλήθος των στοιχείων είναι άπειρο αλλά μη αριθμήσιμο).  

          Η θεωρία των πεπερασμένων ομάδων ισχύει εξ' ίσου καλά και στην περίπτωση των 
διακεκριμένων ομάδων. Όταν όμως ασχολούμαστε με τις συνεχείς ομάδες, τότε  κάποιες  
τροποποιήσεις πρέπει να γίνουν. Επί πλέον κάποιες καινούργιες έννοιες πρέπει να ορισθούν, 
με τις οποίες θα μπορέσουμε να χρησιμοποιήσουμε τα εργαλεία άλλων  κλάδων των 
μαθηματικών, όπως ανάλυσης, τοπολογίας κ.α.      

 

3.1     Πεπερασμένες συνεχείς ομάδες  

          Τα στοιχεία μιας συνεχούς ομάδας μπορούν να χαρακτηρισθούν από ένα σύνολο  
πραγματικών  παραμέτρων α1,α2,...,αn, των οποίων μια τουλάχιστον μεταβάλλεται κατά 
συνεχή τρόπο σ' ένα ορισμένο διάστημα. Το σύνολο των παραμέτρων πρέπει να είναι ικανό 
και αναγκαίο για να προσδιορίσει όλα τα στοιχεία της ομάδας. Έστω r, (1≤r≤n) το πλήθος 
των συνεχών παραμέτρων. Εάν ο αριθμός αυτός είναι πεπερασμένος, τότε η συνεχής ομάδα 
λέγεται πεπερασμένη συνεχής ομάδα και το r ονομάζεται τάξη της συνεχούς ομάδας. 
(Στην περίπτωση πεπερασμένης ομάδας, τάξη ονομάζεται το πλήθος των στοιχείων της).  

 

Παράδειγμα 1: Το σύνολο R όλων των πραγματικών αριθμών αποτελεί μια συνεχή ομάδα, 
(με πράξη εσωτερικής συνθέσεως την πρόσθεση), τάξης 1, διότι κάθε πραγματικός αριθμός x 
μπορεί να προσδιοριστεί από μια παράμετρο, που είναι το ίδιο το x και που παίρνει τιμές στο  

διάστημα [-∞,+∞]. Οι πίνακες: 
1

M
0 1α

α⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, α∈R αποτελούν ομάδα και ικανοποιούν την 

σχέση: ΜαΜβ=Μα+β. Η ομάδα αυτή είναι ισομορφική  προς την ομάδα R των πραγματικών 
αριθμών και αποτελεί μια αναπαράσταση πινάκων 2×2 της R. 

   

Παράδειγμα 2: Θεωρούμε ένα γραμμικό μετασχηματισμό από μια μεταβλητή x στην 
μεταβλητή x′ της μορφής:  

                    x′=αx+β ,  α,β∈R   α≠0                             (3.1)  

Το σύνολο όλων αυτών των μετασχηματισμών είναι μια 2-παραμετρική  ομάδα, (δηλ. μια 
συνεχής ομάδα τάξης 2), της οποίας τα στοιχεία μπορούν συμβολικά να παρασταθούν με 
Τ(α,β) έτσι ώστε:  

                        Τ(α,β)x=x′=αx+β                                  (3.2)  

Ο νόμος της εσωτερικής συνθέσεως προκύπτει ως εξής:  

       Τ(α1, β1)Τ(α2, β2)x=Τ(α1, β1)(α2x+β2)=α1(α2x+β2)+β1=α1α2x+α1β2+β1    (3.3)  
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έτσι ώστε:  

εάν                Τ(α3, β3)≡Τ(α1, β1)Τ(α2, β2)=Τ(α1α2, α1β2+β1)                (3.4α)  

                      α3=α1α2  ,   β3=α1β2+β1                           (3.4β)  

Το ουδέτερο στοιχείο προφανώς είναι το Τ(1,0), το δε αντίστροφο, (συμμετρικό), του Τ(α,β) 
βρίσκεται ως εξής:  

έστω                    Τ(γ,δ)≡Τ-1(α,β)                            (3.5α)  

τότε   Τ(γ,δ)Τ(α,β)x=x ⇒ T(γ,δ)(αx+β)=x ⇒ γ(αx+β)+δ=x ⇒ 

   αγ=1 και γβ+δ=0 ⇒                          

γ=1/α ,  δ=-β/α                                   (3.5β)  

Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα: 

[Τ(α1,β1) Τ(α2,β2)] Τ(α3,β3)= Τ(α1,β1)[ Τ(α2,β2) Τ(α3,β3)] 

Πρέπει να σημειώσουμε ότι τα  α3 και β3 είναι  αναλυτικές  συναρτήσεις  των α1, β1, α2, β2  
στη σχέση (3.4β), όπως και τα γ και δ είναι αναλυτικές συναρτήσεις των α και β στη σχέση 
(3.5β).  

 

Παράδειγμα 3: Θεωρούμε το σύνολο όλων των μετατοπίσεων σ' ένα τρισδιάστατο 
πραγματικό διανυσματικό χώρο της μορφής:  

                        x′=x+α ,  y′=y+β ,  z′=z+γ                       (3.6)  

Εάν συμβολίσουμε τις παραπάνω μετατοπίσεις με Τ(α,β,γ), τότε το σύνολο αυτό είναι μια  3-
παραμετρική συνεχής ομάδα με νόμο εσωτερικής συνθέσεως την πρόσθεση των 
μετατοπίσεων:  

             Τ(α3,β3,γ3)= Τ(α2,β2,γ2)+Τ(α1,β1,γ1),  όπου α3 =α1+α2, β3=β1+β2, γ3=γ1+γ2  

Το ουδέτερο στοιχείο είναι το Τ(0,0,0) και το αντίστροφο του Τ(α,β,γ) είναι το Τ(-α,-β,-γ).  

 

Παράδειγμα 4: Θεωρούμε ένα γραμμικό ομογενή μετασχηματισμό δυο μεταβλητών της 
μορφής:  

                      x′=α11x+α12y ,  y′=α21x+α22y                        (3.7)  

ή υπό διανυσματική μορφή:  

                               r′=Ar   ή   11 12

21 22

x x
y y
′ α α⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ α α⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

    (3.8)  

με       detA=|αij|≠0                                                   (3.9)  

Το σύνολο όλων αυτών των μετασχηματισμών, που προκύπτουν από όλες τις  δυνατές τιμές 
των αij  με τον περιορισμό (3.9) αποτελεί μια 4-παραμετρική συνεχή ομάδα, γνωστή σαν 
γενική γραμμική ομάδα δυο διαστάσεων και συμβολίζεται με GL(2,R).  

 

Παράδειγμα 5: Θεωρούμε ένα γραμμικό ομογενή μετασχηματισμό n μεταβλητών, (μια 
γενίκευση του παραδείγματος 4):  



   Συνεχείς ομάδες  ♦ 87 

   xi′=
n

ij j
j 1

x
=

α∑   1≤i≤n   |αij|≠0                                

Το σύνολο όλων αυτών των μετασχηματισμών αποτελεί μια  n2-παραμετρική συνεχή ομάδα, 
γνωστή σαν γενική γραμμική  ομάδα n διαστάσεων και συμβολίζεται  με GL(n,R).  

 

Παράδειγμα 6: Το σύνολο όλων των περιστροφών γύρω από έναν άξονα αποτελεί μια 
συνεχή ομάδα τάξης 1, της οποίας η παράμετρος είναι η γωνία περιστροφής θ, που παίρνει 
τιμές στο διάστημα [-π,π] ή [0,2π]. Η ομάδα αυτή ονομάζεται ειδική ορθογώνια ομάδα  και 
συμβολίζεται με SO(2,R). Εάν ο άξονας περιστροφής είναι ο ΟΖ, τότε τα στοιχεία της 
ομάδας δίνονται από την σχέση: 

cos sin
R( )

sin cos
θ − θ⎛ ⎞

θ = ⎜ ⎟θ θ⎝ ⎠
 

Παράδειγμα 7: Το σύνολο όλων των περιστροφών γύρω από όλους τους άξονες, που 
διέρχονται από ένα σταθερό σημείο του χώρου των τριών διαστάσεων, αποτελεί ομάδα, της 
οποίας τα στοιχεία χαρακτηρίζονται από τις γωνίες Euler α, β, γ. Η ομάδα αυτή συμβολίζεται 
με SO(3,R), τα δε στοιχεία της μπορούν να παρασταθούν από τους πίνακες: 

R(α,β,γ)= 
cos cos cos sin sin cos cos sin sin cos cos sin
sin cos cos cos sin sin cos sin cos cos sin sin

sin cos sin sin cos

α β γ − α γ α β γ + α γ α β⎛ ⎞
⎜ ⎟− α β γ − α γ − α β γ + α γ − α β⎜ ⎟
⎜ ⎟− β γ − β γ β⎝ ⎠

                                  

 

          Με τις ομάδες SO(2), SO(3) όπως και με τις SU(2), SU(3) θα ασχοληθούμε σε 
επόμενη παράγραφο.      

 

3.2   Τοπολογικές ομάδες.  

          Επειδή η μετάβαση από ένα στοιχείο μιας συνεχούς ομάδας σ' ένα άλλο γίνεται κατά 
συνεχή  τρόπο, είναι επιθυμητό, (ίσως και επιβεβλημένο), να εισάγουμε μια τοπολογία στην 
ομάδα έτσι ώστε να μπορούμε να μιλάμε για την συνέχεια του νόμου εσωτερικής συνθέσεως, 
θεωρώντας τον σαν απεικόνιση δυο μεταβλητών. Για απλότητα θα περιοριστούμε σε ομάδες 
των οποίων τα στοιχεία μπορούν να τεθούν σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία με τα σημεία 
ενός υποσυνόλου Sr  ενός  r-διάστατου  πραγματικού χώρου Rr εσωτερικού γινομένου από το 
οποίο ορίζεται μια norm ||⋅⋅||. Το υποσύνολο Sr  θα ονομάζεται παραμετρικός χώρος .  

          Έστω P(x) το σημείο του Sr,  που  αντιστοιχεί  στο  στοιχείο x της ομάδας G, δηλ. η 
εικόνα του x, Σχ. 1.  

Θεωρούμε τώρα μια ε-περιοχή(15  Νε(P(x)) του σημείου P(x) στο Sr, δηλ.  

                                                 
(15 ή ε-γειτονιά, όπως λέγεται στην ορολογία της τοπολογίας 
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   Nε(P(x))={P(x′)∈Sr / ||P(x′)-P(x)||<ε}          (3.11)                                      

όπως και μια ε-περιοχή Νε(x) του στοιχείου x:  

  Nε(x)={x′∈G / ||P(x′)-P(x)||<ε}      (3.12) 

Μπορούμε τώρα να ορίσουμε την συνέχεια του νόμου εσωτερικής συνθέσεως όπως και την 
συνέχεια της αντιστροφής των στοιχείων της ομάδας. Θεωρούμε την σύνθεση των στοιχείων 
x1 και x2:  

 x1x2=x3                                        (3.13)  

Ο νόμος εσωτερικής συνθέσεως λέγεται συνεχής ως προς x2  εάν:  

  (∀ε>0)(∃δ>0)[x∈Nδ(x2) → x1x∈Nε(x3)]              (3.14) 

δηλ.   (∀ε>0)(∃δ>0)[||P(x)-P(x2)||<δ → ||P(x1x)-P(x3)||<ε]      (3.15) 

Με όμοιο τρόπο ορίζεται η συνέχεια του νόμου συνθέσεως ως προς x1. 

 Η διαισθητική ερμηνεία των παραπάνω σχέσεων είναι η εξής: Μια μικρή αλλαγή στους 
παράγοντες του γινομένου x1x2 επιφέρει μικρή αλλαγή στο αποτέλεσμα x3, Σχ. 2.  

Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε την συνέχεια της  αντιστροφής των στοιχείων 
της ομάδας:  

(∀ε>0)(∃δ>0)[x′∈Nδ(x) → x′-1∈Nε(x-1)] 

με την διαισθητική ερμηνεία ότι μια μικρή  μεταβολή στο στοιχείο x επιφέρει μικρή 
μεταβολή στο αντίστροφο στοιχείο x-1, Σχ. 3.  

          Σαν τοπολογική ομάδα ορίζουμε τώρα μια ομάδα στην οποία οι νόμοι της εσωτερικής 

 

 

Σχ. 2 Σχ. 3 

x-1 . x′-1

Nδ(x2) 

x1 . x2 . 
x . 

x3  . 

x1x  .

x . x′  .

Nδ(x) 

Nε(x-1) 

Nε(x3) 

Nε(x) 

P(x) 

Nε(P(x)) 

P 

1-1 

Σχ. 1 

x  . 

G Sr

x′ ⋅ 
P(x′)  ⋅ 

⋅ 
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συνθέσεως και της αντιστροφής των στοιχείων είναι συνεχείς απεικονίσεις(16.  

                                                 

3.3   Συνεκτική και Συμπαγής ομάδα  

          Θεωρούμε δυο τυχαία στοιχεία x1 και x2 μιας τοπολογικής ομάδας G με εικόνες P(x1) 
και P(x2) στον παραμετρικό χώρο Sr . Εάν μπορούμε να συνδέσουμε τα σημεία P(x1) και 
P(x2) με μια καμπύλη, που κείται εξ' ολοκλήρου στον παραμετρικό χώρο Sr, τότε ο 
παραμετρικός  χώρος  λέγεται  συνεκτικός,  διαφορετικά  λέγεται  μη συνεκτικός.  

          Έστω G μια ομάδα, της οποίας ο παραμετρικός χώρος είναι συνεκτικός και θεωρούμε 
μια καμπύλη C, που συνδέει τα σημεία P(x1) και P(x2). Το σύνολο των στοιχείων x της  G, 
των οποίων οι εικόνες P(x) είναι σημεία της καμπύλης C, θα ονομάζεται καμπύλη που 
συνδέει τα στοιχεία x1  και x2 .  

          Μια ομάδα G λέγεται συνεκτική ομάδα εάν για  δυο  δεδομένα  στοιχεία της G 
υπάρχει μια καμπύλη, που συνδέει τα δυο αυτά  στοιχεία, δηλ. όταν ο παραμετρικός χώρος 
είναι συνεκτικός.  

          Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι η ιδιότητα της συνεκτικότητας είναι διαφορετική από 
την συνέχεια της ομάδας, η οποία εξαρτάται από την συνεχή μεταβολή μιας ή περισσοτέρων 
παραμέτρων της ομάδας. Έτσι μια συνεχής ομάδα μπορεί να μην είναι συνεκτική. Και αυτό 
συμβαίνει όταν ο παραμετρικός χώρος είναι μη συνεκτικός, όταν π.χ. αποτελείται από δυο ή 
περισσότερα διακεκριμένα υποσύνολα έτσι ώστε κάθε υποσύνολο να είναι συνεκτικό αλλά 
να μην μπορούμε να πάμε από το ένα υποσύνολο στο άλλο χωρίς να βγούμε έξω από τον 
παραμετρικό χώρο.  

          Μια συνεχής συνεκτική ομάδα λέγεται πολλαπλά συνεκτική αν υπάρχουν κλειστές 
καμπύλες στον παραμετρικό χώρο Sr, οι οποίες δεν μπορούν να συσταλούν και να 
εκφυλιστούν σε σημείο χωρίς να εγκαταλείψουν τον χώρο ή ισοδύναμα  όταν υπάρχουν 
καμπύλες οι οποίες δεν μπορούν να παραμορφωθούν κατά συνεχή τρόπο για να συμπέσουν. 
Αυτό, διαισθητικά, συμβαίνει όταν ο χώρος περιέχει κενά. Εάν τα κενά είναι σε πλήθος k, 
τότε ο χώρος λέγεται k-πολλαπλά συνεκτικός.  

          Εάν μια τοπολογική ομάδα έχει r συνεχείς παραμέτρους και n-r διακεκριμένες, ο 
παραμετρικός της χώρος Sr θα αποτελείται από n-r διακεκριμένους υποχώρους. Στην 
περίπτωση αυτή  και η ομάδα G θα αποτελείται από n-r διακεκριμένα υποσύνολα, τα οποία 
βρίσκονται σε αμφιμονοσύμαντη αντιστοιχία με τους n-r διακεκριμένους υποχώρους του Sr. 
Τις αναλυτικές ιδιότητες της ομάδας τις μελετάμε μόνο στο υποσύνολο της ομάδας που 
περιέχει το ουδέτερο στοιχείο.  

          Τέλος, μια τοπολογική ομάδα λέγεται συμπαγής αν ο παραμετρικός χώρος της είναι 

                                                 
(16 Πιο αυστηρά, σαν τοπολογική ομάδα ορίζουμε ένα σύνολο G  τέτοιο ώστε: 

α) Το G είναι ομάδα 

β) Το G είναι τοπολογικός χώρος 

γ) Οι απεικονίσεις: i) f:G →G, f: x→f(x)=x-1,   ii) h:G×G →G, h: (x,y) →h(x,y)=xy 

να είναι συνεχείς ως προς την τοπολογία που ορίζει ο τοπολογικός χώρος.  
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συμπαγής χώρος, δηλ. κλειστός και φραγμένος(17.  

 

3.4   Lie­ομάδες  

          Η εξάρτηση των στοιχείων x1, x2, κ.λ.π. μιας τοπολογικής ομάδας G από τις r συνεχείς 
παραμέτρους μπορεί να γραφεί αναλυτικά:  

           x1≡x1(α1,α2,…,αr) ,  x2 ≡x2(β1,β2,…,βr)    κ.λ.π.  

Έστω    x1x2=x3≡x3(γ1,γ2,…,γr )  και  x1
-1=x4≡x4(δ1,δ2,…,δr)  

Οι παράμετροι των x3 και  x4 μπορούν να εκφραστούν σαν συναρτήσεις των παραμέτρων 
των x1  και x2, δηλ.:  

γi≡γi(α1,…,αr ;β1,…,βr)  

                         δi≡δi(α1,…,αr)     i=1,…,r                     (3.17)  

          Μια τοπολογική ομάδα G ονομάζεται Lie-ομάδα r διαστάσεων αν υπάρχει μια 
γειτονιά Ν του ουδέτερου στοιχείου e έτσι ώστε οι συνεχείς παράμετροι του γινομένου δυο 
στοιχείων και οι παράμετροι του αντιστρόφου ενός στοιχείου της Ν να είναι συνεχείς 
διαφορίσιμες συναρτήσεις των παραμέτρων των στοιχείων, (δηλαδή αναλυτικές 
συναρτήσεις). Πιο συγκεκριμένα τα γi  και δi των σχέσεων (3.17) είναι αναλυτικές 
συναρτήσεις των αi και βi για στοιχεία της γειτονιάς Ν, με την προϋπόθεση τα  x3, x4∈Ν  
όταν x1, x2∈N.  

          Για απλότητα και χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να επιλέξουμε τις συνεχείς 
παραμέτρους μιας Lie-ομάδας έτσι ώστε η εικόνα του ουδέτερου στοιχείου e της ομάδας να 
είναι η αρχή των αξόνων του παραμετρικού χώρου:  

e≡x(0,0,…,0).  

Με αυτή την παραμετρικοποίηση, ένα στοιχείο x, γειτονικό του ταυτοτικού, μπορεί ν' 
αναπτυχθεί σε σειρά Taylor γύρω από την αρχή, και αυτό μπορεί να γίνει χάρη των 
αναλυτικών ιδιοτήτων της Lie-ομάδας ως εξής:                                                

x(α1, α2, …, αr)=x(0,0,…,0)+ 

+
r r r

1 1 10 0 0

x 1 x x
2

κ κ λ

κ κ λ
κ= κ= λ=κ κ λα = α = α =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
α + α α +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂α ∂α ∂α⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑∑ L           (3.18)    

(Η έκφραση 
0

x

κ
κ α =

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂α⎝ ⎠

στον παραπάνω τύπο, σημαίνει
0

x(0,0, ,0)

κ
κ α =

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂α⎝ ⎠

L δηλ. 

παραγωγίζουμε το x(α1,α2,⋅⋅⋅,αr) ως προς ακ και μετά θέτουμε α1=α2=⋅⋅⋅=αr=0, ή ισοδύναμα, 
πρώτα θέτουμε αi=0 με i≠κ, μετά παραγωγίζουμε ως προς ακ και τέλος θέτουμε ακ=0)                                   

Εάν περιοριστούμε μέχρι των όρων πρώτης τάξης και θέσουμε:  

  Xκ=iJκ=
0

x

κ
κ α =

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂α⎝ ⎠

        (3.19)                                 

                                                 
(17 Ένα σύνολο λέγεται κλειστό αν κάθε ακολουθία του Cauchy από στοιχεία του συνόλου συγκλίνει μέσα στο 
σύνολο και φραγμένο αν το  μέτρο  κάθε στοιχείο του είναι πεπερασμένος αριθμός.  
 



   Συνεχείς ομάδες  ♦ 91 

με i2=-1 έχουμε: x(α1, α2, …, αr)=x(0,0,…,0)+i∑
=κ

κκα
r

1

J     Θεωρούμε 

το στοιχείο x, που αντιστοιχεί στις τιμές των παραμέτρων:  

                      αi=
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≠ κi   0

κ=i   ε
 με ε=απειροστό 

δηλ.  x=x(0,⋅⋅⋅,ε,⋅⋅⋅,0)=x(0,0,…,0)+iεJκ=e+iεJκ   

Για ένα οποιοδήποτε άλλο στοιχείο της μορφής x=x(0,…,ακ,…,0), "απομακρυσμένο" από το 
ουδέτερο στοιχείο e, μπορούμε να θέσουμε:  

   ακ= )(lim 0 Νε
∞→Ν

→ε              

και επειδή:    

x(0,…,εΝ,…,0)= 444444444 3444444444 21 LLLLLLL
φορες 

)0,,,,0(x)0,,,,0(x)0,,,,0(x
Ν

εε⋅ε = (Α) (18 

 = ( )Νκ

Ν

κκκ ε+=ε+ε+⋅ε+ Jie)Jie()Jie()Jie(
φορες 

444444 3444444 21
L  

θα έχουμε:  x(0,…,ακ,…,0)=
∞→Ν

→ε 0lim x(0,…,εΝ,…,0)= 

=
∞→Ν

→ε 0lim (e+iεJκ)Ν=limΝ→∞

N
ke i J

N κ
α⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=exp(iακJκ)          

(είναι γνωστό ότι  
n

n
lim 1 e

n
α

→∞

α⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

).                                                          

Eπομένως:                                                        

     x=x(α1,α2,…,αr)= exp(iα1J1) exp(iα2J2)… exp(iαrJr)   (3.20) 

Έτσι όλα τα στοιχεία της Lie-ομάδας, που ανήκουν στο υποσύνολο που περιέχει το 
ταυτοτικό στοιχείο e, μπορούν να προκύψουν από τους απειροστούς τελεστές  Jκ  δίνοντας 
κατάλληλες τιμές στις παραμέτρους α1,α2,…,αr . Γι' αυτό τον λόγο οι τελεστές Jκ  λέγονται 
γεννήτορες της ομάδας. Μια Lie-ομάδα με r συνεχείς παραμέτρους έχει r γεννήτορες. Με 
την υπόθεση ότι οι τελεστές Jκ δρουν με την σειρά της εξισώσεως (3.20), μπορούμε να 
γράψουμε: 

x=x(α1,α2,…,αr)=exp
r

1
i Jκ κ

κ=

⎧ ⎫α⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑     (3.21) 

          Τα απειροστά στοιχεία μιας Lie-ομάδας αποτελούν από μόνα τους μια αβελιανή 
ομάδα. Πράγματι έστω:  

xκ≡x(0,…,εκ,…,0)=e+iεκJκ      

και    xλ≡x(0,…,ελ,…,0)=e+iελJλ 
                                                 
(18 Για την απόδειξη της σχέσεως (Α) βλέπε στο τέλος της παραγράφου 
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τότε xκxλ=xλxκ ≅e+i(εκJκ+ελJλ) που είναι και αυτό ένα απειροστό στοιχείο της Lie-ομάδας G.  

 

Συμπλήρωμα – Απόδειξη της σχέσεως (Α): 

Την σχέση (3.17)   γi≡γi(α1,…,αr ;β1,…,βr)   i=1,⋅⋅⋅,r 

αναπτύσσουμε κατά Taylor: 

γi≡γi(0,…,0 ;0,…,0)+
r

i i

1

(0, 0) (0, 0)
κ κ

κ= κ κ

⎧ ⎫∂γ ∂γ
α +β +⎨ ⎬∂α ∂β⎩ ⎭

∑ L L
 

    + 
2 2 2r

i i i

, 1

(0, 0) (0, 0) (0, 0)1 2
2 κ λ κ λ κ λ

κ λ= κ λ κ λ κ λ

⎧ ⎫∂ γ ∂ γ ∂ γ
α α + α β +β β +⎨ ⎬∂α ∂α ∂α ∂β ∂β ∂β⎩ ⎭

∑ L L L
L  

Εάν θέσουμε x1=x2=e τότε και x3=e, δηλ. εάν α1=⋅⋅⋅=αr=0 και β1=⋅⋅⋅=βr=0 τότε και 
γ1=⋅⋅⋅=γr=0. Επομένως γi(0,⋅⋅⋅,0;0,⋅⋅⋅,0)=0. 

Επίσης εάν θέσουμε x2=e, τότε x3=x1 και επομένως: 

 i
i

(0, ,0)
κ

κ

∂γ
= δ

∂α
L 2

i (0, ,0) 0
κ λ

∂ γ
και =

∂α ∂α
L  

όπου δik το γνωστό σύμβολο του Kronecker. 

Τελικά το ανάπτυγμα Taylor παίρνει την μορφή: 

 
r

i
i i i

,

dκλ κ λ
κ λ

γ = α +β + α β +∑ L  

Επομένως εάν θεωρήσουμε τα στοιχεία x1, x2, να είναι ίδια και της μορφής x(0,⋅⋅⋅,ε,⋅⋅⋅0) με 
ε=απειροστό, τότε η παραπάνω σχέση απλοποιείται σε γi=αi+βi με αI=βi=ε, επομένως γi=2ε.  

 

3.5  Αναπαράσταση μιας συνεχούς ομάδας.  

          Θεωρούμε ένα σύνολο πινάκων Μ(x), που είναι μια αναπαράσταση της Lie-ομάδας G, 
δηλ.  Μ(x1)Μ(x2)=Μ(x3)  όταν  x1x2=x3  και  M(x)M(x′)=M(e)  όταν xx′=e. Η αναπαράσταση 
Μ λέγεται συνεχής αναπαράσταση όταν:  

                            limx→x0Μ(x) → M(x0) 

Η ομάδα G είναι ομομορφική προς την ομάδα Μ των πινάκων, οι οποίοι μπορούν  να 
προσδιοριστούν από τις ίδιες παραμέτρους που προσδιορίζουν τα στοιχεία της G.  

          Εάν περιοριστούμε στην μελέτη των συνεχών αναπαραστάσεων μιας συμπαγούς  
ομάδας, τότε ισχύουν τα παρακάτω σημαντικά θεωρήματα, που παρατίθενται χωρίς 
απόδειξη.  

 

Θεώρημα 1: Κάθε αναπαράσταση έχει μια ισοδύναμη αναπαράσταση, της οποίας οι πίνακες 
είναι μοναδιαίοι, (unitary), και η αναπαράσταση λέγεται μοναδιαία.  

 

Θεώρημα 2: Κάθε μοναδιαία αναπαράσταση είναι πλήρως αναγωγίσιμη, δηλ. κάθε πίνακας 
της αναπαράστασης μπορεί να γραφεί υπό block μορφή π.χ.:  
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                   M(x)=

Mx
Mx

MxS

1

2

( )
( )

( )
O

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
                   

 
Θεώρημα 3: Κάθε μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση είναι πεπερασμένης διαστάσεως.  

 

3.6   Η αξονική  ομάδα περιστροφών SO(2)  

          Ας θεωρήσουμε το σύνολο των περιστροφών ενός κύκλου γύρω από τον άξονα που 
διέρχεται από το κέντρο του και είναι κάθετος στο επίπεδο του κύκλου. Κάθε στοιχείο αυτού 
του συνόλου προσδιορίζεται από  μια παράμετρο, η οποία επιλέγεται να είναι η γωνία 
περιστροφής θ που παίρνει τιμές στο διάστημα [0,2π]. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι το σύνολο 
αυτό αποτελεί μια μονοπαραμετρική, συνεχή, συνεκτική, αβελιανή, συμπαγή Lie-ομάδα, 
γνωστή σαν αξονική ομάδα περιστροφών και συμβολίζεται με SΟ(2). Επειδή οι 
περιστροφές κατά θ και θ+2nπ n∈Ν είναι ταυτόσημες, ο παραμετρικός χώρος είναι το 
υποσύνολο [0,2π) των πραγματικών αριθμών. Η ομάδα αυτή είναι απείρως πολλαπλά 
συννεκτική, διότι υπάρχουν άπειρο το πλήθος καμπύλες που συνδέουν δυο τυχαία στοιχεία 
της ομάδας, που δεν μπορούν να συμπέσουν με συνεχή παραμόρφωση  χωρίς να 
εγκαταλείψουν τον χώρο. Η καμπύλη που διαγράφει τον κύκλο n φορές  δεν ταυτίζεται με 
εκείνη που τον διαγράφει n+1 φορές.  

          Εάν συμβολίσουμε με R(θ) ένα στοιχείο αυτής της ομάδας, τότε ο νόμος εσωτερικής 
συνθέσεως γράφεται:  

 R(θ1)R(θ2)=R(θ2)R(θ1)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥θ+−θ+θ

〈θ+θ+θ

π2θ  εάν     π)2(R

π2θ   εάν            )(R

2121

2121

  (3.22)                                  

Το ταυτοτικό στοιχείο είναι το R(0)  και  το  αντίστροφο  του  R(θ)  είναι  το R(2π-θ).  

          Εάν στο επίπεδο του κύκλου θεωρήσουμε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων με 
αρχή το κέντρο του κύκλου, τότε οι μετασχηματισμοί των (x,y) κάτω από τις περιστροφές 
της ομάδας SΟ(2) μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να δώσουν μια αναπαράσταση της 
ομάδας. Η επίδραση ενός στοιχείου  R(θ)  πάνω  στο ζεύγος (x,y) είναι:  

  R(θ)(x,y)≡(x′,y′)= ( )
x x cos sin x

R
y y sin cos y

′ θ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
θ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ − θ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  (3.23)                                  

Ο πίνακας του μετασχηματισμού στο δεξιό μέλος είναι ένας ορθογώνιος πίνακας τάξης 2. Σε 
κάθε στοιχείο R(θ) της ομάδας μπορούμε να αντιστοιχίσουμε κατά τρόπο αμφιμονοσήμαντο 
έναν 2×2 ορθογώνιο πίνακα με ορίζουσα +1. Το σύνολο όλων των ορθογωνίων πινάκων 
τάξης 2  με  ορίζουσα +1 αποτελεί ομάδα, που είναι ισομορφική  με την αξονική  ομάδα 
περιστροφών και επομένως είναι μια αναπαράσταση δυο διαστάσεων. Η ομάδα αυτή των 
πινάκων συμβολίζεται με το  ίδιο σύμβολο SΟ(2).  

 

3.6.1.  Γεννήτορες της SO(2).  
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          Επειδή η SΟ(2) είναι μια μονοπαραμετρική ομάδα, έχει μόνο ένα γεννήτορα. Η μορφή 
του εξαρτάται από την αναπαράσταση της SΟ(2) που μελετάμε. Τα επόμενα παραδείγματα 
θα διασαφηνίσουν τα παραπάνω.  

 

Παράδειγμα 1: Θεωρούμε  την ομάδα S1 των μιγαδικών αριθμών x=exp(iθ) με 0≤θ<2π οι 
οποίοι ορίζουν τον μοναδιαίο κύκλο στο μιγαδικό επίπεδο. Η ομάδα αυτή είναι ισομορφική 
προς την SΟ(2) για τον εξής  λόγο: Εάν z=x+iy ένας μιγαδικός αριθμός με πολική έκφραση:  

z=rcosα+irsinα=r(cosα+isinα)=reiα ,     

τότε το γινόμενο     eiθz=eiθreiα=rei(θ+α)=w  

παριστάνει έναν μιγαδικό αριθμό με  μέτρο  |w|=r=|z|  και όρισμα θ+α, δηλ. ο w μπορεί να 
θεωρηθεί ότι έχει προκύψει από τον z δια  περιστροφής του z κατά γωνία θ. Από την σχέση 
(3.19) με x=exp(iθ) προκύπτει:  

   J= ( )
0 0

1 x 1 1exp i i 1
i i iθ= θ=

∂ ∂
= θ = =

∂θ ∂θ
       (3.24)                                 

και από την (3.20), k ki Jx e α= , κάθε στοιχείο της ομάδας μπορεί να γραφεί σαν exp(iθ), που 
είναι τετριμμένα αληθές.  

 

Παράδειγμα 2: Θεωρούμε την ομάδα όλων των ορθογωνίων πινάκων τάξης 2 με ορίζουσα 
+1. Τα στοιχεία αυτής της ομάδας έχουν την μορφή:  

                       x= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θθ−
θθ

cossin
sincos

       (3.25) 

και ο γεννήτορας είναι:  

J= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−θ−
θθ−

=
∂θ
∂

=θ=θ 0i
i0

01
10

i
1

sincos
cossin

i
1x

i
1

00

 (3.26)                                             

που είναι ο σ2  spin πίνακας του Pauli. Εύκολα μπορεί να αποδειχθεί ότι κάθε ορθογώνιος 
πίνακας R(θ) 2×2 με ορίζουσα +1 μπορεί να γραφεί σαν:  

                               R(θ)=exp(iθσ2)                              (3.27)  

 

Παράδειγμα 3: Θεωρούμε έναν κύκλο ακτίνας ρ και έστω ότι το x μετρά την απόσταση κατά 
μήκος της περιφέρειας. Έστω f(x) μια συνάρτηση ορισμένη πάνω στην περιφέρεια και R(θ) η 
″περιστροφή″ της συνάρτησης f κατά γωνία θ γύρω από τον άξονα που διέρχεται από το 
κέντρο του κύκλου και είναι κάθετος στο επίπεδο του. Επειδή η f ορίζεται μόνο πάνω στην 
περιφέρεια, η επίδραση της περιστροφής R(θ) είναι να μεταθέτει το όρισμα της συνάρτησης 
κατά ρθ δηλ.  

                       R(θ)f(x)=f(x+ρθ)                                    (3.28)  

Ο γεννήτορας J είναι τότε ένας τελεστής, του οποίου η επίδραση πάνω στην f(x) είναι:  

Jf(x)= ( )
x

)x(fρi)x(fi)x(f)(R
i
1

0
0 ∂

∂
−=ρθ+

∂θ
∂

−=θ
∂θ
∂

=θ
=θ                                                         
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δηλ.   Jf(x)=-iρ

∂
∂
f x

x
( )

  ⇒  J=-iρ

∂
∂ x     

  (3.29)                                                                              

και βλέπουμε ότι ο γεννήτορας J είναι ανάλογος του κλασικού τελεστή της  ορμής:  

Px=-i
h ∂

∂ x  

(
h

 είναι η σταθερά του Plank διαιρεμένη με το 2π). Έτσι ένας τελεστής που 
είναι στοιχείο της ομάδας SΟ(2) και που επενεργεί πάνω στην ομάδα των συναρτήσεων f(x), 
γράφεται:  

  R(θ)=exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

ρθ
x

        (3.30)                                  

με την έννοια ότι: R(θ)f(x)=f(x+ρθ)  

 

Παράδειγμα 4:  Έστω f=f(x,y) μια συνάρτηση δυο μεταβλητών και R(θ) ο ορθογώνιος 
μετασχηματισμός του συστήματος συντεταγμένων (x,y), σχέση (3.23). Η επίδραση του R(θ) 
πάνω στην συνάρτηση f(x,y) δίνεται από την σχέση:  

                  R(θ)f(x,y)=f(x′,y′)=f(xcosθ+ysinθ,-xsinθ+ycosθ)                (3.31)  

Ο γεννήτορας J βρίσκεται ως εξής:  

Jf(x,y)= ( ) ( )( )0 0

1 R( )f (x, y) i f x cos ysin , x sin ycos
i θ= θ=

∂ ∂
θ = − θ + θ − θ + θ =

∂θ ∂θ
                                    

          = [ ] [ ] ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−θ−

∂
∂

+θ+θ−
∂
∂

−
=θ

x
y
fy

x
fisinycosx

y
fcosysinx

x
fi

0

 ⇒ 

 J=-i
y
x

x
y

Lz∂
∂
∂
∂
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=−
h       (3.32) 
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όπου Lz=i
h y

x
x

y
∂
∂

∂
∂

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

 είναι  η  συνιστώσα  του  τελεστή  της  στροφορμής,  

η κάθετος στο επίπεδο OXY.  

          Έτσι ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός των συντεταγμένων του  επιπέδου OXY  
δίνεται από την σχέση:  

                  R(θ)=exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−

h
zLi                                    (3.33)         

                      

3.7  Η ομάδα περιστροφών SO(3)  

          Θεωρούμε έναν τριδιάστατο πραγματικό διανυσματικό χώρο V εσωτερικού γινομένου  
και το σύνολο όλων των ορθογωνίων μετασχηματισμών, (τελεστών), που δρουν πάνω στον 
V. (Ένας γραμμικός μετασχηματισμός λέγεται ορθογώνιος όταν διατηρεί τις γωνίες και τα 
μήκη των διανυσμάτων του V ή ισοδύναμα όταν διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο). Το 
σύνολο αυτών των ορθογωνίων μετασχηματισμών αποτελεί ομάδα, που συμβολίζεται με 
Ο(3). Η ομάδα αυτή ισοδύναμα μπορεί να ορισθεί σαν η ομάδα όλων των ορθογωνίων 
πινάκων 3×3. Οι δυο αυτές ομάδες είναι ισομορφικές. Έστω R ένας ορθογώνιος πίνακας:  

            RRt=RtR=E                                       (3.34)  

όπου Ε ο ταυτοτικός πίνακας και Rt  ο ανάστροφος του R. Επειδή  detR=detRt  έχουμε:  

det(RRt)=detRdet(Rt)=(detR)2=detE=1  ⇒  detR=±1          (3.35)  

Έτσι οι πίνακες της ομάδας Ο(3) χωρίζονται σε δυο σύνολα, το ένα περιέχει τους πίνακες με 
ορίζουσα +1 και το άλλο τους πίνακες με ορίζουσα -1. Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε 
ότι το πρώτο σύνολο αποτελεί  ομάδα, την οποία θα συμβολίζουμε με SΟ(3).  

          Θεωρώντας τον ισομορφισμό, που συνδέει τους ορθογώνιους πίνακες με τους 
ορθογώνιους μετασχηματισμούς, βλέπουμε ότι ένας ορθογώνιος πίνακας με ορίζουσα +1 
αντιστοιχεί σε γνήσια, (proper), περιστροφή του συστήματος συντεταγμένων. Ένας 
ορθογώνιος πίνακας με  ορίζουσα -1  αντιστοιχεί σ' έναν ορθογώνιο μετασχηματισμό, ο 
οποίος μπορεί να εκφρασθεί σαν γινόμενο μιας γνήσιας περιστροφής και μιας αντιστροφής. 
Οι μετασχηματισμοί αυτοί ονομάζονται μη γνήσιες, (improper), περιστροφές. Ο πίνακας, 
που αντιστοιχεί στην πράξη της αντιστροφής, είναι ο αντίθετος του ταυτοτικού: 

  I3=-E=

−
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

Οι πίνακες Ε και Ι3  αποτελούν ομάδα τάξης 2. 
Επειδή ο πίνακας της  αντιστροφής μετατίθεται με 
όλους του πίνακες περιστροφών, ισχύει η σχέση: 

                 O(3)=SO(3)⊗{E,I3}         (3.36)        

z 

y θ 

x 

φ 

Σχ. 4 

ψ 

 

u 
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Η ομάδα {Ε, Ι3} έχει μόνο δυο μονοδιάστατες αναπαραστάσεις μη αναγωγίσιμες. Επομένως 
οι αναπαραστάσεις της Ο(3) μπορούν εύκολα να προκύψουν από τις αναπαραστάσεις της 
SΟ(3) από την θεωρία των τανυστικών γινομένων ομάδων. Έτσι θα μελετήσουμε μόνο μη 
αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις της SΟ(3). Η ομάδα Ο(3) ονομάζεται ομάδα περιστροφών - 
αντιστροφών τριών διαστάσεων. Οι παράμετροι της SO(3) μπορούν να εκλεγούν κατά 
διαφόρους τρόπους. Έστω (x,y,z) ένα τριδιάστατο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων. Μια 
περιστροφή προσδιορίζεται από έναν άξονα u και μια γωνία ψ και συμβολίζεται με Ru(ψ). Ο 
άξονας u χρειάζεται δυο παραμέτρους για να προσδιοριστεί η διεύθυνση του, έστω τις 
πολικές γωνίες (θ,φ) Σχ. 4. Τα διαστήματα των γωνιών είναι: 0≤θ<2π, 0≤φ≤π, 0≤ψ<2π (19. 

Ένας άλλος καταλληλότερος τρόπος είναι να προσδιορίσουμε τις περιστροφές  
χρησιμοποιώντας τις γωνίες του Euler. Όπως είναι γνωστό, κάθε περιστροφή μπορεί να  
γραφεί σαν γινόμενο τριών περιστροφών ως προς τους άξονες του συστήματος 
συντεταγμένων, ακολουθώντας την εξής διαδικασία:  

           α)  περιστροφή κατά γωνία α γύρω από τον άξονα Οz  

           β)  περιστροφή κατά γωνία β γύρω από τον άξονα Oy′  

γ)  περιστροφή κατά γωνία γ γύρω από 
τον άξονα Οz′′ 

 

 

 

   

Έτσι μια περιστροφή R γράφεται:     R=R(α,β,γ)=Rz′′(γ)Ry′(β)Rz(α) 

Η περιστροφή R(α,β,γ) μπορεί να εκφραστεί και σαν συνάρτηση περιστροφών γύρω από 
τους αρχικούς άξονες. Μπορεί να δειχθεί ότι 

  Ry′(β)=Rz(α)Ry(β)Rz(-α). 

Όμοια: Rz′′(γ)=Ry′(β)Rz′(γ)Ry′(-β),      με       Rz′(γ)=Rz(γ) 

και Rz′′(γ)=Ry′(β)Rz(γ)Ry′(-β)={Rz(α)Ry(β)Rz(-α)}Rz(γ){Rz(α)Ry(-β)Rz(-α)} 

 

                                                 
(19 Οι περιστροφές Ru(θ) και R-u(2π-θ) ταυτίζονται. 

α αx

x′
y

y′

z=z′

α αx

x′
y

   y′

z=z ′
z′′

x′′

β

β

Γραμμή των κόμβων

y′′=
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Τελικά θα είναι:   

R(α,β,γ)=Rz(α)Ry(β)Rz(γ)      (3.37) 

όπου  Rz(α)=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
αα−
αα

100
0cossin
0sincos

 

Ry(β)=
cos 0 sin

0 1 0
sin 0 cos

β β⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− β β⎝ ⎠

 

Rz(γ)=
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

γ γ⎛ ⎞
⎜ ⎟− γ γ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Εάν πάρουμε το γινόμενο της σχέσης (3.37), προκύπτει:  

R(α,β,γ)= 
cos cos cos sin sin cos cos sin sin cos cos sin
sin cos cos cos sin sin cos sin cos cos sin sin

sin cos sin sin cos

α β γ − α γ α β γ + α γ α β⎛ ⎞
⎜ ⎟− α β γ − α γ − α β γ + α γ − α β⎜ ⎟
⎜ ⎟− β γ − β γ β⎝ ⎠

                                 

           (3.38) 

που είναι ένας ορθογώνιος πίνακας με ορίζουσα +1 και δίνει το γενικό στοιχείο της ομάδας 
SΟ(3).  

 Οι γεννήτορες της SΟ(3) υπό μορφή πινάκων 3×3 βρίσκονται εάν θεωρήσουμε 
περιστροφές γύρω από τους άξονες Οx, Οy, Οz. Για την περιστροφή γύρω από τον άξονα 
ΟΖ, έχουμε: 

R(α)= 
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

α α⎛ ⎞
⎜ ⎟− α α⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒   

α αx

x′
y

    y′

z=z′
z′′

x′′

β

β

Γραμμή των κόμβων

y′′=

y′′′

x′′′

γ
γ
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Jz=-i
( )

0

R

α=

∂ α⎛ ⎞
⎜ ⎟∂α⎝ ⎠

=-i

0

sin cos 0 0 1 0 0 i 0
cos sin 0 i 1 0 0 i 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

α=

− α α −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− α − α = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε του γεννήτορες γύρω από τους άλλους άξονες ΟΧ, ΟΥ: 

Jx=
0 0 0
0 0 i
0 i 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,      Jy=
0 0 i
0 0 0
i 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

          Οι γεννήτορες  της SΟ(3) μπορούν επίσης να προκύψουν πιο γενικά, θεωρώντας μια 
περιστροφή κατά γωνία ψ γύρω από έναν άξονα u. Η ομάδα των  περιστροφών  Ru(ψ) με 
0≤ψ<2π, που είναι υποομάδα της SΟ(3), είναι ισομορφική  με την SΟ(2) και επομένως από 
την σχέση (3.32) έχουμε:  

   Ju=-

L u

h       

 (3.39)                

όπου Lu=L⋅u0  είναι η συνιστώσα του τελεστή της στροφορμής L ως προς την διεύθυνση u 
και u0  το αντίστοιχο μοναδιαίο διάνυσμα. Επειδή κάθε περιστροφή μπορεί να εκφρασθεί 
σαν γινόμενο τριών περιστροφών γύρω από τους άξονες του συστήματος συντεταγμένων, 
διαπιστώνουμε ότι χρειαζόμαστε τους τρείς τελεστές:                          

   Jx=-

L x

h ,    Jy=-

L y

h ,      Jz=-

L z

h  

   (3.40)                                                                         

Κάθε λοιπόν περιστροφή μπορεί τώρα να γραφεί:        

   Ru(ψ)=exp(iψJu)=exp
( )0i

⋅⎛ ⎞
− ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠h

L u
    (3.41) 

Η  πλήρης ομάδα περιστροφών-αντιστροφών Ο(3) έχει τέσσερις παραμέτρους 
(α,β,γ,δ), όπου α,β,γ οι παράμετροι της SΟ(3) και δ είναι η τιμή της ορίζουσας ενός 
στοιχείου και μπορεί να πάρει τις τιμές ±1. Έτσι ο παραμετρικός χώρος της Ο(3) αποτελείται 
από δυο μη συνεκτικές περιοχές, είναι 4-παραμετρικός με τρεις συνεχείς παραμέτρους και 
μια διακεκριμένη. Επομένως η ομάδα Ο(3)  είναι  μια συνεχής, συμπαγής Lie-ομάδα, όχι 
όμως συνεκτική.  

 

3.8  Η ειδική μοναδιαία ομάδα, (special unitary Group), SU(2).  
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          Έστω V διανυσματικός χώρος επί του σώματος C των μιγαδικών αριθμών διαστάσεων 

2 και u=

u
u

1

2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

20)  ένα διάνυσμα αυτού του χώρου. Μια περιστροφή σ'  αυτόν τον 

χώρο μετασχηματίζει το διάνυσμα u=

u
u

1

2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

  στο v=

v
v

1

2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

  που  συνδέονται  

με  την σχέση:    

v
v

1

2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

u
u

1

2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

  

     (3.42) 

όπου a,b,c,d είναι μιγαδικοί αριθμοί και επομένως ο πίνακας μετασχηματισμού περιέχει 8 
πραγματικές παραμέτρους. Εάν θεωρήσουμε τώρα εκείνες τις περιστροφές Τ που αφήνουν 
τα μέτρα των διανυσμάτων αναλλοίωτα:  

                     u1u1*+u2u2*=v1v1*+v2v2* 

βλέπουμε ότι ο πίνακας μετασχηματισμού (3.42) πρέπει να είναι ένας μοναδιαίος πίνακας Τ, 
δηλ.:  

  TT+=E  ⇒  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

*d*b
*c*a

dc
ba

  ⇒ 

  |a|2+|b|2=1,      |c|2+|d|2=1,      ac*+bd*=0                      (3.43)                                 

Επειδή οι συντελεστές είναι μιγαδικοί αριθμοί, η τελευταία σχέση των (3.43) ισοδυναμεί με 
δυο συνθήκες. Οι σχέσεις (3.43), που είναι 4 σε πλήθος, ανάγουν τον αριθμό των 
παραμέτρων της σχέσεως (3.42) από 8 σε 4. Από τις σχέσεις (3.43)  μπορούμε να γράψουμε:  

a=cosθeiα,   b=-sinθei(β-γ),     c=sinθeiγ ,    d=cosθei(β-α)        

και ο πίνακας Τ παίρνει την μορφή:  

  Τ(α,β,γ,θ)=
i i( )

i i( )

cos e sin e
sin e cos e

α β−γ

γ β−α

⎛ ⎞θ − θ
⎜ ⎟θ θ⎝ ⎠

     (3.44)                                 

από την οποία βλέπουμε ότι τα α,β,γ,θ είναι οι τέσσερεις πραγματικοί παράμετροι.  

          Το σύνολο όλων αυτών των μετασχηματισμών αποτελεί την ομάδα U(2), η οποία είναι 
ισομορφική προς την ομάδα των μοναδιαίων πινάκων τάξης 2. Η ομάδα U(2) είναι 4-
παραμετρική, συνεχής, συννεκτική, συμπαγής και Lie-ομάδα.  

          Η υποομάδα της U(2) με ορίζουσα +1 είναι ειδικού ενδιαφέροντος για την φυσική. 
Από την σχέση (3.44) και απαιτώντας να ισχύει detT=1, προκύπτει ότι cos2θeiβ+sin2θeiβ=1. H 
σχέση αυτή ισχύει μόνο για β=0. Επομένως η (3.44) παίρνει την μορφή: 

                                                 
20 ) Τα διανύσματα αυτής της μορφής ονομάζονται spinor στην Κβαντομηχανική. 
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   Τ(α,β,γ,θ)=
i i

i i

cos e sin e
sin e cos e

α − γ

γ α

⎛ ⎞θ − θ
⎜ ⎟

θ θ⎝ ⎠
   

και εάν αντικαταστήσουμε το γ με το –β η παραπάνω σχέση γράφεται: 

  Τ(α,β,θ)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

θθ−
θθ

α−β−

βα

ii

ii

ecosesin
esinecos

     (3.45)                                  

Επίσης εάν θέσουμε στην (3,45) a=cosθeiα και b=sinθeiβ προκύπτει η μορφή: 

  Τ(a,b)=

a b
b a−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

* *    με  |a|2+|b|2=1    

 (3.46)                              

Η υποομάδα αυτή των μετασχηματισμών, με αναπαράσταση τους  πίνακες (3.46), 
ονομάζεται ειδική μοναδιαία ομάδα SU(2). Εξ' αιτίας της σχέσεως detT=+1, η ομάδα SU(2) 
είναι 3-παραμετρική. Όμως και η ομάδα SO(3) είναι 3-παραμετρική. Αυτό μας κάνει να 
σκεφθούμε ότι υπάρχει σχέση μεταξύ αυτών των δυο ομάδων. Η ομάδα SO(3), σαν ομάδα 
περιστροφών στον χώρο R3  αφήνει αναλλοίωτη την ποσότητα x2+y2+z2 ενώ η ομάδα  SU(2) 
αφήνει την ποσότητα  |u1|2+|u2|2 αναλλοίωτη. Είναι επομένως λογικό να εξετάσουμε εάν η 
ομάδα SU(2) αφήνει αναλλοίωτη και την ποσότητα x2+y2+z2. Γι’ αυτό, θεωρούμε έναν 
πίνακα Μ, 2×2, που είναι γραμμικός συνδυασμός των τριών πινάκων του Pauli:  

Μ=xσ1+yσ2+zσ3  ⇒ 

   Μ=

z x iy
x iy z

−
+ −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

     με x,y,z∈R                         (3.47)                                  

(του οποίου η ορίζουσα είναι –(x2+y2+z2), δηλ. η ποσότητα που θέλουμε να ελέγξουμε ότι 
παραμένει αναλλοίωτη), και τον μετασχηματισμό ομοιότητας:  

Μ → Μ′=ΤMΤ+                   (3.48)                                  

όπου    Τ=Τ(a,b)=
a b
b* a *

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  με  |a|2+|b|2=1 

Η (3.48) γράφεται:  

z x iy a b z x iy a b
x iy z b * a * x iy z b * a

′ ′ ′− − ∗ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′+ − − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

                                                       

με  x′=1/2(a2+a*2-b2-b*2)x+1/2(a2-a*2+b2-b*2)y+(ab+a*b*)z 

 y′=i/2(a2-a*2-b2+b*2)x+1/2(a2+a*2+b2+b*2)y-i(ab-a*b*)z 

 z′=-(a*b+ab*)x+i(a*b-ab*)y+(aa*-bb*)z 

Εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι οι συντελεστές των x, y, z, είναι πραγματικοί αριθμοί.  

Επειδή τώρα ο μετασχηματισμός ομοιότητας διατηρεί την τιμή της ορίζουσας έχουμε: 
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            detM′=detM  ⇒  -(x2+y2+z2)=-[(x′)2 +(y′)2 +(z′)2]            (3.50)  

Συνεπώς ο μετασχηματισμός Τ διατηρεί επίσης την ποσότητα x2+y2+z2  αναλλοίωτη. Από τα 
παραπάνω συμπεραίνουμε ότι οι ομάδες SU(2) και SO(3) μπορεί να είναι ισομορφικές ή 
ομομορφικές. Για να το διαπιστώσουμε αυτό ας θεωρήσουμε μερικές απλές περιπτώσεις. 
Θέτουμε στην σχέση (3.45) a=eiα και b=0, ή ισοδύναμα a=eiα και θ=0 στη σχέση (3,45) και 
έχουμε: 

 Tz=Τ(α,0,0)=
i

i

e 0
0 e

α

− α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Παίρνουμε τώρα τους unitary μετασχηματισμούς των πινάκων του Pauli: 

Τzσ1Τz
+=

i i 2i

i i 2i

0 1e 0 e 0 0 e
1 00 e 0 e e 0

α − α α

− α α − α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Εκφράζουμε το αποτέλεσμα αυτό συναρτήσει των πινάκων του Pauli πολλαπλασιάζοντας με 
το x: 

  Tzxσ1Τz
+=

0 cos 2 isin 2
x

cos 2 isin 2 0
α + α⎛ ⎞

⎜ ⎟α − α⎝ ⎠
= 

0 1 0 i
x cos 2 x sin 2

1 0 i 0
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= α − α⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=xcos2ασ1-xsin2ασ2 

Με όμοιο τρόπο έχουμε:  

  Tzyσ2Τz
+=ysin2ασ1+ycos2ασ2 

  Tzzσ3Τz
+=zσ3 

Εάν ξεκινάγαμε με το ήμισυ της γωνίας, δηλ. εάν για α θέταμε α/2, τότε από τις σχέσεις 
(3.47), (3.48) θα είχαμε: 

Μ′=TzMTz
+  ⇒  x′σ1+y′σ2+z′σ3=Tz(xσ1+yσ2+zσ3)Tz

+= Tzxσ1Tz
+ + Tzyσ2Tz

+ +Tzzσ3Tz
+= 

=[ xcosασ1-xsinασ2]+[ ysinασ1+ycosασ2]+[zσ3]=[ xcosα+ysinα]σ1+[ ycosα-xsinα]σ2+zσ3 

Τελικά προκύπτουν οι σχέσεις: 

  x′=xcosα+ysinα 

  y′=-xsinα+ycosα 

  z′=z 

οι οποίες δηλώνουν ότι ο 2×2 unitary μετασχηματισμός Tz(α/2) αντιστοιχεί με τον πίνακα 

περιστροφής Rz(α)= 
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

α α⎛ ⎞
⎜ ⎟− α α⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 δηλ. 

Tz(α/2)= 
i / 2

i / 2

e 0
0 e

α

− α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  → Rz(α)= 
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

α α⎛ ⎞
⎜ ⎟− α α⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε και τις παρακάτω αντιστοιχίες: 
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Ty(β/2)= 
cos / 2 sin / 2
sin / 2 cos / 2
β β⎛ ⎞

⎜ ⎟− β β⎝ ⎠
  →  Ry(β)=

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

β β⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− β β⎝ ⎠

 

(Ο Πίνακας Ty(β/2) προέρχεται από την σχέση (3.45) με τις αντικαταστάσεις:  θ→β/2, α→0, 
β→0) 

Tx(γ/2)= 
cos / 2 isin / 2
isin / 2 cos / 2

γ γ⎛ ⎞
⎜ ⎟γ γ⎝ ⎠

 → Rx(γ)= 
1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

⎛ ⎞
⎜ ⎟γ γ⎜ ⎟
⎜ ⎟− γ γ⎝ ⎠

 

(Ο Πίνακας Tx(γ/2) προέρχεται από την σχέση (3.45) με τις αντικαταστάσεις:  θ→γ/2,  α→0, 
β→π/2) 

 

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι ο πίνακας Tk(ψ/2)  έχει την γενική μορφή: 

  Tk(ψ/2)=Ιcosψ/2+iσksinψ/2   με k=x,y,z  σx=σ1, σy=σ2, σz=σ3,  και I o 
ταυτοτικός πίνακας. 

Η αντιστοιχία:  Tz(α/2)= 
i / 2

i / 2

e 0
0 e

α

− α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  → Rz(α)= 
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

α α⎛ ⎞
⎜ ⎟− α α⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

δεν είναι αμφιμονοσήμαντη. Συγκεκριμένα όταν το α στον πίνακα Rz(α) μεταβάλλεται από 0 
έως 2π, η παράμετρος στον πίνακα Tz(α/2), μεταβάλλεται από 0 έως π. Βρίσκουμε δε ότι: 
 Rz(α+2π)=Rz(α) 

  Tz(α/2+π)= 
i / 2

i / 2

e 0
0 e

α

− α

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
=-Tz(α/2) 

Επομένως και οι δυο πίνακες Tz(α/2) και Tz(α/2+π)=-Tz(α/2) αντιστοιχούν στον πίνακα 
Rz(α). Η αντιστοιχία λοιπόν είναι 2 προς 1 και επομένως οι ομάδες SU(2) και SO(3) είναι 
ομομορφικές. 

  Κάθε περιστροφή R(α,β,γ), που είναι στοιχείο της ομάδας SO(3) και αντιστοιχεί στις 
γωνίες Euler α,β,γ, μπορεί να τεθεί σε αντιστοιχία με τα στοιχεία της ομάδας SU(2) ως εξής:  

R(α,β,γ)   →  Τz(γ/2)Τy(cosβ/2)Τz(α/2)=  

=
i / 2 i / 2

i / 2 i / 2

cos / 2 sin / 2e 0 e 0
sin / 2 cos / 20 e 0 e

γ α

− γ − α

β β⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− β β⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= 

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+α
−

β
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ−αβ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−γβ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+αβ

2
iexp

2
cos

2
iexp

2
sin

2
iexp

2
sin

2
iexp

2
cos

   (3.51)                                  

Παρατηρούμε ότι ο πίνακας 2×2 της αντιστοιχίας (3.51) έχει  την  γενική  μορφή ενός πίνακα 
SU(2), όπως δίνεται από την εξίσωση (3.45).  
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 Τέλος οι γεννήτορες της ομάδας SU(2) βρίσκονται από τις γενικές εκφράσεις των 
στοιχείων: 

    Tz(α)= 
i

i

e 0
0 e

α

− α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    Ty(β)= 
cos sin
sin cos
β β⎛ ⎞

⎜ ⎟− β β⎝ ⎠
,     Tx(γ)= 

cos isin
isin cos

γ γ⎛ ⎞
⎜ ⎟γ γ⎝ ⎠

  

Συγκεκριμένα έχουμε: 

Jz(α)= 
i i

i i
0 0

i 0 1 0e 0 ie 0
i i i

0 i 0 10 e 0 ie

α α

− α − α
α= α=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
− = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −∂α − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=σz 

Jy(β)= 
0 0

cos sin sin cos 0 1 0 i
i i i

sin cos cos sin 1 0 i 0
β= β=

β β − β β −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
− = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− β β − β − β −∂β ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=σy 

Jx(γ)= 
0 0

cos isin sin icos 0 i 0 1
i i i

isin cos icos sin i 0 1 0
γ= γ=

γ γ − γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
− = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ γ γ − γ∂γ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=σx 

Δηλαδή οι γεννήτορες της ομάδας SU(2) είναι οι πίνακες του Pauli. 

 

3.9    Οι γεννήτορες των ομάδων U(n) και SU(n)  

          Υπενθυμίζουμε ότι η ομάδα U(n) αποτελείται από τo σύνολο των μοναδιαίων πινάκων, 
(με μιγαδικά στοιχεία), τάξης n, ενώ η ομάδα SU(n) από το σύνολο των μοναδιαίων πινάκων 
τάξης n με ορίζουσα +1. Προφανώς η ομάδα SU(n) είναι υποομάδα της U(n). Επειδή ένας 
μοναδιαίος πίνακας τάξης n έχει n2 πραγματικά ανεξάρτητα στοιχεία, η ομάδα U(n) είναι μια 
συνεχής, συνεκτική, n2-παραμετρική, συμπαγής, Lie-ομάδα. Τα στοιχεία της ομάδας SU(n) 
ικανοποιούν μια επί πλέον συνθήκη: η ορίζουσα τους πρέπει να είναι +1. Επομένως η SU(n) 
είναι μια συνεχής, συνεκτική, (n2-1)-παραμετρική, συμπαγής, Lie-ομάδα.  

          Οι γεννήτορες της U(n) ομάδας, που είναι σε πλήθος n2, μπορούν να προκύψουν ως 
εξής:  

          Κατ’ αρχήν θυμίζουμε ότι εάν Η είναι ένας ερμιτιανός, (hermitian) πίνακας, (Η=Η+), 
τότε ο πίνακας exp(iH) είναι μοναδιαίος. Το αντίστροφο επίσης αληθεύει, δηλ. εάν U είναι 
ένας μοναδιαίος πίνακας, τότε μπορεί να γραφεί  σαν:  

                           U=exp(iH)                                    (3.52)  

όπου Η ερμιτιανός πίνακας. Επίσης κάθε γραμμικός συνδυασμός ερμιτιανών πινάκων με 
πραγματικούς συντελεστές είναι ερμιτιανός  πίνακας. Επομένως υπάρχουν το πολύ  n2 
ανεξάρτητοι  ερμιτιανοί πίνακες τάξης n, από τους γραμμικούς συνδυασμούς των οποίων, 
(με την βοήθεια της εκθετικής συναρτήσεως), μπορεί να προκύψει κάθε μοναδιαίος πίνακας 
U. Έστω τώρα Η1, Η2,…,ΗN   ένα σύνολο n2  ανεξαρτήτων ερμιτιανών πινάκων με  Ν=n2  
και αj, (1≤j≤Ν), n2  πραγματικοί παράμετροι. Τότε προφανώς κάθε μοναδιαίος  πίνακας 
τάξης n μπορεί να γραφεί:  

    U=exp ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
α∑

=

N

1j
jjHi      (3.53)                                 
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δηλ. όλα τα στοιχεία της U(n) μπορούν να παραχθούν από το δεξιό  μέλος της (3.53)(21 
δίνοντας όλες τις δυνατές τιμές στις Ν πραγματικές παραμέτρους αj. Επομένως οι Ν το 
πλήθος ανεξάρτητοι ερμιτιανοί πίνακες Ηj είναι οι γεννήτορες της ομάδας U(n). Προφανώς  
δεν  είναι οι μοναδικοί, οποιοιδήποτε Ν γραμμικοί συνδυασμοί αυτών των ερμιτιανών  
πινάκων μπορούν εξ’ ίσου καλά  να χρησιμοποιηθούν σαν γεννήτορες της ομάδας U(n).  

Εάν Α είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, τότε  

det(eA)=etrA                                    (3.54)  

όπου trA=ίχνος του Α= άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων του Α.  

Από  την  (3.52) βλέπουμε ότι:  

detU=det(eiH)=exp(itrH)                      (3.55)  

Επειδή τα διαγώνια στοιχεία ενός ερμιτιανού πίνακα H είναι πραγματικοί αριθμοί, 
πραγματικός αριθμός είναι και το ίχνος του trH=α και επομένως η ορίζουσα detU=exp(iα) 
έχει μέτρο 1, δηλ. |detU|=|expiα|=1. 

Για την ομάδα τώρα SU(n) γράφουμε τα στοιχεία της σαν U0=exp(iH0) και επειδή 
detU0=1 πρέπει trH0=0. Δηλ. υπάρχουν το πολύ n2-1 ανεξάρτητοι ερμιτιανοί πίνακες με ίχνος 
μηδέν κατάλληλα επιλεγμένοι ώστε να αποτελούν τους γεννήτορες της ομάδας SU(n).  

Πρακτικά είναι πιο βολικό να διαλέξουμε πρώτα τους n2-1 γεννήτορες της SU(n) και 
μετά  να  προσθέσουμε τον ταυτοτικό  πίνακα τάξης  n για να προκύψουν οι n2  γεννήτορες 
της ομάδας U(n).  

Για παράδειγμα, οι τρεις γεννήτορες της ομάδας SU(2) μπορούν να είναι οι τρεις πίνακες του 
Pauli, (που περιγράφουν το spin στην κβαντομηχανική),:  

σ1=

0 1
1 0
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

,   σ2=

0
0
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
i

i ,    σ3=

1 0
0 1−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

                

 (3.56)                                                              

Οι πίνακες αυτοί είναι ανεξάρτητοι, ερμιτιανοί, τάξης 2 και με ίχνος μηδέν.  

Για τους γεννήτορες της ομάδας U(2) μπορούμε να διαλέξουμε τους εξής πίνακες: (Ε,σx, 
σy,σz), όπου Ε ο ταυτοτικός πίνακας τάξης 2.  

Με την βοήθεια των παραπάνω μπορούμε να βρούμε τους γεννήτορες της ομάδας 
SU(2)  και μ’ ένα διαφορετικό τρόπο: Επειδή  U=exp(iH)  ⇒  det(U)=exp(itrH)=1 ⇒  trH=0. 
Επίσης τα διαγώνια στοιχεία ενός ερμιτιανού πίνακα είναι πραγματικά. Άρα η μορφή του 
πίνακα Η θα είναι: 

i
H

i
α β + γ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟β − γ −α⎝ ⎠
 

Έχουμε τότε 

i 1 0 0 1 0 i
H

i 0 1 1 0 i 0
α β + γ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = α +β − γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟β − γ −α −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=ασ3+βσ1-γσ2 

                                                 
(21 η οποία είναι όμοια με την (3.21) 
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Συνεπώς κάθε ερμιτιανός πίνακας Η 2×2 με ίχνος μηδέν, trH=0, εκφράζεται συναρτήσει των 
τριών βασικών πινάκων του Pauli σ1, σ2, σ3.  

 

3.10   Η Lie­άλγεβρα μιας Lie­ομάδας  

Θεωρούμε μια Lie-ομάδα G με r παραμέτρους α1, α2,⋅⋅⋅, αr,  και με r γεννήτορες J1, J2, 
…,Jr . Από τα προηγούμενα είδαμε ότι κάθε στοιχείο της Lie-ομάδας μπορεί να εκφρασθεί 
υπό την μορφή:  

  x(α1,α2,…,αr)=exp
r

k k
k 1

i Jα
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑     (3.57) 

Όταν η ομάδα G είναι πεπερασμένη, τότε όλες οι ιδιότητες μπορούν να προκύψουν από την 
δομή του πολλαπλασιαστικού της πίνακα. Στην περίπτωση μιας Lie-ομάδας θα δούμε ότι οι 
μεταθέτες, (commutators), των γεννητόρων της καθορίζουν την δομή της ομάδας. Πράγματι:  

Ας θεωρήσουμε δυο συγκεκριμένα στοιχεία της Lie-ομάδας της μορφής:  

x(0,0,…,αk,…,0)=exp(iαkJk)  
x(0,0,…,αl,…,0)=exp(iαlJl)   

Το γινόμενο αυτών των δυο στοιχείων, exp(iαkJk)exp(iαlJl) πρέπει να ανήκει στην ομάδα και 
επομένως πρέπει να εκφράζεται υπό την μορφή (3.57) με κατάλληλες τιμές των παραμέτρων 
αk. Επειδή τώρα οι γεννήτορες μιας Lie-ομάδας γενικά δεν μετατίθενται, δεν υπάρχει 
κάποιος απλός τρόπος για να γράψουμε το γινόμενο αυτό (22. Μπορούμε όμως να 
χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι ένα τέτοιο γινόμενο περιέχει τον μεταθέτη των Jk και Jl. 
Για να ανήκει το γινόμενο exp(iαkJk)exp(iαlJl) στην ομάδα πρέπει ο μεταθέτης [Jk, Jl]=JkJl-JlJk 
να είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των γεννητόρων, δηλ.:  

   [Jk, Jl]=
r

j
k j

j 1
c J

=
∑ l   1≤k, l≤r   (3.58) 

με j
kc l  συγκεκριμένοι συντελεστές. Οι μεταθέτες των γεννητόρων μιας Lie-ομάδας ορίζουν 

πλήρως την δομή της Lie-ομάδας κατά αναλογία προς τον πολλαπλασιαστικό πίνακα μιας 
πεπερασμένης ομάδας. Οι συντελεστές j

kc l  ονομάζονται  δομικές σταθερές της Lie-ομάδας, 
αποτελούν χαρακτηριστική ιδιότητα και δεν  εξαρτώνται από τις αναπαραστάσεις της. Όμως 
δεν είναι μοναδικές εφ’ όσον οι  γεννήτορες μιας Lie-ομάδας δεν είναι μοναδικοί.  

Όπως είδαμε παραπάνω, κάθε γραμμικός συνδυασμός γεννητόρων με πραγματικούς 
συντελεστές μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν γεννήτορας της ομάδας. Είναι επομένως 
προφανές ότι  οι r γεννήτορες της Lie-ομάδας αποτελούν βάση ενός γραμμικού διανυσματικού 
χώρου L διαστάσεως r.  

Η εξίσωση (3.58) μας παρέχει και έναν δεύτερο νόμο εσωτερικής συνθέσεως  μεταξύ των  
στοιχείων του διανυσματικού  χώρου L έτσι ώστε ο διανυσματικός αυτός χώρος να είναι  
άλγεβρα(23 και μάλιστα Lie-άλγεβρα, αφού ικανοποιούνται οι απαραίτητες ιδιότητες, που 
είναι:  

α)  (∀x,y∈L)[[x,y]=xy-yx∈L]   

                                                 
(22 Για [A,B]=ΑΒ-ΒΑ≠0 ισχύει eAeB=eA+Be1/2[A,B] 

23 Για τον ορισμό της Άλγεβρας βλέπε Β′ Μέρος ορισμός 1.1.9. 
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β)  (∀x,y∈L) [[x,y]=-[y,x]]   

γ)  (∀x,y,z,) [ [x,[y,z]]+[y,[z,x]]+[z,[x,y]]=0]    (ταυτότητα Jacobi) 

 Γενικά όταν ο δεύτερος νόμος εσωτερικής συνθέσεως μιας άλγεβρας ικανοποιεί τις 
παραπάνω τρεις ιδιότητες, η έκφραση [x,y], (που δεν χρειάζεται να εκφράζεται από την 
διαφορά xy-yx)(24, ονομάζεται Lie παρένθεση. 

Επειδή οι μεταθέτες (3.58) των γεννητόρων της Lie-ομάδας G ικανοποιούν τις 

παραπάνω ιδιότητες, ισχύουν οι εξής σχέσεις μεταξύ των δομικών σταθερών 
c k l

j
:  

j
kc l =- j

kcl  

   
r

m s m s m s
k jm j km jk lm

m 1

c c c c c c 0
=

⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦∑ l l     (3.59)                                  

και επειδή οι γεννήτορες Jk  είναι ερμιτιανοί, από την (3.58) συμπεραίνουμε ότι οι δομικές 
σταθερές είναι καθαρά φανταστικοί αριθμοί.  Η πρώτη των σχέσεων (3.59) οφείλεται στην 
αντιμεταθετικότητα και η δεύτερη στην προσεταιριστικότητα του νόμου εσωτερικής 
συνθέσεως. 

Η σπουδαιότητα της Lie-άλγεβρας βρίσκεται στο γεγονός ότι μπορούμε να 
κατασκευάσουμε μια αναπαράσταση της Lie-ομάδας G θεωρώντας μια αναπαράσταση 
πινάκων της Lie-άλγεβρας L. Έτσι αν μπορέσουμε να βρούμε r τετραγωνικούς πίνακες, έστω 
τάξης p, που να ικανοποιούν τις σχέσεις μεταθέσεως (3.58) με τις δεδομένες δομικές 
σταθερές και τους χρησιμοποιήσουμε στη θέση των Jk  στη σχέση (3.57), τότε θα έχουμε μια 
p-διαστάσεως αναπαράσταση της  Lie-ομάδας  G. Σαν κανόνα, μπορούμε να 
διατυπώσουμε το εξής:  

Καθε αναπαράσταση μιας Lie-άλγεβρας μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να δώσει μια 
αναπαράσταση της αντίστοιχης Lie-ομάδας.  

Σαν παράδειγμα των παραπάνω θα χρησιμοποιήσουμε την ομάδα SU(2). Οι σχέσεις 
(3.56) δίνει τους γεννήτορες της, που ικανοποιούν τις σχέσεις μεταθέσεως:  

                     [σj,σk]=2i jk σε∑ l l
l

                                (3.60)  

όπου εjk l , (σύμβολο των Levi-Civita), είναι ο αντισυμμετρικός τανυστής τάξης 3,  του 
οποίου τα μόνα μη μηδενικά στοιχεία είναι:  

               ε123=ε231=ε312=-ε213=-ε132=-ε321=1                     (3.61)  

                                                 
24 Γενικά μια άλγεβρα είναι Lie όταν ο δεύτερος νόμος εσωτερικής συνθέσεως ικανοποιεί τις σχέσεις:   
 α) x2=0          β)  (xy)z+(yz)x+(zx)y=0             
Εύκολα αποδεικνύεται ότι ο μεταθέτης [x,y]=xy-yx ικανοποιεί τις παραπάνω σχέσεις. 
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Οι συνιστώσες του τανυστή εjkl  πολλαπλασιασμένοι με 2i αποτελούν τις δομικές σταθερές 
της ομάδας SU(2). Η Lie-άλγεβρα της SU(2) αποτελείται από το σύνολο όλων των  
γραμμικών  συνδυασμών των πινάκων  σx, σy, σz με πραγματικούς συντελεστές.  

Μια άλλη αναπαράσταση της ομάδας SU(2) αποτελούν και οι πίνακες:  

λ1=

0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟  ,  λ2=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

000
00i
0i0

 ,  λ3=

1 0 0
0 1 0
0 0 0

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟     (3.62) 

οι οποίοι ικανοποιούν τις ίδιες σχέσεις μεταθέσεως:    [λj,λk]=2i jkl l
l

ε λ∑  

Η αναπαράσταση αυτή είναι τριών διαστάσεων.  

Ο ελάχιστος αριθμός των γεννητόρων μιας Lie-ομάδας, που μετατίθενται μεταξύ τους 
ονομάζεται τάξη της Lie-ομάδας. Η τάξη της  SO(3)  είναι 1 διότι κανένα ζεύγος από τους 
γεννήτορες Lx, Ly,  Lz  δεν μετατίθενται. Η τάξη της SΟ(2) είναι επίσης 1.  

Ένας γεννήτορας που μετατίθεται με όλους τους γεννήτορες μιας Lie-ομάδας 
ονομάζεται τελεστής Casimir. Από το θεώρημα του Racah, ο αριθμός των ανεξαρτήτων 
τελεστών Casimir μιας Lie-ομάδας ισούται με την τάξη της ομάδας. Ο ίδιος ο Casimir είχε 
αναγνωρίσει ότι ένας τέτοιος τελεστής πάντα μπορεί να κατασκευαστεί παίρνοντας έναν 
κατάλληλο διγραμμικό συνδυασμό των γεννητόρων.  

Η Ομάδα SΟ(3) έχει έναν και μόνο έναν τελεστή Casimir, που  είναι  ο  

L2 ≡Lx
2+Ly

2+Lz
2   

που μετατίθεται με καθ’ ένα από τους Lx, Ly, Lz .  Η  Ομάδα  SU(2) επίσης έχει έναν μόνο 
τελεστή Casimir τον σ 2≡σx

2+σy
2+σz

2  . 

 

Παράδειγμα 1: Για την ίδια Lie ομάδα SO(2), (βλέπε παράδειγμα 1, παρ. 3.2.1), θεωρούμε 
την αναπαράσταση: R(θ)=eiθ  με αντίστοιχο μοναδικό γεννήτορα τον J=1. Ο γεννήτορας J 
παράγει τον διανυσματικό χώρο R των πραγματικών αριθμών, ο οποίος είναι και Lie 
άλγεβρα με δεύτερο νόμο εσωτερικής συνθέσεως τον πολλαπλασιασμό, ο οποίος ορίζει την 
τετριμμένη Lie παρένθεση: [α,β]=αβ-βα=0. Προφανώς εδώ οι δομικές σταθερές j

klc  είναι 
όλες μηδέν. 

 

Παράδειγμα 2: Για την Lie ομάδα SO(2), (βλέπε παράδειγμα 2, παρ.3.2.1), θεωρούμε την 

αναπαράσταση: R(θ)=
cos sin
sin cos
θ θ⎛ ⎞

⎜ ⎟− θ θ⎝ ⎠
 με αντίστοιχο μοναδικό γεννήτορα: J=

0 i
i 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Ο γεννήτορας J παράγει τον διανυσματικό υπόχωρο U των πινάκων 2×2 με φανταστικά 
στοιχεία, δηλ. U={ M / M=αJ,  α∈R}. Ο διανυσματικός αυτός υπόχωρος U αποτελεί και Lie 
άλγεβρα με δεύτερο νόμο εσωτερικής συνθέσεως την τετριμμένη  Lie παρένθεση: [J,J]=JJ-
JJ=0=0J. Προφανώς οι δομικές σταθερές j

klc  είναι όλες μηδέν. 
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Παράδειγμα 3: Για την ίδια Lie ομάδα SO(2) θεωρούμε την αναπαράσταση: R(θ), με R(θ)=

exp
x
∂⎛ ⎞ρθ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, (βλέπε παράδειγμα 3 παρ. 3.2.1), με αντίστοιχο μοναδικό γεννήτορα τον J=

i
x
∂

− ρ
∂

. Ο γεννήτορας J παράγει τον διανυσματικό χώρο των τελεστών U={F/F=αJ, α∈R}, ο 

οποίος είναι και Lie άλγεβρα με δεύτερο νόμο εσωτερικής συνθέσεως την τετριμμένη Lie 
παρένθεση: [F,G]=FG-GF=αJβJ-βJαJ=αβ(J-J)=0. Προφανώς και εδώ οι δομικές σταθερές j

kc l  
είναι όλες μηδέν. 

 

Παράδειγμα 4: Για την ίδια Lie ομάδα SO(2) θεωρούμε την αναπαράσταση: R(θ), με 

R(θ)=exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ−

h
zLi , (βλέπε παράδειγμα 4 παρ. 3.2.1), με αντίστοιχο μοναδικό γεννήτορα τον 

J=-i
y
x

x
y

Lz∂
∂
∂
∂
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=−
h . Ο γεννήτορας J παράγει τον διανυσματικό χώρο των τελεστών 

U={F/F=αJ, α∈R}, ο οποίος είναι και Lie άλγεβρα με δεύτερο νόμο εσωτερικής συνθέσεως 
την τετριμμένη Lie παρένθεση: [F,G]=FG-GF=αJβJ-βJαJ=αβ(J-J)=0. Προφανώς και εδώ οι 
δομικές σταθερές j

kc l  είναι όλες μηδέν. 

 

Παράδειγμα 5: Για την Lie ομάδα SO(3), (βλέπε παρ. 3.3), θεωρούμε τους γεννήτορες:  

Jx=
0 0 0
0 0 i
0 i 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    Jy=
0 0 i
0 0 0
i 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     Jz

0 i 0
i 0 0
0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Οι γεννήτορες Jx, Jy, Jz  παράγουν τον διανυσματικό υπόχωρο U των πινάκων 3×3 με 
φανταστικά στοιχεία, δηλ. U={ M / M=αJx+βJy+γJz,  α,β,γ∈R}. Ο διανυσματικός αυτός 
υπόχωρος U αποτελεί και Lie άλγεβρα με δεύτερο νόμο εσωτερικής συνθέσεως την Lie 
παρένθεση. Συγκεκριμένα έχουμε: 

[Jx,Jy]=iJz,        [Jy,Jz]=iJx,      [Jz,Jx]=iJy 

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτουν οι δομικές σταθερές, οι οποίες ταυτίζονται με τον 
αντισυμμετρικό τανυστή των Levi-Civita:  j

kc l =εik l . 

 

3.11   Η ειδική μοναδιαία ομάδα SU(3).  

Η ομάδα SU(3) αποτελείται από όλους τους μοναδιαίους πίνακες τάξης 3 με 
ορίζουσα +1. Έχει 32-1=8 γεννήτορες, οι οποίοι συνήθως συμβολίζονται με λ1, λ2, …, λ8  και 
μπορούν να επιλεγούν κατά πολλούς τρόπους. Έχει καθιερωθεί να χρησιμοποιούνται οι εξής 
πίνακες:  
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λ1=
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⎟
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⎟   (3.64)                                                                                                                                

Οι μεταθέτες των γεννητόρων είναι:  

   [λj,λk]=2i jkc λ∑ l l
l

 

όπου οι μόνες μη μηδενικές συνιστώσες του τανυστή cjk l    είναι:  

          c123=1  

          c147=c516=c246=c257=c345=c637=1/2  

          c458=c678=
32/

                                             
 (3.66)  

          Οι δομικές αυτές σταθερές είναι μια χαρακτηριστική ιδιότητα της ομάδας SU(3) και 
δεν εξαρτώνται από την συγκεκριμένη αναπαράσταση (3.64).  

          Οι πίνακες λ3 και λ8 είναι διαγώνιοι και επομένως μετατίθενται μεταξύ  τους.  Εύκολα 
μπορούμε να δούμε ότι κανένας  άλλος πίνακας δεν μετατίθεται με τους λ3 και λ8 . Η τάξη 
επομένως της ομάδας SU(3) είναι 2.  

Η ομάδα SU(3) έχει επίσης δυο τελεστές Casimir.  Ένας  από  αυτούς είναι ένας 
τετραγωνικός συνδυασμός των γεννητόρων:  

   C1=∑
=

λ
8

1i

2
i       (3.67) 

Ο άλλος τελεστής Casimir δίνεται από έναν πολύπλοκο τριγραμμικό συνδυασμό  των 
γεννητόρων.  

 

3.12     Φυσικές εφαρμογές των ομάδων SU(2) και SU(3)  

          Είναι γνωστό από την φυσική ότι η κατάσταση ενός ηλεκτρονίου περιγράφεται από τις 
γνωστές κυματοσυναρτήσεις, που ονομάζονται σφαιρικές αρμονικές Yl

m(θ,φ). Οι  
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κυματοσυναρτήσεις αυτές γεννούν την μη αναγωγίσιμη αναπαράσταση D(I) της SΟ(3) 
ομάδας βάσει της σχέσεως:  

  R(α,β,γ)Y l
m(θ,φ)= ( ) ( )m (1)

m m
m 1

Y , D , ,′
′

′=−

θ ϕ α β γ∑
l

l  

Οι κυματοσυναρτήσεις, που  περιγράφουν το spin ενός ηλεκτρονίου, και που ονομάζονται 
spin συναρτήσεις, γεννούν τις αναπαραστάσεις της SU(2) ομάδας. Ας θεωρήσουμε τώρα 

ένα ηλεκτρόνιο με spin στροφορμής s=1/2
h

σ, όπου σ≡(σx,σy,σz) και σi οι spin 
πίνακες του Pauli. Οι δυο ορθοκανονικές spin συναρτήσεις, που συμβολίζονται με χ(1/2) και 
χ(-1/2),  είναι  συγχρόνως  ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών s2  και sz. Κάτω από ένα 
ορθογώνιο  μετασχηματισμό  συντεταγμένων, οι spin αυτές συναρτήσεις υφίστανται έναν 
μοναδιαίο μετασχηματισμό στον μιγαδικό 2-διαστάσεων χώρο Hilbert, που παράγεται από τα 
βασικά διανύσματα χ(1/2) και χ(-1/2). Ο χώρος αυτός λέγεται χώρος spinor και κάθε 
διάνυσμα του, (που είναι γραμμικοί συνδυασμοί των βασικών διανυσμάτων), λέγονται  
spinor. Οι spin συναρτήσεις χ(1/2) και χ(-1/2) γεννούν μια 2-διαστάσεων αναπαράσταση  
της SU(2), η οποία ταυτίζεται με την D.  

Ας θεωρήσουμε στην συνέχεια την περίπτωση δυο ηλεκτρονίων. Αφού οι spin 
συναρτήσεις του καθένα ηλεκτρονίου μετασχηματίζονται σύμφωνα με την αναπαράσταση 
D(½), οι spin συναρτήσεις του σύνθετου συστήματος θα μετασχηματίζονται σύμφωνα με την 
αναπαράσταση του ευθέως γινομένου D(½)⊗D(½) που είναι μια τεσσάρων διαστάσεων 
αναπαράσταση της SU(2) ομάδας.  

Η ομάδα SU(2) βρίσκει άλλη μια σπουδαία εφαρμογή στη διατύπωση του ισοτοπικού 
spin των στοιχειωδών σωματιδίων.  Στον  μακρύ  κατάλογο  των στοιχειωδών σωματιδίων, 
μπορούμε να δούμε ότι υπάρχει ένας μεγάλος αριθμός ζευγών, τέτοιων ώστε τα δυο μέλη 
κάθε ζεύγους έχουν πρακτικά ταυτόσημες ιδιότητες εκτός από το ηλεκτρικό φορτίο τους. 
Ένα παράδειγμα των παραπάνω είναι το ζεύγος, που αποτελείται από ένα πρωτόνιο και ένα 
νετρόνιο, των οποίων όλες σχεδόν οι ιδιότητες είναι ίδιες εκτός από τις ηλεκτρομαγνητικές. 
Μπορούμε λοιπόν να θεωρήσουμε το πρωτόνιο και το νετρόνιο σαν δυο καταστάσεις ενός 
νουκλεονικού πεδίου. Συμβολίζουμε  τις καταστάσεις με |p> και |n> και ορίζουμε ένα 
τελεστή τ3, που ικανοποιεί  τις παρακάτω εξισώσεις ιδιοτιμών:  

  τ3|p>=

1
2 |p> ,  τ3|n>=-

1
2 |n> 

Οι καταστάσεις |p> και |n>  γεννούν ένα χώρο Hilbert 2-διαστάσεων στον οποίο ο τελεστής 
τ3  θα έχει την ίδια αναπαράσταση όπως και ο σz. Κατά αναλογία με το πρόβλημα του spin 
του  ηλεκτρονίου, κάνουμε την υπόθεση ότι υπάρχει ένας τελεστής τ, που θα ονομάζεται 
τελεστής του ισοτοπικού spin,  και  που  δίνεται από την σχέση:  

   τ2=τ1
2+τ2

2+τ3
2 

όπου τ1, τ2, τ3  είναι οι συνιστώσες του διανυσματικού τελεστή τ. Ο μαθηματικός 
φορμαλισμός είναι ακριβώς παρόμοιος με το πρόβλημα του spin του ηλεκτρονίου. Όπως 
θεωρούμε το ηλεκτρόνιο σαν ένα σωμάτιο με δυο καταστάσεις: spin "πάνω" και spin "κάτω", 
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και όχι σαν δυο διαφορετικά  σωμάτια, έτσι πρέπει να θεωρούμε το ζεύγος του πρωτονίου 
και του νετρονίου σαν δυο διαφορετικές  καταστάσεις ενός σωματίου, του "νουκλεονίου". 
Πρέπει να γίνει  αντιληπτό ότι η σύμπτωση μεταξύ των δυο περιπτώσεων δεν είναι τυχαία. 
Προκύπτει από το γεγονός ότι στην κβαντομηχανική, σε αντίθεση προς την κλασική 
μηχανική, η έννοια της στροφορμής είναι καθαρά μια μαθηματική έννοια που αντιστοιχεί  σε  
κάποια  φυσικά παρατηρίσιμα μεγέθη. (Στην κλασική μηχανική μπορούμε να πούμε πολύ 
απλοϊκά ότι η στροφορμή  δηλώνει  κάτι που κινείται γύρω από κάποιον άξονα πάνω σε 
καθορισμένη κλειστή τροχιά. Στην κβαντομηχανική όμως δεν έχει νόημα η τροχιά).  

 

3.13  Μερικές ενδιαφέρουσες έννοιες και παραδείγματα των Lie­αλγεβρών 

 Προκειμένου να γίνουν εύκολα κατανοητές οι παρακάτω έννοιες, είναι σκόπιμο να  
αναφερθούμε σε κάποιες πολύ γνωστές Lie-άλγεβρες που χρησιμοποιούνται στη Φυσική. 
Αντί των χωρικών μεταβλητών x, y, z θα χρησιμοποιήσουμε τα σύμβολα x1, x2, x3 για να 
γράφονται οι τύποι σε πιο συμπυκνωμένη μορφή.  

A) so(3)  Lie-άλγεβρα των περιστροφών . Είδαμε στην παράγραφο 3.6.1 ότι η 
μονοπαραμετρική ομάδα των περιστροφών γύρω από τον άξονα ΟΖ, η SO(2), έχει ένα  
γεννήτορα, που μπορεί να πάρει την διαφορική μορφή: 

J i y x
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Θεωρούμε τώρα τους διαφορικούς τελεστές: 

k j i
i j

R x x
x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

    i, j, k=1,2,3 

όπου τα i, j, k γράφονται σε κυκλική σειρά. Οι τελεστές αυτοί παριστάνουν περιστροφές 
γύρω από τους άξονες ΟΧ1, ΟΧ2, ΟΧ3. Το σύνολο αυτών των τριών διαφορικών τελεστών 
μπορούν να θεωρηθούν σαν γεννήτορες της  Lie-ομάδας περιστροφών SO(3). Εάν πάρουμε 
τους μεταθέτες αυτών των διαφορικών τελεστών, θα βρούμε: 

   [Ri, Rj]=εijkRk 

(Ας μη ξεχνάμε ότι οι τελεστές αυτοί επενεργούν πάνω στον διανυσματικό χώρο C∞(R3) των 
απείρως διαφορισίμων συναρτήσεων f(x1, x2, x3) τριών μεταβλητών). Το σύνολο των 
γραμμικών συνδυασμών αυτών των τριών διαφορικών τελεστών αποτελεί μια Lie-άλγεβρα, 
που θα την συμβολίζουμε με so(3). 

Β) t(3) Lie-άλγεβρα των μετατοπίσεων. Ένα άλλο παράδειγμα Lie-άλγεβρας είναι η 
άλγεβρα των μετατοπίσεων, που παράγεται από τους τρεις διαφορικούς τελεστές: 

   i
1

P
x
∂

=
∂

 i=1,2,3 

Οι τελεστές αυτοί επενεργούν πάνω στο διανυσματικό χώρο C∞(R) των απείρως 
διαφορισίμων συναρτήσεων f(xi)  μιας μεταβλητής και έχουν την εξής ενδιαφέρουσα 
ιδιότητα  

( ) ( ) ( )iP
i i i

1

e f x exp f x f x
x

α ⎛ ⎞∂
= α = +α⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

μετατοπίζουν δηλαδή το όρισμα της συνάρτησης f(xi) κατά α. 
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Το σύνολο  των τριών αυτών τελεστών: {P1, P2, P3} δημιουργεί μια Lie-άλγεβρα, που 
συμβολίζεται με t(3) και ονομάζεται Lie-άλγεβρα των μετατοπίσεων. 

Γ) e(3) η Ευκλείδεια Lie-άλγεβρα. Εάν θεωρήσουμε τώρα το σύνολο των παραπάνω 
έξι διαφορικών τελεστών: 

   {P1, P2, P3, R1, R2, R3} 

Το σύνολο αυτό παράγει μια νέα άλγεβρα την e(3) με μεταθέτες: 

   [Ri, Rj]=εijkRk 

[Ri, Pj]=εijkPk 

[Pi, Pj]=0 

Η άλγεβρα e(3) ονομάζεται ευκλείδεια Lie-άλγεβρα. 

Με την βοήθεια αυτών των τριών αλγεβρών προχωρούμε στις παρακάτω έννοιες: 

1)  Υποάλγεβρα: Θεωρούμε μια Lie-άλγεβρα L και ένα υποσύνολο της S⊂L. Το 
υποσύνολο S θα λέγεται υποάλγεβρα της L εάν  

α) είναι διανυσματικός υπόχωρος του διανυσματικού χώρου L και  

β) να είναι κλειστό ως προς τον μεταθέτη, δηλαδή για κάθε  

∀ s1, s2∈S  ⇒  [s2, s2]∈S  ή ισοδύναμα  [S, S]⊂S 

Π.χ. η άλγεβρα e(3) έχει 2 υποάλγεβρες: την so(3) και την t(3). 

2) Ευθύ άθροισμα: Μια Lie-άλγεβρα L είναι το ευθύ άθροισμα των δυο αλγεβρών Α 
και Β εάν L=Α+Β ,( θεωρώντας τα Α, Β, L σαν διανυσματικούς χώρους), και  ο μεταθέτης 
[Α, Β]=0. Θα γράφουμε L=A⊕B. Οι άλγεβρες Α και Β σαφώς είναι υποάλγεβρες της L. Π.χ. 
η άλγεβρα t(3) είναι το ευθύ άθροισμα των αλγεβρών {Ρ1},{Ρ2},{Ρ3}, 

3) Ημιευθύ άθροισμα: Μια Lie-άλγεβρα L είναι το ημιευθύ άθροισμα των δυο 
αλγεβρών Α και Β εάν L=Α+Β σαν διανυσματικός χώρος αλλά  ο μεταθέτης [Α, Β]⊂Α.Σε 
αυτή την περίπτωση  θα γράφουμε L=A⊕sB.  
Π.χ. η άλγεβρα e(3) είναι το ημιάθροισμα των t(3) και so(3). 
 
4) Ιδεώδες: Μια υποάλγεβρα S της L ονομάζεται ιδεώδες εάν [S, L]⊂S. 
Π.χ. η υποάλγεβρα t(3) είναι  ιδεώδες της άλγεβρας e(3) αλλά η υποάλγεβρα so(3) δεν είναι. 

5) Κέντρο: Το κέντρο C μιας Lie-άλγεβρας L είναι το μεγαλύτερο ιδεώδες τέτοιο ώστε 
[L, C]=0. Το κέντρο C είναι μοναδικό. 
Π.χ. Το κέντρο της e(3) είναι το μηδέν, ενώ  το {Ρ3} είναι το κέντρο της υποάλγεβρας της 
e(3) που παράγεται από το σύνολο {R3, P1, P2, P3}. 

6) Άλγεβρα πηλίκο: Όπως υπάρχει η έννοια της ομάδας πηλίκο στη θεωρία των 
ομάδων, έτσι και εδώ μπορούμε να δώσουμε την έννοια της άλγεβρας πηλίκο. Θεωρούμε μια 
υποάλγεβρα S⊂L της Lie-άλγεβρα L και ένα διάνυσμα Χ∈L. Ορίζουμε το σύνολο: 

  Χ+S={T=X+Y / Y∈S} 

Η παραπάνω σχέση είναι μια σχέση ισοδυναμίας και σαν τέτοια χωρίζει την άλγεβρα L σε 
κλάσεις. Το σύνολο αυτών των κλάσεων δεν αποτελεί γενικά Lie-άλγεβρα εκτός εάν η 
υποάλγεβρα S είναι ιδεώδες. Σε αυτή την περίπτωση μπορούμε να ορίσουμε μια Lie-
παρένθεση πάνω στο σύνολο των κλάσεων ως εξής: 

  [Χ+S, Υ+S]=[Χ,Υ]+S 
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Έτσι το σύνολο των κλάσεων αποτελεί μια Lie-άλγεβρα, η οποία ονομάζεται άλγεβρα 
πηλίκο και συμβολίζεται: L/S. 
Π.χ. η άλγεβρα e(3) και το ιδεώδες της t(3) δημιουργούν μια άλγεβρα πηλίκο e(3)/t(3), η 
οποία είναι ισομορφική  με την so(3). 

7) Επιλύσιμη άλγεβρα: Το σύνολο των μεταθετών [L, L] είναι ένα ιδεώδες της L, που 
το συμβολίζουμε με L(1)=[L, L]. Ομοίως  το L(2)=[L(1), L(1)] είναι ένα ιδεώδες της L(1). 
Κατασκευάζουμε την ακολουθία των ιδεωδών: L(n+1)=[L(n), L(n)]. Εάν αυτή η ακολουθία 
τερματίζεται στο μηδέν, δηλαδή L(n)=0, τότε λέμε ότι η άλγεβρα L είναι επιλύσιμη. 
Π.χ.  e(3)(1)=e(3)  ⇒   e(3)(n)=e(3). Επομένως η e(3) δεν είναι επιλύσιμη. 
Η άλγεβρα q={R3, P1, P2, P3} είναι επιλύσιμη διότι q(2)=0. 

Το σύνολο των άνω τριγωνικών πινάκων n×n: 

11 12 1n

22 2n

nn

a a a
0 a a

0 a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
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⎝ ⎠

L

L

M O

L

 

 είναι επιλύσιμη Lie-άλγεβρα. 

8) Μηδενοδύναμη άλγεβρα: Ας θεωρήσουμε τώρα μια άλλη ακολουθία ιδεωδών, που 
ορίζεται από τις σχέσεις: 

L(1)=[L, L],   L(2)=[L, L(1)],   L(3)=[L, L(2)],   …, L(n+1)=[L, L(n)] 

Εδώ παρατηρούμε ότι  

L(n+1)⊆ L(n)⊆ … ⊆L(1)=L(1)⊆L 

Λέμε ότι η άλγεβρα L είναι μηδενοδύναμη εάν η παραπάνω ακολουθία  τερματίζει στο 
μηδέν. Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι L(n) ⊇L(n), επομένως όταν μια άλγεβρα είναι 
μηδενοδύναμη, τότε είναι και επιλύσιμη. Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει. 

Π.χ. η άλγεβρα q={R3, P1, P2, P3} δεν είναι μηδενοδύναμη, αφού q(1)={P1, P2}=q(n) για κάθε 
n. 

Η άλγεβρα που περιέχει σαν στοιχεία της τους πίνακες: 
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Είναι μια μηδενοδύναμη άλγεβρα. 

 

9) Ριζικό μιας άλγεβρας είναι το μεγαλύτερο επιλύσιμο ιδεώδες. Συμβολίζεται με R, 
είναι μοναδικό και περιέχει όλα τα άλλα επιλύσιμα ιδεώδη. 

Π.χ. το t(3) είναι το ριζικό της ομάδας e(3). 

 

10) Απλή άλγεβρα: Μια Lie-άλγεβρα L ονομάζεται απλή εάν δεν περιέχει κανένα γνήσιο 
ιδεώδες. Δηλαδή περιέχει  μόνο τα τετριμμένα  ιδεώδη L και {0}. 
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11) Ημιαπλή άλγεβρα: Μια Lie-άλγεβρα L ονομάζεται ημιαπλή εάν δεν περιέχει κανένα 
αβελιανό ιδεώδες.  

 

 Ένα από τα βασικά προβλήματα της θεωρίας των Lie-αλγεβρών είναι η ταξινόμηση 
τους. Ένα θεμελιώδη ρόλο σ’ αυτό το πρόβλημα παίζει το θεώρημα του Levi: 

 

Θεώρημα Levi. Κάθε  Lie-άλγεβρα μπορεί να γραφεί σαν ευθύ άθροισμα, (με την έννοια 
των διανυσματικών χώρων), ως εξής: 

    L=R⊕S 

όπου R το ριζικό της L και S μια ήμιαπλή υποάλγεβρα της L.  

Π.χ. η Lie άλγεβρα e(3) μπορεί να γραφεί ως: e(3)=t(3)⊕so(3) αφού η υποάλγεβρα t(3) είναι 
το ριζικό της e(3) και η υποάλγεβρα so(3) αποτελεί μια ημιαπλή υποάλγεβρα της e(3). 

Αν και το  ριζικό R μιας Lie άλγεβρας L ορίζεται μονοσήμαντα, το ευθύ άθροισμα L=R⊕S 
δεν είναι μοναδικό διότι μπορεί να υπάρχουν πολλές κατάλληλες ημιαπλές υποάλγεβρες. Οι 
ημιαπλές Lie-άλγεβρες αποτελούν μια σημαντική κλάση Lie-αλγεβρών και παίζουν ένα 
θεμελιώδη ρόλο στη Γεωμετρία και στη Φυσική. Έναν πλήρη κατάλογο και ταξινόμηση των 
μιγαδικών ημιαπλών Lie-αλγεβρών δόθηκε από τον Cartan. Η ταξινόμηση των ημιαπλών Lie 
αλγεβρών περιγράφεται στο παρακάτω θεώρημα: 

 

Θεώρημα: Κάθε ημιαπλή Lie άλγεβρα S μπορεί να γραφεί ως ευθύ άθροισμα απλών 
αλγεβρών: S=⊕Sk όπου Sk απλές άλγεβρες. 





4.  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΟΜΑΔΩΝ ΣΤΗ ΦΥΣΙΚΗ 

 

1.    Η συμμετρία της αμμωνίας.  

 Στο παράδειγμα αυτό θα εξετάσουμε τους τελεστές συμμετρίας μιας ορθής πυραμίδας 
με βάση ισόπλευρο τρίγωνο της οποίας η κορυφή Ν παραμένει ακίνητη. (Τέτοια είναι και η 
συμμετρία  του μορίου της αμμωνίας ΝΗ3). 

                                                  Ν   Λ3 

 

 

 

                                                            P1 

                           Η3                                         Η2  

                                           P2                     O                       

                                              H1                         P3    

                                    

 

        Σχ.  1       Συμμετρία  c3ν 

 

Τα στοιχεία συμμετρίας είναι :  

1.  Ένας άξονας συμμετρίας με τάξη 360/120=3 που συμβολίζεται με Λ3 . Στο σχήμα είναι ο 
άξονας ΝΟ. 

2.  Υπάρχουν τρία επίπεδα τα οποία γεννούν συμμετρίες κατοπτρισμού ως προς το επίπεδο . 
Αυτά είναι τα επίπεδα ΝΗ1Ο↔ P1 , ΝΗ2O↔P2 , και ΝΗ3O↔ P3. 

 Για να κάνουμε ευκολότερη την καταμέτρηση των συμμετριών μπορούμε να 
φανταστούμε ότι οι κορυφές Η1,Η2,Η3, έχουν και από ένα διαφορετικό χρώμα .Στην 
πραγματικότητα όμως οι τρεις κορυφές είναι όμοιες .  

Έχουμε τώρα τους εξής τελεστές συμμετρίας :  

1. Ακινησία . Αντιστοιχεί στο ταυτοτικό στοιχείο Ε. 

2.  Στροφή γύρω από τον άξονα  Λ3 .  
     Στη στροφή κατά γωνία Φ=1200 αντιστοιχεί ο τελεστής C3 και στην στροφή κατά γωνία 
Φ=2400 αντιστοιχεί ο τελεστής C2

3=C3C3 .  

3.  Κατοπτρισμοί σ1,σ2, και σ3 ως προς τα επίπεδα P1,P2, και P3 

 Οι τελεστές αυτοί είναι οι μόνοι που όταν δράσουν στο σύστημα το αφήνουν 
αναλλοίωτο. 

Δεν υπάρχουν άλλοι τελεστές συμμετρίας .  

 Άρα θεωρούμε το σύνολο : 

C3ν={E,C3,C3
2,σ1,σ2,σ3} 

 Διαπιστώνουμε ότι η διαδοχική εφαρμογή των σ1 (πρώτα ) και σ3 (μετά ) δίνει 



  

 

 

 

         σ1                    

    (πρώτα) 

 

 

 

 

 

                   C3 

 

 

                 (μετά) 

  

Η τελική κατάσταση μπορεί να επιτευχθεί με μία μόνο πράξη συμμετρίας πάνω στην αρχική 
κατάσταση, δηλαδή εκείνη που ανταλλάσσει τις κορυφές Η1 και Η2 . Ο αντίστοιχος τελεστής 
είναι ο σ3 . Άρα C3σ1=σ3 .  

 

                                                                            

(πρώτα)                                    σ1 

                                                                                    (μετά) 

C3                             

 

                         

 

 

 

 

 

 

           σ2 

 

 

 

προχωρώντας κατά τον ίδιο τρόπο 

Η3        P1     H2 

 

                                

      

    H1  

Η2        P1     H3 

                   

 

       

   H1  

   Η3        P1     H1 

 

 

        

       H2  

Η3        P1     H2 

 

     

      

    H1  

Η2        P1     H1 

                       

 

      

   H3  

Η1        P1     H2 

 

 

       

   H3 

Η1        P1     H2 

 

 

        

   H3  

Η3        P1     H2 

 

 

       

  H1  
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κατασκευάζουμε τον ακολουθώ πολλαπλασιαστικό πίνακα .  

 

C3ν E C3 C3
2 σ1 σ2 σ3 

E E C3 C3
2 σ1 σ2 σ3 

C3 C3 C3
2 E σ3 σ1 σ2 

C3
2 C3

2 E C3 σ2  σ1 

σ1 σ1 σ2 σ3 E C3 C3
2 

σ2 σ2 σ3 σ1 C3
2 E C3 

σ3 σ3 σ1 σ2 C3 C3
2 E 

 

σ2(C3σ1)= σ2 σ3= C3 

(σ2C3)= σ3 σ1= C3 κ.τ λ 

 Εύκολα φαίνεται ότι ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα . 

Κάθε στοιχείο έχει τον αντίστροφο του που μας δίνεται από τον πολλαπλασιαστικό πίνακα. 

  Συνεπώς τα στοιχεία {E,C3,C3
2,σ1,σ2,σ3,} αποτελούν ομάδα , η οποία συμβολίζεται με 

το γράμμα C3ν . 

 

2.    Η ομάδα των τελεστών μετατοπίσεων 

 Με την ανάπτυξη της κβαντομηχανικής στην οποία βασικό ρόλο διαδραματίζει η 
εξίσωση του  κύματος,  η θεωρία των ομάδων έχει γίνει ιδιαίτερα σημαντική. Για να δούμε το 
γιατί θα πρέπει πρώτα να εξετάσουμε και να ορίσουμε τι ακριβώς εννοούμε με τις φράσεις 
"αναλλοίωτο ως προς τις μετατοπίσεις και "αναλλοίωτο ως προς τις περιστροφές". 

 Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια ομάδα G, από τελεστές U1, U2, U3,... οι οποίοι μπορούν 
να επιδράσουν πάνω στα στοιχεία x ενός διανυσματικού χώρου V . Τα αποτελέσματα της 
επίδρασης των U1, U2, U3... πάνω στο x θα συμβολίζονται με U1x, U2x, U3x, ... Στον 3-
διάστατο χώρο ένα παράδειγμα μιας τέτοιας ομάδας είναι το σύνολο{ Τα }, όπου α είναι ένα 
οποιοδήποτε 3-διάστατο διάνυσμα και ο Τα δρα στο διάνυσμα σύμφωνα με το νόμο : 

Τα(r)=r-α      (1). 

 Έτσι ο Τα είναι ένας τελεστής μετατόπισης . Εύκολα διαπιστώνουμε ότι υπάρχει μια 
απειρία τέτοιων τελεστών, εφόσον το α μπορεί να είναι οποιοδήποτε διάνυσμα . Το σύνολο 
αυτών των τελεστών { Τα }  αποτελεί ομάδα . Η κλειστότητα υπάρχει γιατί το αποτέλεσμα  
δύο μετατοπίσεων είναι ξανά μια μετατόπιση. Από την εξίσωση ορισμού εύκολα 
συμπεραίνουμε ότι η ομάδα αυτή  είναι και αβελιανή εφόσον ισχύει: 

ΤαΤβ=Τα+β= Τβ+α =ΤβΤα 

Τέτοιοι τελεστές  μπορούν να γενικευτούν σε οποιαδήποτε διάσταση .  

 Τώρα, ας υποθέσουμε ότι σε αυτόν τον διανυσματικό χώρο έχουμε επιπλέον ορίσει 
συναρτήσεις f, g, ... οι οποίες αντιστοιχούν το κάθε διάνυσμα σε κάποιον αριθμό. Στον 3-
διαστατό χώρο ένα παράδειγμα μιας τέτοιας συνάρτησης είναι η f(r)=x4+y4+z4.  Γενικά 
συμβολίζουμε το αποτέλεσμα της δράσης της f  πάνω σε ένα διάνυσμα  x στο χώρο V με f(x).  



  

Ας δούμε τώρα την επίδραση της f πάνω σε ένα μετασχηματισμένο διάνυσμα  

Ui
-1(x). Ορίζουμε έναν τελεστή ℵi ο οποίος δρα πάνω  σε συναρτήσεις του x με τέτοιο τρόπο 

έτσι ώστε για όλες τις f να ισχύει : 

   ℵif(x)=f(Ui
-1x) 

 Τώρα θεωρούμε την ποσότητα ℵiℵj f(x). Έχουμε από την παραπάνω εξίσωση : 

ℵiℵjf(x)= ℵif(Uj
-1x)=f(Uj

-1Ui
-1)=f([UiUj]-1x) 

Έτσι εάν  UiUj=Uk τότε  ℵiℵ j=ℵk  και τα στοιχεία ℵi,, ℵj...αποτελούν  μια ομάδα, Y, η οποία 
είναι ισόμορφη με το G. 

Για να τονίσουμε αυτό που έχουμε στο μυαλό μας, ας επεκτείνουμε το παράδειγμα της 
ομάδας των τελεστών { Τα }, που έχει οριστεί στην εξισώσει (1) και ας θέσουμε το εξής 
ερώτημα : είναι δυνατόν να βρούμε έναν τελεστή ℑα τέτοιον ώστε : 

ℑαf(r)=f (Tα -1 r )= f (r+α) 

Γενικά είναι απαραίτητο να προσδώσουμε κάποιες κατάλληλες ιδιότητες για τις συναρτήσεις 
f(x), g(x), ... πριν βρούμε την  ακριβή έκφραση για τον ℑ 

α. Για λόγους απλότητας θεωρούμε 
τις συναρτήσεις αναλυτικές έτσι ώστε μπορούμε να  αναπτύξουμε κατά σειρά Τaylor την 
f(r+α) : 

f(r+α)=∑
∞=

=

n

n n0 !
1 [α∇]nf(r) .  

Συμβολικά αυτό γράφεται  : 

     f(r+α)=eα∇f(r), 

 έτσι φαίνεται ότι ισχύει: 

ℑα=eα∇       (2) 

Εάν τώρα μεταφέρουμε αυτόν τον τελεστή στην κβαντομηχανική, θα μπορούσαμε να 
γράψουμε : 

ℑα=eiα h
p        (3) 

όπου p= -ih∇ είναι ο τελεστής της ορμής στην κβαντομηχανική . 

Όμοια εάν κάποιος σκεφτεί τις περιστροφές ,Ra
z, ενός συστήματος συντεταγμένων γύρω από 

τον άξονα ΟΖ έτσι ώστε (r,θ,φ) → (r,θ,φ+α),τότε  ο αντίστοιχος τελεστής θα είναι : 

ℜα
z=eα φ∂

∂
= h

zLi
e
α   

όπου LZ=-ih
∂φ
∂

hi−  είναι ο τελεστής της κβαντομηχανικής  για την z-συνιστώσα της ορμής . 

Για περιστροφές κατά γωνία β και γ γύρω από τον άξονα ΟY και ΟX αντίστοιχα έχουμε : 

ℜβ
y= h

yL
i

e
β  , ℜγ

χ= h
xL

i
e
γ    (4) 

Oμάδες αυτού του τύπου που χαρακτηρίζονται από το σύνολο των τελεστών {ℑα} ή {ℜα
z} 

ονομάζονται ομάδες μετασχηματισμών .   
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 Ας υποθέσουμε τώρα ότι οι συναρτήσεις, τις οποίες αναφέραμε παραπάνω, ανήκουν 
σε ένα διανυσματικό χώρο Η και σε αυτόν τον χώρο εφαρμόζουμε κάποιον γραμμικό τελεστή 
Αx . Τώρα αν εφαρμόσουμε πάνω σε οποιαδήποτε f(x)∈Η , τον τελεστή Αx δίνει ένα άλλο 
διάνυσμα g(x) ∈  Η :  

Αx f(x)=g(x)       (5) 

Ο δείκτης x στο Α μας εξυπηρετεί στο να μας θυμίζει ότι ο Αx είναι ένας τελεστής σε ένα 
χώρο συναρτήσεων των οποίων η συμπεριφορά εξαρτάται από το σημείο στο οποίο η 
συνάρτηση εχει υπολογισθεί,  π.χ.  μπορεί να έχουμε : 

Αr=∇2= 2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂

++  

Έστω ℵ∈Y  δρα πάνω στην εξισώση (5) . Τότε βρίσκουμε ότι : 

ℵΑx f(x)= ℵg(x)=g(U-1x) .  

Εφόσον ℵℵ-1=Ι , θα έχουμε : 

ℵAxℵ-1ℵf(x)=g(U-1x) 

ή        ℵAxℵ-1f(U-1x)=g(U-1x) 

Αλλά αφού Αxf(x)=g(x) θα έχουμε επίσης  

ΑU
-1

xf(U-1x)=g(U-1x) 

Έτσι συμπεραίνουμε ότι : 

ℵAxℵ-1f(U-1x)= ΑU-1
xf(U-1x) 

Για κάθε f∈H   ℵAxℵ-1= ΑU-1x 

Ο ℵAxℵ-1 ονομάζεται μετασχηματισμένος τελεστής. Η παραπάνω εξίσωση μας λέει ότι ο   
τελεστής στο  σημείο x είναι ίσος με έναν  μη-μετασχηματισμένο  τελεστή στο  σημείο  

U-1x . Συχνά για λόγους απλότητας για να βρούμε τον μετασχηματισμένο τελεστή, 
υπολογίζουμε το Αx′ όπου Αx′= U-1x αντί του ℵAxℵ-1. Τώρα εάν συμβεί ο 
μετασχηματισμένος τελεστής στο σημείο x να ισούται με τον μη μετασχηματισμένο τελεστή 
στο σημείο x , δηλ.  εάν : 

ℵAxℵ-1= Αx 

για κάθε ℵ∈Y τότε λέμε ότι ο Αx παραμένει αναλλοίωτος υπό την επίδραση της ομάδας Y.  

Όμοια εάν ισχύει για όλα τα ℵ∈Y, ℵf(x)=f(x) , τότε λέμε ότι η f είναι αναλλοίωτη υπό την 
Y .  

Σημειώστε ότι το κριτήριο για να είναι η Αx αναλλοίωτη μπορεί να γράφει ως εξής  

Axℵ= ℵAx  

Με αλλά λόγια , εάν όλα τα ℵ∈Y εναλλάσσονται με το Αx , τότε το Αx παραμένει 
αναλλοίωτο στο Y. Εύκολα διαπιστώνεται ότι τελεστής  



  

Αr=∇2= 2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂

++  

είναι αναλλοίωτος στο ℑα για όλα τα α , όπου το ℑα έχει οριστεί από την εξισώση (2) . Αυτό 
έπεται από το γεγονός ότι οι μερικές παράγωγοι ως προς x,y,z εναλλάσσονται μεταξύ τους 
και ως εκ τούτου το exp.(a∇) εναλλάσσεται με το ∇2 . Έτσι μπορούμε να πούμε ότι η 
Λαπλασιανή είναι αναλλοίωτη ως προς τις μετατοπίσεις. Μια παρόμοια κατάσταση 
επικρατεί για τους περιστροφικούς τελεστές ℜa

z , ℜβ
y , ℜγ

x , όπως έχουν οριστεί στην 
εξίσωση (4) . Από την κβαντομηχανική γνωρίζουμε ότι η εξίσωση  ∇2 είναι άμεσα 
συνδεδεμένη με το L2=L2

x + L2
y+ L2

z και εφόσον οι Lx, Ly, Lz, εναλλάσσονται με τον L2 , 
βλέπουμε ότι  οι περιστροφικοί τελεστές επίσης θα εναλλάσσονται με το L2 και ως εκ τούτου 
με το ∇2 . Έτσι ο ∇2 είναι αναλλοίωτος ως προς τις περιστροφές .  

 Ένα παράδειγμα μιας συνάρτησης που είναι αναλλοίωτη ως προς τις περιστροφές 
είναι η f(r)=g(r) όπου g είναι μια οποιαδήποτε συνάρτηση και r είναι το μέτρο του r . Αυτό 
έπεται κατευθείαν από το γεγονός ότι Lx, Ly, Lz, εξαρτώνται από τη γωνία θ και φ που 
οριζουν τον προσανατολισμό του r και οχι από το μετρο του r.  

Για να καταλάβουμε πως λειτουργεί η παραπάνω μεθοδολογία είναι καλύτερα να 
εξετάσουμε πως έναν τελεστή ο οποίος δεν είναι αναλλοίωτος σε μια ορισμένη ομάδα, π.χ. 
ας θεωρήσουμε τον τελεστή Χx ο οποίος ορίζεται ως εξής :  

Χx f(x)=xf(x) 

Θα εξετάσουμε πως αυτός ο τελεστής μετασχηματίζεται υπό την επίδραση των x-
μετατοπίσεων τελεστών Τα  (Τα x=x-α, ∀x). Μπορούμε να υπολογίσουμε τον 

μετασχηματισμό του Xx με δυο τρόπους. Η απλούστερη μέθοδος είναι να κάνουμε χρήση της 
σχέσης ℑαXxℑα

-1=ΧΤα
-1x 

Εφόσον Τα
-1x= x+α , αμέσως έχουμε ότι  

ℑαXxℑα
-1=Χx+α. 

Μπορούμε επίσης να συνεχίσουμε εφαρμόζοντας το ℑαΧxℑα
-1 σε μια τυχαία συνάρτηση : 

ℑαΧxℑα
-1f(x)= ℑαΧxf(Tαx)= ℑαΧxf(x-α)=ℑαΧf(x-α)=(x-α)f(x)=(Xx+α) f(x). 

Αυτό είναι ακριβώς και το αποτέλεσμα που θέλαμε. Φαίνεται καθαρά ότι ο τελεστής Χx δεν 
είναι αναλλοίωτος στις ομάδες των μετατοπίσεων.  

 Τώρα ας δούμε το πρόβλημα των ιδιοτιμών    
Αxf(x)=λf(x) 

Ας υποθέσουμε ότι σ' ένα πρόβλημα φυσικής, έχουμε έναν  αυτοσυζυγή, (self-adjoint), 
τελεστή Αx ο οποίος είναι αναλλοίωτος ως προς την ομάδα των τελεστών ℵ, της οποίας τα 
στοιχεία τα σημειώνουμε με U. Τώρα τίθεται η ερώτηση : είναι ο τελεστής Αx  αναλλοίωτος 
ως προς την ομάδα  ℵ ; Για να απαντήσουμε σε αυτή την ερώτηση εφαρμόζουμε το U και 
στις δυο πλευρές της εξίσωσης και έχουμε : 

UΑx f(x)=λUf(x) 

Εφόσον     UAx =AxU, 

AxUf(x)=λUf(x) 

Αυτή η εξίσωση μας λέει ότι εάν η f(x) είναι μια ιδιοσυνάρτηση της Ax που αντιστοιχεί στο λ 
τότε είναι και η Uf(x) είναι ιδιοσυνάρτηση. Αυτό δεν σημαίνει ότι f(x)=Uf(x). Ωστόσο εάν λ 
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είναι μια μη-εκφυλισμένη ιδιοτιμή, τότε συμπεραίνουμε ότι Uf(x) είναι απλά ένα 
πολλαπλάσιο της f(x) : 

Uf(x)=D(U)f(x) 

όπου γράφουμε D(U) για να δώσουμε έμφαση ότι η τιμή του D μπορεί να εξαρτάται από το 
στοιχείο της ομάδας G που χρησιμοποιείται. Εάν ωστόσο το λ έχει πολλαπλότητα μ, τότε 
πρέπει να γράψουμε : 

Axfi(x)=λfi(x) ,   i=1,2,3...,μ 

AxUfi(x)=λUfi(x) ,   i=1,2,3...,μ 

Σε αυτήν την περίπτωση πρέπει να πούμε ότι Ufi(x) είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των 
στοιχείων του συνόλου {fj(x)}: 

Ufi(x)=∑
=

μ

1

).()(
j

jji xfUD  

Τώρα ας θεωρήσουμε την έκφραση UiU2fif(x), όπου Ui,U2∈ℵ. Από την προηγούμενη 
εξίσωση έχουμε: 

UiU2fi(x)=Ui∑
=

μ

1
2 ).()(

j
jji xfUD =∑

=

μ

1
12 ).()(

j
jji xfUUD  

Εφόσον    Uifj(x)= ∑
=

μ

1
1 ).()(

k
kkj xfUD  

Αλλά επίσης ισχύει  UiU2fi(x)=∑
=

μ

1
21 ).()(

k
kki xfUUD  

Συνδυάζοντας τις δυο τελευταίες εξισώσεις έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα  

∑
=

μ

1
21 )([

k
ki UUD -∑

=

μ

1
21jμ )()]()(

j
kji xfUDUD =0 

Όμως το σύνολο {fk(x):κ=1,2,...μ}είναι γραμμικά ανεξάρτητο , όποτε  

Dki(U1U2)= ∑
=

μ

1
21 )()(

j
jikj UDUD   

για κάθε i,k=1,2...μ. Έτσι οι πίνακες D(U1),D(U2),...δημιουργούν μια ομάδα η οποία είναι 
ομομορφική ως προς την ομάδα G και την ομάδα ℵ. Ένα τέτοιο σύνολο πινάκων ονομάζεται 
αναπαράσταση της ομάδας G. Μια αναπαράσταση της ομάδας G είναι μια ομομορφική 
απεικόνιση του G σε ένα σύνολο πινάκων πεπερασμένησ διάστασης . 

Έτσι μπορούμε να δούμε ότι υπάρχει μια στενή σχέση ανάμεσα στις συμμετρίες και 
στους εκφυλισμούς στα προβλήματα ιδιοτιμών της φυσικής. Για παράδειγμα στην 
κβαντομηχανική έχουμε συχνά την περίπτωση η χαμιλτόνια να είναι περιστροφικά 
αναλλοίωτη ως προς τις περιστροφές. Θα περιμέναμε ότι οι ιδιοσυναρτήσεις που 
αντιστοιχούν σε κάποιο εκφυλισμένο επίπεδο ενέργειας να μετασχηματίζονται μεταξύ τους 
από τις  περιστροφές  και έτσι να έχουμε μια αναπαράσταση η οποία να αποτελεί μια ομάδα 
περιστροφών. Εφόσον ο εκφυλισμός τείνει να γίνει κανόνας παρά η εξαίρεση στα 
προβλήματα φυσικής, δεν πρέπει να αποτελεί έκπληξη ότι οι αναπαραστάσεις ομάδων 
παίζουν σημαντικό ρόλο στη φυσική. 



  

 

3.      Η ομάδα μεταφοράς στο χώρο   

Ο κρύσταλλος σε αντίθεση με τα μόρια χαρακτηρίζεται από μεταφορική συμμετρία 
δηλαδή είναι μεταφορική επανάληψη ενός συνόλου σωματιδίων. Το διάνυσμα μεταφοράς α

r
 

στην περίπτωση ενός κρυστάλλου δεν είναι αυθαίρετο αλλά ορίζεται με την βοήθεια τριών 
βασικών (μη επιπέδων) διανυσμάτων 321 ακαι α,α rrr

 ως εξής: 

332211 αn+ααn=α
rrrr

n+          (1) 

όπου n1,n2,n3 είναι ακέραιοι. Τα διανύσματα 321 ακαι α,α
rrr
δεν είναι αναγκαστικά ορθογώνια. 

Έτσι δυο ισοδύναμα σημεία πάνω στον κρύσταλλο καθορίζονται από διανύσματα rκαι ′
rrr

αντίστοιχα τα οποία σχετίζονται ως εξής: 

αrrr
+=′ rr             (2) 

όπου το α
r

 δίνεται από την (1). 

 Αν τώρα σχεδιάσουμε όλα τα δυνατά διανύσματα α
r

, τα πέρατα τους σχηματίζουν μια 
κυψελίδα η οποία είναι γνωστή σαν κυψελίδα Bravais και χαραχτηρίζει έναν κρύσταλλο. Τα 
πέρατα των διανυσμάτων αυτών χαρακτηρίζουν τις κυψελίδες θέσης. Τρία βασικά κυψελικά 
διανύσματα έχουν την προφανή ιδιότητα : Το στοιχειώδες παραλληλεπίπεδο που 
σχηματίζουν δεν περιέχει κυψελική θέση. Όπως φαίνεται από το σχήμα  η εκλογή βάσης 

 

Σχ. 1  Δυο δυνατές επιλογές σε μια διδιάστατη  κυψελίδα Το εμβαδόν και στις δυο κυψελίδες 
είναι το ίδιο. 
 

ίδιων διανυσμάτων δεν είναι μονοσήμαντη. Όμως ο όγκος του στοιχειώδους 
παραλληλεπίπεδου είναι πάντα ο ίδιος. Οι διάφορες κυψελίδες Bravais που συναντούμε είναι 
το κυβικό, τετραγωνικό, εξαγωνικό, τριγωνικό, ορθορομβικό, και το τρίκλινες. Κύριο 
χαρακτηριστικό της κάθε μίας είναι η μετρική της που ορίζεται από τη σχέση: 

 

ji α α rr
⋅=ijg           (3) 
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Οι περιστροφικές συμμετρίες οι οποίες είναι συνεπείς με την μεταφορική συμμετρία δίνονται 
από τον ακόλουθο πίνακα: 

cosθ θ τάξη του άξονα 

-1 π n=2 

-½ 2π/3 n=3 

0 π/2 n=4 

½ π/3 n=6 

1 0 n=1 

   

 Προφανώς οι μετασχηματισμοί (2) αποτελούν μια ομάδα η οποία λέγεται μεταφορική 
και δηλώνεται με το γράμμα Τ(α

r
). Έχουμε : 

α)())α(T(
)b+αT(+b+α+r=)r +α( )bT(=r)α)T(bΤ(

α+r =r)αT(

1- −= Τr

rrrrrrrrrrr

rrrr

                 (4) 

 

4.     Κρυσταλλικές συμμετρίες  

 Εκτός από την μεταφορική συμμετρία η κυψελίδα Bravais έχει και μια συμμετρία 
σημείου , δηλαδή στροφές και ανακλάσεις. Έστω ότι η ομάδα αυτή είναι G0. Έστω ότι η G0 
στο σύνολο των κυψελικών διανυσμάτων ar  αναπαριστάται από μετασχηματισμούς R. Τότε 
η απαίτηση να είναι ταυτόχρονα τα διανύσματα ar και R ar  κυψελιδικά, περιορίζει κατά πολύ 
τις δυνατές ομάδες G0. Προφανώς η ομάδα G0 θα πρέπει υποχρεωτικά να περιέχει το 
στοιχείο της αναστροφής I.  Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι εάν υπάρχει στοιχείο 
μεταφορικής συμμετρίας  T( ar ) θα πρέπει να υπάρχει και το στοιχείο Τ(- ar ). 

 Η μεταφορική συμμετρία επιβάλλει επίσης περιορισμούς πάνω στις δυνατές στροφές. 
Π.χ. αν θεωρήσουμε στροφές που στρέφουν ένα κυψελιδικό διάνυσμα ar  κατά μία γωνία θ 
τότε μία τυπική στροφή σε μια ορθογώνια καρτεσιανή βάση παίρνει τη μορφή : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
0cosθsinθ-
0sinθcosθ

=ρ(θ)                        (1) 

 

 Αν η στροφή είναι ανακλοστροφική , δηλαδή γίνεται ταυτόχρονα στροφή και 
ανάκλαση του άξονα στροφής, παίρνουμε: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1-00
0cosθsinθ-
0sinθcosθ

=ρ(θ)  

 Αν τώρα εκφράσουμε την ίδια στροφή στο σύστημα αξόνων 321 ,, aaa  θα πάρουμε 

έναν πίνακα (ρ′). Επειδή το διάνυσμα ∑==
j

jii aaRa rrr
ijρ΄)(  θα πρέπει να μπορεί να 



  

πάρει τη μορφή (1), θα πρέπει (ρ′)ij= ακέραιος. Επειδή οι πίνακες (ρ) και (ρ′) εκφράζουν το 
ίδιο πράγμα σε δύο διαφορετικές βάσεις θα είναι αναγκαστικά όμοιοι, δηλαδή υπάρχει 
αντιστρέψιμος πίνακας (5) τέτοιος ώστε : 

(ρ′)=(S)-1(ρ)(S)                          (5) 
Επειδή το ίχνος ενός πίνακα παραμένει αναλλοίωτο κάτω από την επίδραση 
μετασχηματισμού ομοιότητας έχουμε : 

tr(ρ′) = tr(ρ) 

Αλλά tr(ρ)=ακέραιος και tr(ρ)=2 cosθ ±1. Συνεπώς η γωνία θ θα πρέπει να ικανοποιεί τη 
σχέση : 

2cosθ= ακέραιος⇒ cosθ =±1,±
2
1 ,0 

Έτσι οι δυνατές τάξεις των αξόνων περιστροφής θα είναι n=1,2,3,4,6 (όπως φαίνεται στον 
πίνακα 1.) 

 

5. Η ομάδα dihedral D2 

 Έστω G η dihedral D2 ομάδα αποτελούμενη από τα στοιχεία  e (ουδέτερο στοιχείο), h 
( ανάκλαση σε οριζόντια διεύθυνση ), u (ανάκλαση σε κάθετη διεύθυνση ) και r (περιστροφή 
γύρω από την αρχή των αξόνων κατά γωνία π). Και έστω V2 είναι ο διδιάστατος ευκλείδειος 
χώρος με βασικά διανύσματα ( ).�,� 21 ee  Από το σχήμα.1 έχουμε : 

 

 

 

               he$2      $e2   

 
    re$1                              $e1  

    he$1                              ve$1  

 
                  ve$2    re$2    

   

 

(α)D2 μετασχηματισμοί     

                    $e2   

 R(∅) $e2                     R(∅) $e2  

                                      $e1  

 

 

 

         

 

          (β) περιστροφές 
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Σχήμα 1. Αναπαραστάσεις τριών διαφορετικών ομάδων στον 2-διάστατο χώρο 

 

6.  Η ομάδα των συνεχών περιστροφών 

 Έστω G μια ομάδα των συνεχών περιστροφών στο επίπεδο γύρω από την αρχή των 
αξόνων Ο, G={R(φ),0≤φ≤π}. Έστω V2 διδιάστατος ευκλείδειος χώρος.  
Εφόσον  (σχήμα 1.β) 

$e1 ΄=U(φ) $e1 = $e1 cosφ+ $e2 sinφ 

$e2 ΄=U(φ)= $e1 (-sinφ)+ $e2 cosφ 

προκύπτει : 

D(φ)= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
cosφφsin
sinφ-φcos

  

Σημειώνουμε ότι εάν το x ήταν ένα αυθαίρετο διάνυσμα του V2, x2= ιx�ie , τότε  

x΄=U(φ)x= ιx�ie  

x΄j=D(φ)j
ιxι     ; 

ή 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′
2

1

x
x = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
cosφφsin
sinφ-φcos

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2

1

x
x  

Εφαρμόζοντας 2 περιστροφές των γωνιών φ και θ μπορεί να εξακριβωθεί ότι το αποτέλεσμα 
του γινόμενου των πινάκων D(φ)D(θ) είναι το ίδιο με μία περιστροφή υπό (φ+θ), το D(φ+θ). 
Οπότε το {U(φ)} παρέχει μια διδιάστατης αναπαράσταση της ομάδας των περιστροφών 
{R(φ)∈R(2)}. Αντίστοιχα {D(φ)} είναι η πινακοειδής αναπαράσταση της {U(φ)} στην 
συγκεκριμένη βάση { ie�} 

                   (321) $ex       $ey      (31) $ex  

                        3΄                          2΄ 

              (23) $ex                               $ex  

(321) $ey =(12) $ey                             (31) $ey =(123) $ey  

                        (123) $ex    1΄     (12) $ex  

 

(γ) D3  μετασχηματισμός 
 

   



  

 

 

7.  Η Ομάδα dihedral D3 

 Έστω G η dihedral ομάδα D3 αποτελούμενη από 3 ανακλάσεις και ε περιστροφές. Και 
πάλι V2 είναι ο διδιάστατος ευκλείδειος χώρος. Τα δύο διανύσματα βάσης { îe } 
μετασχηματίζονται υπό την ομάδα τελεστών . Εφαρμόζοντας τα μετασχηματισμένα 
διανύσματα     U(g){ îe } με όρους της κανονικής βάσης διανυσμάτων : 

U(g) GggDee j
iji ∈= ,)(  

Θα κερδίσουμε 6-διδιάστατους πίνακες {D(g)} = την αναπαράσταση της ομάδας D3. Εφόσον 
η D3 ομάδα είναι ισομορφική με την συμμετρική ομάδα S3 αυτοί οι πίνακες περιέχουν μια 
αναπαράσταση και για την S3 επίσης. 

Από τα τρία τελευταία παραδείγματα έχουμε την αναπαράσταση διαφορετικών ομάδων στον 
ίδιο διανυσματικό χώρο. 

 

8 . Η ομάδα μετασχηματισμών 

 Έστω Vf o χώρος των complex linear homogeneous συναρτήσεων f δύο μεταβλητών 
(x,y): 

f(x,y)=ax+by 

όπου (a,b) αυθαίρετοι complex συντελεστές. Εάν ερμηνεύσουμε τα (x,y) ως στοιχεία ενός 
διανύσματος x στο διδιάστατο ευκλείδειο χώρο V2 ,(xy)≡ (x1,x2) τότε οι τελεστές ομάδος από 
οποιοδήποτε από τα τρία προηγούμενα παραδείγματα θα παράγουν τον ακόλουθο 
μετασχηματισμό στο χώρο συναρτήσεων Vf : 

f ⎯⎯→⎯ ∈Gg f΄(x1,x2) ≡ (x΄1,x΄2)      (1) 

Όπου x΄=U(g-1)x. Θα πρέπει να δείξουμε ότι η αντιστοιχία (στο χώρο συναρτήσεων Vf ) τις 
σχέσεις (1) είναι ομομορφισμός ,γιατί εάν g΄΄g΄=g τότε : 

f fg ′⎯→⎯ ′           xgUfxf 1)(()( −′=′      (2) 

xff g -1)g(U(f=(x)f           ′′′′′⎯→⎯′
′′

      (3) 

Αντικαθιστώντας το f΄ της πρώτης εξίσωσης στο δεξιό μέρος της δεύτερης εξίσωσης έχουμε: 

f΄΄(x)=f [U(g΄)-1U(g΄΄)-1x] =f [U(g΄΄g΄)-1x]=f [U(g)-1x] 

ή   ff ggg ′′⎯⎯⎯ →⎯ ′′′=       f΄΄(x)=f[U(g)-1x] 

Επομενώς το σύνολο των μετασχηματισμών που ορίζονται στην (1) διαμορφώνουν μια 
αναπαράσταση της ομάδας G .Ο χώρος των συναρτήσεων στην περίπτωση των δύο 
διαστάσεων και (λόγω της γραμμικής φύσης της συνάρτησης f ) οι αναπαραστάσεις που 
πραγματώνονται πάνω στο VF είναι οι ίδιες που πραγματώνονται πάνω στο {x∈V2 }που 
περιγράφθηκε στα τρία προηγούμενα παραδείγματα . 

Υπάρχουν, φυσικά και άλλοι χώροι συναρτήσεων πάνω στο (x,y) οι οποίοι είναι αυθαίρετα 
υψηλής διάστασης .  
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9  Μια 2×2 αναπαράσταση  της ομάδας C3ν 

 Η ομάδα C3ν των συμμετριών του ισοπλεύρου τριγώνου περιέχει περιστροφές, {C3, 
C3

2
 } και ανακλάσεις  {σ1, σ2, σ3}. Οι περιστροφές αναφέρονται στο επίπεδο του τριγώνου, το 

οποίο εάν ταυτιστεί με το συντεταγμένο επίπεδο ΟΧΥ, έτσι ώστε η αρχή Ο να συμπέσει με 
την τομή των διαμέσων και η διάμεσος ΑΕ να είναι στον άξονα ΟΥ, τότε οι περιστροφές 
μπορούν να γραφούν υπό μορφή πίνακος 2×2 θέτοντας στον γενικό τύπο 

R(θ)=
cos sin
sin cos

θ − θ⎡ ⎤
⎢ ⎥θ θ⎣ ⎦

 

που περιγράφει τις περιστροφές, θ=2π/3 
για το στοιχείο C3 και θ=4π/3 για το 
στοιχείο   C3

2. Έτσι προκύπτουν οι 
πίνακες: 

T(C3) =
31

2 2
3 1

2 2

−−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    

θ=2π/3    T(C3
2)=

31
2 2

3 1
2 2

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    

θ=4π/3 

Για να βρούμε αντίστοιχους πίνακες για τις ανακλάσεις σ1, σ2, σ3, παρατηρούμε πρώτα ότι οι 
ανακλάσεις αυτές είναι συμμετρίες ως προς τις διαμέσους. Μια συμμετρία του επιπέδου 
ΟΧΥ ως προς άξονα (ε) που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και σχηματίζει γωνία θ με 
τον άξονα ΟΧ δίνεται από τον τύπο 

S(θ)= 
cos2 sin 2
sin 2 cos2

θ θ⎛ ⎞
⎜ ⎟θ − θ⎝ ⎠

        (2) 

Πράγματι έστω P(x, y) τυχόν σημείο  του επιπέδου  και P′(x′, y′) το συμμετρικό του ως προς 
τον άξονα (ε). Εάν e το μοναδιαίο διάνυσμα το κάθετο προς τον άξονα (ε), τότε 

e=-sinθi+cosθj 

Επίσης  r′=OP′=OP+PP′=r+|PP′|e 

αλλά  ΟΚ=r+1/2|PP′|e  ⇒   0=OK⋅e=r⋅e+1/2|PP′|  ⇒    |PP′|=-2r⋅e 

Άρα  r′=r-2(r⋅e)e  ⇒ 

x′i+y′j= xi+yj-2(-xsinθ+ycosθ)(-sinθi+cosθj)  ⇒ 

x′=x(1-2sin2θ)+ysin2θ,  y′=y(1+2cos2θ)+xsin2θ  ⇒ 

x′=xcos2θ+ysin2θ,  y′=xsin2θ-ycos2θ  ⇒ 

x cos2 sin 2 x
y sin 2 cos2 y
′ θ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ θ − θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

θ 

i 

j P(x,y) 

P′(x′,y′)

K 

r 

r′ 

θ 

i 

j P(x,y) 

P′(x′,y′)

K 

x 

y 

O 



  

Για να βρούμε τώρα τον πίνακα, που αντιστοιχεί στην ανάκλαση σ1, παρατηρούμε ότι ο 
άξονας (ε) συμπίπτει, στην περίπτωση αυτή, με τον  άξονα ΟΥ, δηλαδή η γωνία θ=π/2 και 
επομένως έχουμε: 

  T(σ1)=
cos sin 1 0
sin cos 0 1

π π −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟π − π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Για την ανάκλαση σ2 ο άξονας συμμετρίας σχηματίζει γωνία θ=π/6 με τον άξονα ΟΧ και θα 
έχουμε: 

  T(σ2)=
31

2 2
3 1

2 2

cos / 6 sin / 6
sin / 6 cos / 6

−

− −

⎛ ⎞π π⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟π − π ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Τέλος για την ανάκλαση σ3 η αντίστοιχη γωνία θ=5π/6 και επομένως 

  T(σ3)=
31

2 2
3 1

2 2

cos5 / 6 sin5 / 6
sin5 / 6 cos5 / 6 −

⎛ ⎞π π⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟π − π ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

Η παραπάνω αναπαράσταση έχει διάσταση 2 καθ’ όσον οι τελεστές δρουν στον διδιάστατο 
χώρο. 

 Εύκολα μπορούμε να βρούμε μια τρισδιάστατη αναπαράσταση θεωρώντας  

x→x΄,     y→y΄     z→z΄ 
όποτε 

Τ΄(C3)=
− −

− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

1
2

3
2

0

3
2

1
2

0

0 0 1

,            Τ΄(C3)=
1
2

3
2

0

3
2

1
2

0

0 0 1

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,  κ.ο.κ. 

 

Η μέθοδος αυτή συμπίπτει με την μέθοδο της επέκτασης. 

 

10.   Κατοπτρισμός 

Μια άλλη πράξη συμμετρίας είναι ο κατοπτρισμός  ως προς  ένα επίπεδο. Τέτοιου 
είδους συμμετρία έχει π.χ. το ανθρώπινο σώμα. Η πράξη αυτή συμβολίζεται με το γράμμα σ.  

 Πολλές φορές προστίθεται ένας δείκτης ο οποίος χαρακτηρίζει το επίπεδο 
κατοπτρισμού (προβολής ).Προφανώς σ2 =Ε. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι ο κατοπτρισμός, σε 
αντιδιαστολή με τις στροφές είναι μία ιδεατή δράση. Δεν αντιστοιχεί σε πραγματική 
μετακίνηση του σώματος.  

 

11.     Συμμετρικές και αντισυμμετρικές κυματοσυναρτήσεις 

Συμμετρική και πλήρως αντισυμμετρική συνάρτηση τριών σωματιδίων σε τρεις 
διαφορετικές κβαντικές καταστάσεις  
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 Τρία κβαντομηχανικά  μη διακρίσιμα σωματίδια μπορούν να καταλάβουν τρεις 
ιδιοκαταστάσεις Ψα Ψβ Ψγ  με κβαντικούς αριθμούς α,β,γ . Θα κατασκευάσουμε την 
κυματοσυνάρτηση που περιγράφει την ιδιοκατάσταση τριών σωματιδίων τα οποία δεν 
αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. Για να απλοποιήσουμε λίγο τα πράγματα θα υποθέσουμε ότι οι 
τρεις κβαντικοί αριθμοί είναι διάφοροι μεταξύ τους. Για μια συνάρτηση τριών μη 
αλληλεπιδρώντων σωματιδίων είναι το γινόμενο της κυματοσηνάρτησης του καθενός π.χ. 

Ψ(123)=Ψα(1)Ψβ(2)Ψγ(3) 

Η Ψ(123) δεν είναι λύση για κβαντικά (μη διακρίσιμα) σωματίδια γιατί δεν έχει την 
κατάλληλη συμμετρία ως προς την ανταλλαγή των σωματιδίων .  
 Από τα στοιχεία της S3 κατασκευάζεται ο τελεστής  

S={Ε+(312)+(132)+(213)+(321)} 
Ο τελεστής αυτός είναι ο τελεστής συμμετρίας ο οποίος έχει και την ιδιότητα ότι για κάθε 
μετάθεση (i,j) i,j=1,2 ισχύει  (i,j)S=S    

 Όμοια κατασκευάζεται και ο αντισυμμετρικός τελεστής                                    

A={E-(312)-(132)-(213)-(321)} 
ο οποίος έχει την ιδιότητα (i,j)A=A 

Άρα η ζητούμενη  κυματοσυνάρτηση φερμιονίων είναι: 

Ψc=
1
6

AΨ(213) 

     =
1
6
{Ψα(1)Ψβ(2)Ψγ(3)-Ψα(2)Ψβ(1)Ψγ(3)-Ψα(3)Ψβ(2)Ψγ(1) 

-Ψα(1)Ψβ(3)Ψγ(2)+Ψα(2)Ψβ(3)Ψγ(1)+Ψα(3)Ψβ(1)Ψγ(2) 

 

Ο παράγοντας  
1
6

 δεν παίζει κανέναν σημαντικό ρόλο απλά μας δηλώνει ότι η Ψ(213) είναι 

κανονικοποιοιμένη . Όμοια βρίσκουμε ότι η συνάρτηση μποζωνίων είναι : 

Ψβ=
1
6
{Ψα(1)Ψβ(2)Ψγ(3)+Ψα(2)Ψβ(1)Ψγ(3)+ 

+Ψα(3)Ψβ(2)Ψγ(1)+Ψα(1)Ψβ(3)Ψγ(2)+Ψα(2)Ψβ(3)Ψγ(1)+ 

Ψα(3)Ψβ(1)Ψγ(2) 

 

12.     Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης  

 Το πρόβλημα συναντάται σε πολλές περιοχές της φυσικής τόσο στην κλασική όσο και 
στην κβαντική θεωρία . Χονδρικά είναι ένα πρόβλημα Ν δεδομένων ταλαντωτών σε 
κανονικές συντεταγμένες qi , i=1,2,3..και αντίστοιχες σταθερές ελατήριων kij . Ζητείται να 
βρεθεί το κατά πόσο το σύστημα αυτό μπορεί να ταλαντώνεται σαν σύνολο και ποιες είναι οι 
αντίστοιχες συχνότητες . Οι συχνότητες αυτές είναι γνωστές σαν κανονικοί τρόποι 
ταλάντωσης και οι αντίστοιχες συντεταγμένες λέγονται κανονικές . Η περιγραφή αυτή είναι 
ιδιαίτερα χρήσιμη στην μοριακή φυσική στερεού και γενικά όταν η συνάρτηση δυναμικού 
μπορεί να προσεγγισθεί με τον αρμονικό όρο .  



  

Πιο συγκεκριμένα : 

 Έστω ότι η συνάρτηση Hamilton δίνεται ως εξής 

Η= Τ+V          (1) 

όπου :    T= 2

2
1

ii qm ′∑  (κινητική ενέργεια)       (2) 

V= )(
3

1

3

1
∑∑
==

N

j
ji

N

i
qqV  (δυναμική ενέργεια )     (3) 

dt
dq

q i
i =′          (4) 

δηλαδή η κινητική ενέργεια είναι διαγώνια και η δυναμική ενέργεια ανεξάρτητη από τις 
ταχύτητες iq′  και άμεσα από το χρόνο t . Επιπλέον θα υποθέσουμε ότι :  

V(qi,qj)=V(qj,qi)         (5) 

δηλαδή είναι συμμετρική συνάρτηση των qj,qi .  

 Οι πιο πάνω υποθέσεις ικανοποιούνται σχεδόν πάντα . Έστω τώρα ότι κάνουμε μια 
επέκταση του δυναμικού σε μία σειρά Taylor γύρω από ένα δεδομένο σημείο π.χ. την αρχή 
αξόνων δηλαδή γράφουμε : 

V(qi,qj) = V(0,0) + +
=0iqi

i q
Vq
∂
∂ ...

2
1

00

2

0

++

===
jij qqji

ji

qj
i qq

V
qq

q
V

q
∂∂

∂
∂
∂

   

Η σταθερά V(0,0) είναι άνευ σημασίας και συνήθως : 

0=
iq

V
∂
∂  

 Συνεπώς η (3) γράφεται :  V(qi,qj)≅ jiij qqu′        (6) 

      =′iju
00

2

==
ji qqji qq

V
∂∂

∂     (7) 

Για μεγαλύτερη ευκολία αλλάζουμε την κλίμακα των αξόνων γράφοντας  

iii qmn =         (8) 

οπότε :    T= 2

2
1

ii
in∑ ′  και ji

ji
ij nnuV ∑

≠

=
2
1

        (9) 

όπου     
ji

ij
ij mm

u
u

′
=          (10) 

παρατηρούμε ότι λόγο της (5) uij=uji δηλαδή ο πίνακας (u) είναι ερμιτιανός . Προφανώς 
μπορεί να διαγωνοποιηθεί με έναν μετασχηματισμό ομοιότητας, δηλαδή : 

 S-1(u)S=(δ)                  (11)  
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όπου (δ) είναι ένας διαγώνιος πίνακας με στοιχεία τις ιδιοτιμές του πίνακα (u) δηλαδή 
λ1,λ2,λ3,...λ3Ν . Τα ιδιοδιανυσματα του (u) είναι : 

nSQ =     ή   ∑=
j

jiji nSQ      (12)  

με αντίστροφο μετασχηματισμό : 

∑ −=
j

jiji QSn )( 1         (13) 

προφανώς ενώ τα uij είναι πραγματικά οι ποσότητες Sij και Qi είναι επίσης πραγματικές . 
Συνεπώς στη νέα βάση η δυναμική ενέργεια παίρνει τη μορφή :  

2
3

2
1

2
1

i

N

i
i QQQV ∑== λδ           (14) 

Εφόσον ο μετασχηματισμός (13) είναι μοναδικός η κινητική ενέργεια εξακολουθεί να είναι 
διαγώνια και στη νέα βάση δηλαδή :  

∑ ′=
N

i
iQΤ

3
2

2
1

         (15) 

Εφόσον το σύστημα είναι σταθερό , δηλαδή η δυναμική ενέργεια έχει ελάχιστο στη θέση 
ισορροπίας οι ιδιοτιμές δεν μπορεί να είναι αρνητικές δηλαδή : 

λi=ωi
2    ,     ωi= πραγματικός  

και η συνάρτηση Lagrange είναι  

∑ −′=+=
i

iii QQVTL )(
2
1 222 ω                    (16)     

Συνεπώς :   ∑ +=
i

iii QPL )(
2
1 222 ω               (17) 

όπου :    
i

i Q
LP
′

=
∂
∂                 (18) 

δηλαδή το πρόβλημα είναι επαλληλία αρμονικών ταλαντωτών . Οι εξισώσεις κινήσεως είναι : 

02
2

2

=+ ii
i Q

dt
Qd

ω              (19) 

 Οι ποσότητες ωi είναι οι κανονικές συχνότητες ταλάντωσης και οι Qi οι κανονικές 
συντεταγμένες . Η κβαντομηχανική περιγραφή του συστήματος μας τώρα είναι πολύ απλή 
θέτοντας :  

i
i Qi

P
∂
∂h

=             (20)    

Η εξίσωση του Schrödiger γράφεται  

HΨ(Q1,Q2 ,...Q3N) = EΨ(q1,q2,...,q3)             (21) 

όπου 

∑=
i

iQHH )(              (22) 



  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= 22

2

2
2

2
1

)( ii

i

i Q
Q

QH ω
∂

∂
h            (23) 

Λόγω του ότι ο τελεστής Η παίρνει την απλή μορφή των εξισώσεων (22) και (23) θέτουμε    

Ψ(Q1,Q2 ,...Q3N) = Ψ(Q1)Ψ(Q2)...,Ψ(Q3N)             (24) 

Όποτε   Ε=Ε1+Ε2+...+Ε3Ν                 (25) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− 2

2

2
2

2
1

i
iQ

ω
∂
∂

h Ψ(Qi) =EiΨi(Qi)          (26) 

 Η λύση της (24) είναι βασικό πρόβλημα της κβαντομηχανικής . Γνωρίζουμε ότι  

iii nE ωh⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1

 ,        ni= 0,1,2,...        (27) 

Ξέρουμε ότι η διαγωνοποίηση του πίνακα (u) μπορεί να απλοποιηθεί όταν το πρόβλημα 
χαραχτηρίζεται από τελεστές συμμετρίας οι οποίοι αποτελούν ομάδα .  

  Σημειώνουμε ότι στα πιο πάνω χρησιμοποιήσαμε εξωτερικές συντεταγμένες, δηλαδή 
δώσαμε τις συντεταγμένες όλων των σημείων ως προς ένα σύστημα αναφοράς. 

 

 Παράδειγμα 13. 

 Θα θεωρήσουμε την ομάδα που αποτελείται από τους δύο τελεστές E και I. Ο 
τελεστής I αναστρέφει το διάνυσμα rr  ως προς την αρχή του δηλαδή  

Ε rr = rr   I rr =- rr   I2=E 
Οι δύο αυτοί τελεστές αποτελούν ομάδα. 

Υποθέτουμε τώρα ότι ο τελεστής του Hamilton παραμένει αναλλοίωτος κάτω από την 
επίδραση των μετασχηματισμών αυτών. 

Τότε : 

ΤIHTI
-1=H     ή    TIH=HTI 

έστω ότι ζητείται η λύση του προβλήματος ιδιοτιμής  

Hψ=λψ 

Αυτή γράφεται    Η(ΤIψ)=ΤI(Ηψ)=λTIψ 

δηλαδή εάν ψi είναι μία ιδιοσυνάρτηση με ιδιοτιμή λi ή Tiψi είναι επίσης μια ιδιοσυναρτηση 
με την ίδια ιδιοτιμή. 

 Ο τελεστής I με τον ταυτοτικό Ε αποτελούν μία ομάδα που είναι Αβελιανή.  

Οι μη αναγωγίσιμες αναπαραστάσεις είναι μονοδιάστατες. Έχουμε  

Γ(X)=χ(Χ),    Χ=I   ή Ε    δηλ. 

 

 

 

 

 {Ε} {I} 

Γ(1) 1 1 

Γ(2) 1 -1 
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Υπάρχουν συνεπώς δύο συναρτήσεις ψ+και ψ- τέτοιες ώστε η ψ+ γεννάει την αναπαράστα Γ(1) 
και η ψ- την αναπαράσταση Γ(2). Δηλαδή  

Γ(1)(Ε)ψ+=Γ(1)(I)ψ+=ψ+. 

Γ(1)(Ε)ψ-=ψ-,              Γ(2)(I)ψ-=ψ- 

δηλαδή η ψ+
 είναι άρτια και η ψ- είναι περιττή κάτω από την επίδραση του μετασχηματισμού 

Τ1. Στη βάση ψ+και ψ- σύμφωνα με το θεώρημα του Wigner έχουμε  

0ψΗψ +- =   

δηλαδή το αρχικό πρόβλημα μετατρέπεται σε δύο προβλήματα  

Ηψ+=λψ+ 

Ηψ-=λψ- 

 

δηλαδή η διάσταση του αρχικού πίνακα μειώνεται κατά το ήμισυ. Επειδή  

Γ(χ)=α1Γ(1)(χ)⊕ α2Γ(2)(χ) 
αν αi > i=1,2 οι πίνακες Η(1) και Η(2) έχουν διαστάσεις d1=α1 και d2=α2 δηλαδή η συμμετρία 
δεν αρκεί για την διαγωνοποίηση του (Η).  

 

Παράδειγμα 14. 

 Σαν ειδική περίπτωση του προηγούμενου παραδείγματος θα μελετήσουμε την 
ταλάντωσης του μορίου του διοξειδίου του άνθρακα. Αυτό αποτελείται από δυο άτομα O και 
ένα άτομο C τα οποία αποτελούν γραμμική αλυσίδα.  

 

 

 

 
 

Το μόριο αυτό μπορεί να εκτελέσει πολύπλοκη κίνηση. Μεταφορική κίνηση εάν είναι αέριο, 
περιστροφική κίνηση γύρω από αξονα κάθετο στην αλυσίδα του μορίου και ταλάντωσης 
γύρω από τα σημεία ηρεμίας των τριών ατόμων. Ας υποθέσουμε ότι αγνοούμαι τη 
μεταφορική και περιστροφική κίνηση. Τότε κατά μήκος της αλυσίδας οι θέσεις των τριών 
ατόμων προσδιορίζονται από τρεις συντεταγμένες ξ1,ξ2,και ξ3. Το μόριο έχει προφανώς 
συμμετρία ως προς το κέντρο του δηλαδή μένει αναλλοίωτο κάτω από τον μετασχηματισμό  

I: ξ1→-ξ3                                               ξ3→-ξ1 ,                              ξ2→-ξ2  
ο οποίος αναπαριστάται από τον πίνακα  

ΓI=

0 0 1
0 1 0
1 0 0

−
−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

↔   (Η)= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)2(

)1(

0
0

H
H  

    ξ1                 ξ2          ξ3 
 

        O          C           O 



  

Το στοιχείο I μαζί με το ταυτοτικό Ε αποτελούν μια Αβελιανή ομάδα που έχει δύο μη 
αναγωγίσημες αναπαραστάσεις. Είδαμε πιο πάνω ότι:  

 

 {Ε} {I} 

Γ(1) 1 1 

Γ(2) 1 -1 

 

 

Γ(x)=α1Γ(1)(X)+α2Γ(2)(X)  X=E, I 
x(X)=α1X(1)(X)+ α2X(2)(X)          

Για Χ=Ε    έχουμε 3=α1+α2 

Για Χ=Ι    έχουμε -1=α1-α2 

Άρα    Γ(x)=Γ(1)(X)+2Γ(2)(X) 

Αν τώρα θεωρήσουμε  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3

322

1

1

ξ
0
0

ξ           ,
0
ξ
0

ξ         ,
0
0
ξ

ξ  

Έχουμε :  Γ(Ε) 2ξ = 2ξ ,        Γ(I) 2ξ = - 2ξ  

δηλαδή το 2ξ  είναι ιδιοδιάνυσμα της αναπαράστασης Γ. Επίσης 

Γ(I) 1231 ξξ Γ    ,ξξ −=−=  

οπότε : 
ψ ψ [ξ Γ(I)ξ ξ ξ

ψ ψ [ξ Γ(I)ξ ξ ξ

Γ(I)ψ ξ ξ ψ

Γ(I)ψ ξ ξ ψ

+ 1 1 1 1 3

- 3 1 1 1 3

1 3 1 1

3 3 1 1

= = + = −

= = + = −

= − + =+

= − + =−

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2
1
2

{ }

{ }

{ }

{ }

 

αν λοιπόν διαλέξουμε τις συντεταγμένες  

ψ1=
2

1 (ξ1-ξ2),      ψ2=ξ2,           ψ3=
2

1 (ξ1+ξ3), 

αυτές είναι οι ιδιοσυναρτήσεις της αναπαράστασης Γ και αποτελούν μια βάση των μη 
αναγωγίσιμων αναπαραστάσεων. (Οι συναρτήσεις ψ2 και ψ3 της αναπαράστασης Γ(2) και η ψ1 
της αναπαράστασης Γ(1)). 

 Συμπέρασμα, εάν ο τελεστής Hamilton είναι συνάρτηση των ξ1, ξ2 και ξ3 και έχει την 
ιδιότητα να παραμένει αναλλοίωτος κάτω από την επίδραση της ομάδας {Ε,I}δηλαδή αν 
ισχύει : 

Η(ξ1,ξ2,ξ3)=Η(-ξ3,-ξ2,-ξ1) 

⇒α1=1,   α2=2 
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τότε η βάση ψ1,ψ2 και ψ3 εκφράζεται σαν το άμεσο άθροισμα δυο πινάκων : ένας 
μονοδιάστατος (α1=1) 11 ψΗψ  και ένας διδιάστατος (α2=2) ji ψΗψ ,i,j=2,3. Έτσι ο 
πίνακας Hamilton γράφεται  

(Η)=

H
H H
H H

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

11
2

12
2

21
3

22
3

0 0
0
0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
 

 

Παράδειγμα 15. 

Θα μελετήσουμε το μόριο του CO2. Εδώ qi=ξi , i = 1,2,3 όπου τα ξi έχουν ορισθεί στο 
προηγούμενο παράδειγμα..  

Έχουμε :   

Τ = 2
3

2
2 ξ

2
1

ξ
2
1

ξ
2
1 &&& mMm i ++  

Η δυναμική ενέργεια είναι συνάρτηση των σχετικών αποστάσεων μεταξύ των ατόμων και 
είναι αρμονική, δηλαδή :  

V(ξi,ξj ) =
2
1 k(ξi-ξj)2 

όπου k η σταθερά του ελατήριου η οποία υποτίθεται ανεξάρτητη από τα i και j. Συνεπώς : 

V=
2
1 k(ξ1-ξ2)2+ 

2
1 k(ξ2-ξ3)2 

Παρατηρούμε τώρα ότι τόσο η κινητική όσο και η δυναμική ενέργεια χαρακτηρίζονται από 
τη συμμετρία {E,I}του παραδείγματος 3. Επειδή καθώς είδαμε :  

Γ(X) =Γ(1)(Χ) ⊕ 2Γ(2)(X) 

δηλαδή ο μεγαλύτερος πίνακας που χρειάζεται για να διαγωνοποιηθεί είναι 2×2 (αντί του 
αρχικού 3×3). 
 Έχουμε : 

V=
2
1 kξ1

2+
2
1 kξ2

2+
2
1 kξ3

2-
2
1 (ξ1ξ2+ ξ2ξ12+ ξ2ξ3+ ξ3ξ2) 

δηλαδή  (v΄)=
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Στη βάση ψ1 ψ2 ψ3 του παραδείγματος 3 βρίσκουμε ότι  

ξ1=
2

1 (ψ1+ψ2),                      ξ3=
2

1 (ψ3-ψ1),                       ξ2=ψ2 



  

V=
2

1 k[
2

1 (ψ1+ψ2)-ψ2]2+
2
1 [(ψ2-

2
1 (ψ3-ψ2)]2 

=k(ψ2
1+ψ2

2+ψ3
2-2 2 ψ2ψ3) 

Τ= 2
3

2
2

2
1 ψ

2
1

ψ
2
1

ψ
2
1

&&& mMm ++  

δηλαδή η κινητική ενέργεια παραμένει διαγώνια. Με αλλά λόγια  
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δηλαδή η συντεταγμένη ψ1 είναι κανονική. Στο πιο πάνω συμβολισμό  

iψmni =  γράφουμε :  
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δηλαδή  Qi= m ψi,     ωi= mk=1λ  

οι άλλες κανονικές συχνότητες βρίσκονται από τις ιδιοτιμές του πίνακα  
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βρίσκουμε ότι   λ2=0, ω2=0     
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Έχουμε τις εξής εξισώσεις κινήσεως  
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 Δηλαδή το πρόβλημα του CO2 είναι ισοδύναμο προς ένα ελεύθερο σωμάτιο με 
συντεταγμένη Q2 (κέντρο μάζας του συστήματος ) και δυο ζευκτούς αρμονικούς ταλαντωτές. 

 Η κβαντομηχανική λύση βρίσκεται από τις εξισώσεις ( 24,25,26 ). Η εξίσωση ως προς 
Q2 παριστάνει επίπεδο κύμα και δεν έχει ιδιαίτερο νόημα καθ΄ όσον παριστάνει την κίνηση 
του κέντρου μάζας του συστήματος. Οι δύο άλλες λύσεις είναι  
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Οι λύσεις ειναί οι εξής  
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Οι ιδιοσυναρτήσεις είναι  
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i=1,3 όπου Hn(x) τα πολυώνυμα Hermite  

 Όταν ο λόγος μαζών είναι τυχαίος δεν υπάρχει εκφυλισμός δηλαδή δεν υπάρχει 
κρυμμένη συμμετρία. Όταν όμως ω3=lω1, l=1,2,...ή m=(l2-½)M είναι δυνατόν να υπάρχει 
εκφυλισμός π.χ. για l=2 .Έχουμε  

Εn1n2=[n1+½+2(n3+½]hω1 

όποτε π.χ. n1=0,    n3=2, και n3=1 δίνουν την ίδια ενέργεια  

Ε0,2=Ε2,1= 1ω2
11
h  

 Στις περιπτώσεις αυτές υπάρχει ″κρυμμένη ″ συμμετρία. Τελειώνοντας σημειώνουμε 
ότι άγνωστη παράμετρος του προβλήματος είναι η σταθερά k. Αυτή μπορεί να προσδιοριστεί 
από το φάσμα του CO2. 

 

 

 



  

16     Μετατόπιση στερεού με ένα σταθερό σημείο   

Ως στέρεο σώμα ορίζεται σύστημα υλικών σημείων, τουλάχιστον τριών μη 
συνευθιακων, των οποίων οι αμοιβαίες αποστάσεις είναι σταθερές, δηλαδή ⎜ri-rj⎜=cij . Για 
τον προσδιορισμό της θέσεως του στερεού απαιτείται η γνώση της θέσεως τριών μη 
συνευθιακών σημείων του . Από το γεγονός ότι οι μεταξύ τους αποστάσεις είναι σταθερές, 
έχουμε τρεις ??οπλονόμους δεσμούς. Συνεπώς, οι βαθμοί ελευθέριας του στερεού κατά τη 
γενική του κίνηση είναι 9-6=3 Το στερεό με ένα σταθερό σημείο έχει τρεις βαθμούς 
ελευθερίας . Στη μελέτη της κινήσεως του στερεού ,το οποίο έχει ένα σταθερό σημείο Ο, 
θεωρούμε δυο συστήματα τρισορθογωνίων αξόνων, το ακίνητο Οξ1ξ2ξ3 με μοναδιαία 
διανύσματα τα ε1,ε2,ε3, το οποίο ονομάζεται και σύστημα του χώρου και το Οx1 x2 x3 με 
μοναδιαία διανύσματα e1,e2,e3, το οποίο είναι στέρεα συνδεδεμένο με το στερεό, συμμετέχει 
με αυτό στην κίνηση του και ονομάζεται σύστημα του σώματος. Επομένως, ο προσδιορισμός 
της θέσεως του στερεού σε κάποια χρονική στιγμή ανάγεται στην εύρεση της αμοιβαίας 
θέσεως των δυο συστημάτων χώρου και σώματος τη στιγμή αυτή .  

 

α) Ορθογώνιοι Μετασχηματισμοί   
 Εάν (x1,x2, x3,) και (ξ1,ξ2,ξ3) είναι οι συντεταγμένες ενός τυχόντος σημείου Σ του 
στερεού, στο σύστημα του σώματος και στο σύστημα του χώρου αντίστοιχα , τότε το 
διάνυσμα θέσεως r του Σ έχει τις εκφράσεις : 

r = x1e1 +x2e2 +x3e3 , 

r = ξ1ε1 +ξ2ε2 +ξ3ε3 , 

Από τις εκφράσεις αυτές παίρνουμε τη σχέση : 

x1e1 +x2e2 +x3e3 = ξ1ε1 +ξ2ε2 +ξ3ε3              (1) 

Εφαρμόζοντας το εσωτερικό γινόμενο στη σχέση (1) διαδοχικά με τα ei i=1,2,3, προκύπτουν 
οι σχέσεις : 

xi= (eiε1)ξ1 + (eiε2)ξ2 + (eiε3)ξ3 ,          i= 1,2,3. 

Εάν με 1ij συμβολίσουμε τα διευθύνοντα συνημίτονα των αξόνων , δηλαδή  

1ij= eiεj = cos(Oxi ,Οxj ), 

οι σχέσεις αυτές γράφονται 

xi=1i1ξ1 + 1i2ξ2 +1i3ξ3          i=1,2,3. 

Το σύστημα αυτό των εξισώσεων, που εκφράζει τον μετασχηματισμό των συντεταγμένων 
από το σύστημα του χώρου στο σύστημα του σώματος, υπό μορφή εξισώσεων πινάκων 
γράφεται : 
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ή     x=Lξ 

όπου x , ξ (x,ξ υπογραμμισμένα), είναι το διάνυσμα στήλη, (πίνακας στήλη), που έχει ως 
στοιχεία τις συντεταγμένες του r στα συστήματα Οx1 x2 x3 ,και Οξ1ξ2ξ3 αντίστοιχα . Ο 
πίνακας L=(1ij) ονομάζεται πίνακας μετασχηματισμού από το Οξ1ξ2ξ3 στο Οx1 x2 x3 .  
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Ο αντίστροφος μετασχηματισμός, δηλαδή ο μετασχηματισμός από το Οx1 x2 x3 στο Οξ1ξ2ξ3, 
προκύπτει εάν πολλαπλασιάσουμε την (1) διαδοχικά επί τα ε1,ε2,ε3, όπότε παίρνουμε τις 
σχέσεις : 

xi= (e1εi)x1 + (e2εi)x2 + (e3εi)x3 ,           

 

ξi=11ix1 + 12ix2 +13ix3            i= 1,2,3. 

Και υπό μορφή εξισώσεως πινάκων την  
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  ή                

ξ=LTχ 

όπου LT ο ανάστροφος του πίνακα L  δηλαδή LT= (1ij)= 1ji .  
Από τις σχέσεις x=Lξ και ξ=LTx προκύπτει ότι : 

 L-1 =LT .          (2) 

Ένας πίνακας ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση (2), δηλαδή ο πίνακας του οποίου ο αντίστροφος 
είναι ίσος με τον ανάστροφο του, λόγω των ανώτερω, ονομάζεται ορθογώνιος πίνακας και ο 
γραμμικός μετασχηματισμός, τον οποίο ορίζει, ονομάζεται ορθογώνιος μετασχηματισμός 
.Από τη σχέση (2) παίρνουμε την 

L LT=Ε , 

όπου Ε=(δij) ο μοναδιαίος πίνακας 3×3 . Από τα τελευταία προκύπτουν οι σχέσεις : 

∑
=

′
3

1
11

k
kjik  =∑

=

3

1
11

k
jkik =δij ,     i,j=1,2,3.     (3) 

Συνεπώς τα εννέα διευθύνοντα συνημίτονα 1ij , μέσω των οποίων προσδιορίζεται η θέση του 
ενός συστήματος ως προς το άλλο, δεν είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, αλλά πληρούν τις 
σχέσεις (3) οι οποίες εκφράζουν το γεγονός ότι οι άξονες Οxi και οι άξονες Οξi αποτελούν 
σύστημα ορθογωνίων αξόνων και ότι το μέτρο του διανύσματος ΟΣ είναι το αυτό, 
ανεξάρτητα από το σύστημα στο οποίο εκφράζεται. Από τις σχέσεις (3) έξι είναι ανεξάρτητες 
μεταξύ τους, διότι εκείνες που αντιστοιχούν σε i≠j ανά δυο συμπίπτουν, αφού το πρώτο 
μέλος της (3) δεν μεταβάλλεται με την αντιμετάθεση των i και j . Από τα παραπάνω 
συμπεραίνουμε ότι τρεις παράμετροι αρκούν για τον προσδιορισμό της αμοιβαίας θέσεως 
των δυο συστημάτων. Αυτό αναμενόταν, διότι οι βαθμοί ελευθέριας του στερεού είναι τρεις. 
Στα επόμενα θα εξετάσουμε ένα σύστημα τέτοιων παραμέτρων, τις γωνίες Euler, τις οποίες 
συνήθως χρησιμοποιούμαι στη μελέτη της κινήσεως του στερεού σώματος. 

 Πριν όμως από τη μελέτη των γωνιών Euler θα δώσουμε μερικές ιδιότητες των 
ορθογωνίων πινάκων και των ορθογωνίων μετασχηματισμών, που είναι απαραίτητες στη 
μελέτη της κινήσεως του στερεού σώματος. 

 

1. Το γινόμενο δυο ορθογωνίων πινάκων είναι ορθογώνιος πίνακας . 

Πράγματι 

(ΑΒ)(ΑΒ)Τ= (ΑΒ) (ΑΤΒΤ)= Α[Β(ΑΤΒΤ)] =Α[Β(ΒΤΑΤ)]=Α[(ΒΒΤ)ΑΤ] =ΑΑΤ =Ε . 



  

Αν y=Ax και z=Cx όπου C=AB 

Συνεπώς η διαδοχική εφαρμογή δυο ορθογωνίων μετασχηματισμών είναι ορθογώνιος 
μετασχηματισμός, διότι ο πίνακας C που τον ορίζει είναι ορθογώνιος ως γινόμενο 
ορθογωνίων πινάκων .  

2.    Αναφερόμενοι στο αυτό ή σε διάφορα συστήματα συντεταγμένων, ο ορθογώνιος 
πίνακας Α μετασχηματίζει τα διανύσματα α και b στα α1και b1 αντίστοιχα , δηλαδή  

α1 =Αα,                     b1 =Αb, 

για το εσωτερικό γινόμενο ισχύει α1b1=αb. Πράγματι : 

α1
Τb1=(Αα)Τ(Αb) =αΤΑΤΑb= αΤb . 

Δηλαδή το εσωτερικό γινόμενο είναι αναλλοίωτο ως προς τους ορθογώνιους 
μετασχηματισμούς. Για α=b παρατηρούμε ότι ο ορθογώνιος μετασχηματισμός αφήνει 
αναλλοίωτη την τετραγωνική μορφή (α1

2 + α2
2 + α3

2 ), δηλαδή διατηρεί τα μήκη. 

3. Από την L LT=Ε , προκύπτει ότι : 

⎜L L T⎜= ⎜L⎜⎜LT⎜=⎜LT⎜=1     ή      ⎜L⎜=±1 
Οι εκφράσεις των διανυσματικών μονάδων ei, i=1,2,3 στο σύστημα Οξ1ξ2ξ3 είναι  

eι= (eiε1)ε1 + (eiε2)ε2 + (eiε3)ε3 ,           

ei=1i1ε1 + 1i2ε2 +1i3ε3          i=1,2,3. 

Το μικτό γινόμενο είναι  

e1⋅(e2× e3) = ⎜L⎜ε1⋅(ε2× ε3) . 

Συνεπώς η τιμή ⎜L⎜=1 αντιστοιχεί στην περίπτωση , που τα δυο ορθογώνια συστήματα είναι 
δεξιόστροφα ή αριστερόστροφα και η τιμή  ⎜L⎜=-1 στην , περίπτωση που το ένα από αυτά 
είναι δεξιόστροφο και το άλλο αριστερόστροφο .  

 

4. Η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα  L με ⎜L⎜=1 έχει μια χαρακτηριστική ρίζα ίση 
με τη μονάδα. Πράγματι για το χαρακτηριστικό πολυώνυμο φ(λ)= ⎜L-λΕ ⎜ έχουμε : 

⎜L-λΕ ⎜=⎜L-λLLT ⎜=⎜L ⎜⎜E-λLT ⎜=⎜(Ε-λL)T⎜=⎜E-λL⎜=-⎜λL-E⎜=-λ3 ⎜L-(1/λ)Ε⎜, 
δηλαδή  

φ(λ)= -λ3φ(1/λ)            (4) 

Για λ=1 προκύπτει φ(1)= -φ(1) , όποτε  

φ(1)=⎜L-Ε ⎜=0 
Από την (4) συνεπάγεται επίσης ότι εάν φ(λ)=0 τότε και φ(1/λ)=0. Δηλαδή .εάν η λ είναι 
χαρακτηριστική ρίζα του πίνακα L, το ίδιο ισχύει και για την αντίστροφο της 1/λ. Εάν Α 
ορθογώνιος πίνακας με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς και εάν x είναι το χαρακτηριστικό 
διάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμη λ , έχουμε  

Αx=λx 

Η ανάστροφος και η συζυγής σχέση αυτής είναι αντίστοιχα  

xTAT=λxT,            A∗x = λ∗x ∗ . 
Ο πολλαπλασιασμος της δεύτερης με την πρώτη δίνει : 



                                                         Εφαρμογές της θεωρίας Ομάδων στη Φυσική  ♦   143

xTATA∗x = λλ∗ xTx ∗ . 
Επειδή ATA =ATA = Ε, αυτή γράφεται : 

xTx ∗ = λλ∗ xTx ∗ . 

Από το γεγoνός ότι   x1x1
* + x2x2

* + x3x3
* =⎜x1 ⎜2+⎜x2 ⎜2+⎜x3 ⎜2 ≠ 0, συνάγουμε ότι λλ*=1 η ⎜λ 

⎜=1, δηλαδή ότι οι ιδιοτιμές ορθογωνίου πίνακα είναι μοναδιαίου μέτρου. Από τα παραπάνω 
προκύπτει ότι οι ιδιοτιμές του ορθογωνίου πίνακα L είναι οι 1,eiφ , e-iφ . 

 

5.    Όμοιοι πίνακες έχουν τις ίδιες χαρακτηριστικές ρίζες. Εάν Α και A′  όμοιοι, υπάρχει 
αντιστρέψιμος πίνακας L τέτοιος ώστε A′=LAL-1, όποτε για τα χαρακτηριστικά 
πολυώνυμα των Α και A′  έχουμε  : 

φ(λ)= ⎜ A′ -λΕ⎜=)=⎜LΑL-1-λLL-1 ⎜=⎜L⎜⎜A-λΕ ⎜⎜L-1 ⎜=⎜A-λΕ ⎜=φ(λ) 
     Έτσι εάν φ(λ)=0, τότε φ*(λ)=0 και αντιστρόφως. 

 

β). Θεώρημα του Euler  
 Θεωρούμε στερεό με ένα σταθερό σημείο Ο. Του στερεού αυτού θεωρούμε μια 
μετατόπιση από τη θέση Α στη θέση Β. Στην αρχική θέση Α θεωρούμε ότι τα συστήματα 
χώρου (Οξ1ξ2ξ3) και σώματος (Οx1 x2 x3) συμπίπτουν. Το διάνυσμα θέσεως r0 του τυχόντος 
σημείου Σ του στερεού στα δυο αυτά συστήματα συντεταγμένων έχει εκφράσεις ξ0 και x0, με 
ξ0=x0. Στη θέση Β το διάνυσμα θέσεως r του ίδιου σημείου Σ του στερεού στα συστήματα 
σώματος και χώρου θα έχει εκφράσεις x και ξ με  

x =Lξ 

όπου L ο πίνακας μετασχηματισμού από το (Οξ1ξ2ξ3) στο (Οx1 x2 x3). Επειδή το σημείο Σ 
δεν μεταβάλλεται, ως προς το σύστημα του σώματος ,θα έχουμε x =x0= ξ0 , όποτε η ανώτερο 
σχέση γράφεται  

ξ0 =Lξ 

Η σχέση αυτή αναφέρεται στο σύστημα του χώρου και συνδέει την αρχική με την τελική 
θέση ενός οποιουδήποτε σημείου του στερεού. Αν τώρα αναζητήσουμε σημείο P του 
στερεού, το οποίο κατά τη μετατόπιση παρέμεινε σταθερό στο χώρο, θα πρέπει το διάνυσμα 
θέσεως του ξp να ικανοποιεί τη σχέση  

ξp =Lξp 

(L-E) ξp = 0            (5) 

και επειδή ενδιαφερόμαστε για το σημείο P που είναι διαφορετικό του σταθερού σημείου Ο, 
δηλαδή ⎜ ξp ⎜≠ 0, θα πρέπει να ισχύει : 

⎜L-Ε ⎜= 0 

Η τελευταία ισχύει πάντοτε, διότι ο πίνακας L ως ορθογώνιος  ⎜L⎜=1 έχει πάντοτε μια 
ιδιοτιμη ίση με τη μονάδα. Άρα, το διάνυσμα ΟP= ξp του ζητούμενου σημείου P είναι  
ιδιοδιάνυσμα του πίνακα μετασχηματισμού και αντιστοιχεί στη μοναδιαία ιδιοτιμή του. Η 
σχέση (5) ικανοποιείται επίσης και για τα λξp όπου λ πραγματικός αριθμός . Δηλαδή , στην 
τυχούσα μετατόπιση του στερεού τα σημεία του, που έχουν διάνυσμα θέσεως συγγραμικό 
προς το χαρακτηριστικό διάνυσμα του πίνακα L, παραμένουν σταθερά. Συνεπώς, η τυχούσα 
μετατόπιση στερεού σε ένα σταθερό σημείο είναι περιστροφή με αξονα περιστροφής τον 



  

αξονα,  που διέρχεται από το σταθερό σημείο και έχει διεύθυνση του πίνακα 
μετασχηματισμού L, που αντιστοιχεί στην μοναδιαία ιδιοτημη του (θεώρημα του Euler) 

 Λόγω των ανώτερω, ο πίνακας μετασχηματισμού L ονομάζεται και πίνακας 
στροφής    
Εάν υποθέσουμε ότι στην αρχική θέση Α οι άξονες Οξ3 και  Οx3 ταυτίζονταν με τον αξονα 
της περιστροφής, τότε ο πίνακας μετασχηματισμού από τη θέση Α στη θέση Β θα ήταν της 
μορφής : 

=′L
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

100
0φcosφsin
0φsinφcos

 

όπου φ η γωνία στροφής. Η ταύτιση όμως των Οξ3 και  Οx3 με τον αξονα περιστροφής 
επιτυγχάνεται με ένα ορθογώνιο μετασχηματισμό με πίνακα έστω R. Τότε ο πίνακας 
μετασχηματισμού L από τη θέση Α στη θέση Β θα μετασχηματιστεί στον όμοιο του RLRT , 
δηλαδή θα έχουμε : 

=′L  RLRT 

Επειδή για τους πίνακες L και L′  γνωρίζουμε ότι έχουν τις ίδιες χαρακτηριστικές ρίζες , το 
άθροισμα των οποίων ισούται με το ίχνος του πίνακα, θα έχουμε : 

TrL=Tr L′= 1+2cosφ 

και η γωνία στροφής υπολογίζεται από τον τύπο : 

2
1-TrL=φcos  

Εάν x =Αξ και x′=Βx είναι δυο διαδοχικές περιστροφές με πίνακες στροφής Α και Β. Τότε η 
σύνθεση αυτών  

x′=Βx =Βαξ     η    x′=Cξ  

παρίσταται από τον πίνακα C=AB .  

 Οι πεπερασμένες περιστροφές στερεού περί σταθερό σημείο του αποτελούν ομάδα . 
Αυτό προκύπτει από τις ιδιότητες των ορθογωνίων πινάκων, οι οποίοι παριστάνουν τις 
περιστροφές.  Πράγματι, το γινόμενο ορθογωνίων πινάκων είναι ορθογώνιος πίνακας και 
ικανοποιεί την προσεταιριστηκη ιδιότητα. Υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο, αφού ο μοναδιαίος 
πίνακας είναι ορθογώνιος. Τέλος κάθε ορθογώνιος πίνακας L έχει τον αντίστροφο του, αφού 
⎜L ⎜≠ 0 και ο οποίος μάλιστα ισούται με τον ανάστροφο του LT . Η ομάδα αυτή δεν είναι 
αβελιανη.  

 

γ) Περιστροφές περί σταθερό αξονα  

 Το υποσύνολο των περιστροφών περί σταθερό αξονα, η των επιπέδων περιστροφών 
περί σημείο Ο, αποτελεί αντιμεταθετικη ομάδα. Πράγματι, εάν θεωρήσουμε περιστροφές 
περί τον Οξ3 αξονα, οι πίνακες στροφής θα είναι της μορφής : 

R3(φ)= 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

100
0φcosφsin
0φsinφcos
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όπου φ η γωνία στροφής .  

 Το γινόμενο δυο πινάκων στροφής με γωνίες φ και ψ είναι  

R3(φ)R3(ψ)= 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

100
0ψ)+φcos(ψ)+φsin(
0ψ)+φsin(ψ)+φcos(

 = R3(ψ)R3(φ), 

δηλαδή ο πίνακας στροφής με γωνία στροφής φ+ψ , και επομένως ισχύει η αντιμεταθετικη 
ιδιότητα.  

 Ο μοναδιαίος πίνακας παριστά τη μηδενική περιστροφή. Τέλος ο αντίστροφος 
πίνακας είναι : 

R-1(φ)= RΤ(φ)= 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

100
0φcosφsin
0φsinφcos

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−−
−−

100
0φ)cos(φ)sin(
0φ)sin(φ)cos(

=R(-φ) 

δηλαδή παριστά περιστροφή με αντίθετη γωνία στροφής .  
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1.   ΣΤΟΙΧΕΙΑ  ΑΠΟ  ΤΗ  ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΑΛΓΕΒΡΑ  ΚΑΙ  ΤΗν  ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚh ΑΝΑΛΥΣΗ                  

Εισαγωγή 

          Η φυσική ένα-προς-ένα αντιστοιχία μεταξύ των τριάδων (x,y,z) των πραγματικών  
αριθμών και των χωρικών διανυσμάτων του τρισδιάστατου ευκλειδείου χώρου R3  μας δίνει 
ένα γεωμετρικό μοντέλο για πολλά προβλήματα της Φυσικής, Βιολογίας και άλλων 
επιστημών.  

          Εάν τα φυσικά μεγέθη περιγράφονται από αριθμούς, περισσότερους  από τρεις, τότε το 
γεωμετρικό μοντέλο των χωρικών διανυσμάτων του R3 δεν εφαρμόζεται, και η εποπτεία του 
προβλήματος με τη βοήθεια ενός μοντέλου με "γεωμετρικά χαρακτηριστικά" οδηγεί στην 
έννοια του γραμμικού χώρου n-διαστάσεων.  

          Η έννοια του χώρου Hilbert, (και της αντίστοιχης θεωρίας), μπορεί να θεωρηθεί σαν 
ένα ακόμα βήμα προς αυτή την κατεύθυνση. Εάν στη  γενίκευση αυτή της έννοιας  του 
διανυσματικού χώρου συμπεριλάβουμε και τους διανυσματικούς χώρους απείρων 
διαστάσεων, τότε μπορούν να συνδεθούν η κλασική ανάλυση και η γεωμετρία έτσι ώστε ο 
συνδυασμός αυτός να είναι πιο αποτελεσματικός από ότι η κλασική ανάλυση  για την λύση 
των μαθηματικών και φυσικών προβλημάτων.  

          Οι μαθηματικές δομές της Κβαντομηχανικής κτίζονται πάνω στους γραμμικούς  
χώρους πεπερασμένης ή άπειρης διάστασης, των οποίων τα διανύσματα έχουν, γενικά, 
μιγαδικές συνιστώσες.     

 

1.1  Γραμμικοί ή Διανυσματικοί  Χώροι 

Ορισμός 1.1.1 Ένα σύνολο V≠∅ ονομάζεται γραμμικός ή διανυσματικός χώρος επί του 
σώματος  F(25 εάν έχουμε ορίσει τις εξής δυο πράξεις σύνθεσης:         

α) Εσωτερική πράξη, (ή νόμος), σύνθεσης:  

           +: V×V → V     +: (x,y) → x+y 
          β) Εξωτερική πράξη, (ή νόμος), σύνθεσης: 

           ⋅: F×V → V     ⋅: (λ,x) → λ.x 
οι οποίες ικανοποιούν τις εξής ιδιότητες: 

          1) (∀x,y,z∈V)[ (x+y)+z=x+(y+z) ]  

          2) (∃0∈V)(∀x∈V)[ x+0=0+x=x ]  

          3) (∀x∈V)(∃x∈V)[ x+x′=x′+x=0 ]  

          4) (∀x,y∈V)[ x+y=y+x ]  

          5) (∀x,y∈V)(∀λ∈F)[ λ⋅(x+y)=λ⋅x+λ⋅y ]  

          6) (∀x∈V)(∀λ,μ∈F)[ (λ+μ)⋅x=λ⋅x+μ⋅x ] 

          7) (∀x∈V)(∀λ,μ∈F)[ (λμ)⋅x=λ⋅(μ⋅x) ]  

                                                 
(25 Το σώμα F που συνήθως χρησιμοποιείται στη Φυσική είναι το σώμα R των πραγματικών αριθμών ή το 

σώμα C των μιγαδικών αριθμών  
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          8) (∃1∈F)(∀x∈V)[ 1⋅x=x ]  
Ο πρώτος νόμος σύνθεσης λέγεται πρόσθεση των στοιχείων x και y, τα οποία θα 

ονομάζονται και διανύσματα του χώρου V, το δε αποτέλεσμα x+y άθροισμα των x και y.  

Ο δεύτερος νόμος σύνθεσης λέγεται βαθμωτός πολλαπλασιασμός του αριθμού λ με 
το διάνυσμα x, το δε αποτέλεσμα λ⋅x, (που στο εξής θα το γράφουμε πιο απλά λx), βαθμωτό 
γινόμενο του αριθμού λ με το διάνυσμα x(26.  

Ορισμός  1.1.2  Ένα άθροισμα της μορφής: λx+μy ονομάζεται γραμμικός συνδυασμός των 
x και y. Με παρόμοιο τρόπο ορίζεται ο γραμμικός συνδυασμός πεπερασμένου πλήθους 
διανυσμάτων: λ1x1+…+λmxm   

Ορισμός 1.1.3 Ένα υποσύνολο U⊂V ονομάζεται γραμμικός υπόχωρος ή πιο απλά 
υπόχωρος του γραμμικού χώρου V εάν από μόνο του το U με τις ίδιες πράξεις είναι 
διανυσματικός χώρος. 

Παρατήρηση 1.1.1 Αποδεικνύεται ότι το U είναι διανυσματικός υπόχωρος αν είναι 
κλειστό ως προς τις δυο πράξεις: 

 α)  (∀x,y∈U)[x+y∈U} 

 β)   (∀λ∈F)(∀x∈U)[λx∈U]  
ή ισοδύναμα εάν οποιοσδήποτε συνδυασμός από διανύσματα του U είναι διάνυσμα του U. 

Παράδειγμα 1.1.1: Αν V είναι ο διανυσματικός χώρος των τετραγωνικών n×n πινάκων επί 
του σώματος R, τότε το σύνολο U των πινάκων Α=(αij) με αij=αji, (συμμετρικοί πίνακες), 
είναι ένας υπόχωρος του V.     

Παράδειγμα 1.1.2: Έστω V ο διανυσματικός χώρος των πολυωνύμων βαθμού n. Τότε το 
σύνολο U των πολυωνύμων βαθμού k<n είναι υπόχωρος του V. 

Ορισμός 1.1.4 Ένα σύνολο X={x1,x2,…,xm} μη μηδενικών διανυσμάτων του V ονομάζεται 
γραμμικά ανεξάρτητο και τα διανύσματα του x1,…,xm γραμμικά ανεξάρτητα εάν η σχέση:  

                         λ1x1+λ2x2+…+λmxm=0                    (1.1)      

ισχύει μόνο όταν:  λ1=λ2=…=λm=0                            (1.2) 
Στην περίπτωση που η σχέση (1.1) δεν συνεπάγεται την (1.2), (δηλ. υπάρχουν δυο 

τουλάχιστον αριθμοί λi,λj≠0), τότε το σύνολο X ονομάζεται γραμμικά εξαρτημένο και τα 
διανύσματα του γραμμικά εξαρτημένα.     

Ορισμός 1.1.5 Τα  διανύσματα  x1,x2,…,xn  λέγονται γεννήτορες του γραμμικού χώρου V 
εάν ισχύει:  

   (∀x∈V)(∃λ1,…,λn∈F)[ x=λ1x1+ λ2x2+…+ λnxn ]                         
δηλ. κάθε διάνυσμα x του V μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων 
xi  i=1,…,n .    

Ορισμός 1.1.6 Εάν τα διανύσματα x1,…,xn  είναι: 
          α) γεννήτορες του V και 

          β) γραμμικά ανεξάρτητα      
                                                 
(26 Με τα τελευταία γράμματα του Λατινικού αλφαβήτου θα συμβολίζουμε τα διανύσματα του χώρου V και με 

ελληνικά γράμματα τους αριθμούς του σώματος F. 
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τότε λέμε ότι ο γραμμικός χώρος V είναι n διαστάσεων και ότι τα διανύσματα {x1,x2,…,xn} 
αποτελούν μια πεπερασμένη βάση ή πιο απλά βάση.       

Παρατήρηση 1.1.2 Μπορεί να δειχθεί ότι κάθε βάση του V έχει n σε πλήθος διανύσματα.       

Ορισμός 1.1.7 Ο φυσικός αριθμός n ονομάζεται διάσταση του διαν. χώρου V.     

Ορισμός 1.1.8 Εάν ο γραμμικός χώρος V δεν περιέχει μια πεπερασμένη βάση, τότε λέγεται 
απείρων διαστάσεων.  

          Το κύριο αντικείμενο της συναρτησιακής ανάλυσης είναι οι γραμμικοί χώροι απείρων 
διαστάσεων. Η απουσία μιας πεπερασμένης  βάσης  δημιουργεί τεράστιες δυσκολίες στην 
έρευνα της συναρτησιακής ανάλυσης. Οι δυσκολίες αυτές οδήγησαν στις έννοιες της 
διαχωρισιμότητας και της άπειρης βάσης, που θα διατυπώσουμε αργότερα. 

Ορισμός 1.1.9  Σ’ ένα διανυσματικό χώρο (V,F,+,⋅) θεωρούμε μια δεύτερη πράξη 
εσωτερικής σύνθεσης, που την συμβολίζουμε με • δηλ.: 

    •: V×V→V 
Αν η εσωτερική αυτή πράξη έχει τις εξής ιδιότητες: 

 1) (∀x,y,z∈V)[ x•(y+z)=x•y+x•z) ]  

           2) (∀x,y,z∈V)[ (x+y)•z=x•z+y•z) ] 

3) (∀x,y∈V)(∀λ∈F)[ λ⋅(x•y)=(λ⋅x)•y=x•(λ⋅y) ]   
Τότε ο διανυσματικός χώρος V ονομάζεται άλγεβρα επί του σώματος F.  Από τις επί πλέον 
ιδιότητες που μπορεί να έχει η δεύτερη πράξη, χαρακτηρίζεται και η άλγεβρα, π.χ. 

α) (x•y)•z=x•(y•z)  Προσεταιριστική Ιδιότητα → Προσεταιριστική  Άλγεβρα 

β) x•y=y•x  Αντιμεταθετική ιδιότητα → Αντιμεταθετική Άλγεβρα 

γ) (∃1∈V)(∀x∈V)[ 1•x=x•1=x ] Ύπαρξη ουδετέρου στοιχείου → Άλγεβρα με 
ουδέτερο στοιχείο  

Παράδειγμα 1.1.3: Το σύνολο των τετραγωνικών πινάκων n×n με πραγματικά στοιχεία, 
σχηματίζει έναν διανυσματικό χώρο με πράξεις την πρόσθεση των πινάκων και τον βαθμωτό 
πολλαπλασιασμό. Ο διανυσματικός αυτός χώρος μαζί με τον πολλαπλασιασμό των πινάκων, 
εύκολα μπορούμε να δούμε ότι αποτελεί άλγεβρα, η οποία είναι προσεταιριστική και έχει 
ουδέτερο στοιχείο, που είναι ο ταυτοτικός πίνακας.       

 

1.2 Γραμμικοί Σταθμητοί (normed) χώροι ­ Μετρικοί χώροι 

          Οι πιο βασικές έννοιες στη μαθηματική ανάλυση είναι οι έννοιες του ορίου και της  
σύγκλισης με τα διάφορα είδη της. Η παράγωγος, το ολοκλήρωμα, οι σειρές  κ.λ.π. είναι 
έννοιες που βασίζονται στις προηγούμενες. Είναι επομένως αναπόφευκτο να ορίσουμε την 
έννοια της σύγκλισης σε μια μαθηματική δομή που πρόκειται να εφαρμοσθεί  σε 
προβλήματα μαθηματικής ανάλυσης. Επειδή στην κλασική ανάλυση η σύγκλιση ορίζεται με 
τη βοήθεια της απόλυτης τιμής είναι λογικό και  φυσικό, προκείμενου να μιλάμε για 
σύγκλιση σ' ένα γραμμικό χώρο, να μεταφέρουμε την έννοια της απολύτου τιμής στους 
γραμμικούς χώρους γενικεύοντας την. Η πιο κατάλληλη γενίκευση είναι η έννοια της norm, 
(στάθμης).  
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Ορισμός  1.2.1  Έστω V ένας γραμμικός χώρος πάνω στο σώμα F. Μια απεικόνιση, που θα 
την συμβολίζουμε με ||⋅⋅||, της μορφής:  

                  ||⋅⋅|| V → R+∪{0} 

                  ||⋅⋅|| x → ||x||≥0. 
ονομάζεται norm, (στάθμη), εάν ικανοποιεί τις ιδιότητες: 

          α) (∀x∈V)[ ||x||≥0 και ||x||=0 εάν και μόνο εάν x=0 ] 

          β) (∀x,y∈V)[ ||x+y||≤ ||x||+||y|| ]  

          γ) (∀x∈V)(∀λ∈F)[ ||λx||=|λ|||x|| ]       
Ο γραμμικός χώρος V εφοδιασμένος με norm ονομάζεται γραμμικός χώρος με norm ή 
σταθμητός γραμμικός χώρος.  

Παρατήρηση 1.2.1 Με τη βοήθεια της έννοιας της norm μπορούμε να μιλάμε για την 
σύγκλιση μιας ακολουθίας {xn} διανυσμάτων του V ορίζοντας:  

   limn→∞ xn=x   ⇔   limn→∞ ||xn-x||=0 
έτσι φθάνουμε στον παρακάτω ορισμό:  

Ορισμός 1.2.2 Μια ακολουθία {xn} διανυσμάτων του V ονομάζεται συγκλίνουσα εάν 
υπάρχει διάνυσμα x∈V έτσι ώστε η ακολουθία των μη αρνητικών αριθμών ||xn-x|| να τείνει 
στο μηδέν. Σ' αυτή την περίπτωση το x ονομάζεται  όριο της συγκλίνουσας ακολουθίας {xn}.       

Παράδειγμα 1.2.1 Μια άμεση γενίκευση του μέτρου των γεωμετρικών διανυσμάτων για 
τους γραμμικούς χώρους n διαστάσεων είναι η εξής  

   ||x||2=
n

2
i

i 1
| |

=

λ∑      με x=λ1x1+…+λnxn  

Παράδειγμα 1.2.2 Άλλες  χρήσιμες  norm που μπορούμε να ορίσουμε σε n-διάστατους 
χώρους είναι: 

   ||x||1=
n

i
i 1

| |
=

λ∑ ,     ||x||∞=max|λi|  i=1,2,⋅⋅⋅,n     

Παράδειγμα 1.2.3 Το σύνολο των φραγμένων ακολουθιών των μιγαδικών αριθμών {xn} με 
την ιδιότητα:  

   | |xi
i

2

1=

∞

∑ 〈∞  (τετραγωνικά αθροίσιμες) 

αποτελεί ένα norm χώρο, που ονομάζεται l 2-χώρος, με norm : 

   ||xn||2 = | |xi
i

2

1=

∞

∑ 〈∞  

Παράδειγμα 1.2.4 Επίσης το παραπάνω σύνολο με norm: 

   α)  ||xn||∞=sup|xi|    και    β)  ||xn||1= | |xi
i=

∞

∑
1

      

αποτελεί norm χώρο που συμβολίζεται με l ∞  και l 1  αντίστοιχα. 
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Παράδειγμα 1.2.5 Ο γραμμικός χώρος των συναρτήσεων, που είναι συνεχείς στο κλειστό 
διάστημα [α,β], αποτελεί norm χώρο με norm ;  

                  ||f||∞= sup{ |f(t)| / t∈[α,β] }      
και ονομάζεται C [α,β]-χώρος ή πιο σύντομα C -χώρος όταν το πεδίο ορισμού είναι γνωστό.  

         Αποδεικνύεται ότι εάν μια ακολουθία {fn} συνεχών συναρτήσεων τείνει στο f∈C σ' 
αυτό τον norm χώρο τότε η ακολουθία {fn} συγκλίνει ομοιόμορφα στο κλειστό διάστημα 
[α,β] με όριο f=limfn συνεχή συνάρτηση. Αυτό σημαίνει ότι ο χώρος C [α,β] είναι ο πιο 
σημαντικός norm χώρος για τις συνεχείς συναρτήσεις.       

Παρατήρηση 1.2.2 Από τα παραπάνω βλέπουμε ξεκάθαρα γιατί έπρεπε να εισάγουμε 
καινούργια ονομασία: norm, (ή στάθμη ή μέτρο), και καινούργιο συμβολισμό: ||⋅⋅|| για την 
γενίκευση του μέτρου των γεωμετρικών διανυσμάτων. Έτσι μπορούμε να μιλάμε για 
απόλυτη τιμή |f(t)| μιας συνεχούς συνάρτησης  όπως και για τη norm της f, δηλ. την μεγίστη  
τιμή  της  |f(t)|  στο  διάστημα [α,β].     

Παράδειγμα 1.2.6  Άλλες χρήσιμες norm που ορίζονται στον ίδιο  χώρο C [α,β] των 
συνεχών συναρτήσεων είναι:  

 α) ||f||2= 2| f (t) | dt
β

α∫   (L0
2-χώρος) 

 β) ||f||1= | f (t) | dt
β

α∫   (L0
1-χώρος)    

Παρατήρηση 1.2.3 Πολλά από τα γνωστά θεωρήματα που, αφορούν την σύγκλιση 
ακολουθιών μιγαδικών αριθμών, ισχύουν σε κάθε norm  χώρο. Υπάρχουν όμως θεωρήματα, 
που δεν ισχύουν σε οποιονδήποτε norm χώρο.       

Ορισμός 1.2.3 Μια ακολουθία {xn}  σ' ένα norm χώρο V ονομάζεται ακολουθία του 
Cauchy ή συγκλίνουσα στον εαυτό της εάν:  

  (∀ε>0)(∃Ν(ε)∈Ν)(∀n,m>N(ε)) [ ||xn-xm||<ε ] 

Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι όσο μεγαλώνουν οι δείκτες τόσο πιο πολύ 
πλησιάζουν οι αντίστοιχοι όροι. 

Θεώρημα 1.2.1 Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ακολουθία του Cauchy.  

Απόδειξη: Έστω x το όριο της ακολουθίας. Επειδή   

||xn-xm||=||(xn-x)+(x-xm)||≤ ||xn-x||+||x-xm||     

έπεται ότι limn→∞,  m→∞  ||xn-xm||≤limn→∞||xn-x||+ limm→∞||x-xm||=0   
δηλ. η ακολουθία {xn} είναι ακολουθία του Cauchy.   

Παρατήρηση 1.2.4 Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος  ισχύει στις πραγματικές και 
μιγαδικές ακολουθίες, όπως επίσης και στις ακολουθίες των γεωμετρικών διανυσμάτων. Το 
επόμενο παράδειγμα όμως δείχνει ότι το αντίστροφο του θεωρήματος του Cauchy δεν ισχύει 
σε κάθε norm χώρο.    

Παράδειγμα 1.2.7 Ας θεωρήσουμε στο χώρο L0
1[-1,+1] τις συναρτήσεις  
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οι οποίες προφανώς είναι συνεχείς. Η ακολουθία xn  είναι ακολουθία του Cauchy διότι για 
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Θα δείξουμε ότι η ακολουθία {xn} δεν συγκλίνει, δηλ. δεν υπάρχει συνεχής συνάρτηση 
x=x(t) έτσι ώστε ||xn-x||1 → 0  
          Για τον σκοπό αυτό ας θεωρήσουμε ένα ευρύτερο norm χώρο, που περιλαμβάνει και 
τις συνεχείς συναρτήσεις και τις κλιμακωτές συναρτήσεις. Για μια κλιμακωτή  συνάρτηση 
y=y(t), το διάστημα [-1,+1] μπορεί να 
διαιρεθεί σε ένα πεπερασμένο πλήθος 
υποδιαστημάτων [ti, ti+1] έτσι ώστε η τιμή 
της y=y(t) να είναι σταθερή σε κάθε 
ανοικτό διάστημα (ti,ti+1) και η ένωση των 
διαστημάτων[ti, ti+1]  να είναι το [-1,+1].                          

      Θεωρούμε τώρα τον γραμμικό χώρο 
που παράγεται από τις συνεχείς και κλιμακωτές συναρτήσεις στο διάστημα [-1,+1] με norm:  

  ||x||1= | ( )|x t dt
−∫ 1

1
 

     Τότε για την κλιμακωτή συνάρτηση:   

  l+(t)=
0     εαν   t 0
1      εαν   t 0

〈
≥

⎧
⎨
⎩

 

έχουμε: ( )l+ ( ) ( )
/

t x t dt nt dt
nn

n
− = − =

−∫ ∫1

1

0

1
1

1
2

 

και επομένως 

                  limn→∞ ||l+ -xn||=0 
δηλ η κλιμακωτή συνάρτηση l+, (που δεν είναι συνεχής), είναι το όριο της ακολουθίας των 
συνεχών συναρτήσεων xn. Επειδή όμως το όριο μιας συγκλίνουσας ακολουθίας είναι 

 

 

-1 1 

x

t

xn(t) 

1/n
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 1
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μοναδικό σ' ένα norm χώρο και επειδή l+ ∉L0
1(-1,+1) έπεται ότι δεν υπάρχει όριο, (δηλ. 

συνεχής συνάρτηση), για την ακολουθία xn μέσα στο χώρο L0 .      

Ορισμός 1.2.4 Ένας norm χώρος V λέγεται πλήρης εάν κάθε ακολουθία Cauchy από 
διανύσματα του V συγκλίνει στον V. Ένας  πλήρης  norm  χώρος  λέγεται χώρος Banach.  

          Το προηγούμενο παράδειγμα δείχνει ότι ο χώρος  L0
1[-1,+1] δεν είναι πλήρης. Με 

όμοιο τρόπο μπορεί να δειχθεί ότι και ο χώρος  L0
2[α, β]  δεν είναι πλήρης.  

          Ο χώρος C [α, β] είναι πλήρης και επομένως είναι χώρος Banach. Αυτό προκύπτει από 
το γεγονός ότι εάν μια ακολουθία {fn} συνεχών συναρτήσεων συγκλίνει ομοιόμορφα στο 
κλειστό διάστημα [α, β] σε μια συνάρτηση f, τότε η f είναι συνεχής στο  [α,β]. Πράγματι, 
έστω fn(t) μια ακολουθία του Cauchy. Τότε: 

  (∀ε>0)(∃Ν(ε)∈Ν)(∀n,m>N(ε)) [supt{ |fn(t)-fm(t)| <ε ] 

Στην παραπάνω σχέση, εάν θεωρήσουμε το t  σταθερό, τότε έχουμε μια ακολουθία fn(t) 
πραγματικών, (ή μιγαδικών) αριθμών που είναι ακολουθία Cauchy στον διανυσματικό χώρο 
V=R ή C. Επειδή οι διανυσματικοί αυτοί χώροι είναι πλήρεις, η παραπάνω Cauchy 
ακολουθία θα συγκλίνει. Έστω f(t) το όριο της. Με αυτόν τον τρόπο έχουμε κατασκευάσει 
μια συνάρτηση f(t): [α, β] → R ή C. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι αυτή η συνάρτηση 
είναι α) συνεχής και επομένως ανήκει στον συναρτησιακό χώρο C [α,β] και β) είναι το όριο 
της ακολουθίας fn(t). 

α) Θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f(t) είναι συνεχής σ’ ένα τυχαίο σημείο t0∈[α, β]. Δηλ. 
πρέπει να αποδείξουμε την σχέση:  

       (∀ε>0)(∃δ>0)(∀t∈[α, β]) [ |t-t0|<δ  →   |f(t)-f(t0)| <ε ] 

Έχουμε  |f(t)-f(t0)|≤ |f(t)-fn(t)|+ |fn(t)-f(t0)|≤ |f(t)-fn(t)|+ |fn(t)-fn(t0)|+ |fn(t0)-f(t0)| 
Για n αρκετά μεγάλο, ο πρώτος και ο τρίτος όρος γίνονται όσο μικροί θέλουμε, διότι εκ 
κατασκευής η συνάρτηση f(t) είναι το όριο της ακολουθίας fn(t). Επίσης, λόγω της συνέχειας 
της συνάρτησης fn(t), ο μεσαίος όρος μπορεί και αυτός να γίνει οσοδήποτε μικρός για |t-t0| 
κατάλληλα μικρό, κάτι που μας το παρέχει η σχέση |t-t0|<δ. Άρα η f(t) είναι συνεχής 
συνάρτηση. 

β) Θα δείξουμε τώρα ότι η ακολουθία Cauchy fn(t) συγκλίνει στην f(t). Από τα προηγούμενα 
αποδείξαμε ότι: 

(∀ε>0)(∃N>0)(∀t∈[α, β]) [ n>N  →   |fn(t)-f(t)| <ε ]  ⇒ 
(∀ε>0)(∃N>0) [ n>N  →  supt∈[α,β] |fn(t)-f(t)| <ε ] 

η τελευταία σχέση σημαίνει ότι η ακολουθία fn(t) συγκλίνει ως προς την norm ||⋅⋅||∞  και 
μάλιστα το όριο της είναι η f(t). 

Ορισμός 1.2.5 Ο norm χώρος V ονομάζεται συμπαγής εάν κάθε ακολουθία {xn} από 
διανύσματα του V περιέχει μια υποακολουθία, η οποία συγκλίνει σ' ένα διάνυσμα x του V.  

          Το θεώρημα των Bolzano-Weierstrass λεει ότι κάθε φραγμένο και κλειστό 
υποσύνολο των πραγματικών ή μιγαδικών αριθμών είναι συμπαγές. Το ίδιο ισχύει και για τα 
φραγμένα και κλειστά υποσύνολα του ευκλειδείου χώρου R3. Το επόμενο  παράδειγμα όμως 
δείχνει ότι το θεώρημα Bolzano-Weierstrass δεν ισχύει για κάθε norm χώρο.     

Παράδειγμα 1.2.8 Στον norm χώρο l 2  η ακολουθία {ek} k=1,2,… όπου  

                          ek={0,0,…,0,1,0,…}  (η μονάδα βρίσκεται στην k θέση) 
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ανήκει στην κλειστή μοναδιαία σφαίρα S(0,1)={x: ||x||≤1} με κέντρο το μηδενικό διάνυσμα 0 
και ακτίνα 1. Όμως δεν υπάρχει καμία συγκλίνουσα υποακολουθία της {ek} που να 
συγκλίνει, επειδή για κάθε ζεύγος en, em  έχουμε: ||en-em||=√2,  δηλαδή καμμία 
υποακολουθία δεν είναι ακολουθία Cauchy και επομένως δεν μπορεί να συγκλίνει.      

Παρατήρηση 1.2.5 Σ' ένα γραμμικό χώρο, όπως είδαμε, μπορούν να ορισθούν πολλές 
διαφορετικές norm και επομένως να έχουμε διαφορετικούς norm χώρους. Π.χ. από τον 
γραμμικό χώρο των συνεχών  συναρτήσεων στο κλειστό πεπερασμένο διάστημα [α, β] ο 
χώρος Banach C [α, β] προκύπτει εάν εφοδιαστεί με τη norm ||⋅⋅||∞ . Όμως ο ίδιος γραμμικός 
χώρος των συνεχών συναρτήσεων με norm την ||⋅⋅||1 είναι ο, (μη πλήρης), norm χώρος  L0

1[α, 
β] και με τη norm ||⋅⋅||2 είναι ο, (μη πλήρης), norm χώρος L0

2[α, β]. Είναι επομένως  χρήσιμο 
και αναγκαίο να βρούμε κάποιο τρόπο για να συγκρίνουμε τις διάφορες norm.     

Ορισμός  1.2.6  Εάν ο γραμμικός χώρος V είναι εφοδιασμένος με δυο διαφορετικές norm, 
έστω τις  ||⋅⋅||  και  ||⋅⋅||*, τότε η norm ||⋅⋅|| λέγεται ότι είναι ισχυρότερη από την ||⋅⋅||*, (και 
επομένως η ||⋅⋅||* λέγεται ασθενέστερη από την ||⋅⋅||), εάν:  

   (∃K>0)(∀x∈V)[ ||x||*≤K||x|| ]    

Παρατήρηση 1.2.6 Εάν η norm ||⋅⋅|| είναι ισχυρότερη από την ||⋅⋅||* τότε κάθε ακολουθία που 
συγκλίνει ως προς την πρώτη norm ||⋅⋅|| συγκλίνει και ως προς την δεύτερη norm ||⋅⋅||* . Το 
αντίστροφο δεν ισχύει     

Ορισμός 1.2.7 Οι norm ||⋅⋅|| και ||⋅⋅||*  είναι ισοδύναμες εάν: 

   (∃K1,K2)(∀x∈V)[ K1||x||*≤||x||≤K2||x||* ]     

Παράδειγμα  1.2.9 Στον γραμμικό χώρο των συνεχών συναρτήσεων, που ορίζονται στο 
φραγμένο και κλειστό διάστημα [α, β], η norm  ||⋅⋅||∞ είναι ισχυρότερη από την norm ||⋅⋅||1  
διότι για κάθε συνεχή συνάρτηση f  ισχύει: 

                 | f (t) | dt
β

α∫ ≤(β-α)sup{|f(t)|/t∈[α,β]} δηλ.  ||f||1≤K||f||∞  με Κ=β-α 

Παράδειγμα 1.2.10 Στον γραμμικό χώρο των n-άδων των μιγαδικών αριθμών, οι norm ||⋅⋅||1, 
||⋅⋅||2  και  ||⋅⋅||∞ είναι ισοδύναμοι.  Πράγματι για  x=(ξ1, ⋅⋅⋅, ξn ) έχουμε:  

   
n

k k kk kk 1

max | | | | n max | |
=

ξ ≤ ξ ≤ ξ∑       

και άρα      ||x||∞≤||x||1≤ n||x||∞, δηλ οι norm ||⋅⋅||∞ και ||⋅⋅||1 είναι ισοδύναμες. 

Η ισοδυναμία των ||⋅⋅||∞  και ||⋅⋅||2  προκύπτει κατά παρόμοιο τρόπο. Έχουμε: 
n

2 2 2
k k kk kk 1

max | | | | n max | |
=

ξ ≤ ξ ≤ ξ∑   ⇒  ||x||∞≤||x||2≤ √n||x||∞   δηλ οι norm ||⋅⋅||∞ και ||⋅⋅||2 είναι 

ισοδύναμες.    

Θεώρημα 1.2.1 Εάν οι δυο norm ||⋅⋅|| και ||⋅⋅||* του V είναι ισοδύναμες, τότε μια ακολουθία, 
που συγκλίνει ως προς τη μια norm, θα  συγκλίνει και ως προς την άλλη. Επίσης εάν ο χώρος 
(V, ||⋅⋅||) είναι πλήρης, πλήρης θα είναι και ο χώρος (V, ||⋅⋅||*) και αντίστροφα. 

Ορισμός 1.2.8: Θεωρούμε ένα σύνολο Ε≠∅ και μια απεικόνιση d: ExE→R+ με τις ιδιότητες   

 1.  d(x, y)=0 ⇔ x=y 
 2. d(x, y)=d(y, x) 
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 3. d(x, y)≤d(x, z)+d(z, y)    (τριγωνική ιδιότητα) 
Τότε το σύνολο Ε ονομάζεται μετρικός χώρος και συνήθως συμβολίζεται με (Ε, d), τα δε 
στοιχεία του σημεία και η απεικόνιση d απόσταση.  

Παράδειγμα 1.2.11: Στο σύνολο L(f(x), [α, β]) μπορούμε να ορίσουμε τις εξής μετρικές: 

 1) d1(f,g)=maxx∈[α,β]|f(x)-g(x)| 

 2) d2(f,g)= f (x) g(x)dx
β

α
−∫   

 3) ( ) ( ) ( )
( ) ( )⎮

⌡

⌠
−+

−
=

β

α
3 dx

xgxf1
xgxf

g,fd  

Παράδειγμα 1.2.12: Στην μοναδιαία περιφέρεια x2+y2=1 μπορούμε να ορίσουμε τις εξής 2 
μετρικές: 

 1) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )d P P d x y x y x x y y1 1 2 1 1 1 2 2 1 2
2

1 2
2, , , ,= = − + −    

 2) d2(P1,P2)=το μικρότερο τόξο της μοναδιαίας περιφέρειας που συνδέει τα 
σημεία P1, P2 . 

Από τους προηγούμενους ορισμούς του σταθμητού και μετρικού διανυσματικού χώρου, 
βλέπουμε ότι: 

Παρατήρηση 1.2.7: Ένας χώρος για να είναι σταθμητός, πρέπει οπωσδήποτε να είναι και 
διανυσματικός. Στους μετρικούς χώρους αυτό δεν απαιτείται. 

Παρατήρηση 1.2.8: Κάθε σταθμητός διανυσματικός χώρος γίνεται πάντα μετρικός με 
απόσταση  d(x, y)=||x-y|| 

Απόδειξη:  

 1. d(x, y)=0 ⇔ ||x-y||=0  ⇔  x-y=0  ⇔  x=y 
 2. d(x, y)= ||x-y||=||(-1)(x-y)||=||y-x||=d(y, x) 

 3. d(x, y)= ||x-y||=||x-z+z-y||=||(x-z)+(z-x)||≤ ||x-z||+||z-y||=d(x, z)+d(z, y) 
Παρατήρηση 1.2.9: Όταν ξέρουμε ότι μια απόσταση προέρχεται από μια norm, τότε η norm 
δίνεται από τη σχέση:  

  ||x||=d(x, 0) 

 

1.3    Χώροι απείρων διαστάσεων ­ Γεωμετρία των norm χώρων ­ 
Διαχωρισιμότητα. 

  Σ' ένα n-διάστατο χώρο, οι υπολογισμοί μπορούν να γίνουν με τη βοήθεια μιας 
πεπερασμένης βάσης. Η έλλειψη όμως μιας τέτοιας βάσης σ' έναν απείρων διαστάσεων χώρο 
δημιουργεί προβλήματα στις εφαρμογές. Το ευτύχημα είναι ότι πολλοί norm χώροι V 
απείρων διαστάσεων περιέχουν μια άπειρη ακολουθία {e1, e2, …, en, …} διανυσμάτων, που 
ονομάζεται θεμελιώδης ακολουθία, με την ιδιότητα ότι κάθε διάνυσμα  x∈V μπορεί να 
προσεγγιστεί από πεπερασμένο γραμμικό συνδυασμό διανυσμάτων, που ανήκουν στη 
θεμελιώδη ακολουθία. Αυτοί οι χώροι θα ονομάζονται διαχωρίσιμοι χώροι. Σ' ένα 
διαχωρίσιμο norm χώρο, μια θεμελιώδης ακολουθία παίζει στις περισσότερες περιπτώσεις 
τον ρόλο μιας θεμελιώδους βάσης.  
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          Ας ξεκινήσουμε όμως από τη γενική περίπτωση ενός διανυσματικού χώρου απείρων 
διαστάσεων, στον οποίο θα προσπαθήσουμε να μεταφέρουμε τις έννοιες: του γραμμικά 
ανεξάρτητου συνόλου, του συνόλου γεννητόρων και της βάσης. Σε μια τέτοια όμως 
περίπτωση ένας γραμμικός συνδυασμός  διανυσμάτων, των οποίων το πλήθος δεν θα είναι 
γενικά πεπερασμένο αλλά άπειρο, θα αποτελεί μια σειρά, την οποία πρέπει να εξετάσουμε ως 
προς την σύγκλιση. Η  έννοια όμως της σύγκλισης είναι καθαρά τοπολογική έννοια. Ένας 
όμως  διανυσματικός χώρος είναι μια αλγεβρική δομή, που δεν  μπορεί να εξετάσει 
προβλήματα σύγκλισης. Έτσι λοιπόν υπάρχουν δυο λύσεις στο πρόβλημα αυτό:  

          Α)  Οι έννοιες του γραμμικά ανεξάρτητου συνόλου, του συνόλου γεννητόρων και της 
βάσης, που θα ορισθούν σε χώρους απείρων διαστάσεων, να αναχθούν στις γνωστές έννοιες 
των χώρων πεπερασμένης διάστασης.  

          Β)  Να δώσουμε στον διανυσματικό χώρο τοπολογική δομή. Αυτό μπορεί να γίνει με 
το να εισάγουμε μια norm στον διανυσματικό χώρο.  

 

          Α) Με τον πρώτο τρόπο οι επίμαχοι ορισμοί τροποποιούνται ως εξής:     

Ορισμός 1.3.1 Ένα υποσύνολο S, (πεπερασμένο ή απείρως αριθμήσιμο(27 ή άπειρο με την 
ισχύ του συνεχούς(28), του διαν. χώρου V, λέγεται ότι αποτελεί σύστημα γεννητόρων εάν: 
  (∀x∈V)(∃si∈S, i=1,⋅⋅⋅,m)[ x=λ1s1+⋅⋅⋅+λmsm ]      

δηλ. κάθε διάνυσμα x∈V μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός πεπερασμένου 
πλήθους διανυσμάτων του S.      

Ορισμός 1.3.2 Ένα  υποσύνολο S, (πεπερασμένο ή απείρως αριθμήσιμο ή άπειρο με την ισχύ 
του συνεχούς),  του διαν. χώρου V, λέγεται γραμμικά ανεξάρτητο όταν κάθε πεπερασμένο 
υποσύνολο του S είναι γραμμικά ανεξάρτητο(29.       

Ορισμός 1.3.3  Ονομάζουμε βάση, (ή βάση του Hamell) ενός διαν. χώρου κάθε υποσύνολο 
B του διαν. χώρου V, που είναι:  

          α) γραμμικά ανεξάρτητο και 

          β) σύστημα γεννητόρων 

 

                                                 
(27 Ένα σύνολο Α λέμε ότι είναι απείρως αριθμήσιμο εάν υπάρχει αντιστοιχία f μεταξύ των φυσικών αριθμών 

και των στοιχείων του συνόλου Α, δηλ.   

f: N → A   f: n a f(n)=αn 

Με άλλα λόγια το σύνολο Α αποτελείται από τους όρους μιας ακολουθίας. 

 

(28 Ένα απειροσύνολο Α, που δεν είναι αριθμήσιμο, θα λέμε ότι έχει την ισχύ του συνεχούς. 

(29 Στην περίπτωση που το σύνολο S είναι αριθμήσιμο, δηλ. S={s1,s2,⋅⋅⋅,sn,⋅⋅⋅}, ο ορισμός 1.3.2 μπορεί να 

διατυπωθεί και ως εξής: Το σύνολο S είναι γραμμικά ανεξάρτητο εάν ισχύει:  

 {s1,s2,⋅⋅⋅,sn}=γραμμικά ανεξάρτητο  ⇒  {s1,s2,⋅⋅⋅,sn,sn+1 }=γραμμικά ανεξάρτητο για κάθε n. 
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          Β) Με τον δεύτερο τρόπο, που συγκεντρώνει περισσότερο ενδιαφέρον, τα πράγματα 
έχουν ως εξής:  

          Θεωρούμε ένα norm διαν. χώρο (V, ||⋅⋅||). Ο χώρος αυτός με την βοήθεια της norm  ||⋅⋅||  
δέχεται μια τοπολογική δομή, με την οποία μπορούμε να ελέγχουμε την σύγκλιση 
ακολουθιών ή σειρών διανυσμάτων. Στο σημείο αυτό πρέπει να θυμηθούμε ορισμένες 
βασικές τοπολογικές έννοιες.  

Ορισμός 1.3.4 Το σύνολο των διανυσμάτων ενός norm χώρου  (V, ||⋅⋅||),  που ορίζεται από τη 
σχέση:  

                      { x: ||x-x0||<r }      
ονομάζεται ανοικτή σφαίρα με κέντρο το x0 και ακτίνα r.  Θα συμβολίζεται δε με S(x0,r).       

Ορισμός 1.3.5 Ένα υποσύνολο U⊂V ονομάζεται ανοικτό εάν 

  (∀x∈U)(∃r>0)[ S(x, r)⊂U ]  

 και κλειστό εάν το συμπλήρωμα του ως προς τον V είναι ανοικτό.      

Ορισμός 1.3.6 Έστω U ένα υποσύνολο του V. Το κλείσιμοU του υποσυνόλου U ορίζεται 
από τη σχέση:  

                     U ={ x∈V / S(x, r)∩U≠∅,  ∀r>0 }      

Ορισμός 1.3.7 Ένα υποσύνολο S, (πεπερασμένο ή αριθμήσιμα άπειρο ή άπειρο με την ισχύ 
του συνεχούς), του διαν. χώρου V, λέγεται ότι αποτελεί σύστημα γεννητόρων εάν ο διαν. 
χώρος V είναι το κλείσιμο του υποχώρου U⊂V, που αποτελείται από όλους τους 
πεπερασμένους  γραμμικούς συνδυασμούς διανυσμάτων από το υποσύνολο S. Δηλ. U =V 
όπου:  

  U=
m

i i i
i 1

x / m N, x S 
=

⎧ ⎫
λ ∈ ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

Προφανώς το υποσύνολο U αποτελεί υπόχωρο του διανυσματικού χώρου V.      

Παρατήρηση 1.3.1  i) Εάν το υποσύνολο S είναι πεπερασμένο τότε οι ορισμοί 1.3.1 και 

1.3.7 συμπίπτουν, (το σύνολο 
N

i i
i 1

x
=

λ∑   είναι ήδη κλειστό).  

     ii) Εάν το υποσύνολο S είναι αριθμήσιμα άπειρο, τότε ο ορισμός 1.3.7 απλοποιείται και 
μπορεί να εκφρασθεί ως εξής:       

Ορισμός 1.3.7α Ένα αριθμήσιμα άπειρο υποσύνολο S={x1,⋅⋅⋅,xi,⋅⋅⋅} του διαν. χώρου V 
αποτελεί σύστημα γεννητόρων εάν κάθε διάνυσμα x∈V μπορεί να γραφεί ή σαν ένας  

πεπερασμένος γραμμικός συνδυασμός διανυσμάτων 
m

i i
i 1

x
=

λ∑  ή  σαν το όριο   

x=limn→∞ yn  όπου   yn=∑
=

n

i
iix

1
λ        

Παρατήρηση 1.3.2 Ο ορισμός της γραμμικής ανεξαρτησίας ενός συνόλου διανυσμάτων 
είναι και εδώ ο ίδιος όπως και στην πρώτη περίπτωση του ορισμού 1.3.2  
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Ορισμός 1.3.8  Ένα υποσύνολο B, (πεπερασμένο ή αριθμήσιμα άπειρο ή άπειρο με την ισχύ 
του συνεχούς) του διαν. χώρου V λέγεται βάση εάν αποτελεί σύστημα γεννητόρων και είναι 
γραμμικά ανεξάρτητο.  

          Από τον ορισμό 1.3.7α η πιο ευνοϊκή περίπτωση είναι κάθε διάνυσμα x∈V να  
γράφεται σαν πεπερασμένος συνδυασμός διανυσμάτων του S. Η περίπτωση αυτή 
προσεγγίζεται όταν ο διαν. χώρος V είναι διαχωρίσιμος. Όταν ένας χώρος είναι 
διαχωρίσιμος, τότε συμπεριφέρεται σαν διανυσματικός  χώρος πεπερασμένων διαστάσεων.  

          Πριν όμως διατυπώσουμε τον ορισμό του διαχωρίσιμου διανυσματικού χώρου, είναι 
απαραίτητο να αναφέρουμε ορισμένα τοπολογικά θεωρήματα και έννοιες.       

Θεώρημα 1.3.1 Ένα διάνυσμα x0 ανήκει στο κλείσιμο U  του U εάν και μόνο εάν είναι το 
όριο κάποιας ακολουθίας, δηλ. εάν υπάρχει μια ακολουθία  {xn ; xn∈U}  διανυσμάτων του U 
τέτοια ώστε  xn → x0  όταν το n→∞.       
Απόδειξη: Εάν το x0 ανήκει στο κλείσιμο του U, τότε κάθε ανοικτή σφαίρα S(x0,1/n) 
n=1,2,⋅⋅⋅ περιέχει κάποιο διάνυσμα xn∈U  και  άρα  ||xn-x0||<1/n  n=1,2,⋅⋅⋅ δηλ. xn → x0        
Αντιστρόφως, εάν η ακολουθία xn από διανύσματα του U συγκλίνει στο x0, τότε, από τον 
ορισμό της σύγκλισης, όλοι οι όροι της ακολουθίας, εκτός από ένα πεπερασμένο πλήθος της, 
περιέχονται σε μια ανοικτή σφαίρα με κέντρο το όριο x0. Άρα το x0∈U .      

Παρατήρηση 1.3.3 Ένα υποσύνολο U του V είναι κλειστό εάν ισχύει U =U.       

Ορισμός 1.3.9 Ένα υποσύνολο U του V ονομάζεται πυκνό ως προς τον V εάν U =V.       
Παρατήρηση  1.3.4 Από το προηγούμενο θεώρημα διαπιστώνουμε ότι ένα υποσύνολο U του 
V είναι πυκνό ως προς τον V εάν:  

(∀x∈V)(∃xn∈U)[ xn → x ] 
δηλ. εάν κάθε x∈V είναι το όριο κάποιας ακολουθίας xn, της οποίας οι όροι ανήκουν στο U. 
Αυτό σημαίνει ότι με στοιχεία xn του U μπορούμε να προσεγγίσουμε οποιοδήποτε στοιχείο x 
του V με οποιαδήποτε ακρίβεια θέλουμε.      

Ορισμός  1.3.10  Ο norm χώρος V λέγεται διαχωρίσιμος εάν υπάρχει ένα αριθμήσιμο 
υποσύνολο U⊆V, το οποίο είναι πυκνό ως προς τον V.  

          Η έννοια της διαχωρισιμότητας πρακτικά λεει ότι κάθε διάνυσμα x∈V μπορεί να 
προσεγγιστεί με οποιαδήποτε ακρίβεια από ένα άθροισμα της μορφής  

   
m

i i
i 1

e
=

λ∑       

όπου η ακολουθία {ei} αποτελεί μια θεμελιώδη βάση.      

Παράδειγμα 1.3.1 Ας θεωρήσουμε το αριθμήσιμο σύνολο {tn ; n=1, 2, ⋅⋅⋅} στον χώρο C[α,β]. 
Από το θεώρημα του Weierstrass, κάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο κλειστό διάστημα 
[α, β] μπορεί να προσεγγιστεί από πολυώνυμα σε σχέση με την ομοιόμορφη σύγκλιση. 
Επειδή όμως η ομοιόμορφη σύγκλιση στο [α, β] είναι η ίδια με την σύγκλιση στον Banach 
χώρο C [α, β],  έπεται ότι ο χώρος C [α, β] είναι διαχωρίσιμος. Δηλ. το σύνολο των 
πολυωνύμων είναι παντού πυκνό ως προς το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων του χώρου 
C [α, β]. 
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Παράδειγμα 1.3.2 Ας θεωρήσουμε το αριθμήσιμο σύνολο {en ; n=1, 2, ⋅⋅⋅} του χώρου l 2, 
όπου το en  είναι η ακολουθία, της οποίας το n-στο στοιχείο είναι 1 και όλα τα αλλά 0. Είναι 
προφανές ότι κάθε πεπερασμένη ακολουθία, (δηλ. ακολουθία με όλα τα στοιχεία  της να 
είναι 0 εκτός από ένα πεπερασμένο πλήθος), είναι ένας γραμμικός συνδυασμός  στοιχείων 
από το σύνολο {en ; n=1, 2, ⋅⋅⋅}. Επί πλέον, οι πεπερασμένες ακολουθίες  σχηματίζουν ένα 
πυκνό υποσύνολο ως προς τον l 2 . Πράγματι, εάν:  

                        x={ξk ; k=1, 2, ⋅⋅⋅}∈l 2  

και   xn={ξnk ; k=1, 2, ⋅⋅⋅} 

όπου   
k

nk

k n

0 k n

ξ εαν ≤⎧
⎪ξ = ⎨
⎪ εαν >⎩

 

  

τότε  προφανώς  ||x-xn||2 →  0 και επομένως ο χώρος  l 2 είναι διαχωρίσιμος  
Παράδειγμα 1.3.3 Οι πεπερασμένες ακολουθίες δεν αποτελούν πυκνό υποσύνολο στον χώρο 
l ∞. Πράγματι εάν x={ξk ; k=1, 2, ⋅⋅⋅}∈l ∞ τότε για οποιαδήποτε πεπερασμένη ακολουθία  
xn={ξ1, ξ2, ⋅⋅⋅, ξn, 0, ⋅⋅⋅} έχουμε ||x-xn||∞ >1. Επί πλέον μπορεί να δειχθεί ότι δεν υπάρχει 
αριθμήσιμο υποσύνολο πυκνό ως προς τον χώρο l ∞, δηλαδή ο χώρος l ∞ δεν είναι 
διαχωρίσιμος χώρος. 

Παράδειγμα 1.3.4 Κάθε πραγματική συνεχής συνάρτηση στο κλειστό διάστημα [0, 2π] 
αναπτύσσεται σε σειρά Fourier, που συγκλίνει στον χώρο L0

2[0, 2π], όπως ξέρουμε από το 
θεώρημα Riesz-Fischer. Επομένως ο γραμμικός χώρος, που παράγεται από το σύνολο των 
συναρτήσεων {1, sinnt, cosnt ; n=1,2,⋅⋅⋅} είναι πυκνό ως προς τον L0

2[0, 2π]  και  κατά 
συνέπεια ο χώρος L0

2 είναι διαχωρίσιμος.      

Παρατήρηση 1.3.5 Η προσέγγιση από πολυώνυμα των στοιχείων του C [α, β] και η 
προσέγγιση από τριγωνομετρικές συναρτήσεις των στοιχείων του L0

2(0, 2π) μέσα από την 
ανάπτυξη Fourier είναι τελείως διαφορετικής φύσης. Για κάθε f∈L0

2 μπορούμε να 
κατασκευάσουμε μια άπειρη σειρά, την σειρά Fourier, και η f να προσεγγιστεί από τα μερικά 
αθροίσματα της σειράς. Όμως, στη μορφή μιας δυναμοσειράς, (ανάπτυγμα Taylor), μόνο  
ορισμένες  απείρως  παραγωγίσιμες συναρτήσεις μπορούν να προσεγγιστούν στο χώρο C [α, 
β].  

          Έτσι πρέπει να κάνουμε διάκριση μεταξύ δυο διαφορετικών περιπτώσεων. Εάν 
υπάρχει ένα αριθμήσιμο υποσύνολο {en ; n=1, 2, ⋅⋅⋅} τέτοιο ώστε ο γραμμικός χώρος, που 
παράγεται από το υποσύνολο αυτό, είναι πυκνός ως προς τον V, δηλ. κάθε x∈V μπορεί να 
προσεγγιστεί με οποιαδήποτε  ακρίβεια από, (πεπερασμένα), αθροίσματα: 

   
i

m

i n
i 1

e
=

λ∑       

τότε το υποσύνολο {en ; n=1, 2, ⋅⋅⋅} ονομάζεται θεμελιώδης ακολουθία. Αυτή είναι η 
περίπτωση του υποσύνολου {tn ; n=1, 2, ⋅⋅⋅} στο χώρο C [α, β].  

          Εάν κάθε x∈V μπορεί να δοθεί υπό τη μορφή μιας άπειρης σειράς: 

          x= k k
k 1

e
∞

=

ξ∑       
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τότε το υποσύνολο {en ; n=1, 2, ⋅⋅⋅} ονομάζεται άπειρη  βάση.  Αυτή  είναι  η περίπτωση του 
υποσύνολου {eint ; n=0, ±1, ±2, ⋅⋅⋅} του χώρου L0

2[0, 2π].  
          Και στις δυο περιπτώσεις ο χώρος V είναι διαχωρίσιμος.      

 

ΑΣΚΗΣH 

 
1) Στον διανυσματικό χώρο V=R2 να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των άκρων των 
διανυσμάτων x=λ1x1+λ2x2 ως προς τις norm: 

 α)    ||x||2= 2 2
1 2| | | |λ + λ   με την συνθήκη   ||x||2=1 

β) ||x||1=|λ1|+|λ2|       με την συνθήκη   ||x||1=1 

γ) ||x||∞=max|λi|  i=1,2 με την συνθήκη   ||x||∝=1 

Λύση: α)  ||x||2= 2 2
1 2| | | |λ + λ =1  ⇒  λ1

2+λ2
2=1 

Επομένως στο επίπεδο Ολ1λ2 τα άκρα των διανυσμάτων 
x=λ1x1+λ2x2, που πληρούν την παραπάνω σχέση, 
βρίσκονται πάνω σε περιφέρεια με κέντρο την αρχή των 
αξόνων και ακτίνα 1. 

β)  ||x||1=|λ1|+|λ2|=1   

Διακρίνουμε τις εξής τέσσερις περιπτώσεις: 

β1)   λ1, λ2 ≥0, τότε λ1+λ2=1 με αντίστοιχη γραφική 
παράσταση το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. 

β2)   λ1≤0, λ2 ≥0, τότε -λ1+λ2=1 με αντίστοιχη 
γραφική παράσταση το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ. 

β3)   λ1≤0, λ2≤0, τότε λ1+λ2=-1 με αντίστοιχη γραφική 
παράσταση το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ. 

β4)   λ1≥0, λ2≤0, τότε λ1-λ2=1 με αντίστοιχη γραφική 
παράσταση το ευθύγραμμο τμήμα ΔΑ. 

Επομένως τα άκρα των διανυσμάτων, που πληρούν την σχέση ||x||1=|λ1|+|λ2|=1 βρίσκονται 
στην περίμετρο του τετραγώνου ΑΒΓΔ.  

γ) ||x||∞=max{|λ1|, |λ2|}=1 
Εργαζόμενοι όπως και στις προηγούμενες 
περιπτώσεις, βρίσκουμε ότι τα άκρα των 
διανυσμάτων βρίσκονται πάνω στην 
περίμετρο του τετραγώνου ΑΒΓΔ.    

 

 

 

 

λ1

λ2 λ1
2+λ2

2=1

λ1

Β 

Γ Α 

Δ 

λ2 

λ2

λ1

Α Β

Δ Δ

-1 1 

-1 

  1 

-1 1 



2   Η ΓεωμετρΙα του Hilbert χωρου     

 

          Στον ευκλείδειο διανυσματικό χώρο R3 η norm, δηλ. το μέτρο ενός διανύσματος, 
προκύπτει από το εσωτερικό γινόμενο, | |

r
r r r= ⋅  Γενικά όμως η norm σ' ένα γραμμικό χώρο 

ορίζεται, όπως είδαμε, απ' ευθείας. Επίσης στον χώρο R3 γεωμετρικές έννοιες διαφορετικού 
χαρακτήρα, όπως η ορθογωνιότητα, η προβολή, μπορούν να εκφρασθούν με ένα εσωτερικό 
γινόμενο.  

          Στα επόμενα θα ασχοληθούμε με την "γεωμετρία" των γραμμικών χώρων, τους  
οποίους  θα  εφοδιάσουμε  μ' ένα εσωτερικό γινόμενο ορισμένο κατά αξιωματικό τρόπο. 
Επίσης θα δούμε ότι από το εσωτερικό αυτό γινόμενο θα ορισθεί μια norm, η οποία δίνει 
στον γραμμικό χώρο μια πλουσιότερη δομή και μια μεγαλύτερη "ομοιότητα" με τον 
ευκλείδειο χώρο R3 απ' ότι οι χώροι που έχουν norm, η οποία όμως δεν προέρχεται από 
εσωτερικό γινόμενο.  

      

2.1   Εσωτερικό γινόμενο 

Ορισμός  2.1.1  Έστω V ένας γραμμικός χώρος πάνω στο σώμα F. Μια απεικόνιση, που θα 
την συμβολίζουμε με <|> της μορφής:  

                         <|>: VxV → F      
με τις ιδιότητες: 

 α) (∀x,y∈V)[ <x|y>=<y|x>* ]      

(το <y|x>*  σημαίνει τον συζυγή αριθμό του <y|x> όταν το σώμα F=C) 

 β) (∀x,y,z∈V)[ <x+y|z>=<x|z>+<y|z> ] 

γ) (∀x,y∈V)(∀λ∈V)[<λx|y>=λ*<x|y> ] 

δ) (∀x∈V)[ <x|x>≥0 και <x|x>=0 ⇔ x=0 ] 

ονομάζεται  εσωτερικό γινόμενο, (αυστηρά θετικά ορισμένο)      

Ορισμός 2.1.2 Ένας γραμμικός χώρος V εφοδιασμένος με εσωτερικό γινόμενο ονομάζεται 
χώρος εσωτερικού γινομένου ή  προ-Hilbert  χώρος και θα τον συμβολίζουμε με (V,<|>).  
          Εάν το σώμα F=R τότε ο V ονομάζεται πραγματικός χώρος εσωτερικού γινομένου, 
εάν δε F=C, τότε ο V  ονομάζεται  μιγαδικός  χώρος  εσωτερικού γινομένου ή unitary 
χώρος.  

Παρατήρηση 2.1.1: Σ’ ένα διανυσματικό χώρο εσωτερικού γινομένου, ορίζεται πάντα μια 
norm και μια απόσταση:  

  ||x||= ( , )x x   d(x,y)=||x-y||= ( , )x y x y− −  

Επομένως ένας διανυσματικός χώρος εσωτερικού γινομένου είναι και σταθμητός και 
μετρικός.. Το αντίστροφο δεν ισχύει, διότι ένας μετρικός χώρος δεν είναι απαραίτητο να έχει 
τη δομή διανυσματικού χώρου για να είναι σταθμητός χώρος και χώρος εσωτερικού 
γινομένου. 
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Ορισμός 2.1.3 Ένας γραμμικός χώρος (V,<|>)  εσωτερικού  γινομένου,  (δηλ. ένας προ-
Hilbert χώρος), που είναι πλήρης ως προς την norm που ορίζεται από το εσωτερικό γινόμενο, 
λέγεται χώρος Hilbert.  

Παρατήρηση 2.1.2 Αρκετά συχνά, και ιδίως στην  Κβαντομηχανική, σαν χώρο Hilbert 
θεωρούμε έναν πλήρη γραμμικό χώρο εσωτερικού γινομένου  ο οποίος επιπλέον είναι:  

          α)  απείρων διαστάσεων και 

          β)  διαχωρίσιμος      

Όταν θα αναφερόμαστε στα επόμενα σε χώρο Hilbert θα εννοούμε ένα χώρο Hilbert με τις 
δυο παραπάνω ιδιότητες.       

Παράδειγμα 2.1.1: Στον διανυσματικό χώρο R3 το γνωστό από την κλασική φυσική 
εσωτερικό γινόμενο, ορίζεται από την σχέση: 

  <v|u>=v⋅u=|v||u|cosθ=v1u1+ v2u2+ v3u3    (1) 

όπου θ η γωνία που σχηματίζουν τα δυο διανύσματα. Εύκολο είναι να δούμε ότι η σχέση  (1) 
ικανοποιεί τις τρεις ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου. 

Η norm, το μέτρο ενός διανύσματος v του R3 δίνεται από την σχέση: 

  v (v,v) v v v1
2

2
2

3
2= = + +  

Παράδειγμα 2.1.2: Στον διανυσματικό χώρο Rn μπορούμε να ορίσουμε ένα εσωτερικό 
γινόμενο κατ’ αναλογία με το παράδειγμα (1), από την σχέση: 

  <v|u>= v u v u v u v u1 1 2 2 n n k k
k 1

n

+ + ⋅ ⋅ ⋅ + =
=
∑     (2) 

Παράδειγμα 2.1.3: Η σχέση (2) δεν είναι η μοναδική που ορίζει εσωτερικό γινόμενο στο Rn. 
Διότι αν θεωρήσουμε τον R2 και την σχέση: 

  <v|u>=v1u1-v1u2-v2u1+3v2u2   
όπου    v=(v1, v2)  ,  u=(u1, u2)      (3) 

τότε η (3) ορίζει εσωτερικό γινόμενο.  Πράγματι: 

1. <v|u>=v1u1-v1u2-v2u1+3v2u2= u1v1-u1v2-u2v1+3u2v2=(u,v) 
2.  Αν w=(w1,w2),  τότε:  

<αv+βu|w>= { } { } { } { } { }1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2v , v u , u w , w v u , v u w , wα α + β β = α +β α +β = 

=[ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 2u w v u w v u w 3 v u wα +β − α +β − α +β + α +βv = 

= [ ] [ ]1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2v w v w v w 3v w u w u w u w 3u wα − − + +β = − + = α +βv w u w  

3. <v|v>=v1
2-v1v2-v2v1+3v2

2=v1
2-2v1v2+v2

2+2v2
2=[v1-v2]2+2v2

2 ≥0   

και   <v|v>=0 αν και μόνο αν [v1-v2]2+2v2
2=0    δηλαδή:  v1=v2=0  ή  v=0 
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Παράδειγμα 2.1.4: Στον διανυσματικό χώρο Rn
 η σχέση:  <v|u>=v1u1+2v2u2+⋅⋅⋅+nvnun ορίζει 

ένα εσωτερικό γινόμενο. Γενικά εάν Ρ είναι ένας διαγώνιος πίνακας n×n με θετικά στοιχεία, 
τότε η σχέση: 

 <v|u>≡vtPu=(v1, v2, ⋅⋅⋅, vn)

p
p

p

u
u

un n

1

2

1

2

0 0 0
0 0 0

0 0
M M M M

L

M

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

= p1v1u1+ p2v2u2+ ⋅⋅⋅ + pnvnun 

ορίζει ένα εσωτερικό γινόμενο ή ακόμα ένας πίνακας με θετικές ιδιοτιμές ορίζει ένα 
εσωτερικό γινόμενο. 

Παράδειγμα 2.1.5: Στον διανυσματικό χώρο Cn ορίζεται εσωτερικό γινόμενο από την σχέση:
 <v|u>=v1

*u1+v2
*u2+ ⋅⋅⋅ +vn

*un 
όπου vi

* ο συζυγής αριθμός του μιγαδικού αριθμού vi . 

Παράδειγμα 2.1.6:  Έστω V ο διανυσματικός χώρος των τετραγωνικών πινάκων n×n στο 
σώμα R. Η σχέση <Α|Β>=tr(BtA) όπου Βt ο ανάστροφος του πίνακα Β και tr το ίχνος, (το 
άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων), του πίνακα ΒtA, ορίζει ένα εσωτερικό γινόμενο. 

Με ανάλογο τρόπο, αν V είναι ο διανυσματικός χώρος των τετραγωνικών πινάκων 
n×n στο σώμα C, τότε η σχέση <Α|Β>=tr(B+A) με Β+ ο συζυγοανάστροφος του Β, ορίζει ένα 
εσωτερικό γινόμενο. 

Παράδειγμα 2.1.7: Έστω V ο διανυσματικός χώρος των μιγαδικών συνεχών συναρτήσεων 
ορισμένες στο πραγματικό διάστημα α≤x≤β  με την συνθήκη ότι το ολοκλήρωμα: 

  f g *f (x) g(x)dx
β

α
= < ∞∫     ∀f,g∈V  

με f(x)* συζυγή της f(x). Το παραπάνω ολοκλήρωμα ορίζει ένα εσωτερικό γινόμενο στο V.  
Οι δε συναρτήσεις f λέγονται τετραγωνικά ολοκληρώσιμες διότι το ολοκλήρωμα: 
 <f|f>= 2| f (x) | dx

β

α∫   υπάρχει. 

Παράδειγμα 2.1.8: Αν V=R4 του οποίου τα διανύσματα τα συμβολίζουμε με στήλες:  

 v

v
v
v
v

1

2

3

4

=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

                    u=

u
u
u
u

1

2

3

4

      και Μ ο πίνακας:  M

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

=

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 

τότε η σχέση: <v|u>=vtMu=v1u1+v2u2+v3u3-v4u4, (vt είναι η αντίστοιχη γραμμή της στήλης 
v), ικανοποιεί τις ιδιότητες (α), (β) και (γ) του εσωτερικού γινομένου, αλλά όχι την (δ), 
δηλαδή δεν είναι θετικά ορισμένη. Έτσι η σχέση vtMu δεν είναι εσωτερικό γινόμενο, αλλά 
παίζει σπουδαίο ρόλο στην ειδική θεωρία της σχετικότητας. Ο πίνακας Μ ονομάζεται 
μετρική Lorenz 
Παράδειγμα 2.1.9: Ο διανυσματικός χώρος R3 με το εσωτερικό γινόμενο  

  (x,y)=x1y1+x2y2+x3y3  

γίνεται σταθμητός χώρος με norm: 

  ||x||= ( , )x x x x x= + +1
2

2
2

3
2  
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και μετρικός με απόσταση:  

  d(x,y)=||x-y||= ( ) ( ) ( )x y x y x y2 1
2

2 2
2

2 3
2− + − + −  

Παρατήρηση 2.1.3: Όταν ξέρουμε ότι μια απόσταση προέρχεται από μια norm, τότε η norm 
δίνεται από τη σχέση:  

  ||x||=d(x,0) 

και όταν μια norm προέρχεται από το εσωτερικό γινόμενο, τότε το εσωτερικό γινόμενο 
δίνεται από τη σχέση:  

  <x|y>= { }1
4

2 2 2 2| | | | | | | | | | | | | | | |x y x y i x iy i x iy+ − − − + + −  

Απόδειξη: Έστω <x|y>=α+iβ. Έχουμε:  

||x+y||2=<x+y|x+y>=||x||2+||y||2+<x|y>+<y|x>=  
      ||x||2+||y||2+(α+iβ)+(α-iβ)=||x||2+||y||2+2α                (1)  

||x-y||2=<x-y|x-y>=||x||2+||y||2-<x|y>-<y|x>=  
||x||2+||y||2-(α+iβ)-(α-iβ)=||x||2+||y||2-2α     (2)  

Αφαιρώντας τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:  

              4α=||x+y||2-||x-y||2                                  (A)  

Επίσης έχουμε:  

||x+iy||2=<x+iy|x+iy>=<x|x>2-i2<y|y>+i<x|y>-i<y|x>=                                                     
           ||x||2+||y||2+i(α+iβ)-i(α-iβ)= ||x||2+||y||2-2β     (3) 

||x-iy||2=<x-iy|x-iy>=<x|x>2-i2<y|y>-i<x|y>+i<y|x>=                                                     
           ||x||2+||y||2-i(α+iβ)+i(α-iβ)= ||x||2+||y||2+2β     (4)                              

Αφαιρώντας τις σχέσεις (3) και (4) προκύπτει:  

              4β=||x-iy||2-||x+iy||2                                (B)  

και από τις σχέσεις (Α) και (Β) τελικά προκύπτει:  

4<x|y>=4α+i4β=[ ||x+y||2-||x-y||2 ] -i[ ||x+iy||2-||x-iy||2 ]                                                          

Εάν ο χώρος είναι πραγματικός, τότε το εσωτερικό γινόμενο δίνεται από τις σχέσεις: 

<x|y>= { } { }2 2 2 2 21 1|| x y || || x || || y || || x y || || x y ||
2 4

+ − − = + − −  

Παρατήρηση 2.1.4: Μια norm προέρχεται από εσωτερικό γινόμενο όταν ισχύει ο νόμος του 
παραλληλογράμμου: 

  ||x+y||2+||x-y||2=2||x||2+2||y||2 

και το εσωτερικό γινόμενο δίνεται από την σχέση της προηγούμενης παρατήρησης. 

Απόδειξη: ||x+y||2+||x-y||2=<x+y|x+y>+<x-y|x-y>=  

<x|x>+<y|y>+<x|y>+<y|x>+<x|x>+<y|y>-<x|y>-<y|x>=2||x||2+2||y||2   
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Θεώρημα 2.1.1 Σ' ένα χώρο εσωτερικού  γινομένου  ισχύει  η ανισότητα των Cauchy-
Schwarz:    |<x|y>|≤ ||x|| ||y|| 
Απόδειξη:  

     α)   Εάν y=0 ισχύει το ίσον  

     β)   Έστω y≠0. Θεωρούμε το διάνυσμα z= x
y x
y y

y−
< >
< >

|
|

,  το οποίο είναι η συνιστώσα του 

x η κάθετος προς το διάνυσμα y. Έχουμε:  

0≤<z|z>= x
y x
y y

y x
y x
y y

y−
< >
< >

−
< >
< >

=
|
|

|
|

 

=
* *

2

y | x y | x y | x y | xx | x x | y y | x y | y
y | y y | y y | y

< > < > < > < >
< > − < > − < > + < >=

< > < > < >
                                                

=<x|x>-
< >
< >

x y
y y
|
|

2

  ⇒   |<x|y>| ≤ ||x|| ||y||    

Ορισμός 2.1.4 Δυο διανύσματα x και y ενός χώρου (V,<|>)  εσωτερικού γινομένου λέγονται 
ορθογώνια εάν:  <x|y>=0     

Ορισμός  2.1.5  Ένα σύνολο διανυσμάτων X={x1,x2,⋅⋅⋅,xm} ενός  χώρου εσωτερικού  
γινομένου (V,<|>) λέγεται ορθογώνιο σύνολο ή πιο απλά ορθογώνιο εάν:  

   <xi|xj>=0  i≠j      
δηλ. κάθε διανυσμα xi είναι ορθογώνιο ως προς όλα τα άλλα. Θα λέγεται δε ορθοκανονικό 
σύνολο ή πιο απλά ορθοκανονικό εάν ισχύει:  

                            <xi|xj>=δij=
1

0

      οταν  i= j

     οταν  i j≠

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 

δηλ. κάθε διάνυσμα xi είναι ορθογώνιο με όλα τα άλλα και είναι κανονικοποιημένο, δηλ. έχει 
μοναδιαίο μήκος.      

Ορισμός 2.1.6 Σ' ένα  χώρο V πεπερασμένων διαστάσεων ένα ορθοκανονικό σύνολο X 
λέγεται πλήρες εάν δεν υπάρχει ορθοκανονικό υπερσύνολο του X.     

Θεώρημα 2.1.2 Κάθε ορθοκανονικό σύνολο είναι γραμμικά ανεξάρτητο 

Απόδειξη:  Αν {x1,x2,...xn}  είναι ένα πεπερασμένο ορθοκανονικό σύνολο, τότε για κάθε j  
έχουμε:  

n n n n

i i j i i i j i i ij j
i i i i

x 0  x x  x xα = ⇒ α = α = α δ = α∑ ∑ ∑ ∑    δηλαδή  αj=0, ∀j=1,..., n   

Πόρισμα 2.1.1 Κάθε ορθοκανονικό σύνολο n διανυσμάτων αποτελεί μια βάση για ένα 
γραμμικό χώρο n διαστάσεων.  
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Θεώρημα 2.1.3: Εάν X={x1, x2, ⋅⋅⋅, xm} είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο σ' ένα χώρο  
εσωτερικού  γινομένου V, τότε οι επόμενες 6 προτάσεις είναι ισοδύναμες:  

          1)  Το X είναι πλήρες 

          2)  Εάν <xi|x>=0 ∀i=1, ⋅⋅⋅, m τότε x=0 
          3)  Το X αποτελεί σύστημα γεννητόρων του διαν. χώρου V 

          4)  Εάν x∈V τότε x= 〈 〉
=
∑ x x xi i
i

m

|
1

  

          5)   Εάν  x,y∈V, τότε   <y|x>= 〈 〉〈 〉
=
∑ y x x xi
i

m

| |1
1

   (εξίσωση του Parseval) 

          6)  Εάν x∈V, τότε ||x||2=
m m

2 2
i i

i 1 i 1

x | x | |
= =

〈 〉 = α∑ ∑  όπου αi=<xi|x>      

Απόδειξη: 1) (1)⇒(2). Θα αποδείξουμε αυτή την  συνεπαγωγή  παίρνοντας την άρνηση της 
πρότασης, δηλ. όχι(2) ⇒ όχι(1).   

Εάν <xi|x>=0 ∀i και x≠0, τότε θεωρούμε το μοναδιαίο διάνυσμα x0=x/||x|| και έτσι  
προκύπτει ένα ορθοκανονικό σύνολο, υπερσύνολο του X, το X∪{x0}. Άρα το X δεν είναι 
πλήρες.  

     2)   (2) ⇒ (3). Και εδώ θα δείξουμε όχι(3) ⇒ όχι (2).  

Εάν το X δεν είναι σύστημα γεννητόρων του διαν. χώρου V, τότε υπάρχει κάποιο x∈V  το 
οποίο δεν μπορεί να γράφει σαν γραμμικός συνδυασμός των xi και επομένως δεν υπάρχουν 
σταθερές αi τέτοιες ώστε   

   x=
m

i i
i 1

x
=

α∑  

Συγκεκριμένα το σύνολο των σταθερών αi=<xi|x> θα είναι τέτοιο ώστε 

   x≠
m

i i
i 1

x
=

α∑  

Επομένως  x′=x- 〈 〉
=
∑ x x xi i
i

m

|
1

≠0 

και το x′ θα είναι κάθετο σε κάθε xj . Πράγματι: 

<x′|xj>=<x|xj>- 〈 〉〈 〉
=
∑ x x x xi i j
i

m

| |
1

=αj-
m

i ij
i 1=

α δ∑ =αj-αj=0 

 Άρα ισχύει το όχι (2) 

     3)   (3) ⇒ (4). Εάν κάθε x μπορεί να γράφει σαν  x=
m

j j
j 1

x
=

α∑  τότε 

<xi|x>=
m m

j i j j ij
j 1 j 1

x | x
= =

α 〈 〉 = α δ∑ ∑ =αi έτσι ώστε x= 〈 〉
=
∑ x x xi i
i

m

|
1
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     4)  (4) ⇒ (5). Εάν x=
m

i i
i 1

x
=

α∑  και  y=
m

j j
j 1

x
=

β∑ με αi=<xi|x> και βj=<xj|y>,  τότε 

<y|x>=
m m m m m

* *
j j j j j i j i i i i i

j 1 j 1 i, j 1 i 1 i 1

x x x | x y | x x | x
= = = = =

β α = β α 〈 〉 = β α = 〈 〉〈 〉∑ ∑ ∑ ∑ ∑   

     5)   (5) ⇒ (6). Θέτουμε x=y στην (5). 

     6)   (6) ⇒ (1). Αρκεί ν' αποδείξουμε όχι(1) ⇒ όχι(6). Ας υποθέσουμε ότι το X δεν είναι 
πλήρες. Τότε θα υπάρχει ορθοκανονικό υπερσύνολο αυτού, δηλ. θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 
μη μηδενικό διάνυσμα x0 ορθογώνιο σε όλα τα xi, δηλ. <xi|x0>=0. Σ' αυτή την περίπτωση 
όμως θα έχουμε:  

   0≠||x0||2≠ 〈 〉
=
∑ x xi
i

m

| 0
2

1
=0 

     Η τελευταία σχέση είναι ακριβώς η άρνηση της (6). 

        

2.2 Μέθοδος Ορθοκανονικοποίησης Gram­Schmidt 

   Στις εφαρμογές και στους υπολογισμούς είναι αρκετά βολικό να έχουμε μια βάση, της 
οποίας τα διανύσματα να αποτελούν ένα ορθοκανονικό πλήρες σύστημα, δηλ. μια 
οθοκανονική βάση.  

          Στην παράγραφο αυτή θα δούμε πως από μια μη ορθοκανονική βάση, 
χρησιμοποιώντας μια επαγωγική τεχνική, γνωστή σαν "μέθοδος ορθοκανονικοποίησης  
Gram-Schmidt", μπορούμε να κατασκευάσουμε μια ορθοκανονική βάση.  

          Πριν όμως αναφερθούμε στη γενική περίπτωση γραμμικού χώρου n διαστάσεων, ας 
δούμε πως εφαρμόζεται η μέθοδος Gram-Schmidt στις δυο διαστάσεις, δηλ. στον γραμμικό 
χώρο R2 .  

          Θεωρούμε μια βάση X={x1,x2}, της οποίας τα διανύσματα δεν είναι ορθογώνια  
μεταξύ τους και ούτε μοναδιαία. Από τη βάση αυτή θα κατασκευάσουμε μια άλλη βάση 
Y={y1,y2} τέτοια ώστε:  

                          <yi|yj>=δij    i,j=1,2      
που είναι και η ζητούμενη. 

Ξεκινάμε από το διάνυσμα x1, (ή από το x2), το διαιρούμε με το μέτρο του και έχουμε το 
πρώτο διάνυσμα της νέας βάσης, το:  

   y1=
x
x

1

1

      

To δεύτερο διάνυσμα x2 μπορούμε να το αναλύσουμε σε δυο 
συνιστώσες, την ΟΒ, (βλέπε σχήμα), παράλληλη προς το  x1  
και την  ΟΓ κάθετη προς το x1. H παράλληλη συνιστώσα δεν 
μας ενδιαφέρει, η δε κάθετη υπολογίζεται ως εξής: 
                 ΟΓ=ΒΑ=x2-ΟΒ=x2-||ΟΒ||y1 .           (1) 

Αλλά  ||OB||=||x2||cosθ,    <x1|x2>=||x1||||x2||cosθ    ⇒ 

                         

         

                   

                       

          

 

A 

O

Γ

Β 

x2

x1y1

y2
θ 
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                       ||OB||=
〈 〉x x

x
1 2

1

|
|| ||

=
x
x

x1

1
2|| ||

=<y1|x2>  (2)      

H (1) με τη βοήθεια της (2) γίνεται: ΟΓ=x2-<y1|x2>y1 . Το διάνυσμα <y1|x2>y1  είναι η 
συνιστώσα του x2 η παράλληλη προς το x1. Διαιρώντας το διάνυσμα ΟΓ με το μέτρο του, 
έχουμε το δεύτερο διάνυσμα  y2 της νέας βάσης:  

   y2=
x y x y
x y x y

2 1 2 1

2 1 2 1

− 〈 〉
− 〈 〉

|
|

      

Εύκολα μπορούμε να ελέγξουμε ότι ισχύει <yi|yj>=δij    i, j=1, 2 
 

          Στη γενική περίπτωση γραμμικού χώρου n διαστάσεων, στην οποία από μια βάση 
X={x1, x2, ⋅⋅⋅, xn} θέλουμε να κατασκευάσουμε μια ορθοκανονική  βάση Y={y1, y2, ⋅⋅⋅, yn}, η 
μέθοδος Gram-Schmidt περιγράφεται ως εξής:  

          Ξεκινάμε από το διάνυσμα x1, το διαιρούμε με το μέτρο του και έχουμε το πρώτο 

διάνυσμα της νέας βάσης:    y1=
x
x

1

1

           

Το δεύτερο διάνυσμα x2  έχει δυο συνιστώσες, μια παράλληλη προς το x1 και μια κάθετη. Αν 
από το x2 αφαιρέσουμε την προβολή <y1|x2>y1 του x2 πάνω στο y1 αυτό που μένει είναι η 
συνιστώσα του x2 η κάθετη στο y1, την οποία διαιρούμε με το μέτρο της ||x2-<y1|x2>y1|| και 
έχουμε:  

  y2=
x y x y
x y x y

2 1 2 1

2 1 2 1

− 〈 〉
− 〈 〉

|
|

=
2

2 1 1
2

2 1 1

x x
x x

− α
−α

     με α1
2=<y1|x2>      

Ακολούθως από το διάνυσμα x3 αφαιρούμε τις προβολές του πάνω στις διευθύνσεις των y1, 
y2  και παίρνουμε την συνιστώσα του x3, η οποία  είναι κάθετη προς τα y1, y2  και την οποία 
διαιρούμε με το μέτρο της:  

y3=
3 3

3 1 3 1 2 3 2 3 1 1 2 2
3 3

3 1 3 1 2 3 2 3 1 1 2 2

x y | x y y | x y x y y
x y | x y y | x y x y y
− 〈 〉 − 〈 〉 − α − α

=
− 〈 〉 − 〈 〉 − α − α

      

Για να κατασκευάσουμε το  ym+1 διάνυσμα,  όταν  έχουμε κατασκευάσει τα διανύσματα y1, 
y2, ⋅⋅⋅, ym  αφαιρούμε από το διάνυσμα xm+1 όλες τις προβολές του:  

                 <y1|xm+1>, <y2|xm+1>,  ⋅⋅⋅, <ym|xm+1>         

τις παράλληλες προς τα διανύσματα y1, y2, ⋅⋅⋅, ym  αντίστοιχα και το διάνυσμα που 
σχηματίζεται το διαιρούμε με το μέτρο του και έχουμε:  

ym+1=
x y x y y x y y x y
x y x y y x y y x y

m m m m m m

m m m m m m

+ + + +

+ + + +

− 〈 〉 − 〈 〉 − −〈 〉
− 〈 〉 − 〈 〉 − −〈 〉

1 1 1 1 2 1 2 1

1 1 1 1 2 1 2 1

| | |
| | |

L

L
= 

        
m 1 m 1 m 1

m 1 1 1 2 2 m m
m 1 m 1 m 1

m 1 1 1 2 2 m m

x y y y
x y y y

+ + +
+

+ + +
+

− α − α − − α
=

− α −α − − α
L

L
           



  Η Γεωμετρία του χώρου Hilbert ♦ 171 

Όταν αυτή η διαδικασία έχει γίνει n φορές, τότε έχουμε κατασκευάσει την ορθοκανονική 
βάση Y={y1, y2,⋅⋅⋅, yn}  
Παράδειγμα 2.2.1  Θεωρούμε τον διαν. χώρο R3 με το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο και μια 
βάση Βx={x1=(1, 1, 1), x2=(0, 1, 1), x3=(0, 0, 1)}. Η βάση αυτή προφανώς δεν είναι 
ορθοκανονική. Χρησιμοποιώντας την μέθοδο Gram-Schmidt μπορούμε να κατασκευάσουμε 
μια άλλη ορθοκανονική βάση By: 

y1=
x
x

1

1

111
3

1
3

1
3

1
3|| ||

( , , )
, ,= =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

Θέτουμε  w2=x2-<x2|y1>y1=(0,1,1)-
2
3

1
3

1
3

1
3

2
3

1
3

1
3

, , , ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

και έχουμε  y2=
w
w

2

2

2
3

1
3

1
3

6
3

2
6

1
6

1
6|| ||

, ,
, ,=

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

  w3=x3-<x3|y1>y1-<x3|y2>y2= 

=(0,0,1)-
1
3

1
3

1
3

1
3

1
6

2
6

1
6

1
6

0
1
2

1
2

, , , , , ,
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

  y3=
w
w

3

3
0

1
2

1
2|| ||

, ,= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

Επομένως η αντίστοιχη ορθοκανονική βάση Βy είναι: 

By= y1
1
3

1
3

1
3

2
6

1
6

1
6

0
1
2

1
2

=
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

, , , , , ,  ,  y   ,  y2 3  

Παράδειγμα 2.2.2 Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο C3 και τον υπόχωρο αυτού U⊂C3 που 
παράγεται από τα διανύσματα {x1=(1, i, 0), x2=(1, 2, 1-i)}. Ζητούμε να βρούμε μια 
ορθοκανονική βάση του υπόχωρου αυτού. 

Έχουμε  ||x1||2=<x1|x1>=1⋅1+i⋅(-i)+0⋅0=2  ⇒ ||x1||=√2   

Επομένως   y1= 1

1

x (1, i,0) 1 i, ,0
|| x || 2 2 2

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Θέτουμε  w2=x2-<x2|y1>y1  

με    <x2|y1>= ( ) ( )1 i 1 2i 11, 2, 1 i , , 0 1 2i
2 2 2 2 2

⎛ ⎛ ⎛⎛ ⎞− = + = +⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎝

  

άρα  w2=(1, 2, 1-i)-
1 2

2
1
2 2

0
1 2

2
6

2
1

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

− −
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

i i i i
i, , , ,  ⇒  

  ||w2||2=
1 2i 6 i 1 2i 6 i, , 1 i , , 1 i

2 2 2 2
− − − −⎛ ⎛ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎝ ⎝
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= ( )( )1 2
2

1 2
2

6
2

6
2

1 1
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ + − =

i i i i
i i

1 4
4

36 1
4

1 1
5
4

37
4

8
4

50
4

+
+

+
+ + = + + =  ⇒ 

||w2||=
50
2

  και άρα y2= 2

2

w 1 2i 6 i 2 2i, ,
|| w || 50 50 50

− − −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Επομένως μια ορθοκανονική βάση του υπόχωρου U είναι: 

By= 1 2
1 i 1 2i 6 i 2 2iy , , 0 ,  y , ,
2 2 50 50 50

⎧ ⎫− − −⎛ ⎞⎛ ⎞= =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

 

Παράδειγμα 2.2.3 Στον διανυσματικό χώρο V των συναρτήσεων, θεωρούμε την βάση 
Βv={v0=1, v1=x, v2=x2, ⋅⋅⋅, vn=xn} . Εάν θεωρήσουμε σαν εσωτερικό γινόμενο δυο 
συναρτήσεων f(x) και g(x) το ολοκλήρωμα: ∫f(x)g(x)dx και ότι το πεδίο ορισμού των 
συναρτήσεων είναι το κλειστό διάστημα [-1, 1], ζητούμε να βρούμε την αντίστοιχη 
ορθοκανονική βάση με την μέθοδο των Gram-Schmidt. 

Έχουμε:   

u0=
v
v

0

0|| ||
    αλλά   ||v0||2=<v0|v0>= dx x

− −∫ =
1

1

1
1 =1-(-1)=2  ⇒   u0=

1
2

 

u1=
w

w
1

1|| ||
   με   w1=v1-<v1|u0>u0  αλλά  <v1|u0>= x dx x

1
2

1
2 2

0
1

1
2

1

1

− −
∫ = =  

άρα w1=v1=x  ⇒  ||w1||2=||v1||2= x dx x2

1

1
3

1

11
3

2
3− −

∫ = =  ⇒  ||w1||=
2
3

  

και επομένως  u1=
x
2

3
 ⇒   u1=

3
2

x       

u2=
w
w

2

2|| ||
  με  w2=v2-<v2|u0>u0-<v2|u1>u1  

έχουμε  <v2|u0>= x dx x2

1

1
3

1

11
2

1
3 2

2
3 2

2
3− −

∫ = = =  

<v2|u1>= x xdx
x2

1

1 4

1

1
3
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3
2 4

0
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−
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2

3
1
2

1
3
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Τελικά   Βu= ( )u u x u x0 1 2
21

2
3
2

1
2

5
2

3 1= = = −
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

, , ,    L  

Τα πολυώνυμα της βάσεως Βu ονομάζονται πολυώνυμα του Legendre. 

 

 



 

 

 

 

 



3   Γραμμικοι μετασχηματισμοι και Τελεστές 3.1 Εισαγωγή 

 

3.1  Εισαγωγή 

 Ο ρόλος που παίζουν οι γραμμικοί μετασχηματισμοί και ιδίως οι τελεστές στην 
θεωρητική Φυσική, είναι μεγάλος. Ενδεικτικά αναφέρουμε τα εξής: Στην Κβαντομηχανική 
αντιστοιχούμε σε κάθε φυσικό μέγεθος έναν αυτοσυναφή (Hermitian) τελεστή, του οποίου οι 
ιδιοτιμές είναι οι δυνατές τιμές του φυσικού μεγέθους. Βρίσκοντας λοιπόν τις ιδιοτιμές του 
αντίστοιχου Hermitian τελεστή από την εξίσωση ιδιοτιμών, ξέρουμε και τις τιμές του 
φυσικού μεγέθους. Ένα άλλο είδος τελεστών, οι ισομετρικοί (Unitary), μας εξασφαλίζουν τη 
μετάβαση από μιά βάση ενός φυσικού συστήματος σε μιά άλλη ή χρησιμοποιώντας την 
ορολογία της Κβαντομηχανικής, με Unitary τελεστές μεταβαίνουμε από την εικόνα  
Heisenberg στην εικόνα Schrondinger, ή και αντίστροφα. 

Ορισμός 3.1.1  Έστω V, W δυο γραμμικοί χώροι. Μια απεικόνιση:      

  Τ: V → W 

  T: x a T(x)=Tx                                                              

από τον γραμμικό χώρο V στον γραμμικό χώρο W ονομάζεται γραμμική απεικόνιση ή 
γραμμικός μετασχηματισμός, εάν ισχύει:                                                  

  (∀x1,x2∈V)(∀α1,α2,∈F)[ T(α1x1+α2x2)=α1Tx1+α2Tx2 ] 
ή πιο αναλυτικά: 

  (∀x1,x2∈V)[T(x1+x2)=T(x1)+T(x2)]    (1) 

και  (∀x∈V)(∀α∈F)[T(αx)=αT(x)]    (2) 

 Με άλλα λόγια ο μετασχηματισμός Τ είναι γραμμικός, αν "διατηρεί" τις δύο βασικές 
πράξεις ενός διανυσματικού χώρου, δηλαδή τη διανυσματική πρόσθεση και το βαθμωτό 
πολλαπλασιασμό. 

Θέτοντας στην ιδιότητα (2) α=0 έχουμε Τ(0)=0, δηλαδή κάθε γραμμικός μετασχη-
ματισμός, απεικονίζει το μηδενικό διάνυσμα του V στο μηδενικό διάνυσμα του U. 

To σύνολο των x∈V για τα οποία το Τx έχει έννοια ονομάζεται πεδίο ορισμού D(Τ) 
της Τ και το σύνολο {Τx/x∈D(Τ)}  του W ονομάζεται πεδίο τιμών R(T) του Τ.  

Εάν οι γραμμικοί μετασχηματισμοί Τ1 και Τ2 έχουν το ίδιο πεδίον ορισμού, τότε ο 
γραμμικός συνδυασμός λ1Τ1+λ2Τ2  ορίζεται  από τη σχέση:  

  (∀x∈V)(∀λ1,λ2,∈F)[ [λ1T1+λ2T2]x=λ1T1x+λ2T2x ]                                            

Εάν V, W, U είναι γραμμικοί χώροι και  

Τ1 : V → W,   Τ2 : W →  U   

και το πεδίο τιμών του Τ1 περιέχεται στο πεδίο ορισμού του Τ2, δηλ. R(T1)⊆D(T2) τότε η 
σύνθεση Τ2oΤ1  των δυο μετασχηματισμών Τ1  και Τ2, που θα ονομάζεται γινόμενο και θα 
γράφεται Τ2Τ1,  ορίζεται από τη σχέση:  

  (∀x∈V)[ T2T1x=T2[T1x] ]                       
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Παράδειγμα 3.1.1: Έστω οι διανυσματικοί χώροι V=Rn και U=Rm των οποίων τα 
διανύσματα τα θεωρούμε σαν στήλες, και ένας πίνακας Α τύπου m×n.  

Τότε η απεικόνιση: 

      T: Rn  → Rm 

που ορίζεται από τη σχέση: T: x →Tx=Ax   είναι γραμμικός μετασχηματισμός. 

Πράγματι από τις ιδιότητες των πινάκων έχουμε: 

  T(x+y)=A(x+y)=Ax+Ay=T(x)+T(y) 

και  T(αx)=A(αx)=αA(x)=αT(x) 

Αποδεικνύεται, (βλέπε παρ. 3.2), ότι κάθε γραμμικός μετασχηματισμός μεταξύ δύο διανυ-
σματικών χώρων πεπερασμένης διάστασης, μπορεί να παρασταθεί σαν γραμμικός μετασχη-
ματισμός της πιό πάνω μορφής. 

Παράδειγμα 3.1.2:  Έστω  Τ: R3→R3  η προβολή στο επίπεδο xOy . Θα δείξουμε ότι το Τ 
είναι γραμμική απεικόνιση. 

Έστω v=(x,y,z)  και  u=(x′,y′,z′). Τότε: 

  Τ(v+u)=T(x+x′,y+y′,z+z′)=(x+x′,y+y′,0)=T(v)+T(u) ∀v,u∈R3  

και  T(αv)=T(αx,αy,αz)=(αx,αy,0)=α(x,y,0)=αT(v) ∀α∈R  και  ∀v∈R3 

Παράδειγμα 3.1.3:  Έστω η μετατόπιση  T: R2 → R2 που ορίζεται από τη σχέση    
   T(x,y)=(x+1,y+2). 

Παρατηρούμε ότι Τ(0)=Τ(0,0)=(1,2)≠(0,0). Δηλαδή το μηδενικό διάνυσμα δεν απεικονί-
ζεται στο μηδενικό διάνυσμα. Άρα η μετατόπιση Τ δεν είναι γραμμικός μετασχηματισμός. 

Παράδειγμα 3.1.4:  Έστω T: V → U η απεικόνιση που απεικονίζει κάθε διάνυσμα x∈V στο 
μηδενικό διάνυσμα του U. Τότε για κάθε x,y∈V και για κάθε α∈F, (F=το σώμα στο οποίο 
ορίζονται οι διανυσματικοί χώροι V και U), έχουμε: 

   T(x+y)=0=0+0=T(x)+T(y) 

και    T(αx)=0=α⋅0=α⋅Τ(x) 

Άρα η Τ είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός και ονομάζεται μηδενικός μετασχη-
ματισμός. 

Παράδειγμα 3.1.5: Θεωρούμε την ταυτοτική απεικόνιση I: V → V  η οποία απεικονίζει κάθε 
διάνυσμα x∈V στον εαυτό του. Τότε: 

   I(αx+βy)=αx+βy=αT(x)+βI(y) 

Επομένως η απεικόνιση Ι είναι γραμμική και ονομάζεται ταυτοτικός  μετασχηματισμός. 

Παράδειγμα 3.1.6: Έστω V={f(x)} ο διανυσματικός χώρος των πολυωνύμων (ή των διαφο-
ρίσιμων και ολοκληρώσιμων συναρτήσεων) μεταβλητής x στο σώμα R. Τότε οι απει-
κονίσεις: 

   D: V → V     και     G: V → V 

που ορίζονται από τις σχέσεις: 
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   D: f(x) → Df(x)=
df x

dx
( )

  και   G: f(x) → G(f(x))= f t dt
x

( )
0∫   

είναι γραμμικές διότι: 

1.  D(f(x)+g(x))=
( )d f x g x

dx
df x

dx
dg x

dx
( ) ( ) ( ) ( )+

= + =Df(x)+Dg(x)   

και   D(αf(x))= ( )d f (x) df (x)
dx dx
α

= α =αD(f(x)) 

2.  G(f(x)+g(x))= ( )f t g t dt f t dt g t dt
x x x

( ) ( ) ( ) ( )+ = +∫ ∫ ∫0 0 0
=G(f(x))+G(g(x)) και 

  G(αf(x))=
x x

0 0
f (t)dt f (t)dtα = α∫ ∫ =αG(f(x)) 

 

Η απεικόνιση D ονομάζεται διαφορικός μετασχηματισμός και η G ολοκληρωτικός 
μετασχηματισμός. 

Ορισμός 3.1.2 Εάν ο χώρος W=F(30  δηλ. Τ: V → F τότε η απεικόνιση Τ λέγεται γραμμικό 
συναρτησοειδές.  

Ορισμός 3.1.3 Εάν V=W η γραμμική απεικόνιση Τ: V → V λέγεται  γραμμικός τελεστής.  

Ορισμός 3.1.4 Εάν ένας γραμμικός τελεστής Τ είναι αμφιμονοσήμαντος και επί, τότε 
υπάρχει ο αντίστροφος τελεστής Τ-1, ο οποίος ορίζεται ως εξής: Εάν Tx=y, τότε T-1y≡x . 

Αποδεικνύεται ότι ο αντίστροφος Τ-1 ενός τελεστή Τ είναι γραμμικός και μοναδικός. 

Ορισμός 3.1.5 Εάν για τον τελεστή Τ υπάρχει μη μηδενικό διάνυσμα x τέτοιο ώστε να ισχύει 
η σχέση:  

                        Τx=λx   με λ∈F                          (1)  

τότε το διάνυσμα x λέγεται ιδιοδιάνυσμα του τελεστή Τ, ο δε αριθμός λ ιδιοτιμή, που 
αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσμα x.            

Η λύση της εξίσωσης (1), δηλ. η εύρεση των ιδιοτιμών και των ιδιοδιανυσμάτων του 
τελεστή Τ, είναι γνωστή σαν εξίσωση ή πρόβλημα ιδιοτιμών.  

          Όταν ο τελεστής δίνεται υπό μορφή πίνακα, τότε η εξίσωση (1) ανάγεται σ' ένα 
αλγεβρικό σύστημα, ενώ με την γενικότερη έννοια του τελεστή, (π.χ. όταν είναι διαφορικός, 
ολοκληρωτικός κ.τ.λ.), μπορούμε να έχουμε μια διαφορική ή ολοκληρωτική εξίσωση.  

          Οι πιο ενδιαφέρουσες περιπτώσεις προβλήματος ιδιοτιμών, που συναντώνται στη 
Φυσική, είναι εκείνες των τελεστών, οι οποίοι είναι δεύτερης τάξης διαφορικοί τελεστές.  

          Στην Κβαντομηχανική δεχόμαστε ότι κάθε παρατηρήσιμο μέγεθος μπορεί να  
παρασταθεί από έναν, (ερμιτιανό), τελεστή Τ και ότι το αποτέλεσμα οποιασδήποτε φυσικής 
μέτρησης του μεγέθους, πρέπει να είναι μια από τις ιδιοτιμές του Τ.  

Ορισμός 3.1.6  Εάν σε μια ιδιοτιμή λ αντιστοιχούν περισσότερα από ένα, (γραμμικά 
ανεξάρτητα), ιδιοδιάνυσμα, τότε λέμε ότι η ιδιοτιμή λ είναι εκφυλισμένη, όπως και ότι τα 
αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα είναι εκφυλισμένα.  

                                                 
(30 Κάθε σώμα F μπορεί να θεωρηθεί γραμμικός χώρος πάνω στον εαυτό του με διάσταση 1. 
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Ορισμός  3.1.7  Το πλήθος mg των γραμμικά ανεξαρτήτων ιδιοδιανυσμάτων, που 
αντιστοιχούν στην εκφυλισμένη ιδιοτιμή λ, λέγεται γεωμετρική πολλαπλότητα. Η πολλα-
πλότητα mα, με την οποία εμφανίζεται η εκφυλισμένη ιδιοτιμή λ στην εξίσωση ιδιοτιμών 
λέγεται αλγεβρική πολλαπλότητα. Ισχύει δε mα≥mg .  

 

3.2    Αναπαράσταση ενός τελεστή υπό μορφή πίνακα ως προς μια βάση 

 Έστω Τ ένας τελεστής του διανυσματικού χώρου V στο σώμα F και Β={e1,⋅⋅⋅,en} μιά 
βάση του V. Θεωρούμε τώρα τις εικόνες T(e1),T(e2),⋅⋅⋅,T(en) των βασικών διανυσμά-των της 
βάσης που θα τις σημειώνουμε απλά Te1,Te2,⋅⋅⋅,Ten ως προς τον τελεστή Τ. Οι εικόνες αυτές 
είναι διανύσματα του V και κάθε μια είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των βασικών 
διανυσμάτων: 

   Te1=α11e1+α12e2+⋅⋅⋅+α1iei+⋅⋅⋅+ α1nen  

   Te2=α21e1+α22e2+⋅⋅⋅+ α2iei+⋅⋅⋅+α2nen 

    ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅    (1) 

   Tej=αj1e1+αj2e2+⋅⋅⋅+ αjiei+⋅⋅⋅+αjnen 

    ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ 

   Ten=αn1e1+αn2e2+⋅⋅⋅+ αniei+⋅⋅⋅+αnnen     
   

Ορισμός 3.2.1: Ο ανάστροφος του πίνακα των συντελεστών της σχέσης (1), (που θα τον 
συμβολίζουμε με [T]e ), ονομάζεται αναπαράσταση, (representation), του Τ ως προς τη 
βάση [ei] 

   [T]e =

11 21 n1

12 22 n2

1n 2n nn

...

...
... ... ... ...

...

α α α⎛ ⎞
⎜ ⎟α α α⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟α α α⎝ ⎠

 

Αν υποθέσουμε ότι η βάση {ei} είναι ορθοκανονική <ei|ej>=δij τότε τα στοιχεία του πίνακα 
[T]e υπολογίζονται εύκολα ως εξής: 

 Για το στοιχείο αji πολλαπλασιάζουμε από τ' αριστερά την j γραμμή της σχέσης (1) 
εσωτερικά με το διάνυσμα ei  

  <ei|Tej>=αj1<ei|e1>+αj2<ei|e2>+⋅⋅⋅+ αji<ei|ei>+⋅⋅⋅+ αjn<ei|en>=αji ⇒ 

    αji=<ei|Tej>      

Αλλά το αji στοιχείο, είναι το στοιχείο της j γραμμής και i στήλης τoυ πίνακα των 
συντελεστών της σχέσης (1). Ο δε πίνακας που ορίζεται σαν αναπαράσταση του τελεστή Τ 
είναι ο ανάστροφος του πίνακα με στοιχεία τα αij . Συνεπώς το στοιχείο του πίνακα που είναι 
αναπαράσταση του τελεστή Τ και που βρίσκεται στην  i γραμμή και j στήλη θα συμβολίζεται 
με [Τ]ij και είναι:   

    αij=<ei|Tej>      (2) 
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Παράδειγμα 3.2.1:  Έστω V ο διανυσματικός χώρος των πολυωνύμων πραγματικής μετα-
βλητής x, βαθμού≤3 και έστω D: V → V  ο διαφορικός τελεστής της παραγώγου:  

  D(P(x))=
d
dx

P x( )   

Υπολογίζουμε τον πίνακα D του ως προς τη βάση Β={1,x,x2,x3}.  Έχουμε: 

   D1=0=0+0x+0x2+0x3 

   Dx=1+0x+0x2+0x3 

   Dx2=2x=0+2x+0x2+0x3 

   Dx3=3x2 =0+0x+x2+0x3       

Άρα   [D]x=

0 0 0 0
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

t

 

Παράδειγμα 3.2.2:  Έστω ο τελεστής T: R2 → R2 που ορίζεται από τη σχέση: 
   T(x,y)=(4x-2y,2x+y) 

και έστω ότι θέλουμε να βρούμε την αναπαράσταση του τελεστή Τ υπό μορφή πίνακα που 
αντιστοιχεί στη βάση:  Β={f1, f2}  όπου  f1=(1,1), f2=(-1,0) 

Έχουμε:     

   Tf1=T(1,1)=(2,3)=3(1,1)+(-1,0)=3f1+f2 

   Tf2=T(-1,0)=(-4,-2)=-2(1,1)+2(-1,0)=2f1+2f2    

Άρα ο ζητούμενος πίνακας είναι: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
21
23

22
13

][
t

fT   

Παρατήρηση 3.2.1: Οι συντελεστές των διανυσμάτων  Τ(1,1)=(2,3) και Τ(-1,0)=(-4,-2), ως 
προς τη βάση  {f1,f2} βρίσκονται ως εξής: 

T(1,1)=(2,3)=α(1,1)+β(-1,0)=(α,α)+(-β,0)=(α-β,α)   ⇒  
2 1

3 3
α−β = β =⎫

⇒⎬α = α =⎭
 

Τ(-1,0)=(-4,-2)=γ(1,1)+δ(-1,0)=(γ,γ)+(-δ,0)=(γ-δ,γ) ⇒  
4 2

2 2
γ − δ = − δ =⎫

⇒⎬γ = − γ = −⎭
 

Θεώρημα 3.2.1: Έστω Β={e1,e2,⋅⋅⋅,en} μια βάση του διανυσματικού χώρου V και Τ τυχών 
τελεστής. Τότε για οποιοδήποτε διάνυσμα v∈V έχουμε: 
    [T]e[v]e=[T(v)]e 

Δηλαδή, αν πολλαπλασιάσουμε τον πίνακα του Τ επί το διάνυσμα στήλη του v, τότε θα 
προκύψει το διάνυσμα στήλη του Τ(v). 

Απόδειξη:  Για i=1,2,⋅⋅⋅,n  έχουμε: 
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    Tei=αi1e1+αi2e2+⋅⋅⋅+αinen=
n

ij j
j 1

e
=

α∑      

Τότε ο πίνακας [Τ]e είναι ένας τετραγωνικός πίνακας τύπου n×n του  οποίου η j σειρά είναι:
    (α1j,α2j,⋅⋅⋅,αnj)      (1) 

Τώρα αν v=k1e1+k2e2+⋅⋅⋅+knen=
i=1

n

i ik e∑ , το διάνυσμα στήλη που αντιστοιχεί στο v είναι η 

ανάστροφη σειρά: 

   [v]e=(k1,k2,⋅⋅⋅,kn)t=

k
k

kn

1

2

M

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

     (2) 

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας τη γραμμικότητα του Τ έχουμε: 

 Tv= ∑ ∑∑ ∑∑∑
= == ===

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

j
j

n

i
iij

n

i

n

j
jiji

n

i
ii

n

i
ii ekekTekekT

1 11 111
αα = 

 e)k+...+k+k( jnnj22j11j

n

1=j
ααα∑       (3) 

Έτσι το [Τ(v)] είναι η στήλη διάνυσμα της οποίας το j στοιχείο είναι:  

  α1jk1+α2jk2+αnjkn    
Επίσης το j στοιχείο του [Τ]e [v]e προκύπτει πολλαπλασιάζοντας την j σειρά του [Τ]e  με το 
[v]e  δηλαδή την (1) με την (2). 

Αλλά το γινόμενο (1) επί (2) είναι το (3). Άρα [Τ]e[v]e   και [Τ(v)]e  έχουν τα ίδια στοιχεία, 
συνεπώς:   [T]e[v]e=[T(v)]e 

Παράδειγμα 3.2.3:  Στο παράδειγμα 3.2.1, είχαμε τον διαφορικό τελεστή D: V → V του 
οποίου η αναπαράσταση υπό μορφή πίνακα είναι: 

   [D]x=

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 

Έστω p(x)=α+βx+γx2+δx3  τότε D(p(t))=β+2γx+3δx2. Επομένως ως προς τη βάση {1,x,x2,x3} 
έχουμε  

   [p(x)]x=

α⎛ ⎞
⎜ ⎟β⎜ ⎟
⎜ ⎟γ
⎜ ⎟δ⎝ ⎠

 και ( )
x

2
D p(x)

3
0

β⎛ ⎞
⎜ ⎟γ⎜ ⎟=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎜ ⎟δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Παρατηρούμε ότι: 
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   [D]xp(x)]x=

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

α⎛ ⎞
⎜ ⎟β⎜ ⎟
⎜ ⎟γ
⎜ ⎟δ⎝ ⎠

=
2
3
0

β⎛ ⎞
⎜ ⎟γ⎜ ⎟
⎜ ⎟δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ( )[ ]D p x
x

( )  

δηλαδή επαληθεύεται το θεώρημα 1. 

 Μέχρι τώρα έχουμε αντιστοιχίσει έναν πίνακα [Τ]e σε κάθε τελεστή και το θεώρημα 
3.2.1 μας εξασφαλίζει ότι η δράση του Τ διατηρείται απ' αυτή την αντιστοιχία ή όπως την 
έχουμε ονομάσει αναπαράσταση. Το επόμενο θεώρημα το οποίο θα το διατυπώσουμε χωρίς 
απόδειξη, μας εξασφαλίζει ότι οι τρεις βασικές πράξεις των τελεστών:  

1. της πρόσθεσης, 2. του βαθμωτού πολλαπλασιασμού, 3. της σύνθεσης, επίσης διατηρού-
νται. 

Θεώρημα 3.2.2:  Έστω Β={e1,⋅⋅⋅,en} μια βάση του διανυσματικού χώρου V στο σώμα F και 
Αn η Άλγεβρα των τετραγωνικών πινάκων n×n στο ίδιο σώμα F. Τότε η απεικόνιση T→ [T]e 
είναι ένας ισομορφισμός, (αμφιμονοσήμαντη και επί), από την A(V) → An, όπου A(V) η 
άλγεβρα των τελεστών, που ορίζονται στο χώρο V. Επιπλέον ∀S,T∈A(V)  και ∀k∈F  
έχουμε:   

  [T+S]e=[T]e+[S]e,  [kT]e=k[T]e,  [ST]e=[S]e[T]e 

   

3.3  Είδη Τελεστών  

Ορισμός 3.3.4  Έστω Τ ένας τελεστής ορισμένος στον γραμμικό χώρο V.  Για κάθε τελεστή 
Τ, o τελεστής Τ+,  που ορίζεται από τη σχέση:  

  (∀x,y∈V)[ <Tx|y>=<x|T+y> ]                          

ονομάζεται συναφής ή συζυγοανάστροφος ή προσαρτημένος, (adjoint ή transpose-
conjugate) του Τ.  

Παρατήρηση 3.3.1 Αποδεικνύεται ότι για κάθε τελεστή Τ υπάρχει ο συναφής Τ+ και είναι 
μοναδικός.  

Θεώρημα 3.3.1 Ισχύουν οι σχέσεις:  

          α)  (Τ1+Τ2)+=Τ1
++Τ2

+   

          β)  (Τ1Τ2)+=Τ2
+Τ1

+   

          γ)  (λΤ)+= λ*Τ+     λ∈F  
          δ)  (Τ+)+=Τ  

Θεώρημα 3.3.2 Έστω (tij) ο πίνακας που αντιστοιχεί στον τελεστή Τ ως προς  μια ορθο-
κανονική βάση Β. Τότε ο πίνακας του τελεστή Τ+ ως προς την ίδια βάση είναι  [Τ+]ij=tji

* .  

Απόδειξη: Έστω  

tij=[T]ij=<ei|Tej> το ij-στοιχείο του τελεστή Τ και  

t+
ij=[T+]ij=<ei|T+ej> το ij-στοιχείο του τελεστή Τ+. 

Έχουμε: t+
ij=<ei|T+ej>=<Tei|ej>=<ej|Tei>*=t*

ji 
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Ορισμός 3.3.5 Εάν Τ=Τ+ τότε ο τελεστής Τ ονομάζεται αυτοσυναφής τελεστής ή 
αυτοπροσαρτημένος, (selfadjoint). Σ' έναν πραγματικό χώρο εσωτερικού γινομένου, ένας 
αυτοσυναφής τελεστής ονομάζεται συμμετρικός, (symmetric), και σ' ένα μιγαδικό χώρο 
εσωτερικού γινομένου ερμιτιανός, (hermitian).  

Ορισμός 3.3.6 Εάν για έναν ερμιτιανό τελεστή Τ ισχύει:  

  (∀x∈V)[ <x|Tx>≥0 ]                  

ο τελεστής Τ λέγεται θετικά ορισμένος ή πιο απλά θετικός τελεστής.  
     

                          Πίνακας  Α=αij      Τελεστής   Τ:V→V 

 

 

1. Ταυτοτικός, (identical)  

(A)ij=αij=δij 

 

Ταυτοτικός, (identical)  

<ei|Tej>=δij 

 

2. Διαγώνιος, (diagonal) 

(A)ij=αij=diδij 

 

Διαγώνιος, (diagonal) 

 

<ei|Tej>=diδij 

 

3. Ανάστροφος, (transpose) 

(A)ij=αij    (At)ij=αji 

 

αij=αt
ji 

 

Ανάστροφος, (transpose) 

<ei|Tej>=<ej|Ttei>=<Ttei|ej>* 

 

<ei|Tej>=<ej|Ttei> 

 

4. Συζυγής,  (conjugate) 

(A)ij=αij  (A*)ij=αij
* 

(α*
ij)*=αij 

 

 

Συζυγής, conjugate) 

<ei|Tej>*=<ei|T*ej> 

 

5. Συναφής ή συσυγοανάστροφος, (adjoint) 

(A)ij=αij  (A+)ij=αji
* 

 

Συναφής ή συσυγοανάστροφος, (adjoint) 

<ei|T+ej>=<ej|Tei>*=<Tej|ej> 

 

6. Aυτοσυναφής, (selfadjoint) 

(A)ij=αij   (A+)ij=αji
* 

A=A+⇒αij=αji
* 

 

Αυτοσυναφής, (selfadjoint) 

<ei |Tej>=<ej|Tei>*=<Tei|ej> 

 

6α. Συμμετρικός, (symmetric) 

Aν αij∈R⇒αij=αji⇒ 

 

Συμμετρικός, (symmetric) 

<ei|Tej>=<Tei|ej> 

Αν ο χώρος V είναι Ευκλείδιος, δηλ. πραγματικός 
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A=συμμετρικός πίνακας χώρος εσωτερικού γινομένου, τότε ο αυτοσυζυγής 
ονομάζεται, συμμετρικός . 

 

6β. Ερμιτιανός, (hermitean) 

Αν αij∈C⇒αij=αji
*⇒ 

A=ερμιτιανός 

 

Ερμιτιανός, (hermitean) 

<ei|Tej>=<Tei|ej> 

Αν ο χώρος V είναι Unitary, δηλ. μιγαδικός χώρος 
εσωτερικού γινομένου, τότε ο αυτοσυζυγής 
ονομαζεται,  ερμιτιανός. 

 

7. Αντισυμμετρικός, (antisymmetric) 

αij=-αji 

 

Αντισυμμετρικός, (antisymmetric) 

  

<ei|Tej>=-<ej|Tei> 

 

8. Μοναδιαίος, (unitary) 

A-1=A+   A+A=AA+=I 
n

ik kj ij
k 1

+

=

α α = δ∑  

 

 

Μοναδιαίος, (unitary)  

Τ-1=Τ+ 

n

i k i k ij
k 1

e T e e Te+

=

= δ∑  

9. Ορθογώνιος, (orthogonal) 

Α-1=Αt AtA=AAt=I 
n

t
ik kj ij

k 1=

α α = δ∑  

Ορθογώνιος, (orthogonal) 

Τ-1=Τt 

n
t

i k k i ij
k 1

e T e e Te
=

= δ∑  

  

Θεώρημα 3.3.3 Εάν Τ1 και Τ2  είναι αυτοσυναφείς τελεστές, τότε το γινόμενο Τ1Τ2  είναι 
αυτοσυναφής εάν και μόνο εάν οι τελεστές Τ1 και Τ2 μετατίθενται.  

Απόδειξη: (Τ1Τ2)+=(Τ2)+(Τ1)+=Τ2Τ1=Τ1Τ2 . 

 Όπως είδαμε προηγούμενα, μεταξύ των τελεστών ενός διανυσματικού χώρου V,  
διάστασης n και μεταξύ των τετραγωνικών πινάκων n×n  υπάρχει μια αμφιμονοσήμαντη 
αντιστοιχία, όταν μας δοθεί μια συγκεκριμένη βάση του V. Επίσης, όταν η βάση {ei} είναι 
ορθοκανονική τα στοιχεία του πίνακα που αντιστοιχεί στον τελεστή Τ δίνονται από τη 
σχέση:  

   αij=<ei|Tej>      (1) 
(βλέπε σχέση (2), παράγραφος 3.2). (Η ορθοκανονικότητα μιάς βάσης εξασφαλίζεται πά-
ντοτε από τη μέθοδο oρθοκανονικοποιήσεως  Gram-Schmidt). 

 Ό,τι χαρακτηριστικά έχει ο πίνακας αij, τα ίδια χαρακτηριστικά αποδίδονται και στον 
τελεστή Τ. Π.χ. αν ο πίνακας αij είναι συμμετρικός, τότε και ο τελεστής Τ ονομάζεται 
συμμετρικός. Αυτά δε τα χαρακτηριστικά εμφανίζονται από τη σχέση (1). Οι αντιστοιχίες 
μεταξύ των πινάκων και των τελεστών αναγράφονται στον προηγούμενο πίνακα, όπου στην 
πρώτη στήλη παραθέτουμε τα είδη των πινάκων και στη δεύτερη τα αντίστοιχα είδη των 
τελεστών. Οι ιδιότητες των πινάκων εμφανίζονται στα στοιχεία τους, ενώ των τελεστών στο 
εσωτερικό γινόμενο. 
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 Στη συνέχεια παραθέτουμε τα θεωρήματα 3.3.4, 3.3.5, και 3.3.6, τα οποία είναι 
απαραίτητα για την απόδειξη του θεωρήματος 3.3.7, που έχει άμεση σχέση με την αναμενό-
μενη τιμή ενός τελεστή. 

Θεώρημα 3.3.4: Ένας τελεστής T σε χώρο V εσωτερικού γινομένου είναι ο μηδενικός 
τελεστής, (δηλ. Tx=0 ∀x), εάν και μόνο εάν <x|Ty>=0  ∀x,y∈V.  

Απόδειξη: α)  Εάν  T=0  τότε  <x|Ty>=<x|0>=0,   

[διότι  <x|y>=<x|y+0>=<x|y>+<x|0> ⇒ <x|0>=0 ].  

β) Εάν <x|Ty>=0 ∀ x,y∈V παίρνουμε x=Ty.  

Τότε <Ty|Ty>=0 ⇒ Ty=0  ∀y∈V  δηλ. T=0, (από την δ ιδιότητα του εσωτερικού γινομένου, 
βλ. παρ. 2.1)  

Θεώρημα 3.3.5: Έστω ότι ο T είναι αυτοσυναφής τελεστής, (Τ=Τ+), σ' έναν πραγματικό 
χώρο εσωτερικού γινομένου, (δηλ. ο Τ είναι ένας συμμετρικός τελεστής). Τότε ο T=0 εάν 
και μόνο εάν <x|Tx>=0 ∀x∈V.  

Απόδειξη: α) Εάν T=0 τότε <x|Tx>=0  

β)  <x+y|T(x+y)>=<x|Tx>+<y|Ty>+<x|Ty>+<y|Tx>  

αλλά   <x+y|T(x+y)>=0, <x|Tx>=0, <y|Ty>=0 

Επομένως <x|Ty>+<y|Tx>=0   (A) 

Όμως <y|Tx>=<T+y|x>=<Ty|x>=<x|Ty>*=<x|Ty>   ⇒    

<y|Tx>=<x|Ty>       (B) 
Από τις σχέσεις (Α) και (Β) έχουμε: 

  2<x|Ty>=0  ⇒  <x|Ty>=0  ⇒  <x|Ty>=0  ∀x,y∈V                                                                  
Από το θεώρημα 3.3.4 έχουμε τελικά ότι T=0  

Θεώρημα 3.3.6: Εάν Τ ένας αυτοσυναφής τελεστής σ' ένα unitary χώρο, (δηλ. ο Τ είναι ένας 
ερμιτιανός τελεστής), τότε Τ=0 εάν και μόνο εάν <x|Τx>=0   ∀x∈V  
Απόδειξη: α) Προφανές.  

β)   Εάν   <x|Τx>=0   ∀x∈V έχουμε από το θεώρημα 3.3.5 ότι:   

<x|Τy>+<y|Τx>=0   ∀x,y∈V.                       (1)  
Στη θέση του y θέτουμε iy και έχουμε:  

  0=<x|Tiy>+<iy|Ty=i<x|Ty>-i<y|Tx>=i[<x|Ty>-<y|Tx>]  ⇒                                                       

                     <x|Τy>-<y|Τx>=0                                (2)  

Aπό τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι <x|Τy>=0 ∀x,y∈V και από το θεώρημα 3.3.4 
έχουμε ότι Τ=0.  

Πόρισμα 3.3.1: Από τα θεωρήματα 3.3.5 και 3.3.6 συμπεραίνουμε ότι εάν Τ είναι αυτοσυ-
ναφής τελεστής σ' ένα χώρο εσωτερικού γινομένου, (πραγματικού ή μιγαδικού), τότε Τ=0 
εάν και μόνο εάν <x|Τx>=0   ∀x∈V.  
Θεώρημα 3.3.7: Ένας τελεστής Τ σ' ένα Unitary χώρο είναι ερμιτιανός, (δηλ T=T+), εάν και 
μόνο εάν <x|Τx>∈R ∀x∈V.  
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Απόδειξη: α) Εάν Τ=Τ+, τότε <x|Τx>=<Τ+x|x>=<x|Τ+x>*=<x|Τx>* ⇒ <x|Τx>∈R.  

β) Εάν <x|Τx>∈R τότε <x|Τx>=<x|Τx>*=<Τx|x>=<x|Τ+x> ⇒ <x|[Τ-Τ+]x>=0 ∀x∈V.  

Και από το θεώρημα 3.3.6 έχουμε Τ-Τ+=0 ⇒ Τ=Τ+   
Παρατήρηση 3.3.2: Το θεώρημα αυτό δεν ισχύει σε πραγματικούς χώρους δηλ. εάν 
<x|Τx>∈R δεν έπεται ότι ο Τ είναι συμμετρικός. Βέβαια το <x|Τx> είναι πάντοτε πραγμα-
τικός αριθμός σ' έναν πραγματικό χώρο εσωτερικού γινομένου, αλλά σ' ένα μιγαδικό χώρο 
εσωτερικού γινομένου το γεγονός ότι το <x|Τx> είναι  πραγματικός αριθμός έχει σαν 
συνέπεια ότι ο Τ είναι ερμιτιανός.  

          Η ποσότητα <x|Tx> ονομάζεται στην Κβαντομηχανική μέση ή  αναμενόμενη τιμή του 
τελεστή Τ. Όταν οι κυματοσυναρτήσεις x είναι κανονικοποιημένες, η ποσότητα <x|Τx> είναι 
η μέση τιμή πολλών μετρήσεων του μεγέθους Τ των συστημάτων που βρίσκονται στην 
κατάσταση x. Φυσικά αυτός ο αριθμός  πρέπει να είναι πραγματικός. Επομένως οι τελεστές 
της κβαντομηχανικής, που  αντιστοιχούν σε φυσικά παρατηρήσιμα μεγέθη πρέπει να είναι 
ερμιτιανοί.  

          Επειδή στην κβαντική θεωρία οι μόνες δυνατές τιμές, που μπορούν να προκύψουν από 
μια μέτρηση, είναι οι ιδιοτιμές του αντίστοιχου ερμιτιανού τελεστή, θα πρέπει οι ιδιοτιμές 
αυτές να είναι πραγματικές. Αυτό το εγγυάται το επόμενο θεώρημα.  

Θεώρημα 3.3.8: Οι ιδιοτιμές ενός ερμιτιανού τελεστή είναι πραγματικές.       

Απόδειξη: Έστω Τx=λx ⇒ <x|Τx>=<x|λx>=λ<x|x>            (1)       

αλλά        <x|Τx>=<Τx|x>=<λx|x>=λ*<x|x>                           (2)       
Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:  

(λ-λ*)<x|x>=0 ⇒  λ=λ*  όταν x≠0.  

Άλλος τρόπος: Από την (1) έχουμε:    λ=
x Tx

x 2 ∈R  διότι <x,Tx>∈R και ||x||2>0                                        

Παράδειγμα 3.3.1: Οι ιδιοτιμές ενός αρμονικού ταλαντωτή είναι πραγματικές και μάλιστα 
θετικές: Έστω  

H=
2

2 2p 1 m x
2m 2

+ ω    και   Hu=Eu  με  ||u||=1.   Τότε   

Ε=<u|Hu>= 
2

2 2 2

2 22 2

p 1 1 1u Hu u u u m x u p u pu m x u xu
2m 2 2m 2

1 1 1 1pu pu m xu xu pu m xu 0
2m 2 2m 2

+ +Ε = = + ω = + ω =

= + ω = + ω ≥

                                       

Ορισμός 3.3.7 Ένας τελεστής Τ, ορισμένος σ' ένα χώρο εσωτερικού γινομένου, ονομάζεται 
ισομετρία εάν ισχύει:  

Τ+Τ=Ι   (Τ+=συναφής του Τ) 

όπου Ι ο ταυτοτικός τελεστής, (Ιx=x ∀x). Εάν δε ισχύει:  
     Τ+Τ= ΤΤ+=Ι  

ο τελεστής Τ ονομάζεται μοναδιαίος τελεστής, (unitary).  Εάν  δε  ισχύει :   
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ΤΤt = I  (Τt=ο ανάστροφος του Τ) 

ο τελεστής Τ λέγεται ορθογώνιος.  

Θεώρημα 3.3.9: Σ' ένα χώρο εσωτερικού γινομένου οι επόμενες τρεις προτάσεις είναι 
ισοδύναμες:  

     1)   U+U=I  

     2)   <Ux|Uy>=<x|y>  ∀x,y∈V  

     3)   ||Ux||=||x||  ∀x∈V  

Απόδειξη: Εάν U+U=I, τότε <Ux|Uy>=<x|U+Uy>=<x|y>  

Εάν y=x θα έχουμε ||Ux||= Ux Ux x x= =||x||  

Επίσης ||Ux||2=<Ux|Ux>=<U+Ux|x>=<x|x>  ⇒  <[U+U-I]x|x>=0  ∀x∈V ⇒ U+U=I. διότι  ο  
τελεστής  U+U-I  είναι  ερμιτιανός και μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα 3.3.7.  

Η πρόταση 3 δείχνει ότι μια ισομετρία διατηρεί τα μήκη και από τη σχέση:  

  cosθ=
x y
x y

=
Ux Uy
Ux Uy

                    

βλέπουμε ότι η ισομετρία διατηρεί και τη γωνία μεταξύ δυο διανυσμάτων.  

Θεώρημα 3.3.10: Εάν {xi} i=1,…,n είναι ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο, τότε και το 
σύνολο {Uxi} i=1,…,n είναι επίσης πλήρες και ορθοκανονικό.  

Απόδειξη: Έχουμε: <Uxi|Uxj>=<xi |U+Uxj>=<xi|xj>=δij   δηλ. το σύνολο {Uxi} είναι 
ορθοκανονικό. Για να αποδείξουμε ότι το σύνολο {Uxi} είναι  πλήρες,  αρκεί  να δείξουμε 
ότι ικανοποιεί την ταυτότητα του Parseval, (συνθήκη 5 Θεώρημα 2.1.3).  

Έχουμε: y Ux Ux x U y x x U x U y U xi i
i

n

i i
i

n

=

+ +

=

+ +∑ ∑= =
1 1

                                                         

επειδή το σύνολο {xi} είναι πλήρες. Αλλά <U+y|U+x>=<y|UU+x>=<y|x>  δηλ  

<y|x>= y Ux Ux xi i
i

n

=
∑

1
 και  επομένως το σύνολο {Uxi} είναι πλήρες.  

Θεώρημα 3.3.11: Κάθε ιδιοτιμή ενός Unitary, (ισομετρικού) τελεστή έχει απόλυτη τιμή ίση 
με την μονάδα.  

Απόδειξη: Έστω Ux=λx, (x≠0),  τότε  ||x||=||Ux||=||λx||=|λ|||x||  ⇒  |λ|=1.  
Θεώρημα 3.3.12: Εάν ο τελεστής Τ είναι ερμιτιανός ή ισομετρία, τότε τα ιδιοδιανύσματα 
του Τ, που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι κάθετα.  

Απόδειξη: Έστω ότι Τx1=λ1x1  και Τx2=λ2x2  με λ1≠λ2 .  
α) Εάν ο Τ είναι ερμιτιανός, τότε:  

           <x1|Τx2>=<x1 |λ2x2>=λ2<x1|x2>                          (1)  

           <x1|Τx2>=<Τx1|x2>=λ1
*<x1|x2>=λ1<x1|x2>                  (2)  

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:  
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(λ2-λ1)<x1|x2>=0   ⇒  <x1|x2>=0 επειδή λ1≠λ2   
β) Εάν ο Τ είναι ισομετρία, τότε:  

 <x1|x2>=<Tx1|Tx2>=λ1
*λ2<x1|x2>= 2

1

λ
λ

<x1|x2>, (επειδή |λ1|2=λ1λ1
*=1)  ⇒ 

   2

1

1
⎡ ⎤λ
−⎢ ⎥λ⎣ ⎦

<x1|x2>=0  ⇒    (λ1-λ2)<x1|x2>=0  ⇒  <x1|x2>=0                                                                        

Θεώρημα 3.3.13 Δυο ερμιτιανοί τελεστές Α και Β μετατίθενται εάν και  μόνο εάν υπάρχει 
ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο κοινών ιδιοδιανυσμάτων.  

Απόδειξη: α) Έστω {xi} το κοινό σύνολο ιδιοδιανυσμάτων των τελεστών Α και Β, δηλ. 
Αxi=αixi και Βxi=βixi . Τότε θα έχουμε: 

ΑΒxi=Α(βixi)= βi(Axi)= βi(αixi)= βiαixi 

και ΒΑxi=Β(αixi)= αi(Βxi)= αi(βixi)= αiβixi 

Αφαιρώντας τις παραπάνω σχέσεις έχουμε:    (AB-BA)xi=0 ∀xi   
Αλλά επειδή τα ιδιοδιανύσματα xi αποτελούν ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο, δηλ. μια 
βάση, κάθε διάνυσμα x μπορεί να γραφεί σαν:   

x= c xi i
i

n

=
∑

1
  

οπότε   (ΑΒ-ΒΑ)x= ( )c AB BA xi i
i

n

−
=
∑

1
=0  ⇒  AB-BA=0  ⇒ AB=BA 

β) Έστω τώρα ότι ΑΒ=ΒΑ και {xi} ιδιοδιανύσματα του τελεστή A: Axi=αixi, που είναι 
ορθοκανονικά. Τότε:  

 ΒAxi=αιΒxi ⇒ ABxi=αi(Bxi) 
Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι το διάνυσμα Bxi είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Α που 
αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή αi . Εδώ διακρίνουμε δυο περιπτώσεις: 

1) Οι ιδιοτιμές αi είναι διακεκριμένες, δηλ. έχουν αλγεβρική πολλαπλότητα 1, οπότε σε 
κάθε ιδιοτιμή αi αντιστοιχεί ένα μόνο ιδιοδιάνυσμα xi . Τότε για κάθε i, το διάνυσμα Bxi 
πρέπει να είναι συγραμμικό του xi: Bxi=βixi, δηλ. το xi είναι ένα ιδιοδιάνυσμα και του Β με 
ιδιοτιμή βi . Επομένως τα ιδιοδιανύσματα {xi} του τελεστή Α είναι και ιδιοδιανύσματα του 
τελεστή Β.  

2) Έστω ότι οι ιδιοτιμές αi του τελεστή Α δεν έχουν όλες αλγεβρική πολλαπλότητα 1. 
Τότε θα υπάρχουν ιδιοτιμές αi με αλγεβρική πολλαπλότητα m>1. Στις ιδιοτιμές αυτές θα 
ανήκουν m ιδιοδιανύσματα του τελεστή Α: {xi

(1), xi
(2),⋅⋅⋅, xi

(k),⋅⋅⋅, xi
(m)} και βάσει των 

παραπάνω τα διανύσματα {Bxi
(1), Bxi

(2),⋅⋅⋅, Bxi
(k),⋅⋅⋅, Bxi

(m)} αποτελούν επίσης 
ιδιοδιανύσματα του Α, που ανήκουν στην ίδια ιδιοτιμή αi και μπορούν να γραφούν σαν ένας 
γραμμικός συνδιασμός των m γραμμικώς ανεξαρτήτων ιδιοδιανυσμάτων {xi

(1), xi
(2),⋅⋅⋅, 

xi
(k),⋅⋅⋅, xi

(m)}. Διαλέγουμε τα διανύσματα {xi} να αποτελούν ένα ορθοκανονικό σύνολο και 
γράφουμε αυτούς τους γραμμικούς συνδυασμούς αναλυτικά: 

   Bxi
(1)=

m
( j)

j1 i
j 1

x
=

λ∑    



188 ♦ ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ   

   

   ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ 

   Bxi
(k)=

m
( j)

jk i
j 1

x
=

λ∑    

   ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ 

   Bxi
(m)=

m
( j)

jm i
j 1

x
=

λ∑    

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι, επειδή ο Β είναι ερμιτιανός τελεστής, οι συντελεστές λij 
σχηματίζουν έναν ερμιτιανό πίνακα Λ. Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να βρούμε εκείνους 
τους γραμμικούς συνδυασμούς των ιδιοδιανυσμάτων xi

(k) του τελεστή Α, (που ανήκουν στην 
ιδιοτιμή αi), και που είναι συγχρόνως ιδιοδιανύσματα του Β. Εάν υποθέσουμε ότι ο 
γραμμικός συνδυασμός: 

   
m

(k)
k i

k 1

x
=

μ∑  

είναι ιδιοδιάνυσμα του Β, (όπως είναι και του Α), τότε αναγκαστικά η έκφραση: 

   ( ) ( )
m m m m

(k) (k) ( j)
k i k i k jk i

k 1 k 1 j,k j 1

B x Bx Bx
= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞μ = μ = μ λ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

θα είναι της μορφής: 

   γ
m

(k)
k i

k 1

x
=

μ∑  

και αυτό είναι δυνατό εάν υπάρχουν αριθμοί μk έτσι ώστε: 

   
m

jk k j
k 1=

λ μ = γμ∑  

Αλλά η τελευταία έκφραση είναι η εξίσωση ιδιοτιμών, σε αναλυτική μορφή, του ερμιτιανού 
(m×m) πίνακα Λ=λjk . Άρα υπάρχουν m σε πλήθος γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, τα 
οποία μπορούν να εκλεγούν έτσι ώστε να είναι ορθοκανονικά. Έτσι βρήκαμε m ιδιοτιμές γν, 
μερικές από τις οποίες μπορεί να είναι ίσες, και m ορθοκανονικά ιδιοδιανύσματα y(ν) τέτοια 
ώστε οι m γραμμικοί συνδυασμοί: 

   
m

( ) ( ) (k )
i k i

k 1

y xν ν

=

= μ∑  

είναι ορθοκανονικά ιδοδιανύσματα και των δυο τελεστών Α και Β.  

Παρατήρηση 3.3.3 Το παραπάνω θεώρημα, που ισχύει και για χώρους απείρων διαστάσεων, 
δείχνει ότι οι τελεστές Η, (χαμιλτόνια), L2, (το τετράγωνο της ολικής στροφορμής) και Lz, (η 
z-συνιστώσα της στροφορμής), οι οποίοι μετατίθενται μεταξύ τους, έχουν ένα κοινό σύνολο 
ιδιοδιανυσμάτων και επομένως τα αντίστοιχα παρατηρήσιμα μεγέθη μπορούν να μετρηθούν 
συγχρόνως. Οι τελεστές p της ορμής και x της θέσεως δεν μπορούν να μετρηθούν 
συγχρόνως. 
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3.4 Φυσική ερμηνεία του γραμμικού φορμαλισμού  

Σαν φυσική εφαρμογή του γραμμικού φορμαλισμού, θα μελετήσουμε την περίπτωση 
ενός σωματίου, που κινείται σε χώρο μιας διάστασης μέσα σ' ένα πηγάδι δυναμικού. 
Συμβολίζουμε την χωρική συντεταγμένη με x και τον χρόνο με t. Δεχόμαστε ότι στο 

σύστημα μας επενεργεί μια δύναμη F(x), που προκύπτει από δυναμικό V(x), δηλ. F(x)= -
d
dx

V(x). Στην κλασική μηχανική,  εάν συμβολίσουμε την ορμή με p, η ολική ενέργεια Ε δίνεται 
από την έκφραση:  

                        Ε=
p
m

2

2
+V(x)                                (1)  

Κλασικά η κατάσταση ενός σωματίου περιγράφεται από την τροχιά του x(t), όπου για κάθε 
χρονική στιγμή t έχουμε x(t)∈R1 .  
          Όπως γνωρίζουμε, ένα από τα αξιώματα της Κβαντομηχανικής είναι ότι η κατάσταση 
ενός συστήματος περιγράφεται από μια συνάρτηση Ψ(t), όπου Ψ(t) είναι ένα διάνυσμα σ' ένα 
χώρο Hilbert. Από την πλευρά της Κυματομηχανικής, η κατάσταση ενός σωματίου 
περιγράφεται τη χρονική στιγμή t από την "κυματοσυνάρτηση" Ψ(x) για την οποία 
απαιτούμε να ικανοποιείται η σχέση:   

                      ( ) 2
x, t dx 1

+∞

−∞
Ψ =∫       (2) 

Σαν συνάρτηση του t, η Ψ(x,t) θεωρείται ότι είναι συνεχώς διαφορίσιμη ως προς t και ότι η 
δεύτερη παράγωγος ως προς x είναι κατά τμήματα συνεχής. Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε 
ότι  για κάθε t η Ψ(x,t) είναι ένα στοιχείο του Ευκλείδειου χώρου L2

1(R1) όλων των 
μιγαδικών συναρτήσεων f(x), οι  οποίες είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες, δηλ.  

                  f x dx( ) 2

−∞

+∞

∫ 〈+∞  

και συνεχώς διαφορίσιμες. Στον χώρο L2
1(R) το εσωτερικό γινόμενο ορίζεται από τη σχέση:  

                        <f|g>= f x g x dx* ( ) ( )
−∞

+∞

∫       

και η σχέση κανονικοποίησης είναι:  

                               ||Ψ(x,t)||2= ( ) 2
x, t dx 1

+∞

−∞
Ψ =∫  

όπου Ψ(t)∈L2
1(R1) συμβολίζει το διάνυσμα, που παριστάνεται από τη συνάρτηση ft(x)= 

Ψ(x,t).  

          Στην κλασική μηχανική η εξίσωση κίνησης προκύπτει από τον δεύτερο νόμο του 
Newton, ο οποίος στην περίπτωση αυτή είναι:  

                      -
dV
dx

mx
x t

dt
= && &&

( )
    ,     x =

d2

2  

Στην κυματομηχανική δεχόμαστε αξιωματικά ότι η κυματοσυνάρτηση Ψ(x,t) ικανοποιεί την 
εξίσωση του Schrödinger:  
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2 2

2
(x, t) (x, t)i V(x) (x, t)
t 2m x

∂Ψ ∂ Ψ
= − + Ψ

∂ ∂
h

h    (3)                                    

Ένας απλός τρόπος, ο οποίος μας οδηγεί στην παραπάνω εξίσωση, είναι να 

αντικαταστήσουμε την ορμή p στην σχέση (1) από τον διαφορικό τελεστή  - i
x

h
∂
∂

 και την 

ενέργεια Ε από τον διαφορικό τελεστή i
t

h
∂
∂

. Εάν χρησιμοποιήσουμε αυτούς τους τελεστές 

τυπικά και γράψουμε:  

          
∂
∂

∂
∂x x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
2 2

2                 

παίρνουμε την παρακάτω σχέση τελεστών:  

   i
t m x

V xh
h∂

∂
∂
∂

= − +
2 2

22
( )      (4)                    

από την οποία προέρχεται η (3) όταν επιδράσει πάνω στην Ψ(x,t).  

          Αξίζει να σημειώσουμε ότι η εξίσωση του Schrödinger (3) διατηρεί την συνθήκη 
κανονικοποίησης (2):  

 
*

2 *d (x, t) (x, t)(x, t) dx (x, t) (x, t) dx
dt t t

+∞

+∞

−∞

−∞

⎛ ⎞∂Ψ ∂Ψ
Ψ = Ψ +Ψ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⌠
⎮
⌡

∫                                                         

=
2 * 2

*
2 2

(x, t) (x, t)(x, t) (x, t) dx
2im x x

+∞

−∞

⎛ ⎞∂ Ψ ∂ Ψ
Ψ −Ψ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⌠
⎮
⌡

h                                                  

          =
x* * *

*

x

lim dx 0
2im x x x x x x

=α +∞

α→∞
=−α −∞

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ Ψ ∂ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
⎜ Ψ −Ψ − − ⎟ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⌠
⎮
⌡

h         

 

3.5.   Ισχυρή και ασθενής σύγκλιση  

Ορισμός 3.5.1: Σ' ένα χώρο εσωτερικού γινομένου μπορούμε να ορίσουμε δυο είδη 
σύγκλισης.  

          α) Η πρώτη αναφέρεται ως προς την norm, (που προέρχεται από το εσωτερικό 
γινόμενο), και ονομάζεται ισχυρή σύγκλιση. Ορίζεται δε ως εξής:  

          Μια ακολουθία xn  συγκλίνει ισχυρά στο διάνυσμα x εάν  

limn→∞ ||xn-x||=0  
Την σύγκλιση αυτή την συμβολίζουμε:                                 

x xn
s⎯→⎯     ή   s-limxn=x  

          β) Η  δεύτερη αναφέρεται στο εσωτερικό γινόμενο και ονομάζεται ασθενής 
σύγκλισης. Ορίζεται δε ως εξής:  
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          Μια ακολουθία xn  συγκλίνει ασθενώς στο διάνυσμα x εάν  

limn→∞ <xn|y>=<x|y> ∀y  ή ισοδύναμα n nlim x y x y 0→∞ − =  

Την σύγκλιση αυτή την συμβολίζουμε:   

x xn
w⎯ →⎯   ή   w-limxn=x   

Θεώρημα 3.5.1: Εάν η ακολουθία xn συγκλίνει ισχυρά, τότε συγκλίνει και ασθενώς.  

Απόδειξη: Έχουμε  

<xn|y>-<x|y>=<xn-x|y>  ⇒   |<xn|y>-<x|y>| = |<xn-x|y>| ≤ ||xn-x|| ||y||    (Ανισ. του Schwarz).  

Επειδή όμως limn→∞||xn-x||=0,  (διότι x xn
s⎯→⎯ ), θα έχουμε: 

        limn→∞ |<xn|y>-<x|y>|=0  ⇒  limn→∞<xn|y>=<x|y>    δηλ. x xn
w⎯ →⎯  

Παρατήρηση 3.5.1: Εάν η διάσταση του χώρου είναι πεπερασμένη, δηλ. dimV<∞, ισχύει 
και το αντίστροφο της προηγούμενης πρότασης. Γενικά όμως σε χώρους απείρων 
διαστάσεων το αντίστροφο δεν ισχύει, δηλ. εάν  

x xn
w⎯ →⎯  δεν έπεται ότι    x xn

s⎯→⎯  .   

Παράδειγμα 3.5.1  Έστω ο χώρος l 2  και θεωρούμε την ακολουθία:  

x1=(1,0,0,…)  

x2=(0,1,0,…)  

……………  

Τότε για κάθε y=(α1, α2, …) έχουμε <xn|y>=αn  και επειδή  

        2
k

k 1

| |
∞

=

α 〈∞∑       

(αφού το y∈l 2), έχουμε αk → 0. Άρα <xn|y> → 0 και επομένως η ακολουθία xn  συγκλίνει 
ασθενώς και μάλιστα στο 0, (δηλαδή στην μηδενική ακολουθία: (0,0,…) ). Δεν συγκλίνει 
όμως ισχυρά. Πράγματι από το γεγονός ότι ||xn-xm||=√2  βλέπουμε ότι η ακολουθία xn δεν 
μπορεί να συγκλίνει ισχυρά αφού δεν είναι ούτε ακολουθία του Cauchy.  

Παρατήρηση 3.5.2 Εάν επιπλέον δεχθούμε ότι:   limn→∞ ||xn||=||x||   (που ισχύει σε 
πεπερασμένους  χώρους), τότε ισχύει και το αντίστροφο. Πράγματι: 

Έστω   x xn
w⎯ →⎯  ⇔  <xn|y>  →  <x|y>   ∀y  

Έχουμε:  ||xn-x||2 = <xn-x|xn-x> = ||xn||2 -<xn|x>-<x|xn>+||x||2 
n→∞
→  ||x||2-||x||2-||x||2+||x||2=0   

⇒  x xn
s⎯→⎯   

Ορισμός  3.5.2: Ένας τελεστής T λέγεται συνεχής στο σημείο x0∈D(T), {D(T)= πεδίον 
ορισμού του T}, εάν ισχύει:  

(∀ε>0)(∃δ>0)(∀x∈D(T))[ ||x-x0||<δ ⇒  ||Tx-Tx0||<ε ]   
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ή ισοδύναμα: εάν για κάθε ακολουθία xn  με xn∈D(T), που συγκλίνει στο x0 ισχυρά,  δηλ.  xn 
s⎯ →⎯ x0   να  έχουμε  Txn 

s⎯ →⎯ Tx0  (ισοδύναμος ορισμός της συνέχειας κατά Heine, που 
στηρίζεται στο θεώρημα της μεταφοράς).  

 

Θεώρημα 3.5.2: Εάν ο τελεστής T είναι συνεχής σ' ένα σημείο x0∈D(T), τότε είναι συνεχής 
σ' όλο το D(T).  

Απόδειξη:  Έστω  y0∈D(T)  και μια ακολουθία yn 
s⎯ →⎯ y0 .  

Σχηματίζουμε την ακολουθία: xn=(yn-y0)+x0, η οποία τείνει στο x0:  xn 
s⎯ →⎯ x0. Τότε θα   

έχουμε Txn 
s⎯ →⎯   Tx0, λόγω της συνέχειας του T στο σημείο x0.  Αλλά   

Txn=Tyn-Ty0+Tx0  ⇒ s-limn→∞Txn =s-limn→∞{Tyn-Ty0+Tx0}  ⇒ 

Tx0=s-limn→∞{Tyn-Ty0}+Tx0  ⇒                  

s-limn→∞{Tyn-Ty0}=0   ⇒  s-limn→∞ Tyn=Ty0                
Σαν x0  θεωρούμε συχνά το μηδενικό διάνυσμα.  

Ορισμός 3.5.3: Ο τελεστής T λέγεται φραγμένος εάν υπάρχει θετικός αριθμός k έτσι ώστε: 
||Tx||≤k||x||  ∀x∈V δηλ. 

   (∃k>0)(∀x∈V)[ ||Tx||≤k||x|| ] 
Ορισμός 3.5.4: Εάν T είναι ένας φραγμένος τελεστής, ορίζουμε την norm, (ή στάθμη), του 
T ως εξής:       

   ||T||=sup
|| ||
|| ||
Tx
x

 με x∈V 

ή ισοδύναμα   ||T||= sup||x||=1||Tx||          

Επειδή μπορεί να δει κανείς ότι ||T||=inf(k) όταν ||Tx||≤k||x||  ∀x∈V μπορούμε να γράψουμε: 

||Tx||≤ ||T|| ||x||  
Θεώρημα 3.5.3: Εάν ο τελετής T είναι φραγμένος, τότε κατ' ανάγκη είναι συνεχής και 
αντίστροφα.  

Απόδειξη :  α)  Έστω ότι ο τελεστής T είναι φραγμένος και έστω ότι: 

xn 
s⎯ →⎯ x0∈D(T).  

Τότε    ||Txn-Tx0||=||T(xn-x0)||≤k||xn-x0|| → 0    όταν n→∞ 

δηλ.  Txn 
s⎯ →⎯ Tx0 και λόγω του θεωρήματος 3.5.2, ο T είναι παντού συνεχής.  

β) Έστω ότι ο T είναι συνεχής στο σημείο x0 . Θα έχουμε:        

(∀ε>0)(∃δ(ε)>0)[ ||x-x0||<δ  ⇒  ||Tx-Tx0||=||T(x-x0)||<ε ] 

 ή θέτοντας x-x0=u  

(∀ε>0)(∃δ(ε)>0)[ ||u||<δ  ⇒  ||Tu||<ε ]                                           
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Εάν πάρουμε ε1>0, τέτοιο ώστε 0<ε1<δ και θεωρήσουμε ένα τυχαίο διάνυσμα ξ∈V, θα 
έχουμε:                  

  ( )1 1| |ξ
δ − ε = δ − ε 〈δ

ξ
 

Θεωρώντας σαν u το ( )1|| ||
ξ

δ − ε
ξ

 θα έχουμε: 

 ||u||= ( )1 1| |ξ
δ − ε = δ − ε 〈δ

ξ
⇒  ||Tu||= ( )1

Tξ
δ − ε < ε

ξ
  ⇒  ||Tξ||<

1

|| ||ε
ξ

δ − ε
 

Από την τελευταία σχέση συμπεραίνουμε ότι ο Τ είναι φραγμένος. 

 

Άλλος τρόπος για να αποδείξουμε το αντίστροφο είναι ο εξής: 

Έστω ότι ο Τ δεν είναι φραγμένος. Τότε για κάθε φυσικό αριθμό n υπάρχει διάνυσμα yn 

τέτοιο ώστε ||Tyn||>n||yn||. Θέτουμε  n
n

n

1 yx
n y

= ,  τότε   n n n
1x lim x 0
n →∞= ⇒ =  

Αλλά   nn
n

n n

n y1 Ty 1Tx 1
n y n y

= > = , και επομένως   n nlim Tx→∞ → 0  δηλαδή ο Τ δεν είναι 

συνεχής. 

Θεώρημα 3.5.4: Το άθροισμα T+S δυο φραγμένων τελεστών είναι επίσης φραγμένος 
τελεστής.  

Απόδειξη:     ||(T+S)x|| = ||Tx+Sx|| ≤ ||Tx||+||Sx|| ≤ ||T|| ||x||+||S|| ||x||= 

= [||T||+||S||] ||x||  ∀x∈V  ⇒   ||T+S||≤ ||T||+||S||  

 

Επίσης για ένα φραγμένο τελεστή T και για λ∈C έχουμε:  

  ||λT||=sup
( )Tx || x ||| | sup | ||| T ||
x || x ||

λ Τ
= λ = λ                                                   

Από τα παραπάνω εύκολα προκύπτει ότι το σύνολο των φραγμένων τελεστών αποτελεί ένα 
διανυσματικό χώρο με norm, δηλ. ένα σταθμητό διανυσματικό χώρο.  

Θεώρημα 3.5.5 Κάθε τελεστής ορισμένος σ' ένα χώρο πεπερασμένης διάστασης είναι 
φραγμένος.  

Απόδειξη: Έστω {ei}  i=1,…,n  μια  ορθοκανονική  βάση  και  x= c ei i
i

n

=
∑

1
 με ci=<ei|x> ένα 

τυχαίο διάνυσμα. Έχουμε:  

            Tx= c Te e x Tei i
i

n

i
i

n

i
= =
∑ ∑=

1 1
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 ||Tx||2=<Tx|Tx>= e x Te e x Te x e Te Te e xi i
i

n

j j
j

n

i i j j
j

n

i

n

= = ==
∑ ∑ ∑∑=

1 1 11
                                      

Αλλά από την ανισότητα του Schwarz έχουμε:  

|<x|ei>| ≤ ||x|| ||ei|| = ||x||                                             

Επομένως ||Τx||2≤ || || || || || ||x Te Te x Te Te xi j i j
j

n

i

n

j

n

i

n

=
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭====

∑∑∑∑
1111

2  

Εάν M=max|<Tei|Tej>| τότε Te Te n Mi j
j

n

i

n

==
∑∑ ≤

1

2

1
 και τελικά: 

  ||Tx||2≤n2M||x||2  ⇒  ||Tx||≤n√M||x||  
δηλ. ο Τ είναι φραγμένος.  

Παράδειγμα 3.5.2: Έστω ο χώρος V=C [α,β] των συνεχών μιγαδικών συναρτήσεων 
πραγματικής μεταβλητής x∈[α,β]. Ορίζουμε τον τελεστή T από τη σχέση:  

                           T(f(x))≡
x
f (y)dy

α∫  ∀f∈C [α,β] 

Από τον ολοκληρωτικό λογισμό ξέρουμε ότι η συνάρτηση Tf είναι συνεχής  στο διάστημα 
[α,β]. Επομένως Tf∈C [α,β]. Η γραμμικότητα του T  είναι προφανής.  Θα δείξουμε ότι ο T 
είναι φραγμένος.  

          Κατ' αρχήν θυμίζουμε ότι η norm στο χώρο C [α,β] είναι:  

||f||= supx |f(x)|  

Στη συνέχεια έχουμε:  

 ||Tf||=supx
x x

xf (y)dy sup | f (y) | dy | f (y) | dy
β

α α α
≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫ (β-α)supx|f(x)|=(β-α)||f||                                   

δηλ. ο τελεστής T είναι φραγμένος.  

(Αποδεικνύεται ότι ||T||=β-α, (π.χ. θεωρείστε την συνάρτηση f(x)=1 και δείτε ότι ||f(x)||=1), 
και ότι το πεδίο τιμών R(T) του T δεν είναι όλος ο χώρος C [α,β] αλλά μόνο ο υπόχωρος των 
διαφορισίμων συναρτήσεων.)  

Παράδειγμα 3.5.3: Έστω V ένας διανυσματικός χώρος εσωτερικού γινομένου και x0  ένα 
μοναδιαίο διάνυσμα: ||x0||=1. Ορίζουμε τον τελεστή T από την σχέση:  

Tx=<x0|x>x0   ∀x∈V  
δηλ. ο T είναι ένας προβολικός τελεστής, που προβάλλει κάθε διάνυσμα x στην διεύθυνση 
του x0. Έχουμε:  

||Tx||=||<x0|x>x0||=|<x0|x>| ||x0||=|<x0|x>|≤||x0|| ||x||=||x||  ⇒  
|| ||
|| ||
Tx
x

≤1                          

Αλλά για x=x0  έχουμε ||Tx0||=||x0||=1 δηλ. η norm του T δεν μπορεί να είναι μικρότερη του 
1. Άρα ||T||=1.  
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Παράδειγμα 3.5.4: Έστω V ένας διανυσματικός χώρος και {…ek …} μια ορθοκανονική 
βάση. Ορίζουμε τον τελεστή T θέτοντας:  

Tek=
1
k

ek   ∀k=1,2,…  

Επεκτείνουμε αυτόν τον ορισμό, με την βοήθεια της γραμμικότητας σ' όλα τα διανύσματα x=

k k
k

e
∞

α∑   και έχουμε:  

                  Tx= k k k k
k 1 k 1

1Te e
k

∞ ∞

= =

α = α∑ ∑     ∀x∈V  

Επειδή ||x||2<∞ ⇒ 2
k

k 1

| |
∞

=

α∑ <∞  ⇒ 
2

k

k 1 k

∞

=

α∑ < ∞  βλέπουμε ότι Tx∈V. Έτσι έχουμε ένα 

γραμμικό τελεστή  ορισμένο σ' όλο τον V δηλ. D(T)=V. Ο τελεστής T είναι φραγμένος διότι                           

 ||Tx||2=
22

2 2 2k k
k2 2

k 1 k 1 k 1 k 1

| | | | 1| | K || x ||
k k k

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ ≤ α =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑     

όπου   K2=
2

2
k 1

1
k 6

∞

=

π
=∑   

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι το πεδίο τιμών R(T) του T αποτελείται από τα διανύσματα  

                  y= k k
k 1

e
∞

=

β∑   για τα οποία    2 2
k

k 1

k | |
∞

=

β∑ <∞   δηλ.  R(T)⊂V.      

διότι   y=Tx ⇒  k k
k 1

e
∞

=

β∑ = k k
k 1

1 e
k

∞

=

α∑  ⇒  βk= k

k
α  ⇒ αk=kβk   

και επειδή  2
k

k 1

∞

=

α∑ <∞ ⇒  2 2
k

k 1

k | |
∞

=

β∑ <∞ 

Είναι προφανές ότι ο τελεστής T έχει αντίστροφο, ο οποίος μπορεί να ορισθεί θέτοντας:  

T-1ek=kek    ∀k  

και επεκτείνοντας τον με την βοήθεια της γραμμικότητας στο R(T). Πράγματι εάν y∈R(T), 
τότε: 

  T-1(y)= T-1(Tx)=T-1 1k k
k k

k 1 k 1

e T e
k k

∞ ∞
−

= =

α α⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ = k k

k 1

e x
∞

=

α =∑                                

Όμως ο T-1 δεν είναι φραγμένος. Εάν π.χ. y=ek, τότε:  

||T-1ek||=||kek||=k||ek||=k  

και διαλέγοντας το k αρκετά μεγάλο το ||T-1ek|| υπερβαίνει οποιοδήποτε  θετικό αριθμό.  

 

          Το παράδειγμα αυτό μας προειδοποιεί ότι ο αντίστροφος ενός φραγμένου τελεστή δεν 
είναι πάντα φραγμένος.  
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Παράδειγμα 3.5.5: Ας θεωρήσουμε τον διαν. χώρο L2(-∞,+∞) των κατά Lebesque 
τετραγωνικά ολοκληρωσίμων συναρτήσεων πραγματικής μεταβλητής. Θεωρούμε τον 
υπόχωρο, (γραμμική πολλαπλότητα), U⊂L2(-∞,+∞), που αποτελείται από τις συναρτήσεις 
f(x) που έχουν την ιδιότητα οι συναρτήσεις xf(x) να είναι επίσης τετραγωνικά 
ολοκληρώσιμες.  

          Έστω Q η απεικόνιση:  

Q: U →  L2(-∞,+∞)  

Q: f  a Qf=xf(x)   ∀f∈U  

Είναι προφανές ότι η Q είναι μια γραμμική απεικόνιση. Αλλά δεν είναι συνεχής, (ούτε 
επομένως και  φραγμένη).  Πράγματι ας θεωρήσουμε την ακολουθία των συναρτήσεων:  

  fn(x)=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

〈

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

0  xεάν                                                     0

0 xεάν        
x

1
n
xexp

1n
xexp

                                            

Τα στοιχεία αυτής της ακολουθίας ανήκουν στον υπόχωρο U, διότι:  

||Qfn||2=⎮⌡
⌠

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞

0

xdx
n
xexp

1n
xexp =(n+1)2-n2=2n+1<∞  ∀n∈N         

Επί πλέον η ακολουθία fn  συγκλίνει στη μηδενική συνάρτηση f≡0 αφού:  

         ||fn||2= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎮⌡

⌠
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞

n
1nlndx

x
1

n
xexp

1n
xexp

0

 → 0   όταν  n→∞                                                 

Όμως ||Qfn-Qf|| ≡ ||Qfn|| = 2 1n +  που δεν τείνει στο μηδέν όταν n→∞. Τελικά η απεικόνιση 
Q, (ο τελεστής θέσης της Κβαντομηχανικής), δεν είναι συνεχής και άρα ούτε φραγμένη.  

 Το ότι ο τελεστής Q δεν είναι φραγμένος μπορούμε επίσης να το συμπεράνουμε από 
το γεγονός ότι η τιμή του ολοκληρώματος: 

   ||Qf(x)||2= ∫
+∞

∞−
dx|)x(xf| 2  

μπορεί να γίνει όσες φορές θέλουμε μεγαλύτερη από το ολοκλήρωμα: 

   ||f(x)||2= ∫
+∞

∞−
dx|)x(f| 2  

Παράδειγμα 3.5.6: Ένας άλλος ιδιαιτέρου ενδιαφέροντος τελεστής στην Κβαντομηχανική 
είναι ο τελεστής της ορμής P. Θεωρούμε πάλι τον χώρο L2(-∞,+∞) και συμβολίζουμε  με  W 
τον υπόχωρο του L2, που αποτελείται από τις συναρτήσεις f(x) οι οποίες είναι διαφορίσιμες 

και η συνάρτηση -i
df x

dx
( )

 τετραγωνικά ολοκληρώσιμη. Ορίζουμε  τον τελεστή P ως εξής:  

P: W → L2   
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P: f(x) a  Pf(x) = -i
df x

dx
( )

  

 

Η γραμμικότητα του P είναι προφανής. Όμως ο P δεν είναι συνεχής. Για παράδειγμα ας 
πάρουμε την ακολουθία fn(x)=exp(-n|x|).  Τα  στοιχεία της ανήκουν στο W διότι: 

  Pfn(x)=
( )

( )

in exp nx        x 0

in exp nx     x 0

− 〉⎧
⎪
⎨
⎪− − 〈⎩

     

έτσι ώστε:  ||Pfn||2=n2 ( )exp 2n | x | dx
+∞

−∞
−∫ =n<∞   ∀n∈N                                     

Η ακολουθία fn συγκλίνει στη μηδενική συνάρτηση f≡0, διότι  

  ||fn||2= ( )exp | |−
−∞

+∞

∫ 2n x dx =1/n  →  0     για n→∞                                 

Όμως   ||Pfn-Pf||=||Pfn||=√n  δεν τείνει στο μηδέν για n→∞  
Άρα ο P δεν είναι συνεχής, (ούτε και φραγμένος).  

Παρατήρηση 3.5.3: Ο τελεστής θέσης Q όταν θεωρηθεί στον χώρο L2(α,β) με 0<α<β, τότε 
είναι φραγμένος και άρα συνεχής. Πράγματι: 

          ||Qf||2= 2 2 2 2 2 2x | f (x) | dx | f (x) | dx || f ||
β β

α α
≤ β = β∫ ∫                                        

Δυστυχώς δεν συμβαίνει το ίδιο για τον τελεστή της ορμής  P=-i
d
dx

  στον  χώρο L2(α,β). 

Γιατί; 

(Θωρείστε την ακολουθία fn=exp(-n|x|) του προηγουμένου παραδείγματος.)            



                 



4   Γραμμικα συναρτησοειδη και δυϊκος χώρος 

 

         Έστω V διαν. χώρος επί του σώματος Κ(31 (=R ή C) με dimV=n.      

Ορισμός 4.1.1 Μια απεικόνιση F : V → K με την ιδιότητα: 

                 F(λx+μy)=λF(x)+μF(y)     ∀x,y∈V και ∀λ,μ∈K      
ονομάζεται γραμμικό συναρτησοειδές.           

Το σύνολο όλων των γραμμικών συναρτησοειδών, που  ορίζονται πάνω σ' ένα διαν. 
χώρο V, αποτελεί διαν. χώρο με πράξεις: 

          α) την πρόσθεση δυο συναρτησoειδών F και G: 

                F+G: V → K 

                F+G: x a  (F+G)(x)≡F(x)+G(x)  και 

          β) τον πολλαπλασιασμό αριθμού λ∈K επί ενός  συναρτησοειδούς F: 

                λF: V → K 

                λF: x a  (λF)(x)≡λF(x)      

Ορισμός  4.1.2  Ο διαν. χώρος των συναρτησοειδών ονομάζεται αλγεβρικός δυϊκός χώρος 
του V και συμβολίζεται με V*. 

Θεώρημα 4.1.1 Ο δυϊκός χώρος V* είναι ισόμορφος προς τον διανυσματικό χώρο Kn (32.  

Απόδειξη: Για να αποδείξουμε ότι οι χώροι V* και Kn είναι ισόμορφοι αρκεί να ορίσουμε μια 
απεικόνιση Φ του Kn εντός του V* , η οποία να πληροί τις τρεις ιδιότητες: 

α) να είναι αμφιμονοσήμαντη, β) επί και γ) γραμμική. 

Θεωρούμε μια βάση του χώρου V, έστω την Β={e1,e2,⋅⋅⋅,en} και ένα στοιχείο του Kn, 
δηλ μια n-άδα: (α1,α2,⋅⋅⋅,αn). Σ΄αυτήν την n-άδα θα αντιστοιχίσουμε μια απεικόνιση: 

F: V→K  

ως εξής: έστω x∈V με x=x1e1+x2e2+⋅⋅⋅+xnen , τότε ορίζουμε την απεικόνιση F από την σχέση: 

  F(x)≡α1x1+α2x2+⋅⋅⋅+αnxn  

η οποία εκ κατασκευής είναι γραμμική και επομένως είναι ένα συναρτησοειδές, F∈V*. 
Επίσης έχουμε: F(e1)=α1,  F(e2)=α2,  ⋅⋅⋅,  F(en)=αn . 

Με την παραπάνω εργασία μπορούμε σε κάθε στοιχείο (α1,α2,⋅⋅⋅,αn)∈Kn να αντιστοιχίσουμε 
ένα συναρτησοειδές F∈V* , δηλ. ορίζουμε μια απεικόνιση Φ: Kn→V*. Για να είναι οι χώροι 
Kn και V* ισόμορφοι, αρκεί να αποδείξουμε ότι η απεικόνιση Φ είναι α) αμφιμονοσήμαντη, 
β) επί και γ) γραμμική. 

                                                 
(31 Προς αποφυγή συγχύσεως στο κεφάλαιο αυτό το σώμα θα το συμβολίζουμε με Κ αντί με F. 

(32 Το σύνολο Kn αποτελείται από τις n-άδες (α1,α2,⋅⋅⋅,αn), με αi∈K, και εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι αποτελεί 

διανυσματικό χώρο πάνω στο ίδιο σώμα K με dimKn=n, όπως επίσης ότι κάθε πεπερασμένος διανυσματικός 

χώρος V επί του σώματος K με dimV=n είναι ισόμορφος με τον Kn , δηλ. V≅Kn . 
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α)   Εάν υποθέσουμε ότι σε δυο διαφορετικά στοιχεία (α1,α2,⋅⋅⋅,αn) και (β1,β2,⋅⋅⋅,βn) 
του Κn αντιστοιχεί με την βοήθεια της Φ το ίδιο συναρτησοειδές F, τότε πρέπει να έχουμε: 

 F(ei)=αi και F(ei)=βi  i=1,2,⋅⋅⋅,n  ⇒  αi=βi  i=1,2,⋅⋅⋅,n  όπερ άτοπο διότι  

 (α1,α2,⋅⋅⋅,αn)≠ (β1,β2,⋅⋅⋅,βn)  δηλ. η Φ είναι αμφιμονοσήμαντη. 

β)   Θεωρούμε ένα τυχαίο στοιχείο F του V* και θέτουμε F(ei)=αi i=1,2,⋅⋅⋅,n . Έστω 
ότι στο στοιχείο (α1,α2,⋅⋅⋅,αn) του Kn αντιστοιχεί το συναρτησοειδές G για το οποίο έχουμε  

 G(ei)=αi   i=1,2,⋅⋅⋅,n 

Επομένως  F(ei)=G(ei)  i=1,2,⋅⋅⋅,n ⇒ F=G   δηλ. η Φ είναι επί. 
 γ)  Θεωρούμε τρία συναρτησοειδή F,G και H τα οποία ορίζονται από τις παρακάτω n-
άδες: 

(α1,α2,⋅⋅⋅,αn) , (β1,β2,⋅⋅⋅,βn) και (α1+β1,α2+β2,⋅⋅⋅,αn+βn)  

Έχουμε: H(ei)=αi+βi=F(ei)+G(ei)=(F+G)(ei)  ⇒  F+G=H        (1) 
Εξ' άλλου έχουμε: 

Φ(α1,α2,⋅⋅⋅,αn)=F , Φ(β1,β2,⋅⋅⋅,βn)=G , Φ(α1+β1,α2+β2,⋅⋅⋅,αn+βn)=H   (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: 

  Φ[(α1,α2,⋅⋅⋅,αn)+(β1,β2,⋅⋅⋅,βn)]=Φ(α1,α2,⋅⋅⋅,αn)+Φ(β1,β2,⋅⋅⋅,βn) 
Όμοια αποδεικνύεται ότι  

  Φ[λ(α1,α2,⋅⋅⋅,αn)]=λΦ(α1,α2,⋅⋅⋅,αn)   δηλ. η Φ είναι γραμμική.  
Παράδειγμα 4.1.1 Θεωρούμε τον διανυσματικό χώρο V=Rn πάνω στο σώμα K=R, του 
οποίου τα διανύσματα τα γράφουμε υπό μορφή στήλης:  

x=

x
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⎟
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Βάσει του προηγουμένου θεωρήματος τα στοιχεία του δυϊκού χώρου V*=(Rn)* παρίστανται 
υπό μορφή σειράς: 

   F=(α1,α2,⋅⋅⋅,αn) 
Το αποτέλεσμα της επιδράσεως του συναρτησοειδούς F πάνω στο στοιχείο x μπορούμε να το 
πάρουμε από το γινόμενο της σειράς (α1,α2,⋅⋅⋅,αn) με την στήλη: 
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δηλ.    F(x)= (α1,α2,⋅⋅⋅,αn)

x
x

xn

1

2

M

⎛

⎝

⎜
⎜
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⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

=α1x1+α2+x2+⋅⋅⋅+αnxn   (1) 

Επομένως μπορούμε να πούμε ότι, εάν τα στοιχεία x του διανυσματικού χώρου V=Rn 
τα γράφουμε υπό μορφή στήλης, τότε τα στοιχεία F του δυϊκού χώρου V*=(Rn)* θα τα 
γράφουμε υπό μορφή γραμμής. 

Η σχέση (1) μας θυμίζει το ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο του Rn . Όμως εδώ 
εμφανίζεται κάποιο πρόβλημα: Το εσωτερικό γινόμενο ορίζεται σε διανύσματα του ίδιου 
χώρου: με x,y∈Rn έχουμε <x|y>=x1y1+x2+y2+⋅⋅⋅+xnyn . Άρα πρέπει να περιμένουμε ότι τα 
στοιχεία του δυϊκού χώρου (Rn)* βρίσκονται σε πλήρη αντιστοιχία με τα στοιχεία του 
αρχικού χώρου Rn . Πράγματι από το προηγούμενο θεώρημα είδαμε ότι σε κάθε 
συναρτησοειδές F∈(Rn)* αντιστοιχεί ένα στοιχείο του Kn=Rn δηλ. μια n-άδα. Αλλά από την 
γραμμική Άλγεβρα είναι γνωστό ότι κάθε πεπερασμένος διανυσματικός χώρος V επί του 
σώματος Κ είναι ισομορφικός με τον Kn . Επομένως η σειρά, που αντιστοιχεί στο 
συναρτησοειδές F μπορεί να θεωρηθεί σαν στήλη, δηλ. σαν στοιχείο του αρχικού χώρου 
V=Rn .  

Το προηγούμενο συμπέρασμα μπορεί να επεκταθεί και για χώρους απείρων 
διαστάσεων, αρκεί να είναι χώροι Hilbert. Αυτό το εγγυάται, όπως θα δούμε παρακάτω, το 
θεώρημα του Riesz 

          Ο χώρος V* αποκτά ενδιαφέρουσες ιδιότητες όταν ο διαν. χώρος V έχει κάποια 
τοπολογική δομή. Όπως ξέρουμε ένας norm διαν. χώρος είναι και τοπολογικός χώρος με 
τοπολογία που ορίζεται από την norm. Έτσι εάν V είναι ένας norm χώρος, τότε μπορούμε να 
μιλάμε για συνεχή γραμμικά συναρτησοειδή και για το μέτρο τους, κατ' αναλογία με τους 
συνεχείς τελεστές.      

Ορισμός 4.1.3 Έστω V ένας norm χώρος. Ένα γραμμικό συναρτησοειδές F  λέγεται συνεχές 
στο σημείο, (διάνυσμα), x0  εάν ισχύει: 

          (∀ε>0)(∃δ>0)(∀x∈V)[ ||x-x0||<δ  ⇒  |F(x)-F(x0)|<ε ]    

Παρατήρηση 4.1.1 Όπως και στην περίπτωση των τελεστών, μπορούμε να δούμε ότι εάν 
ένα γραμμικό συναρτησοειδές είναι συνεχές σε κάποιο σημείο x0, τότε είναι συνεχές σ' όλο 
το πεδίο ορισμού του.      

Παρατήρηση 4.1.2 Ο ορισμός της συνέχειας ενός γραμμικού συναρτησοειδούς σε κάποιο 
σημείο x0 είναι ισοδύναμος με τον ορισμό της συνέχειας κατά Heine χάριν του θεωρήματος 
της μεταφοράς. Δηλαδή εάν για κάθε συγκλίνουσα στο x0 ακολουθία διανυσμάτων xn, η 
ακολουθία F(xn) συγκλίνει στο F(x0), τότε το F είναι συνεχές και αντίστροφα.    

Ορισμός 4.1.4 Το μέτρο ενός συνεχούς γραμμικού συναρτησοειδούς F ορίζεται σαν το 
infimum των θετικών αριθμών k, για τα οποία ισχύει: 

                  (∀x∈V)[ |F(x)|≤k||x|| ]       

και συμβολίζεται με ||F|| δηλ. 

                  ||F||=inf{k / |F(x)|≤k||x|| }      
ή ισοδύναμα: 
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                  ||F||=supx≠0 
| ( )|
|| ||

F x
x

=sup||x||=1|F(x)| 

     Η πιο σπουδαία ιδιότητα των συνεχών γραμμικών συναρτησοειδών είναι αυτή που 
περιγράφεται από το θεώρημα των Hahn-Banach, το οποίο με απλά λόγια λέει ότι ένα 
συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές ορίζεται από τις τιμές του πάνω σε  μια "μικρή" περιοχή 
του  χώρου. Η ακριβής διατύπωση έχει ως εξής:     

Θεώρημα 4.1.2 Έστω U ένας υπόχωρος, (πιο γενικά μια γραμμική πολλαπλότητα), ενός 
norm χώρου V. Έστω F ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές ορισμένο στο U. Τότε το F 
μπορεί να επεκταθεί σ' ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοδειδές $F  ορισμένο σ' όλο τον χώρο 
V και || $F ||=||F||.     

Θεώρημα 4.1.3 Εάν  (V1, ||⋅⋅||1)  είναι  ένας  norm  χώρος και (V2, ||⋅⋅||2)  ένας χώρος  Banach, 
τότε ο χώρος  L(V1 ,V2)  των συνεχών γραμμικών απεικονίσεων  

                           F: V1  →  V2      
είναι Banach χώρος ως προς την norm  

                     ||F||=supx≠0
|| ( )||

|| ||
F x

x
2

1

                                            

Απόδειξη: Έστω Fn  μια ακολουθία του Cauchy με στοιχεία από τον χώρο L(V1 ,V2), δηλ. 
||Fn-Fm|| → 0  όταν m,n → ∞.  Τότε ∀x∈V1  έχουμε: 

        ||Fn(x)-Fm(x)||2=||(Fn-Fm)(x)||2≤||Fn-Fm||||x||1 → 0    (1)      
όπου χρησιμοποιήσαμε την σχέση: 

                    ||F(x)||2≤||F|| ||x||1      
που προκύπτει από τον ορισμό της norm μιας γραμμικής. απεικόνισης.      

Η σχέση (1) δείχνει ότι η ακολουθία Fn(x)  είναι ακολουθία του Cauchy με στοιχεία από τον 
χώρο V2 , και επειδή ο χώρος V2 είναι πλήρης, η ακολουθία αυτή συγκλίνει σε κάποιο 
διάνυσμα του V2 , που θα το γράψουμε με F(x). Έτσι για κάθε διάνυσμα x∈V1 υπάρχει ένα 
διάνυσμα F(x)∈V2 έτσι ώστε: 

                    Fn(x) → F(x)    όταν   n → ∞           (2)      
Αφήνοντας τώρα το x να διατρέχει όλο τον  χώρο  V1 , έχουμε  μια απεικόνιση   

F:  V1  → V2   
που εύκολα μπορούμε να δούμε, χρησιμοποιώντας την συνέχεια του αθροίσματος  και του 
βαθμωτού πολλαπλασιασμού, ότι είναι γραμμική. Επίσης είναι συνεχής.  Πράγματι: 

            ||F(x)||2=||limn→∞ Fn(x)||2=limn→∞||Fn|| ||x||1 ≤(sup {||Fn||})||x||1      

(όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι το F  είναι συνεχές και άρα φραγμένο). Επειδή η Fn 
είναι ακολουθία Cauchy, μπορεί να δειχθεί ότι το {||Fn||} είναι ένα φραγμένο σύνολο 
αριθμών, έτσι ώστε το supn{||Fn||} είναι μια πεπερασμένη σταθερά. Αυτό δείχνει ότι:  
||F(x)||2≤K||x||1 , δηλ. το F είναι συνεχές.  

Τέλος θα  δείξουμε ότι Fn → F ως προς την norm ||⋅⋅|| του L. Πράγματι: 

 limn→∞||Fn-F||=limn→∞sup||x||=1||Fn(x)-F(x)||2=sup||x||=1||limn→∞(Fn(x)-F(x))|| = 0                                        
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όπου στο τελευταίο βήμα χρησιμοποιήσαμε την σχέση (2). Τελικά αποδείξαμε ότι η τυχαία 
ακολουθία Cauchy Fn από τον χώρο L συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο F∈L και επομένως ο L 
είναι πλήρης. 

          Ας θεωρήσουμε τώρα το σύνολο L(V,C) όλων των συνεχών γραμμικών 
συναρτησοειδών ορισμένων σ' ένα norm χώρο V. Επειδή το σύνολο των μιγαδικών αριθμών 
C είναι χώρος Banach, από το προηγούμενο θεώρημα, συμπεραίνουμε ότι ο χώρος L(V,C)  
είναι χώρος Banach.    

Ορισμός 4.1.4 Ο χώρος L(V,C) ονομάζεται δυϊκός χώρος, (dual space), του norm 
γραμμικού χώρου V και συμβολίζεται με V* , (όπως και ο αλγεβρικός δυϊκός χώρος). 

          Είναι αρκετά ενδιαφέρον να ανακαλύψουμε την φύση όλων των συνεχών γραμμικών  
συναρτησοειδών σ' ένα χώρο V. Αυτό βασικά σημαίνει να βρούμε την γενική μορφή  ενός 
συνεχούς γραμμικού συναρτησοειδούς στον V. Θα εξετάσουμε αυτό το πρόβλημα στην  πιο 
απλή αλλά και πιο σπουδαία περίπτωση όταν ο χώρος V είναι Hilbert  χώρος.  

          Στη συνεχεία θα προσπαθήσουμε να κατασκευάσουμε τον δυϊκό χώρο ενός χώρου  
εσωτερικού γινομένου, (που δεν χρειάζεται προς το παρόν να είναι Hilbert χώρος).  

Με την βοήθεια του εσωτερικού γινομένου <|>, και με ένα τυχαίο αλλά σταθερό 
διάνυσμα g∈V, ορίζουμε την απεικόνιση: 

                F: V → C   

                F: x a  F(x)≡<g|x>   ∀x∈V      

Από τις ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου έπεται ότι η F είναι γραμμική. Είναι επίσης και 
συνεχής, διότι από την ανισότητα  του Schwarz έχουμε: 

                  |F(x)|=|<g|x>|≤ ||g|| ||x||                     (1)      
Η σχέση (1) δείχνει ότι η F είναι φραγμένη και άρα συνεχής. Προχωρώντας μπορούμε να 
υπολογίσουμε την norm της F. Από την (1) έχουμε:            

||F||≤ ||g||                                (2)      

Θέτοντας όμως x=g έχουμε |F(g)| = |<g|g>|=||g||2. Έτσι βρήκαμε ένα διάνυσμα τέτοιο ώστε:

  
| ( )|
|| | |

|| ||
F g

g
g=  

Άρα η σχέση (2) δεν μπορεί να ισχύει παρά μόνο με το ίσον. Τελικά έχουμε: 

                  ||F||=||g||                              (3)      

Είδαμε λοιπόν ότι σ' ένα οποιονδήποτε χώρο εσωτερικού γινομένου κάθε διάνυσμα g παράγει 
ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές F, του οποίου η norm ισούται με την norm του g. Το 
αντίστροφο ισχύει όταν ο χώρος του εσωτερικού γινομένου είναι χώρος Hilbert H. Το 
σπουδαίο αυτό γεγονός διατυπώνεται στο παρακάτω βασικό θεώρημα του Riesz, (Riesz 
representation theorem).    
Θεώρημα 4.1.4 Έστω F ένα τυχαίο συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές σ' ένα χώρο Hilbert 
H. Τότε υπάρχει ένα μοναδικό διάνυσμα g∈H τέτοιο ώστε, για κάθε x∈H , F(x)=<g|x>. 
Επιπλέον ||F||=||g||.      

Απόδειξη: Eπειδή ο χώρος H είναι διαχωρίσιμος υπάρχει μια αριθμήσιμη ορθοκανονική 
βάση {⋅⋅⋅ek⋅⋅⋅} έτσι ώστε για κάθε x∈H,  
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Το επόμενο βήμα είναι να δείξουμε ότι: 
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Επειδή το F είναι φραγμένο έχουμε: 

                  |F(hn)|2 ≤ ||F||2||hn||2     
και αντικαθιστώντας το ||hn||2  από την (3) προκύπτει: 

              |F(hn)|≤ ||F||2      
και με την βοήθεια πάλι της (3) βλέπουμε ότι: 

  | ( )|F ek
k

n
2

1=
∑ ≤||F||2                              

που συνεπάγεται ότι η σειρά  

  | ( )|F ek
k

2

1=

∞

∑                                      

συγκλίνει και επομένως το διάνυσμα 

                  g= F e ek k
k

*( )
=

∞

∑
1

                           (4)      

υπάρχει, (δηλ. η σειρά συγκλίνει).      

Στη συνέχεια μπορούμε να υπολογίσουμε το εσωτερικό γινόμενο: 

<g|x>= *
k k k k k k

k 1 k 1 k 1

F (e )e e F(e )
∞ ∞ ∞

= = =

α = α∑ ∑ ∑       

και από τη σχέση (1) έχουμε:                            

F(x)=<g|x>      
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Έτσι βρήκαμε ένα διάνυσμα g, το οποίο αναπαραγάγει την τιμή  του δεδομένου 
συναρτησοειδούς F για κάθε x∈H με την βοήθεια του εσωτερικού γινομένου. Το διάνυσμα g 
είναι μοναδικό. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα άλλο διάνυσμα g′ τέτοιο ώστε: 

      <g′|x>=F(x)=<g|x> ⇒  <g′-g|x>=0  ∀x∈H  ⇒  g′-g=0 δηλ. g′=g      
Τέλος εύκολα αποδεικνύεται από τα προηγούμενα ότι ||F||=||g||   

Αιτιολογία του όρου Δυϊκός χώρος. Είδαμε προηγουμένως ότι υπάρχει μια μοναδική ένα-
προς-ένα και επί αντιστοιχία: 

                     φ: H* → H      
μεταξύ των συνεχών γραμμικών συναρτησοειδών επί του H και των διανυσμάτων του H, 
οριζόμενη από την σχέση: 

                     φ: F∈H* → φ(F)=g    ∀F∈H*      
όπου το g ορίζεται από την απαίτηση: 

                     F(x)=<g|x>  ∀x∈H      
Ας εξετάσουμε τις ιδιότητες της φ.  

          α) Η φ είναι ισομετρία διότι  ||φ(F)||=||g||=||F|| 

          β) Η φ είναι "σχεδόν" ένας ισομορφισμός δηλ. ένας αντιισομορφισμός.  

Πράγματι: 

              (F1+F2)(x)=F1(x)+F2(x)=<g1|x>+<g2|x>=<g1+g2|x>      
δηλ. ο γεννήτορας του F1+F2  είναι το g1+g2 .  Αυτό  σημαίνει  ότι  

                   φ(F1+F2)=g1+g2=φ(F1)+φ(F2).       

Επιπλέον      (αF)(x)=αF(x)=α<g|x>=<α*g|x>      
δηλ. ο γεννήτορας του αF είναι το α*g. Αυτό σημαίνει ότι 

                   φ(αF)=α*g=α*φ(F)      

δηλ. η απεικόνιση φ δεν είναι γραμμική αλλά αντιγραμμική. Τελικά μπορούμε να πούμε ότι 
η  απεικόνιση  φ  είναι  ένας  ισομετρικός αντισομορφισμός μεταξύ των χώρων H και H* . 
Εάν τώρα  θεωρήσουμε την απεικόνιση φ′ οριζόμενη από τη σχέση: 

                  φ′: H* → H 

                     φ′: F → φ′(F)=Cφ(F)]=C(g)      
όπου C είναι η μιγαδική συζυγής απεικόνιση οριζόμενη  πάνω  στον χώρο H, δηλ. 

                   C: H → H      
με τις ιδιότητες 

                C(x+y)=C(x)+C(y)   και   C(αx)=α*C(x)      

τότε βλέπουμε ότι η απεικόνιση φ′ είναι ένας ισομετρικός ισομορφισμός. Αυτό μας επιτρέπει 
να πούμε ότι οι χώροι H και H* όταν θεωρηθούν σαν τοπολογικοί διανυσματικοί χώροι, είναι  
αλγεβρικά και τοπολογικά ισοδύναμοι. 
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Συμβολισμός του Dirac: Συνεχίζοντας μπορούμε να δούμε ότι ο ισομετρικός ισομορφισμός 
φ′ δικαιολογεί πλήρως τον συμβολισμό του Dirac για τα εσωτερικά γινόμενα. Ένα "Dirac 
ket" |x> είναι ένα διάνυσμα του H. Ένα "Dirac bra" <y| σημαίνει ένα συνεχές γραμμικό 
συναρτησοειδές πάνω στο H και συγκεκριμένα εκείνο που παράγεται από το διάνυσμα 
y≡|y>. Η τιμή αυτού του συναρτησοειδούς Fy ≡<y| στο διάνυσμα |x> δίνεται τυπικά από τον 
πολλαπλασιασμό του bra διανύσματος <y| επί του ket διανύσματος |x>: 

                          Fy(x)≡<y||x>≡<y|x>           
Μελετώντας περισσότερο την δομή του δυϊκού χώρου H* μπορούμε να δούμε ότι ο 

H* δεν είναι μόνο ένας πλήρης  norm χώρος, (με norm ||F||=sup|F(x)| για  ||x||=1),  αλλά  είναι 
ένας χώρος Hilbert με εσωτερικό γινόμενο: 

                         <F1|F2>≡<g1|g2>    
όπου F1 και F2 παράγονται από τα διανύσματα g1 και g2 αντίστοιχα. Ο ορισμός αυτός πληροί 
τις ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου. Έτσι έχουμε ένα χώρο εσωτερικού γινομένου με 
προκύπτουσα norm την:               

||F||= F F g g g= =|| ||       

η οποία, όπως είδαμε, καθιστά τον χώρο H*  πλήρη. Άρα ο χώρος H* είναι χώρος Hilbert. 
Τελικά καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο δυϊκός χώρος H* ενός οποιουδήποτε χώρου 
Hilbert H είναι ένας χώρος Hilbert ισομετρικά ισόμορφος με τον H. 

          Εάν τώρα θεωρήσουμε το σύνολο όλων των συνεχών γραμμικών συναρτησοειδών 
πάνω στον H*, προκύπτει ένας νέος χώρος Hilbert, ο "δεύτερος δυϊκός χώρος" H** του H. 
Κάθε στοιχείο του H** παράγεται από ένα στοιχείο του H*, (δηλ. από ένα συνεχές γραμμικό 
συναρτησοειδές πάνω στον H), και αντίστροφα. Υπάρχει επομένως ένας ισομετρικός 
αντιισομορφισμός: 

                           f: H** →  H*     
μεταξύ του δεύτερου και του πρώτου δυϊκού χώρου. Επειδή όμως η σύνθεση δυο 
αντιγραμμικών απεικονίσεων είναι γραμμική απεικόνιση, η σύνθεση δυο ένα-προς-ένα και 
επί είναι ένα-προς-ένα και επί, όπως και η σύνθεση δυο ισομετριών είναι ισομετρία, έπεται 
ότι η απεικόνιση: 

                         φf: H** →  H      
είναι ένας ισομετρικός ισομορφισμός. Έτσι οι χώροι H και H** είναι ισοδύναμοι δηλ. 
ταυτίζονται ως προς την αλγεβρική και τοπολογική τους δομή, όπως επίσης και ως προς το 
εσωτερικό  τους γινόμενο. 



5       ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΗ ΦΑΣΜΑΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

      

5.1 Εισαγωγή 

          Το βασικό πρόβλημα, σ' ότι αφορά τις εφαρμογές της Κβαντομηχανικής και τις εφαρ-
μογές της θεωρίας των τελεστών στην ανάλυση, αποτελείται από την λύση της εξίσωσης: 

                            Αx=λx                                   (1)      

ή της μη ομογενούς: 

                            (Α-λI)x=y                               (2)      
Το πρόβλημα αυτό παλιά εξεταζόταν στα πλαίσια των κλασικών Μαθηματικών και 
αποτελούσε συνήθως πρόβλημα λύσης διαφορικών ή ολοκληρωτικών εξισώσεων, που 
πληρούσαν ορισμένες οριακές συνθήκες. Μιλούσαμε τότε για ομογενές ή μη ομογενές 
πρόβλημα, ανάλογα των περιπτώσεων (1) ή (2) και για οριακό πρόβλημα πρώτου ή δεύτερου 
είδους, ανάλογα της μορφής των οριακών συνθηκών. 

          Μετά τον συμβιβασμό των δυο κατευθύνσεων της Κβαντομηχανικής, (Εικόνες 
Heisenberg-Schrödinger), και την ανάπτυξη που ακολούθησε της θεωρίας των τελεστών, το 
οριακό πρόβλημα στην κβαντική φυσική μετετράπηκε σε πρόβλημα μελέτης γραμμικών 
τελεστών σε χώρο Hilbert. Οι οριακές συνθήκες σε συνδυασμό με το όλο φυσικό πρόβλημα, 
αφ' ενός καθορίζουν την περιοχή ορισμού του τελεστή Α, αφ' έτερου δε προσδίδουν σ' αυτόν 
χαρακτηριστικές ιδιότητες. 

          Αλλά όπως κάθε θεωρία έτσι και η θεωρία των τελεστών έχει τα όρια της. Το πρό-
βλημα του προσδιορισμού των ιδιοτιμών και ιδιοσυναρτήσεων παραμένει στη γενική του 
μορφή άλυτο. Γενικά θεωρήματα ύπαρξης είναι ελάχιστα. Εξ' αλλού από την πείρα 
γνωρίζουμε ότι άλλοτε υπάρχουν ιδιοτιμές και άλλοτε δεν υπάρχουν. Η ύπαρξη τους 
εξαρτάται και από τις ιδιότητες των τελεστών και από τον χώρο του Hilbert στον οποίο 
ορίζονται: 

       L2(0,1) ,   L2(0,∞) ,   L2(-∞,+∞). 
          Συνήθως συμβαίνει ο τελεστής που μελετάμε να αποτελείται από το άθροισμα δυο ή 
περισσότερων τελεστών, από τους οποίους γνωρίζουμε το φάσμα, (δηλ. το σύνολο των 
ιδιοτιμών), τουλάχιστον ενός. Η παραπέρα μελέτη του αρχικού τελεστή αποτελεί το 
πρόβλημα της διαταραχής του φάσματος, το οποίο από τη φύση του προϋποθέτει σαφή  
γνώση του φάσματος του διαταρασσομένου τελεστή. 

          Η μελέτη του φάσματος των τελεστών αποτελεί ένα ιδιαίτερο κεφαλαίο της 
Μαθηματικής Φυσικής και ονομάζεται Φασματική θεωρία. 

          Ο σκοπός της φασματικής θεωρίας είναι να αναλύσει την δομή και τον τρόπο με τον 
οποίο δρα ένας τελεστής Α, ορισμένος  σε κάποιο χώρο V. Η ανάλυση αυτή ξεκινάει με το 
να αποδώσουμε στον τελεστή Α ένα συγκεκριμένο υποσύνολο των μιγαδικών αριθμών C, 
που ονομάζεται φάσμα του τελεστή. Από την γνώση του φάσματος μπορούμε να 
συναγάγουμε διάφορα συμπεράσματα, ιδίως αλγεβρικά, που σχετίζονται με την δράση του 
Α, (και άλλων τελεστών, που συνδέονται στενά με τον Α), πάνω σε υποσύνολα διανυσμάτων  
του χώρου V. Έτσι μπορούμε να έχουμε θεωρήματα για υπόχωρους, που είναι αναλλοίωτοι 
κάτω  από τη δράση του Α, για σύνολα διανυσμάτων που γεννούν αυτούς τους υπόχωρους, 
(ιδιοδιανύσματα), για την πληρότητα τέτοιων συνόλων ιδιοδιανυσμάτων,  (επομένως 
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θεωρήματα αναπτύξεως), και για την επίλυση ορισμένων διανυσματικών εξισώσεων, 
(αλγεβρικές ή ολοκληρωτικές εξισώσεις). 

          Σε ορισμένες περιπτώσεις μπορούμε να προχωρήσουμε περισσότερο και να βρούμε 
μια ανάλυση του τελεστή Α, τέτοια που η δράση του πάνω στα διανύσματα του πεδίου 
ορισμού του να είναι αρκετά προφανής. Η ανάλυση αυτή του Α ονομάζεται φασματική 
αναπαράσταση του Α. Η κατασκευή αυτής της φασματικής αναπαράστασης του Α 
συνεπάγεται βασικά την φασματική σύνθεση του Α από απλούστερους τελεστές, που ο 
καθένας δρα σ' ένα χώρο μικρότερο από το πεδίο ορισμού του Α. 

          Για την απλότητα του θέματος θα περιορισθούμε σε γραμμικούς τελεστές, που δρουν 
σ' ένα χώρο Hilbert, αν και πολλά από τα θεωρήματα μπορούν να επεκταθούν και σε χώρους 
Banach ή ακόμα και σε μη πλήρεις γραμμικούς χώρους με norm. 

 

5.2 Το επιλύον σύνολο και το φάσμα ενός τελεστή 

          Το πρόβλημα της λύσης γραμμικών εξισώσεων, (διαφορικών ή ολοκληρωτικών), σ' 
ένα χώρο V με norm, όπως είπαμε παραπάνω, αποτελείται γενικά από την μελέτη της 
εξίσωσης: 

                               (Α-λI)x=y                            (1)      

ή της ομογενούς           Αx=λx                               (2)      

όπου Α ένας γραμμικός τελεστής, I ο ταυτοτικός τελεστής, λ μιγαδικός αριθμός, y ένα 
γνωστό διάνυσμα του V και x το  άγνωστο διάνυσμα, δηλ. η ζητούμενη λύση της (1) ή (2). 
Εάν υποθέσουμε ότι υπάρχει ο αντίστροφος του Αλ=(Α-λI)  και ότι ορίζεται παντού στον V, 
τότε η εξίσωση (1) λύνεται μονοσήμαντα ∀y∈V, δηλ, x=Αλ

-1
 y. Εάν επιπλέον γνωρίζουμε 

και πως δρα ο Αλ
-1  πάνω σε κάθε διάνυσμα του V, τότε βρίσκουμε το ζητούμενο διάνυσμα 

x. 

          Ώστε ενδιαφερόμαστε κατ' αρχή να γνωρίζουμε για ποιους μιγαδικούς αριθμούς λ 
υπάρχει ο Αλ

-1 και ορίζεται παντού. Επειδή σε πολλά προβλήματα το γνωστό διάνυσμα y 
δίνεται σε μορφή σειράς  

       y=∑
∞

=1n
nnec  ή σαν το όριο ακολουθίας  yn=∑

=

n

k
kkec

1
    

που συγκλίνει στο y, ενδιαφερόμαστε επίσης ο Αλ
-1 να έχει την ιδιότητα Αλ

-1yn ⎯→⎯s Αλ
-1y  

δηλ. ενδιαφερόμαστε ο Αλ
-1 να είναι συνεχής ή επειδή συνεχής γραμμικός τελεστής σημαίνει 

ισοδύναμα φραγμένος γραμμικός τελεστής, ενδιαφερόμαστε ο Αλ
-1 να είναι και φραγμένος. 

Υπάρχουν επομένως ορισμένες δυνατότητες που μας οδηγούν στους εξής βασικούς 
ορισμούς:    

Ορισμός 5.2.1: Το επιλύον σύνολο ρ(Α) ενός γραμμικού τελεστή Α αποτελείται από 
εκείνους τους μιγαδικούς αριθμούς λ∈C, για τους οποίους υπάρχει ο Αλ

-1=(Α-λI)-1 , έχει 
πυκνό πεδίο ορισμού, δηλ. ( )1D A −

λ =V και είναι φραγμένος, (ή συνεχής), δηλ. 

 ( ) ( )( ){ }1 1( ) C / A , D A V− −ρ Α = λ∈ − λΙ υπαρχει ειναι φραγμενος και − λΙ =  

Εάν λ∈ρ(Α), τότε το λ λέγεται κανονική, (regular), τιμή του Α ή ομαλό σημείο. 
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Ορισμός 5.2.2: Το φάσμα σ(Α) ενός γραμμικού τελεστή Α αποτελείται από όλους τους 
μιγαδικούς αριθμούς λ που δεν είναι κανονικές τιμές του Α, δηλ. σ(Α)=C-ρ(Α). Εάν λ∈σ(Α), 
τότε λέμε ότι ο λ ανήκει στο φάσμα του Α ή ότι το λ είναι μια φασματική τιμή του Α.      

Παρατήρηση 5.2.1: Εφ' όσον ρ(Α)∪σ(Α)=C, τότε είναι προφανές ότι κάθε μιγαδικός 
αριθμός λ ή θα είναι ένα ομαλό σημείο ή θα είναι μια φασματική τιμή.      

Παράδειγμα 5.2.1: Έστω V ένας πεπερασμένος μιγαδικός διανυσματικός χώρος με dimV=n. 
Τότε, όπως είναι γνωστό, κάθε γραμμικός τελεστής Α μπορεί να παρασταθεί  από έναν 
πίνακας  n×n,  όπως επίσης και ο Αλ=Α-λI. Από την γραμμική άλγεβρα ξέρουμε ότι ο 
πίνακας Αλ

-1 υπάρχει εάν και μόνο εάν η ορίζουσα 

                        det(Αλ)=det(Α-λI)≠0      
Εάν ο Αλ

-1 υπάρχει, τότε είναι φραγμένος και το πεδίο ορισμού του είναι όλος ο χώρος(33. 
Επομένως όλα τα λ, για τα οποία det(Αλ)≠0, είναι ομαλά σημεία και το φάσμα του Α 
αποτελείται από τις λύσεις της εξίσωσης det(Αλ)=0. Εφ' όσον  det(Αλ) είναι ένα πολυώνυμο 
βαθμού n ως προς λ, η εξίσωση det(Αλ)=0 θα έχει οπωσδήποτε λύση, (το πολύ n 
διαφορετικές).  Άρα σ(Α)≠∅.      
Παρατήρηση 5.2.2: Εάν ο διανυσματικός χώρος είναι πραγματικός, τότε υπάρχει περίπτωση  
σ(Α)=∅, όπως π.χ. συμβαίνει για τον τελεστή: 

   Α= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
01
10

      

για τον οποίο έχουμε ότι: 

   det(Aλ)=
1

1
−λ −⎛ ⎞
⎜ ⎟−λ⎝ ⎠

=λ2+1      

και η εξίσωση det(Αλ)=λ2+1=0 δεν έχει πραγματική λύση. 

Από τον ορισμό του φάσματος σ(Α) ενός τελεστή είναι προφανές ότι υπάρχουν  τρεις 
διαφορετικές κατηγορίες για τα λ∈σ(Α): 
          α) Εάν ο Αλ  δεν έχει αντίστροφο, τότε λέμε ότι το λ  ανήκει στο σημειακό φάσμα, 
που συμβολίζεται με Ρσ(Α), δηλ. 

( ){ }1( ) C / A −Ρσ Α = λ∈ − λΙ δεν υπαρχει  

          β) Εάν ο Αλ  έχει αντίστροφο Αλ
-1 , που δεν είναι φραγμένος, (ή συνεχής), αλλά το 

( )1D A −
λ =V, τότε λέμε  ότι το  λ ανήκει στο συνεχές φάσμα, που συμβολίζεται με Cσ(Α), 

δηλ. 

( ) ( )( ){ }1 1C ( ) C / A , D A V− −σ Α = λ∈ − λΙ υπαρχει αλλα δεν ειναι φραγμενος και − λΙ =           

γ) Εάν ο Αλ  έχει αντίστροφο Αλ
-1, ( ο οποίος μπορεί να είναι ή όχι φραγμένος), αλλά 

( )1D A −
λ ≠V, τότε λέμε ότι το λ  ανήκει στο υπόλοιπο φάσμα, που συμβολίζεται με Rσ(Α), 

δηλ. 

                                                 
(33 Κάθε τελεστής σε πεπερασμένο διανυσματικό χώρο είναι φραγμένος και ορίζεται σ' όλο τον χώρο. 
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( ) ( )( ){ }1 1R ( ) C / A , D A V− −σ Α = λ∈ −λΙ υπαρχει ειναιη οχι φραγμενος αλλα − λΙ ≠&  

          Στον παρακάτω πίνακα περιέχονται όλες οι δυνατές περιπτώσεις, που μπορούν να 
συμβούν για τους μιγαδικούς αριθμούς λ, σχετικά με το φάσμα ενός τελεστή Α. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΡΟΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΕΠΙΛΥΟΝ ΣΥΝΟΛΟ ΚΑΙ ΤΟ ΦΑΣΜΑ ΕΝΟΣ 

ΤΕΛΕΣΤΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

R(Aλ)=D(Aλ
-1) 

 

Αλ
-1 

 

V 

 

Πυκνό≠V

 

Όχι πυκνό 

Δεν υπάρχει Ρσ(Α) Ρσ(Α) Ρσ(Α) 

Υπάρχει μη φραγμένος Cσ(Α) Cσ(Α) Rσ(Α) 

Υπάρχει φραγμένος ρ(Α) ρ(Α) Rσ(Α) 

ΑΡΧΗ

Είναι ο (Α-λΙ)
ένα-προς-ένα;

Είναι το πεδίο τιμών του (Α-
λΙ) πυκνό στον V;

Είναι ο αντίστροφος του (Α-
λΙ) ορισμένος και φραγμένος
στο πεδίο τιμών του (Α-λΙ);

Το λ ανήκει στο επιλύον
σύνολο ρ(Α) του Α

Το λ ανήκει στο σημειακό
φάσμα Ρσ(Α) του Α

Το λ ανήκει στο υπόλοιπο
φάσμα Rσ(Α) του Α

Το λ ανήκει στο συνεχές φάσμα
Cσ(α) του Α

ΟΧΙ

ΟΧΙ

ΟΧΙ

ΝΑΙ

ΝΑΙ

ΝΑΙ
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Παρατήρηση 5.2.3: Είναι φυσικό από τα παραπάνω ότι τα σύνολα ρ(Α), Ρσ(Α), Cσ(Α), 
Rσ(Α) είναι ξένα μεταξύ τους και η ένωση τους είναι όλο το μιγαδικό επίπεδο. Έτσι η 
ταξινόμηση των μιγαδικών αριθμών ως προς τα παραπάνω σύνολα είναι μοναδική και 
αμοιβαία αποκλειστική. 

          Όπως θα φανεί αμέσως παρακάτω, το πιο ενδιαφέρον μέρος του φάσματος είναι το 
σημειακό, το οποίο θα μελετήσουμε πρώτα. 

          Ας υποθέσουμε ότι λ∈Ρσ(Α), τότε από τον ορισμό του Ρσ(Α) ο τελεστής (Α-λI)-1 δεν 
υπάρχει και αυτό συμβαίνει εάν ο τελεστής (Α-λΙ) δεν είναι  ένα-προς-ένα ή ισοδύναμα ο 
πυρήνας Ker[(A-λI)] δεν αποτελείται μόνο από το μηδενικό διάνυσμα. Επομένως υπάρχει 
τουλάχιστον ένα διάνυσμα x≠0 με x∈ D(Α) έτσι ώστε: 
                                 (Α-λI)x=0                                 

Αντίθετα, εάν λ∉Ρσ(Α), τότε η παραπάνω εξίσωση έχει μόνο την τετριμμένη λύση x=0. Τα 
παραπάνω διατυπώνονται με το εξής θεώρημα.     

Θεώρημα 5.2.1: Η εξίσωση Αx=λx έχει μια μη τετριμμένη λύση εάν και μόνο εάν το λ 
ανήκει στο σημειακό φάσμα Ρσ(Α).      

Ορισμός 5.2.3: Ένας μιγαδικός αριθμός λ, για τον οποίο η εξίσωση Αx=λx έχει μη 
τετριμμένη λύση, ονομάζεται ιδιοτιμή, (ή χαρακτηριστική τιμή) του Α. Επί πλέον όλα τα 
μη μηδενικά διανύσματα x∈D(Α), που ικανοποιούν την εξίσωση Αx=λx, ονομάζονται 
ιδιοδιανύσματα, (ή χαρακτηριστικά διανύσματα), του Α που ανήκουν στην ιδιοτιμή λ. Η 
διάσταση του χώρου, που γεννούν τα ιδιοδιανύσματα x, ονομάζεται γεωμετρική 
πολλαπλότητα ή βαθμός εκφυλισμού της ιδιοτιμής λ. Εάν ο βαθμός εκφυλισμού είναι 
μεγαλύτερος του ένα, η ιδιοτιμή λ λέγεται εκφυλισμένη.      

Παρατήρηση 5.2.5: Από το θεώρημα 5.2.1 έχουμε ότι το σημειακό φάσμα Ρσ(Α) 
αποτελείται ακριβώς από όλες τις ιδιοτιμές του Α. Αυτό σημαίνει ότι το σημειακό φάσμα  
Ρσ(Α) μπορεί να βρεθεί "λύνοντας την εξίσωση ιδιοτιμών" Αx=λx.    

Παρατήρηση 5.2.6: Η εύρεση του σημειακού φάσματος ενός τελεστή, (δηλ.των ιδιοτιμών), 
είναι καθαρά αλγεβρικό πρόβλημα, ενώ η εύρεση του συνεχούς και του υπόλοιπου φάσματος 
κάθε άλλο παρά αλγεβρικό πρόβλημα είναι, και αυτό διότι εμφανίζονται πολύπλοκα 
τοπολογικά προβλήματα, (σχετικά με τις έννοιες του πυκνού συνόλου και του φραγμένου 
τελεστή).      

Παρατήρηση 5.2.7: Η έκφραση "σημειακό φάσμα", που αναφέρεται σαν ένας άλλος όρος 
για το σύνολο των ιδιοτιμών, μπορεί να οδηγήσει σε παραπλάνηση. Διότι γενικά το σημειακό 
φάσμα Ρσ(Α) δεν είναι απαραίτητο να αποτελείται μόνο από μεμονωμένα σημεία, ή με αλλά 
λόγια το σύνολο των ιδιοτιμών δεν είναι αναγκαία "διακεκριμένο", (ακόμα και αν ο όρος 
"διακεκριμένο φάσμα" χρησιμοποιείται συχνά για το σημειακό φάσμα). Επίσης το συνεχές 
φάσμα Cσ(Α) δεν χρειάζεται να είναι μη αριθμήσιμο. Μπορεί να αποτελείται από ένα μόνο 
σημείο.     

Παρατήρηση 5.2.8: Εάν ο τελεστής Α είναι αυτοσυζυγής, (Α+=Α), τότε αποδεικνύεται ότι: 

1) Δεν έχει υπόλοιπο φάσμα, Rσ(Α)=∅.      
2) Το  σύνολο των ομαλών σημείων είναι ανοικτό σύνολο και επομένως το φάσμα είναι 
κλειστό σύνολο.      

3) Το σημείο λ∈C είναι ομαλό σημείο ενός αυτοσυζυγούς τελεστή  Α εάν και μόνο εάν 
υπάρχει α>0 έτσι ώστε: 



212 ♦   ΚΕΦΑΛΑΙΟ V                              

 

                   ||Αx-λx||≥α      ∀x∈D(Α)  με ||x||=1      

ή εάν και μόνο εάν   ||Αx-λx||≥α||x||   ∀x∈D(Α)      
4) Το λ ανήκει στο φάσμα ενός αυτοσυζυγούς τελεστή Α εάν και μόνο εάν υπάρχει 
ακολουθία xn∈D(Α) με ||xn||=1 έτσι ώστε: 

                       ||Αxn-λxn|| → 0  όταν n→∞      
(Περισσότερα για την περίπτωση αυτή βλέπε παρ. 5.6) 

5) Εάν λ=α+iβ με β≠0, (δηλ. ο λ δεν είναι πραγματικός), τότε αποδεικνύεται ότι το λ είναι 
ομαλό σημείο για κάθε αυτοσυζυγή τελεστή. 

 

5.3 Γενίκευση της έννοιας της ιδιοτιμής 

          Έστω Α ένας γραμμικός τελεστής, και ας υποθέσουμε ότι υπάρχει από το πεδίο 
ορισμού του, D(Α), μια ακολουθία μοναδιαίων διανυσμάτων (xn)n∈N  με ||xn||=1,   xn∈D(Α) 
και τέτοια ώστε: 

                         limn→∞(Α-λI)xn=0      

για κάποιο λ∈C. Τότε το λ ονομάζεται γενικευμένη ιδιοτιμή του Α ή ότι ανήκει στο 
προσεγγιστικό σημειακό φάσμα του Α. 

      

Παρατήρηση 5.3.1: Είναι φανερό ότι εάν το λ ανήκει στο σημειακό φάσμα, (δηλ.  εάν είναι 
μια ιδιοτιμή), τότε ικανοποιεί  την παραπάνω σχέση. Γενικά όμως η έννοια της γενικευμένης  
ιδιοτιμής είναι πιο ευρεία. 

          Εάν ο χώρος, στον οποίο ο Α ορίζεται, δεν είναι πλήρης, τότε μια γενικευμένη  
ιδιοτιμή, όπως ορίσθηκε παραπάνω, δεν χρειάζεται να ανήκει στο φάσμα του Α. 

          Εάν όμως ο Α είναι ένας τελεστής σε Banach ή Hilbert  χώρο, τότε μπορεί να δειχθεί 
ότι κάθε γενικευμένη ιδιοτιμή ανήκει σε κάποιο μέρος του φάσματος. 

          Από την άλλη μεριά το σύνολο των γενικευμένων ιδιοτιμών δεν εξαντλεί αναγκαστικά 
το φάσμα. 

          Εκείνα τα στοιχεία του  υπόλοιπου  φάσματος Rσ(Α) για τα οποία υπάρχει και είναι 
φραγμένος ο τελεστής Αλ

-1=(Α-λI)-1, αλλά το πεδίο ορισμού του δεν είναι πυκνό, (δηλ. 
ανήκει στη τρίτη στήλη και στη τρίτη σειρά του σχετικού πίνακα), δεν  μπορούν να 
χαρακτηρισθούν σαν γενικευμένες ιδιοτιμές. 

          Επίσης μπορεί να αποδειχθεί ότι εάν λ είναι μια γενικευμένη ιδιοτιμή, τότε  

                (∀ε>0)(∃x∈D(Α))[ ||(Α-λI)x||<ε ]       

Το διάνυσμα x ονομάζεται "προσεγγιστικό ιδιοδιάνυσμα". 

          Επίσης υπάρχει και ο  ορισμός του γενικευμένου ιδιοδιανύσματος τάξης k, που 
ορίζεται από την σχέση: 

                   (Α-λI)kx=0 με (Α-λI)k-1x≠0. 
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5.4. Παραδείγματα Φασμάτων      

Παράδειγμα 5.4.1: Έστω H ένας χώρος Hilbert και E ο τελεστής που προβάλλει στον 
υπόχωρο M⊂H. Εδώ έχουμε D(E)=H και το φάσμα του E αποτελείται από δυο ιδιοτιμές 
λ={0,1}. Πιο συγκεκριμένα:  

                    Ρσ(E)={0,1}        Rσ(E)=∅ 

                    Cσ(E)=∅            ρ(E)=C-{0,1}      
Απόδειξη: Για να βρούμε το επιλύον σύνολο ρ(E) και το φάσμα σ(E) πρέπει να μελετήσουμε 
τον τελεστή E-λI. Για να δούμε πότε ο E-λI δεν έχει αντίστροφο, πρέπει να ελέγξουμε για 
ποιες τιμές του λ η εξίσωση (E-λI)x=0 έχει και μη τετριμμένη λύση. Κάθε διάνυσμα x∈H 
μπορεί να γράφει σαν x=x1+x2  με x1∈M και x2∈M⊥, όπου ο χώρος M⊥ ορίζεται: 

                M⊥={ y∈H / <y|x>=0 ∀x∈M }      
και ονομάζεται ορθογώνιος υπόχωρος ως προς τον Μ. 

Η εξίσωση (E-λI)x=0 γράφεται: 

       E(x1+x2)-λ(x1+x2)=0  ⇒  x1-λx1-λx2=0  ⇒  (1-λ)x1-λx2=0      
και για να υπάρχει μη τετριμμένη λύση θα πρέπει λ=1 ή λ=0, όποτε για λ=1 οποιοδήποτε 
διάνυσμα x με x2=0 είναι μια λύση και για λ=0 οποιοδήποτε διάνυσμα x με x1=0 είναι μια 
λύση. Άρα ο τελεστής (E-λI) δεν έχει αντίστροφο για τις τιμές του λ: λ=0 και λ=1, οι οποίες 
είναι οι ιδιοτιμές του E με αντίστοιχους ιδιοχώρους M⊥ και M. Και οι δυο ιδιοτιμές είναι 
εκφυλισμένες με βαθμό εκφυλισμού για την λ=0 dimM⊥ και για την λ=1 dimM. 

          Τώρα για λ≠0,1 ο (E-λI)-1 υπάρχει. Προφανώς R(E-λI)=H ⇒ D((E-λI)-1)=H. 
 Επίσης ο (E-λI)-1 είναι φραγμένος. Πράγματι:      

Έστω  z=z1+z2 , y=y1+y2 ,  όπου  z1, y1∈M  και z2, y2∈M⊥. Θεωρούμε την εξίσωση: 

 (E-λI)z=y  ⇒  z1-λ(z1+z2)=y1+y2  ⇒  z1(1-λ)-λz2=y1+y2   ⇒  z1=
1

1− λ
y1   και  z2=

1−
λ

y2      

Επομένως από την σχέση (E-λI)z=y  ⇒  (E-λI)-1y=z=z1+z2=
1

1− λ
y1+

1−
λ

y2     

και αν πάρουμε ||y||2=||y1||2+||y2||2=1 έχουμε: 

||(E-λΙ)-1||=sup||y||=1||(E-λI)-1y||=sup||y||=1 1 2
1 1y y

1
− ≤

− λ λ
 

≤ ||y|| 1 1 2
1 1 1 1sup || y || || y ||

|1 | | | |1 | | |=
⎡ ⎤

+ ≤ +⎢ ⎥− λ λ − λ λ⎣ ⎦
 

 

Συμπέρασμα: Οι τιμές λ=0,1 ανήκουν στο σημειακό φάσμα και κάθε λ≠0,1 ανήκει στο 
επιλύον σύνολο.      

Παράδειγμα 5.4.2 Έστω H ένας διαχωρίσιμος χώρος Hilbert και (λk)k∈N  μια ακολουθία 
διακεκριμένων μιγαδικών  αριθμών, τέτοιων ώστε λk≠1 ∀k∈Ν και limk→∞ λk=1. Ορίζουμε 
τον τελεστή Α: 

                            Αek=λkek      ∀k∈Ν      
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όπου {ek}, k=1⋅⋅⋅∞  μια ορθοκανονική βάση του H, και τον επεκτείνουμε με την 
γραμμικότητα σ' όλο τον χώρο H. Έχουμε D(Α)=H και Α φραγμένος. Το φάσμα του Α είναι: 

                     Ρσ(Α)={λk / k∈Ν}    Rσ(Α)=∅ 
                     Cσ(Α)={1}           ρ(Α)=C-Ρσ(Α)-Cσ(Α)      

Aπόδειξη:  

          α) Ο τελεστής Α είναι φραγμένος διότι εάν 

             x= k k
k 1

e
∞

=

α∑    με    ||x||2= 2
k

k 1

| |
∞

=

α∑ =1     

τότε                     ||Αx||2=
2

2
k k k k k

k 1 k 1
e | |

∞ ∞

= =

α λ ≤ α λ∑ ∑          

αλλά η ακολουθία λk είναι φραγμένη σαν συγκλίνουσα, επομένως υπάρχει σταθερά c τέτοια 

ώστε |λk|2 < c   ∀k∈Ν.  Άρα  ||Αx||2≤c 2
k

k 1

| |
∞

=

α∑ =c 

          β) Ο αντίστροφος τελεστής (Α-λΙ)-1 υπάρχει για λ≠λk. Πράγματι: Είναι  προφανές ότι 
κάθε λk είναι μια ιδιοτιμή με ek το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. Για να  ελέγξουμε τους  

υπόλοιπους μιγαδικούς αριθμούς λ≠λk παίρνουμε x= k k
k 1

e
∞

=

α∑  και έχουμε: 

                         (Α-λI)x= ( )k k k
k 1

e
∞

=

α λ − λ∑                          (1)      

Το δεξιό μέλος της (1) μπορεί να είναι το μηδενικό διάνυσμα 0 μόνο εάν αk(λk-λ)=0  ∀k, 
αλλά επειδή λ≠λk  θα πρέπει αk=0  ∀k δηλ. x=0. Επομένως για λ≠λk έχουμε μόνο την 
τετριμμένη  μηδενική  λύση και το λ, (που είναι ≠λk ), δεν μπορεί να είναι ιδιοτιμή. Με αλλά 
λόγια ο τελεστής (Α-λI)-1 υπάρχει για λ≠λk . 
          γ) Θα  εξετάσουμε τώρα το πεδίο ορισμού D((Α-λI)-1) ή ισοδύναμα το πεδίο τιμών 
R(Α-λI) εάν είναι πυκνό. Παρατηρούμε ότι τα διανύσματα της ορθοκανονικής βάσης 
ek∈R(Α-λI)  διότι  

                     (∀ek)(∃xk)[ (Α-λI)xk=ek ]       

Πράγματι εάν πάρουμε 

     xk=
k

1
λ − λ

ek  έχουμε  (Α-λI) 
k

1
λ − λ

ek =
k

1
λ − λ

(Αek-λek)= k

k

λ − λ
λ − λ

ek=ek      

Επομένως το R(Α-λI)=D((Α-λI)-1) είναι πυκνό, (διότι τα διανύσματα xn=
n

k k
k 1

e
=

α∑ ∈R(Α-λI) 

και κάθε x∈H είναι το όριο κάποιας ακολουθίας διανυσμάτων xn της παραπάνω μορφής).  

Στην πραγματικότητα R(Α-λI)=H, διότι οποιοδήποτε y∈H με  y= k k
k 1

e
∞

=

β∑ και <∞ μπορεί να 

προέλθει από κάποιο x= k k
k 1

e
∞

=

α∑  με την επίδραση του τελεστή (Α-λI) διαλέγοντας αk=βk/(λk -

λ), (βέβαια λ≠λk ).  Πράγματι: 
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 (A-λΙ)x= k
k k k k k k k

k 1 k 1 k 1k

( )e ( )e e
∞ ∞ ∞

= = =

β
α λ − λ = λ − λ = β

λ − λ∑ ∑ ∑ =y 

          δ) Στη συνεχεία θα εξετάσουμε για ποιες τιμές του λ ο τελεστής (Α-λI)-1 είναι φραγ-
μένος. Από την  σχέση  (1)  και  για αk=βk/(λk-λ) έχουμε: 

( ) k
k k k

k 1 k 1k

A e e
∞ ∞

= =

β
− λΙ = β

λ − λ∑ ∑ =y  ⇒  (A-λI)-1y= k
k

k 1 k

e
∞

=

β
λ − λ∑   ⇒ 

||(A-λΙ)-1||2=
2n

k
2

k 1 k

| |
| |−

β
λ − λ∑       

Διακρίνουμε 2 περιπτώσεις: 

 i) Εάν λ=1 τότε |λk-λ| → 0  και  
2n

k
2

k 1 k

| |
| |−

β
λ − λ∑  → ∞      

Επομένως η τιμή λ=1 ανήκει στο συνεχές φάσμα 

          ii) Εάν λ≠1, (και φυσικά λ≠λk ), τότε  |λk-λ|≥δ  ∀k  και  θα έχουμε: 

  ||(A-λΙ)-1y||2≤ 2 2
k2 2

k 1

1 1| | || y ||
∞

=

β =
δ δ∑            

δηλ. ο (Α-λI)-1 είναι φραγμένος και το λ ανήκει στο επιλύον σύνολο.      

Παρατήρηση 5.4.1: Το σημειακό και συνεχές φάσμα είναι διακεκριμένα. Το πρώτο είναι 
άπειρο σε πλήθος αλλά αριθμήσιμο, το δεύτερο είναι μονοσύνολο. Η τιμή λ=1 είναι 
γενικευμένη  ιδιοτιμή,  διότι για την ακολουθία ek  έχουμε: 

            (Α-I)ek=(λk-1)ek →  0   επειδή   λk → 1  όταν  k→∞                           
Παράδειγμα 5.4.3: Έστω H ένας διανυσματικός χώρος Hilbert και ορίζουμε τον τελεστή Β: 

                           Βek= 1
1
+k

ek+1     ∀k∈N      

όπου {ek}, k=1⋅⋅⋅∞    μια ορθοκανονική βάση του H. Είναι προφανές ότι ο Β μπορεί να 
επεκταθεί με την γραμμικότητα σ' ένα φραγμένο τελεστή σ' όλο τον H. Το φάσμα του Β 
είναι: 

                     Ρσ(Β)=∅            Rσ(Β)=0 

                     Cσ(Β)=∅            ρ(Β)=C-{0}      
Το μηδέν είναι γενικευμένη ιδιοτιμή    

Παράδειγμα 5.4.4: Έστω Q ο τελεστής θέσης στον χώρο L(-∞,+∞). Το φάσμα του είναι  

Ρσ(Q)=∅            Rσ(Q)=∅ 
                     Cσ(Q)=R            ρ(Q)=C-R 

Απόδειξη: Η εξίσωση ιδιοτιμών: 

                    Qf(x)=λf(x)  ⇔  (x-λ)f(x)=0      

για κάθε λ∈C έχει σαν λύση f(x)=0, (σχεδόν παντού), δηλ. την τετριμένη μηδενική λύση.  
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Άρα το σημειακό φάσμα είναι το κενό σύνολο Ρσ(Q)=∅ και επομένως για κάθε λ υπάρχει ο 
αντίστροφος τελεστής (Q-λΙ)-1.  

Στη συνέχεια πρέπει να βρούμε α) το πεδίο ορισμού του τελεστή (Q-λΙ)-1 και β) να 
εξετάσουμε εάν ο τελεστής (Q-λΙ)-1 είναι φραγμένος. 

α) Έστω f(x) μια συνάρτηση, που ανήκει στο πεδίο ορισμού του τελεστή Q-λΙ, δηλ. 
στο πεδίο ορισμού του Q. Τότε θα έχουμε (Q-λΙ)f(x)=(x-λ)f(x)≡g(x). Η συνάρτηση g(x) 
πρέπει να ανήκει στον χώρο L2(-∞,+∞), δηλ. να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη, όπως 
τετραγωνικά ολοκληρώσιμη πρέπει να είναι και η συνάρτηση f(x)=g(x)/(x-λ). Επομένως το 
πεδίο τιμών του τελεστή (Q-λΙ), δηλ. το πεδίο ορισμού του (Q-λΙ)-1 είναι το σύνολο των 
συναρτήσεων g(x)∈L2  και επίσης g(x)/(x-λ)∈L2. 

β) Για να δούμε εάν ο τελεστής (Q-λΙ)-1 είναι φραγμένος ή όχι, πρέπει να ελέγξουμε 
πότε το πεδίο ορισμού D(Q-λΙ)-1 είναι πυκνό ή όλος ο χώρος L2. Διακρίνουμε δυο 
περιπτώσεις ανάλογα εάν το λ είναι πραγματικός ή μιγαδικός αριθμός. 

i) Εάν λ∈R, τότε το πεδίο ορισμού D(Q-λΙ)-1 είναι πυκνό και γνήσιο υποσύνολο του 
L2 και ο τελεστής (Q-λΙ)-1 δεν είναι φραγμένος. 

Απόδειξη: Θεωρούμε το σύνολο Α των συναρτήσεων g(x)∈L2(x) με την ιδιότητα g(x)/(x-
λ)∈L2. Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο Α είναι πυκνό ως προς το L2. Θα πρέπει δηλ. να 
αποδείξουμε ότι οποιαδήποτε συνάρτηση f(x) του συνόλου L2 μπορεί να προσεγγιστεί από 
μια ακολουθία συναρτήσεων gn(x) στοιχείων του Α. Έστω f(x)∈L2 και κατασκευάζουμε την 
ακολουθία gn(x) από την σχέση: 

  gn(x)=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +≤≤

αλλοιώς   )x(f
n
1λx

n
1-λ  εάν        0

 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι οι όροι της ακολουθίας αυτής είναι συναρτήσεις που ανήκουν στο 
σύνολο Α. Επίσης παρατηρούμε ότι: 

  ||gn(x)-f(x)||2=
1/ n 2

1/ n
| f (x) | dx

λ+

λ−∫  → 0  όταν n→∞ 

Από την τελευταία σχέση συμπεραίνουμε ότι κάθε συνάρτηση f(x)∈L2 μπορεί να 
προσεγγιστεί με οποιαδήποτε ακρίβεια θέλουμε από κάποιον όρο gn(x) της παραπάνω 
ακολουθίας. Από την άλλη πλευρά υπάρχουν συναρτήσεις του αρχικού χώρου L2 που δεν 
ανήκουν στο πεδίο ορισμού του τελεστή (Q-λΙ)-1 π.χ. η συνάρτηση: 

  h(x)=
⎩
⎨
⎧ ≤≤

αλλοιως    0
 τυχαιο)(α     α+λxα-λ  εαν    1

 

είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη, αλλά η συνάρτηση h(x)/(x-λ) δεν είναι. Αυτό αποδεικνύει 
ότι 1D(Q I)−− λ =L2 αλλά  1D(Q I)−−λ ≠L2  

Για να αποδείξουμε τώρα ότι ο τελεστής (Q-λΙ)-1 δεν είναι φραγμένος παρατηρούμε πρώτα 
ότι για κάθε συνάρτηση g(x) έχουμε: 
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  (Q-λΙ)-1g(x)= g(x)
x − λ

   διότι   (Q-λΙ) g(x)
x − λ

=g(x)   

και επομένως ||(Q-λΙ)-1g(x)||2=
2

2

| g(x) | dx
| x |

+∞

−∞
− λ

⌠
⎮
⌡

 

και το δεξιό μέλος της παραπάνω σχέσης μπορεί να γίνει οσοδήποτε μεγάλο σε σχέσει με το 
μέτρο ||g(x)||2. Π.χ. εάν θεωρήσουμε την ακολουθία: 

  gn(x)= ( )
33n 1 1x     εαν  λ- x

2 n n
0                       αλλοιως

⎧
⎪ −λ ≤ ≤ λ +
⎨
⎪
⎩

 

Για κάθε n έχουμε ||gn(x)||2=1 όπου το ολοκλήρωμα 
2

n
2

| g (x) | dx
| x |

+∞

−∞
− λ

⌠
⎮
⌡

=3n2 → ∞ όταν n→∞ 

Επομένως ο τελεστής (Q-λΙ)-1 δεν είναι φραγμένος.  

Τελικά το λ ανήκει στο συνεχές φάσμα όταν είναι πραγματικός αριθμός. 

 

ii) Εάν λ∈C-R, τότε το πεδίο ορισμού D(Q-λΙ)-1=L2 και ο τελεστής (Q-λΙ)-1 είναι 
φραγμένος, δηλαδή το λ ανήκει στο επιλύον σύνολο ρ(Q). 

Απόδειξη: Εάν το λ δεν είναι πραγματικός αριθμός, τότε για οποιονδήποτε πραγματικό 
αριθμό x η απόσταση |x-λ| ποτέ δεν μηδενίζεται. Επομένως υπάρχει δ>0 έτσι ώστε |x-λ|≥δ 
∀x∈R. Εάν τώρα θεωρήσουμε μια τετραγωνικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση g(x)∈L2 
βλέπουμε ότι: 

  
2 2

2
2 2 2

| g(x) | | g(x) | 1dx dx | g(x) | dx
| x |

+∞ +∞
+∞

−∞

−∞−∞

≤ =
−λ δ δ

⌠ ⌠
⎮⎮ ⌡⌡ ∫ <∞ 

δηλ. η συνάρτηση g(x)/(x-λ) είναι και αυτή τετραγωνικά ολοκληρώσιμη. Επομένως D(Q-λΙ)-

1=L2. Για να δείξουμε τώρα ότι ο τελεστής (Q-λΙ)-1 είναι φραγμένος υπενθυμίζουμε ότι 

(Q-λΙ)-1g(x)= g(x)
x − λ

 

και έχουμε ||(Q-λΙ)-1g(x)||2=
2

2 2
2 2 2

| g(x) | 1 1dx | g(x) | dx || g(x) ||
| x |

+∞ +∞

−∞ −∞
≤ =

− λ δ δ∫ ∫  

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι ο τελεστής (Q-λΙ)-1 είναι φραγμένος. Τελικά το λ ανήκει στο 
επιλύον σύνολο ρ(Q) όταν δεν είναι πραγματικός αριθμός. 

Συμπέρασμα: Το φάσμα του τελεστή Q είναι συνεχές. Κάθε πραγματικός αριθμός λ ανήκει στο 
συνεχές φάσμα και κάθε μη πραγματικός αριθμός ανήκει στο επιλύον σύνολο: 

Εάν λ∈R    →   λ∈Cσ(Q) 
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             Εάν λ∈C-R → λ∈ρ(Q)                          
 

Οι πραγματικοί αριθμοί που αποτελούν το συνεχές φάσμα είναι γενικευμένες ιδιοτιμές.      

Πράγματι: Θεωρούμε την ακολουθία των συναρτήσεων με λ∈R : 

  hn(x)=

n 1 1    εαν  λ- x
2 n n

0        αλλου

⎧
≤ ≤ λ +⎪

⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

      

Προφανώς κάθε hn(x)∈D(Q) και ||hn(x)||=1. Πράγματι: 

 ||hn(x)||2=

1
n

2
n

1
n

n n 1 1 n 2| h (x) | dx dx 1
2 2 n n 2 n

+

+∞

−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = λ + − λ + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⌠⎮
⌡∫
λ

 

 

λ-

             

Επιπλέον η ακολουθία: yn=(Q-λI)hn(x) που ορίζεται από την σχέση: 

  yn(x)= 

n 1 1(x )     εαν  λ- x
2 n n

0        αλλου

⎧
− λ ≤ ≤ λ +⎪

⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

      

συγκλίνει στο μηδενικό διάνυσμα, (μηδενική συνάρτηση), διότι 

||yn(x)||2=

1
n

n2 2
n 2 2

1
n

n n 1 1| y (x) | dx | x | dx dx 0
2 2 n n

+

+∞ +∞ →∞

−∞ −∞
= − λ ≤ = ⎯⎯⎯→⌠⎮

⌡∫ ∫
λ

  

  

λ-

             

Άρα το λ είναι γενικευμένη ιδιοτιμή.      

Παρατήρηση 5.4.1: Η ακολουθία των συναρτήσεων hn(x) προσεγγίζει την δέλτα συνάρτηση 
δ(x-λ) του Dirac και αυτός είναι ο λόγος που ονομάζουμε, (καταχρηστικά), τον πραγματικό 
αριθμό λ "ιδιοτιμή" του Q με αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση την δ(x-λ).     

Παρατήρηση 5.4.2:  Εάν ο τελεστής Q περιορισθεί στον χώρο L2(α,β), τότε είναι 
φραγμένος, αλλά το συνεχές φάσμα αποτελείται μόνο από τους πραγματικούς αριθμούς που 
ανήκουν στο διάστημα [α,β]. Το δε επιλύον σύνολο αποτελείται από τους καθαρά μιγαδικούς 
αριθμούς και από τους πραγματικούς αριθμούς λ∉[α,β]. Συγκεκριμένα έχουμε: 

   Ρσ(Q)=∅             Rσ(Q)=∅ 
                     Cσ(Q)=[α,β]        ρ(Q)=C-{[α,β]} 
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5.5. Γενικά στοιχεία για το φάσμα     

Γενική Παρατήρηση: Η εύρεση του φάσματος ενός τελεστή είναι ένα δύσκολο πρόβλημα, 
γιατί δεν υπάρχει μέθοδος για την εύρεση του. Υπάρχουν όμως μερικά θεωρήματα που 
βοηθούν στην αντιμετώπιση αυτού του προβλήματος.      

Θεώρημα 5.5.1: Εάν οι τελεστές Α και Β είναι ισοδύναμοι σ' ένα χώρο Hilbert, δηλ.  

Β=U-1ΑU με U μοναδιαίος, (Unitary),  τελεστής και U(D(Β))=D(Α), τότε 

                   Ρσ(Α)=Ρσ(Β)        Rσ(Α)=Rσ(Β) 

                   Cσ(Α)=Cσ(Β)      

και κάθε γενικευμένη ιδιοτιμή του Β είναι επίσης γενικευμένη ιδιοτιμή του Α.      

Παράδειγμα 5.5.1: Εφ' όσον ο τελεστής της ορμής P είναι ισοδύναμος με τον τελεστή της 
θέσης Q, θα έχει, βάσει του παραπάνω θεωρήματος, το ίδιο φάσμα με το φάσμα του Q.      

Θεώρημα 5.5.2: Το φάσμα ενός κλειστού τελεστή(34 Α σ' ένα χώρο Banach συγκεντρώνεται 
μέσα σ' ένα κύκλο πεπερασμένης ακτίνας και με κέντρο την αρχή Ο του μιγαδικού επιπέδου. 
Με άλλα λόγια κάθε κλειστός τελεστής έχει πεπερασμένη φασματική ακτίνα r(Α),  
(r(Α)=sup|λ| λ∈σ(Α)).      

Πρόταση 5.5.1: Εάν ο Α είναι ένας φραγμένος τελεστής σε χώρο Banach, δηλ. εάν ||Α||<∞, 
τότε η φασματική ακτίνα του  είναι  το ||Α|| και επί πλέον το φάσμα του είναι ένα συμπαγές 
υποσύνολο του κλειστού δίσκου: 

                           Δ={ λ / |λ|≤||Α|| }      
Πρόταση 5.5.2: Εάν ο Α είναι ένας φραγμένος τελεστής σ' ένα χώρο Banach V, (τότε 
||Α||<∞, D(Α)=V), και |λ|>||Α|| τότε το  λ∈ρ(Α), δηλ. το λ είναι κανονική τιμή. Το αντίστροφο 
δεν ισχύει πάντα, δηλ. μπορεί να υπάρχει κανονική τιμή λ, λ∈ρ(Α), τέτοια ώστε |λ|≤ ||Α||. 
Π.χ. έστω Α=I και λ=1/2      

Θεώρημα 5.5.3: Έστω Α ένας κλειστός τελεστής σ' ένα χώρο Hilbert H με ( )AD =H. Τότε: 

          α) Εάν λ∈Rσ(Α)  →  λ*∈Rσ(Α ) 

          β) Εάν λ∈Cσ(Α)  →  λ*∈Cσ(Α ) 

          γ) Εάν λ∈Ρσ(Α)  →  ή λ*∈Ρσ(Α ) ή λ*∉Ρσ(Α )             
Πρόταση 5.5.3: Εάν ο Α είναι ένας φραγμένος τελεστής σ' ένα χώρο Hilbert H, (ή ακόμα μη 
φραγμένος αλλά D(Α)=H, τότε ισχύει: 

                       λ∈ρ(Α) → λ*∈ρ(Α )      
 
                                                 
(34 Έστω Χ ένας norm χώρος και Α ένας τελεστής με D(A)⊂X. O τελεστής Α λέγεται κλειστός  εάν για κάθε 

ακολουθία διανυσμάτων xn με xn∈D(A), οι σχέσεις: 

  limn→∞xn=x   ,    limn→∞Axn=y 

συνεπάγονται τις σχέσεις:  x∈D(A) , y=Ax., δηλ. η ταυτόχρονη σύγκλιση των ακολουθιών xn και Axn 

συνεπάγεται ότι το όριο x∈D(A) και y=Ax. 
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Παρατήρηση 5.5.1: Εάν ο Α είναι φραγμένος τελεστής, όχι  σ' ένα χώρο Hilbert αλλά σε 
χώρο Banach B, με D(Α)=B, τότε  εάν  λ∈ρ(Α) ⇒ λ∈ρ(Α+), όπου Α+ είναι ο συναφής του Α. 
Από  αυτό  έπεται ότι τα φάσματα του Α και του Α+ συμπίπτουν.      

Προσοχή: Οι Α και Α+ δρουν σε διαφορετικούς χώρους. 

      

5.6 Φυσική σημασία του Φάσματος των ερμιτιανών τελεστών 

          Εκτός από τη γενική σημασία του φάσματος, η οποία αφορά την λύση ομογενών και 
μη εξισώσεων, (διαφορικών ή ολοκληρωτικών), το φάσμα ενός αυτοσυζυγούς τελεστή έχει 
και ιδιαίτερη σημασία, που οφείλεται στα αξιώματα της  Κβαντομηχανικής. Τα δυο πρώτα 
αξιώματα είναι τα εξής: 

          1) Η κατάσταση ενός κβαντομηχανικού συστήματος παριστάνεται με ένα 
κανονικοποιημένο διάνυσμα ενός διαχωρίσιμου χώρου Hilbert και κάθε φυσικό μέγεθος 
παριστάνεται από ένα αυτοσυζυγή τελεστή. 

          2)  Εάν Α είναι  αυτοσυζυγής τελεστής και ||f||=1, τότε (Αf,f)≡<Α>(35 παριστάνει  την  
μέση  τιμή  του  μεγέθους Α στην κατάσταση f. 

          Σύμφωνα με το δεύτερο αξίωμα, εάν f είναι μια κατάσταση και α μιγαδικός αριθμός με 
|α|=1, τότε το f και αf είναι  ουσιαστικά η ίδια κατάσταση, διότι δεν υπάρχει  φυσική  
διαφορά,  δεδομένου ότι όλες οι πληροφορίες για το  μέγεθος  Α  προέρχονται  από  το 
εσωτερικό γινόμενο (f,Αf). Πράγματι:  

(αf,Ααf)=αα*(f,Αf)=(f,Αf)      

Σύμφωνα με το αξίωμα 1, ιδιαίτερη σημασία έχει το σημειακό και το συνεχές φάσμα, διότι  
το  υπόλοιπο  φάσμα  ενός αυτοσυζυγούς τελεστή είναι κενό. 

          Εάν λ είναι ιδιοτιμή του Α, δηλ. ανήκει στο σημειακό φάσμα, τότε υπάρχει f με ||f||=1, 
έτσι  ώστε  Αf=λf  και <Α>=(f,Αf)=λ, δηλ. το λ είναι η μέση τιμή του μεγέθους Α στην 
κατάσταση f. 

          Εάν το λ ανήκει στο συνεχές φάσμα, τότε υπάρχει ακολουθία καταστάσεων fn  με 
||fn||=1   n=1,2,⋅⋅⋅ έτσι ώστε: 

                       ||Αfn-λfn|| → 0     

 Άρα  (fn , Αfn)-λ=(Αfn , fn)-λ(fn , fn)=(Αfn-λfn , fn) ⇒ 

          |(fn , Αfn)-λ|=|(Αfn-λfn , fn)|≤ ||Αfn -λfn||.||fn|| = ||Αfn-λfn|| → 0      
Ώστε εάν το λ ανήκει στο συνεχές φάσμα του Α, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ακολουθία 
καταστάσεων ||fn||=1, έτσι ώστε η μέση τιμή του Α στις καταστάσεις αυτές τείνει προς το λ. 
Με αλλά λόγια: 

            (∀ε>0)(∃fε  με ||fε||=1) [ |(fε , Αfε )-λ|<ε ]      

δηλ. μπορούμε να  βρούμε  μια  κατάσταση fε που η μέση τιμή (fε , Αfε) να προσεγγίζει την 
τιμή λ όσο θέλουμε.      

 

                                                 
(35 Στην παράγραφο αυτή με <Α> θα συμβολίζουμε την μέση τιμή, το δε εσωτερικό γινόμενο δυο διανυσμάτων 

x και y θα το συμβολίζουμε με (x,y) 
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5.7. Κατάσταση ελαχίστης αβεβαιότητας 

          Εκτός από την μέση τιμή λ ενός φυσικού μεγέθους Α, μας ενδιαφέρει να  ξέρουμε και 
το πόσο συγκεντρωμένες είναι οι πιθανές τιμές του γύρω απ' αυτήν. Η ποσότητα που 
χαρακτηρίζει τον βαθμό συγκέντρωσης ή διασποράς των τιμών του φυσικού μεγέθους Α 
ονομάζεται διασπορά ή τυπική απόκλιση και συμβολίζεται  με ΔΑ. Ένας τύπος, που 
εκφράζει τη διασπορά είναι: 

   (ΔΑ)2= { }2IAA 〉〈−       

ο οποίος μας λέει ότι το τετράγωνο της διασποράς ορίζεται από την μέση τετραγωνική 
απόκλιση από την μέση τιμή. Πιο αναλυτικά το τετράγωνο της διασποράς μπορεί να γραφεί  

        (ΔΑ)2=<{Α-<Α>I}2>=(f,{Α-<Α>I}2f)=(f,{A2-2<A>AI+<A>2I}f)= 

          =(f,A2f)-2<A>(f,Af)+<A>2(f,f)=<A2>-2<A>2+<A>2=<A2>-<A>2      

αλλά εάν Α0=Α-<Α>Ι τότε 

        ||Α0f||2=(Α0f,Α0f)=([Αf-<Α>f],[Αf-<Α>f])=(Αf,Αf)-<Α>2 =  

         =(f,Α2f)-<Α>2=<Α2>-<Α>2≥0      
Επομένως 

                     (ΔΑ)2=<Α2>-<Α>2≥0  
          Έστω Β ένας άλλος αυτοσυζυγής τελεστής που παριστάνει ένα άλλο φυσικό μέγεθος 
και έστω ότι: 

                        ΑΒ-ΒΑ=iC  με C≠0                          (1)      
Υποθέτουμε ότι ο μεταθέτης iC ορίζεται στην  κατάσταση  f,  δηλ.  

      ||Cf||<∞ και ότι ||Α0f||≠0 και ||Β0f||≠0.      
Θεώρημα 5.7.1: (Αρχή της Αβεβαιότητας)  Ισχύει:  

                           ΔΑΔΒ≥
2

|| 〉〈C                               (2)      

Απόδειξη: Εξ ορισμού έχουμε: 

                      ΔΑ=||Α0f||  ,  ΔΒ=||Β0f||                        (3)      

Από τις σχέσεις (3) και με τη βοήθεια της ανισότητας του Schwarz έχουμε: 

          |(Α0f,Β0f)|≤||Α0f||||Β0f||=ΔΑΔΒ      
Θέτουμε     μ=(Α0f,Β0f)=(f,Α0Β0f)   όποτε 

                 μ*=(Α0f,Β0f)*=(Β0f,Α0f)=(f,Β0Α0f)  και 

              μ-μ*=(f,Α0Β0f)-(f,Β0Α0f)=(f,[Α0Β0-Β0Α0]f)      

ή λόγω της (1) 

                 μ-μ*=(f,[ΑΒ-ΒΑ]f)=(f,iCf)=-i(f,Cf)=-i<C>      

ή    2iImμ=-i<C>  ⇒  Imμ=- C
2
〈 〉      
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αλλά   |Imμ|=
2

|| 〉〈C
≤|μ|=|(Α0f,Β0f)|≤||Α0f||||Β0f||=ΔΑΔΒ  ⇒   ΔΑΔΒ≥

2
|| 〉〈C       

Για τους τελεστές θέσης Q=x και  ορμής  P=i
dx
d  με PQ-QP=iI  η παραπάνω σχέση γίνεται:                   

ΔQΔP≥ 1/2      
Η τελευταία σχέση είναι η αρχή της αβεβαιότητας του  Heisemberg, που όπως βλέπουμε 
αποτελεί ένα απλό θεώρημα.      

Παρατήρηση 5.7.1: Ακριβής μέτρηση ενός μεγέθους Α ή καλύτερα τέλεια μέτρηση 
σημαίνει ότι ΔΑ<ε ∀ε>0. Αλλά τότε εάν ΔΑΔΒ=α2>0 συνεπάγεται ότι ΔΒ→∞. Με αλλά 
λόγια εάν ΔΑΔΒ=α2, ακριβής μέτρηση του Α συνεπάγεται ατελή μέτρηση για το Β στην 
κατάσταση αυτή. Τα μεγέθη Α και Β μπορούν να μετρηθούν εξ ίσου καλά  μόνο εάν 
ΔΑ=ΔΒ=α και η μέτρηση είναι τόσο περισσότερο  ακριβής, όσο μικρότερο είναι το α. Γι' 
αυτό ένα ενδιαφέρον πρόβλημα, που εμφανίζεται εδώ, είναι η εύρεση καταστάσεων 
ελάχιστης αβεβαιότητας, δηλ. η εύρεση καταστάσεων στις οποίες ισχύει η ισότητα στην 

ανισότητα:                           ΔΑΔΒ≥
2

|| 〉〈C   με ΑΒ-ΒΑ=iC      

Δεύτερο ενδιαφέρον πρόβλημα είναι η εύρεση καταστάσεων στις οποίες |<C>|= |<f,Cf>| 
γίνεται ελάχιστο. [Το τελευταίο πρόβλημα δεν έχει έννοια στην περίπτωση όπου C=cI με c 
σταθερός αριθμός, διότι τότε |<C>|=σταθερό].  Προφανώς εάν ΑΒ=ΒΑ, δηλ. εάν τα μεγέθη 
είναι μεταθετά, τότε c=0 και επομένως ΔΑΔΒ=0. Αυτό σημαίνει, από τα παραπάνω, ότι τα 
μεγέθη Α και Β μπορούν να μετρηθούν ακριβώς. 

          Μια περίπτωση όπου αποκλείεται η ακριβής μέτρηση των δυο μεγεθών Α και Β είναι η 
περίπτωση ΑΒ-ΒΑ=iC με C=cI. Είναι επομένως ενδιαφέρον να γνωρίζουμε πότε δυο  μεγέθη  
πληρούν  την σχέση: ΑΒ-ΒΑ=icI, c=αριθμός. 

          Μια πληροφορία μας δίνει το επόμενο θεώρημα:      

Θεώρημα 5.7.2: Εάν Α και Β είναι φραγμένοι, (όχι κατ' ανάγκη αυτοσυζυγείς), τότε η σχέση 
ΑΒ-ΒΑ=icI≠0 αποκλείεται.      
Απόδειξη: Έστω ότι ισχύει ΑΒ-ΒΑ=icI. Τότε 

               Α2Β-ΑΒΑ=icΑ  και 

               ΑΒΑ-ΒA2=icΑ     

Προσθέτοντας έχουμε: Α2Β-ΒΑ2=2icΑ                           (5)      

Ομοίως από την σχέση ΑΒ-ΒΑ=icI προκύπτει: 

               Α3Β-Α2ΒΑ=icΑ2   

και από την (5)        Α2ΒΑ-ΒΑ3=2icΑ2      

Από τις δυο τελευταίες σχέσεις έχουμε: 

               Α3Β-ΒΑ3=3icΑ2      

Προχωρώντας κατά τον ίδιο τρόπο έχουμε: 

               Αn+1Β-Βαn+1=nicΑn   n=1,2,⋅⋅⋅                        (6)      
Από την (6) έχουμε: 

      n|c|||Αn||=||Αn+1Β-Βαn+1||≤||Αn+1Β||+||ΒΑn+1||=||Αn||||ΑΒ||+||ΒΑ||||Αn||=2||Αn||||Α||||Β||  ⇒ 
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               n|c|≤2||Α||||Β||                                     (7)      
Από την σχέση (7) βλέπουμε ότι εάν οι τελεστές Α και Β είναι φραγμένοι, τότε υπάρχουν 
θετικοί αριθμοί kA και kB με ||Α||=kA και ||Β||=kB , και η σχέση n|c|≤kAkB   είναι αδύνατη για 
αρκετά μεγάλο n. 





6.    ΕΙΣΑΓΩΓΗ  ΣΤΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΤΩΝ  ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ή  ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΩΝ  
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 

6.1   Συναρτήσεις αιχμής και η συνάρτηση δέλτα δ(x) του Dirac. 

   Στη Φυσική συχνά συναντάμε συστήματα, τα οποία διαταράσσονται από κάποια 
εξωτερική δύναμη, που είναι συνάρτηση του χρόνου και έχει τα εξής χαρακτηριστικά:  

          α) Η χρονική διάρκεια, κατά την οποία επενεργεί, είναι πολύ μικρή. 

          β) Το μέτρο της είναι πολύ μεγάλο. 

     Η γραφική παράσταση μιας τέτοιας δύναμης είναι της μορφής: 

      

όπου το h είναι πολύ μεγάλο και το τ πολύ μικρό. Συναρτήσεις, που  έχουν παρόμοιες 
γραφικές παραστάσεις, λέγονται συναρτήσεις αιχμής(36  .  

      Σαν παράδειγμα μπορούμε να  φανταστούμε ένα σώμα σε ηρεμία που τίθεται σε 
κίνηση τη χρονική στιγμή t0 από ένα ξαφνικό "κτύπημα". Το "κτύπημα" αυτό προσδίδει στο 
σώμα μια ορμή:                                    

                      P=mv= 0

0

t

t
F(t)dt

+τ

∫                                          

όπου τ η χρονική διάρκεια του "κτυπήματος". 

         Σε πολλές περιπτώσεις, (αν όχι σε όλες), ο συναρτησιακός τύπος της F(t) ή η γραφική 
της παράσταση δεν είναι γνωστά και η ανάλυση του προβλήματος από μαθηματικής και 
ακόμα από φυσικής πλευράς είναι δύσκολη. Παρ' όλα αυτά δεν αποτελεί εμπόδιο το γεγονός 
ότι δεν γνωρίζουμε την συνάρτηση F(t), διότι αυτό που μας ενδιαφέρει είναι η ώθηση,  
δηλαδή το ολοκλήρωμα:  

0

0

t

t
F(t)dt

+τ

∫  

        Άλλο παράδειγμα, στο οποίο εμφανίζεται κάποιο φυσικό μέγεθος με  τα παραπάνω 
χαρακτηριστικά, είναι το ηλεκτρικό ρεύμα που θα δημιουργηθεί, όταν κλείσουμε τον 
διακόπτη S:      

Τότε τα φορτία Q1  και Q2 ανακατανέμονται, (υποθέτουμε ότι V1≠V2 ), σε: 
   
                                                 
(36 Στα επόμενα θα δούμε ότι οι συναρτήσεις αιχμής ανήκουν στο σύνολο των κατανομών. 

 

F(t) 

t0 t0+τ t 

h
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Q′1=
( )

21

211

CC
QQC

+
+  Q′2=

( )
21

212

CC
QQC

+
+          

 

Εάν η αντίσταση των αγωγών είναι αμελητέα, τότε το ρεύμα έχει πολύ μικρή διάρκεια και 
πολύ μεγάλη ένταση.  

          Για να αντιμετωπισθούν αυτά τα προβλήματα ο Dirac εισήγαγε την δέλτα συνάρτηση 
δ(x) που "συμβολικά" δίνεται από τον τύπο:  

                   δ(x)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∞

≠

0     

0      0

x

x
       

με την ιδιότητα: (x)dx 1
+∞

−∞
δ =∫       

Τότε για μια συνεχή συνάρτηση f(x) το ολοκλήρωμα:  

(x)f (x)dx
+∞

−∞
δ∫         

μπορεί να υπολογισθεί ως εξής: Αφού η δ(x) είναι μηδέν για x≠0 μπορούμε να περιορίσουμε 
το διάστημα (-∞,+∞) σε (-ε,+ε) με ε>0 και αρκετά μικρό. Ακόμα επειδή η συνάρτηση f(x) 
είναι συνεχής στο σημείο x=0, οι τιμές  της μέσα στο διάστημα (-ε,ε) δεν θα διαφέρουν πολύ 
από την τιμή  f(0).  Έτσι έχουμε:  

(x)f (x)dx (x)f (x)dx f (0) (x)dx f (0)
+∞ +ε +ε

−∞ −ε −ε
δ = δ ≈ δ =∫ ∫ ∫  

επειδή  (x)dx 1
+ε

−ε
δ =∫    για κάθε ε>0. Έτσι έχουμε: 

(x)f (x)dx
+∞

−∞
δ∫ =f(0)      

Η παραπάνω σχέση λέγεται ιδιότητα της μετατόπισης.      

 

 

C1 

V1 

Q1 
C2 

V2 

Q2

S 

C1 

V 

Q′1
C2 

V 

Q′2 

S 



                   Θεωρία των Κατανομών   ♦  227 

 

6.2.  Ακολουθίες πραγματικών συναρτήσεων που προσεγγίζουν την δ 
συνάρτηση 

 

     Η σχέση:    δ(x)=

0 0

0

      

     

x

x

≠

∞ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

       

δεν μπορεί να ορίζει μια συνάρτηση και  μάλιστα ολοκληρώσιμη μέσα στα πλαίσια της 
συναρτησιακής ανάλυσης. Μια άλλη απόπειρα για τον ορισμό της δέλτα συνάρτησης είναι 
να ισχύει η σχέση:  

(x)f (x)dx
+∞

−∞
δ∫ =f(0)      

για κάθε συνεχή συνάρτηση f(x). 

          Όμως και αυτή η απόπειρα αποτυγχάνει διότι μπορούμε να δείξουμε ότι δεν υπάρχει 
συνάρτηση που ικανοποιεί αυτή τη σχέση. Μπορούμε όμως να βρούμε ακολουθίες 
συναρτήσεων αιχμής, οι οποίες προσεγγίζουν την ιδιότητα της μετατόπισης, δηλ. ισχύει η 
σχέση:  

   limn→∞ n (x)f (x)dx f (0)
+∞

−∞
ϕ =∫       

Ακολουθίες με αυτή την ιδιότητα θα ονομάζονται δέλτα ακολουθίες.  Για παράδειγμα οι 
συναρτήσεις:  

   φn(x)=

0        για |x| 1/n

n/2     για |x|1/n

≥

〈

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

   n=1,2,3, … 

σχηματίζουν μια δέλτα ακολουθία, διότι για κάθε  
συνεχή  συνάρτηση f(x) έχουμε:  

1/ n 1/ n

n 1/ n 1/ n

n n(x)f (x)dx f (x) dx f (x)dx
2 2

+∞

−∞ − −
ϕ = =∫ ∫ ∫       

και από το θεώρημα της μέσης τιμής προκύπτει: 

 
1/ n

1/ n

n n 2f (x)dx f ( ) f ( )
2 2 n−

= ξ = ξ∫  -1/n≤ξ≤1/n 

Όταν n→∞ τότε ξ→0 και από τη συνέχεια της συνάρτησης  f(x) έχουμε ότι f(ξ)→f(0) και 
επομένως:  

  limn→∞ n (x)f (x)dx f (0)
+∞

−∞
ϕ =∫  

          Για πολλούς λόγους θέλουμε να κατασκευάσουμε δέλτα ακολουθίες από συναρτήσεις, 
οι οποίες είναι συνεχείς και παραγωγίσιμες, (στο παραπάνω παράδειγμα οι συναρτήσεις 
φn(x) δεν είναι παραγωγίσιμες).  
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          Παραδείγματα τέτοιων ακολουθιών είναι: 

 α) φn(x)= 221
1 

π xn
n

+
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

β) φn(x)= ( )22exp
π

xnn
−   

  

 

 

 

 

γ) φn(x)=
2

2

1 sin nx
n π x

      

 

 

 

Οι συναρτήσεις αυτών των ακολουθιών είναι κανονικοποιημένες στη μονάδα:  

  n (x)dx 1
+∞

−∞
ϕ =∫  

και κάθε ακολουθία ικανοποιεί τη σχέση: 

  limn→∞ n (x)f (x)dx f (0)
+∞

−∞
ϕ =∫  

     Αλλά και πάλι δεν είναι σωστό να λέμε ότι αυτές οι ακολουθίες συγκλίνουν στη δέλτα 
συνάρτηση: Τα όρια αυτών των ακολουθιών δεν υπάρχουν με την συνήθη έννοια της 
σύγκλισης και η πράξη της ολοκλήρωσης γενικά δεν αντιστρέφεται με την διαδικασία του 
ορίου.  

 

Άσκηση: Δείξτε ότι το limn→∞φn(x) δεν υπάρχει για τις παραπάνω τρεις ακολουθίες.  
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     Είναι ενδιαφέρον να βρούμε τα αόριστα ολοκληρώματα των συναρτήσεων φn(x) δηλ. τις 
συναρτήσεις: Φn(x)=

x

n ( )d
−∞
ϕ ξ ξ∫   Π.χ. 

για την ακολουθία (α), οι γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων  Φn(x), 
για αρκετά μεγάλες τιμές του n, έχουν 
την μορφή του διπλανού σχήματος.  

Επίσης εύκολα μπορούμε να δούμε ότι: 
limn→∞Φn(x)=u(x) όπου  u(x) η 
συνάρτηση βήματος, (ή συνάρτηση 
του Heaviside ή step function), που 
ορίζεται από τη σχέση:  

u(x)=

1    για x 0

0    για x 0

≥

〈

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 

     Έτσι μπορούμε να παρασυρθούμε και να πούμε ότι η δέλτα συνάρτηση δ(x) είναι η 
παράγωγος της συνάρτησης βήματος u(x), της οποίας η παράγωγος du(x)/dx=0 ∀x≠0 και δεν 
ορίζεται για x=0, στο σημείο ακριβώς που περιμένουμε να βρίσκεται η αιχμή, (peak), της 
δέλτα συνάρτησης. 

 

6.3  Ιδιότητες της δ­συνάρτησης 

 1) (x)f (x)dx f (0)
+∞

−∞
′ ′δ = −∫  

 2) ( )
m m

m
m m

d (x) d f (0)f (x)dx 1
dx dx

+∞

−∞

δ
= −∫  

 3) xδ(x)=0 

 4) (x )f (x)dx f ( )
+∞

−∞
δ − α = α∫  

 5) δ(αx)= (x)
| |
δ
α

 α≠0 

 6) δ(x2-α2)= [ ]1 (x ) (x )
2

δ + α + δ − α
α

 α>0 

Αποδείξεις: Στα επόμενα θεωρούμε μια δ-ακολουθία φn(x) 

 1) Έστω ότι limn→∞ n (x)f (x)dx f (0)
+∞

−∞
ϕ =∫   τότε 

n n n(x)f (x)dx (x)f (x) (x)f (x)dx
+∞ +∞+∞

−∞−∞ −∞
′ ′ϕ = ϕ − ϕ∫ ∫  

Αυτό συνήθως συμβαίνει αφού οι συναρτήσεις φn(x) είναι τέτοιες ώστε το ολοκλήρωμα  
  n (x)f (x)dx

+∞

−∞
ϕ∫  

να συγκλίνει.  Εάν n→∞ έχουμε: 
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              limn→∞ n n n(x)f (x)dx lim (x)f (x)dx f (0)
+∞ +∞

→∞−∞ −∞
′ ′ ′ϕ = − ϕ = −∫ ∫       

Από τη παραπάνω σχέση προκύπτει ότι η ακολουθία των παραγώγων φ′n(x) ικανοποιεί την 
ιδιότητα της μετατόπισης, η οποία με τη σειρά της δικαιολογεί το σύμβολο δ′(x) σαν 
παράγωγος  της  δέλτα  συνάρτησης  έτσι ώστε:  

  (x)f (x)dx f (0)
+∞

−∞
′ ′δ = −∫  

          2)  Με όμοια τεχνική μπορούμε να δείξουμε την δεύτερη ιδιότητα.  

          3)  Θεωρούμε το ολοκλήρωμα: 

   x (x)f (x)dx
+∞

−∞
δ∫       

όπου f(x) συνεχής για x=0. Θέτουμε xf(x)=g(x) με g(0)=0 και εχουμε: 

   x (x)f (x)dx
+∞

−∞
δ∫ =0      

Επομένως   xδ(x)=0 

          4)  Στο ολοκλήρωμα:  (x )f (x)dx
+∞

−∞
δ − α∫       

θέτουμε x-α=t και γράφουμε: f(t+α)=g(t),  τότε  

 (x )f (x)dx
+∞

−∞
δ − α∫ = (t)g(t)dt

+∞

−∞
δ∫ =g(0)=f(α) 

 

          5)  Εαν α>0 θέτουμε αx=t ⇒ dx=dt/α  τότε 

       ( ) dt 1( x)f (x)dx (t)f t / f (0)
+∞ +∞

−∞ −∞
δ α = δ α =

α α∫ ∫       

Εαν α<0 θέτουμε πάλι αx=t ⇒ dx=dt/α.  Όμως τα όρια  της  ολοκλήρωσης εναλλάσονται και 
επομένως:  

( ) dt 1( x)f (x)dx (t)f t / f (0)
+∞ +∞

−∞ −∞
δ α = δ α = −

α α∫ ∫       

και στις δύο περιπτώσεις είναι f(0)/|α|. Επομένως δ(αx)=δ(x)/|α| 

          6)  Επειδή δ(x2-α2)=δ[(x+α)(x-α)] και δ(t)=0 εκτός από t=0, έπεται ότι δ(x2-α2)=0 εκτός 
από x=±α. Επομένως 

( ) ( ) ( ) ( )2 2(x )f (x)dx x x f (x)dx x x f (x)dx
+∞ −α+ε α+ε

−∞ −α−ε α−ε
δ − α = δ + α −α + δ + α −α⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

με α>0 και 0<ε<2α  με  ε  οσοδήποτε  μικρό.  Στη  γειτονιά  του  x=-α  ο παράγοντας x-α 
μπορεί να αντικατασταθεί με -2α. Επομένως:  

( ) ( ) ( ) ( )x x f (x)dx 2 x f (x)dx
−α+ε −α+ε

−α−ε −α−ε
δ + α − α = δ − α + α =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  

  ( )( ) ( )1 1x x f (x)dx x f (x)dx
| 2 | 2

−α+ε +∞

−α−ε −∞
δ + α − α = δ + α⎡ ⎤⎣ ⎦− α α∫ ∫       
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Τα όρια στο άπειρο μπορούν πάλι να χρησιμοποιηθούν διότι δ(x+α)=0  εκτός από x=-α. Με 
όμοιο τρόπο έχουμε:  

( ) ( )x x f (x)dx
α+ε

α−ε
δ + α − α =⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ( )1 x f (x)dx

2
+∞

−∞
δ + α

α∫       

Τελικά προκύπτει: 

δ(x2-α2)= [ ]1 (x ) (x )
2

δ + α + δ − α
α

      

Η παραπάνω σχέση δεν ισχύει για α=0 και δυστυχώς δεν υπάρχει τρόπος για να 
ερμηνεύσουμε την έκφραση δ(x2) 

 

6.4     Ασθενής σύγκλισης ­ Θεωρία Κατανομών 

          Οι ιδέες, που περιέχονται στα προβλήματα  που  οδήγησαν  στη  δέλτα συνάρτηση, 
μπορούν να συστηματικοποιηθούν και να μας οδηγήσουν  σ' αυτό που είναι σήμερα γνωστό 
σαν Θεωρία Κατανομών ή Γενικευμένες Συναρτήσεις.  

          Όπως υποδηλώνει η ονομασία, η θεωρία αναφέρεται  στο  πρόβλημα  της επέκτασης 
του ορισμού μιας συνάρτησης, έτσι ώστε έννοιες, όπως της δ(x), να μπορούν να τεθούν σε 
μια αυστηρή  μαθηματική  βάση. Υπάρχουν  πολλοί τρόποι για να γίνει αυτό. Ο  πιo  γενικός  
τρόπος  είναι να δούμε τις συναρτήσεις, που συμπεριφέρονται σαν την δέλτα συνάρτηση, 
σαν στοιχεία ενός δυικού χώρου V*  ενός καταλλήλου συναρτησιακού χώρου V (37. Ένας 
άλλος τρόπος πιο απλός και πρακτικός είναι να προσεγγίσουμε τις κατανομές μέσα από 
ολοκληρώματα ακολουθιών συναρτήσεων της μορφής:  

    ∫ dxxgxf n )()(   n=1,2,3, …                      

         Μια ακολουθία συναρτήσεων fn(x), (όπως μια δέλτα ακολουθία),  οδηγεί σε  μια  νέα  
μαθηματική  έννοια, (όπως η δέλτα συνάρτηση),  με την προϋπόθεση ότι μια τέτοια 
ακολουθία συγκλίνει για  κάθε  συνάρτηση  g(x) κατάλληλα επιλεγμένη. Σαν συνάρτηση 
g(x) συνήθως  θεωρούμε  μια  απείρως διαφορίσιμη συνάρτηση. Επίσης θα δεχθούμε σαν 
όρια ολοκλήρωσης τα -∞ και +∞, (εκτός εάν διαφορετικά δηλωθεί). Επομένως η συνάρτηση 
g(x) πρέπει να έχει "καλή συμπεριφορά" στο άπειρο. Αυτό εξασφαλίζεται απαιτώντας η g(x) 
να μηδενίζεται έξω από κάποιο πεπερασμένο διάστημα  (α,β),  (διαφορετικό για διαφορετική 
g(x)), ή τουλάχιστον η g(x) να τείνει στο μηδέν  "αρκετά γρήγορα" όταν το x→±∞.  
          Τέτοιου είδους συναρτήσεις g(x),  που ικανοποιούν αυτές τις απαιτήσεις ονομάζονται 
δοκιμαστικές  συναρτήσεις, (test functions). Η ονομασία δοκιμαστική συνάρτηση 
οφείλεται στο γεγονός ότι με αυτές τις συναρτήσεις δοκιμάζεται, (ελέγχεται), η ιδιότητα της 
μετατόπισης για τις δέλτα ακολουθίες.  

          Έχοντας ορίσει τις δοκιμαστικές  συναρτήσεις, μπορούμε τώρα να συνεχίσουμε και να 
ορίσουμε την κλάση των επιδεκτών, ή συγκεντρωτικών συναρτήσεων, (admissible ή core 
functions), από τις οποίες θα  επιλεγούν οι συναρτήσεις fn(x). Υπάρχει μια ποικιλία 
επιλογών(38 .  Στα  επόμενα  θα θεωρούμε τις συγκεντρωτικές συναρτήσεις απείρως 
                                                 
(37 Τον τρόπο αυτό θα τον δούμε στην επόμενη παράγραφο 

(38 Δεν υπάρχει μια μοναδική θεωρία κατανομών, αλλά αρκετές, που βασίζονται βέβαια στις ίδιες αρχές αλλά 

διαφέρουν σε λεπτομέρειες. 
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διαφορίσιμες στο  πλήρες διάστημα (-∞,+∞), η δε συμπεριφορά  τους  στο  άπειρο  μπορεί  
να  είναι τυχαία. Ο όρος συγκεντρωτικές συναρτήσεις σχετίζεται με το  γεγονός ότι αυτή 
είναι η κλάση των συναρτήσεων, η  οποία  εκτείνεται  για  να  περιβάλλει άλλες, (όχι 
απείρως δοαφορίσιμες), συναρτήσεις όπως κατανομές σαν τη δέλτα συνάρτηση.  

          Ας θεωρήσουμε τώρα μια ακολουθία συγκεντρωτικών συναρτήσεων  fn(x). Η 
ακολουθία αυτή θα λέγεται ασθενώς συγκλίνουσα ακολουθία εάν το όριο:  

    limn→∞ ∫
+∞

∞−
dxxgxf n )()(       

υπάρχει  για  όλες τις δοκιμαστικές  συναρτήσεις  g(x).  Μια ασθενώς συγκλίνουσα 
ακολουθία μπορεί να συγκλίνει ή όχι με τις συνήθεις έννοιες, όπως την κατά σημείο 
σύγκλιση, την ομοιόμορφη σύγκλιση κ.λ.π. Η έννοια της ασθενούς  σύγκλισης  διετυπώθη 
για να επεκτείνει την τάξη των συγκεντρωτικών συναρτήσεων κατά ένα ασυνήθιστο τρόπο. 
Τέτοιες επεκτάσεις είναι δυνατές με τη βοήθεια άλλων ειδών σύγκλισης, αλλά  η  επέκταση  
με την ασθενή σύγκλιση είναι πιο ισχυρή. Π.χ. ας θεωρήσουμε  την  ακολουθία των 
συγκεντρωτικών συναρτήσεων:  

                      fn(x)=
π
1

2
1
+ arctan(nx) 

     Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι η ακολουθία αυτή συγκλίνει, (κατά  σημείο), στη 
συνάρτηση βήματος u(x). Όμως  οι  συνκεντρωτικές  συναρτήσεις είναι απείρως 
διαφορίσιμες στο διάστημα (-∞,+∞) αλλά  η  u(x) δεν είναι μια συγκεντρωτική συνάρτηση.  
Άρα η ακολουθία fn(x) δεν συγκλίνει μέσα στο σύνολο των συγκεντρωτικών συναρτήσεων 
και  επομένως  συγκλίνει  ασθενώς.  

     Μπορεί κανείς να δείξει ότι  

               limn→∞ ∫
+∞

∞−
dxxgxf n )()( =

0
u(x)g(x)dx g(x)dx

+∞ +∞

−∞
=∫ ∫            

για όλες τις δοκιμαστικές συναρτήσεις g(x). 

          Μπορούμε τώρα  να  ορίσουμε  τεχνηκά  την  ασυνεχή  συνάρτηση  S(x) προσθέτοντας 
το "όριο"  της  ακολουθίας  fn(x)  οριζόμενο  μέσα  από  το ολοκλήρωμα:  

             limn→∞ ( )1 1 arctan nx g(x)dx u(x)g(x)dx
2 π

+∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

 

     Γιατί προσπαθούμε να ορίσουμε τη συνάρτηση βήματος u(x)  κατ' αυτό τον πολύπλοκο 
τρόπο; Δεν είναι πιο εύκολο να την  ορίσουμε  κατά  σημείο  ως εξής:  

    S(x)=

0      x 0
1/2   x= 0
1      x 0

〈

〉

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

      

και επομένως να επεκτείνουμε το σύνολο των συγκεντρωτικών συναρτήσεων με την κατά 
σημείο σύγκλιση. Η απάντηση είναι προφανής διότι κατά τον ίδιο ακριβώς τρόπο μπορούμε 
να ορίσουμε την  δέλτα  συνάρτηση,  η οποία δεν δέχεται τον  κατά  σημείο  ορισμό. Ας 
θεωρήσουμε για παράδειγμα την ακολουθία των συγκεντρωτικών συναρτήσεων:  
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    fn(x)= 221
1

π xn
n

+
 

Για n→∞ η ακολουθία αυτή δεν συγκλίνει σε καμμιά συνάρτηση, (μέσα στο σύνολο των  
συγκεντρωτικών  συναρτήσεων  ή  αλλού).  Επομένως  συγκλίνει ασθενώς και 

limn→∞ ∫
+∞

∞−
dxxgxf n )()( =g(0)           

για οποιαδήποτε δοκιμαστική συνάρτηση g(x). Η απόδειξη έχει ως εξής  

∫∫∫∫
∞+

+

+

−

−

∞−

∞+

∞− +
+

+
+

+
=

+ n

n

n

n
dxxg

xn
dxxg

xn
dxxg

xn
dxxg

xn

n
/1 22

/1

/1 22

/1

2222
)(

1

1
)(

1

1
)(

1

1
)(

1

1
π

 

     Έστω Β το φράγμα της g(x), δηλ. |g(x)|≤B ∀x. Τότε: 

∫∫
∞+

+

∞+

+ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

+
≤

+ nn
nBdx

xn

n
Bdxxg

xn

n
/1 22/1 22

arctan
π
1

2
1

1

1
π

)(
1

1
π

 

Επειδή  limn→∞ 0arctan
π
1

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − n                       

έπεται ότι  limn→∞ 0)(
1

1
π/1 22 =

+∫
∞+

+ n
dxxg

xn
n       

Όμοια         limn→∞ 0)(
1

1
π

/1

22 =
+∫

−

∞−

n
dxxg

xn
n       

Τελικά, χρησιμοποιώντας το θεώρημα της μέσης τιμής (f (x)≥0), έχουμε: 
1/ n 1/ n

2 2 2 21/ n 1/ n

n 1 n 1 2g(x)dx g( ) dx g( ) arctan n
π 1 n x π 1 n x π

+ +

− −
= ξ = ξ

+ +∫ ∫   -1/√n≤ξ≤1/√n 

 έτσι ώστε limn→∞ )0()(
1

1
π

/1

/1 22
gdxxg

xn
nn

n
=

+∫
+

−
 

  

          Μπορούμε τώρα να  δώσουμε  έναν  αυστηρό  ορισμό  της  έννοιας  της κατανομής.  

     Μια κατανομή φ(x) είναι μια μαθηματική έννοια σχετιζόμενη με μια ασθενώς 
συγκλίνουσα ακολουθία  συγκεντρωτικών  συναρτήσεων  για  τις  οποίες  το συμβολικό 
ολοκλήρωμα:   (x)g(x)dx

+∞

−∞
ϕ∫  

ορίζεται από τη σχέση: (x)g(x)dx
+∞

−∞
ϕ∫ =limn→∞ ∫

+∞

∞−
dxxgxf n )()(  

      

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ:  

α)  Κάθε συγκεντρωτική συνάρτηση αντιστοιχεί σε κάποια κατανομή αφού μπορούμε να 
κατασκευάσουμε μια ακολουθία αποτελούμενη  από μια μόνο συγκεντρωτική συνάρτηση 
f(x).  
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     β) Μια μεγάλη ποικιλία διαφορετικών ασθενώς συγκλινουσών ακολουθιών δίνουν την 
ίδια τιμή στο όριο:  limn→∞ ∫

+∞

∞−
dxxgxf n )()(                             

για όλες τις δοκιμαστικές συναρτήσεις g(x), (δηλ. για διάφορα είδη δέλτα συναρτήσεων). 
Τέτοιες "ισοδύναμες" ακολουθίες αντιστοιχούν στην ίδια κατανομή.  

      

Παράδειγμα 3.3.1: Οι παρακάτω τρεις  ακολουθίες  είναι  ισοδύναμες  και αντιστοιχούν 
στην ίδια κατανομή, που συμβολίζεται με θ(x):  

 α) fn(x)= ( ) ( )duunxerfc
x∫
∞+

−
−=−

π
exp

π
1

2
1

  

 β) fn(x)= ( ) ∫ ∞−
=+

x
du

u
uxSi

π sin
π
1

π
1

2
1  

γ) fn(x)=exp(-e-πx)      

Οι ακολουθίες (α) και (β) συγκλίνουν  επίσης  κατά  σημείο  στην  συνήθη συνάρτηση 
βήματος u(x), όπως ορίσθηκε στη  σελίδα  84  Η  ακολουθία (γ) συγκλίνει κατά σημείο στη 

συνάρτηση:  ( )
0      x 0

u x 1/e    x=0
1       x 0

〈⎧
⎪= ⎨
⎪ 〉⎩

                                   

Από την άποψη της κλασσικής θεωρίας των συναρτήσεων οι u(x) και ( )u x  είναι 

διαφορετικές συναρτήσεις. Από την άποψη της θεωρίας των κατανομών οι u(x) και ( )u x  
αντιστοιχούν στην  ίδια  κατανομή  θ(x),  η οποία δεν μπορεί να ορισθεί από ένα τύπο, όπως 
οι συναρτήσεις u(x) και ( )u x , αλλά από μια οριακή διαδικασία περιγραφόμενη από την 
ασθενή σύγκλιση.       

 

Παράδειγμα 3.3.2: Οι ακολουθίες  

 α) fn(x)= 221
1

π xn
n

+
 β) fn(x)= ( )22exp

π
xnn

−  

 γ) fn(x)= ( )
2π

cos1
xn

nx−  δ) fn(x)= ( )
2

2sin
π

1
x

nx
n

  

είναι ισοδύναμες, παρέχοντας το αποτέλεσμα: 

  limn→∞ )0()()( gdxxgxfn =∫
+∞

∞−
  για κάθε g(x)      

Η κατανομή, που ορίζεται από μια από αυτές τις ακολουθίες, ονομάζεται δέλτα 
συνάρτηση(39  και συμβολίζεται με δ(x).  

                                                 
(39 Φυσικά θα έπρεπε να ονομασθεί δέλτα κατανομή αλλά η ονομασία δέλτα συνάρτηση αποτελεί μέρος μιας 

μακράς παράδοσης. 
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Οι ακολουθίες (α) και (β) συγκλίνουν  επίσης  κατά  σημείο  στην  συνήθη συνάρτηση 
βήματος S(x), όπως ορίσθηκε στη  σελίδα  200  Η  ακολουθία (γ) συγκλίνει κατά σημείο στη 

συνάρτηση:  ( )
0      x 0

u x 1/e    x=0
1       x 0

〈⎧
⎪= ⎨
⎪ 〉⎩

                                   

Από την άποψη της κλασικής θεωρίας των συναρτήσεων οι u(x) και ( )u x  είναι 

διαφορετικές συναρτήσεις. Από την άποψη της θεωρίας των κατανομών οι u(x) και ( )u x  
αντιστοιχούν στην  ίδια  κατανομή  θ(x),  η οποία δεν μπορεί να ορισθεί από ένα τύπο, όπως 

οι συναρτήσεις u(x) και ( )u x , αλλά από μια οριακή διαδικασία περιγραφόμενη από την 
ασθενή σύγκλιση.       

 
Παράδειγμα 3.3.2: Οι ακολουθίες  

 α) fn(x)= 221
1

π xn
n

+
 β) fn(x)= ( )22exp

π
xnn

−  

 γ) fn(x)= ( )
2π

cos1
xn

nx−  δ) fn(x)= ( )
2

2sin
π

1
x

nx
n

  

είναι ισοδύναμες, παρέχοντας το αποτέλεσμα: 

  limn→∞ )0()()( gdxxgxfn =∫
+∞

∞−
  για κάθε g(x)      

Η κατανομή, που ορίζεται από μια από αυτές τις ακολουθίες, ονομάζεται δέλτα 
συνάρτηση(40  και συμβολίζεται με δ(x).  

 

    6.5 Μια άλλη προσέγγιση στη θεωρία των κατανομών ή γενικευμένων  
συναρτήσεων                        

Έστω L ένας τοπολογικός διανυσματικός χώρος πάνω στο σώμα C των μιγαδικών αριθμών, 
αποτελούμενος από το σύνολο {…φ…} των μιγαδικών συναρτήσεων πραγματικής 
μεταβλητής:  

                           φ: R → C 

Έστω L*  ο δυϊκός χώρος του L, δηλ.  ο  χώρος  ο  αποτελούμενος  από  το σύνολο {…F…} 
όλων των συνεχών γραμμικών συναρτησοειδών πάνω στον L:  

                           F: L → C 
 Εάν ο χώρος L δεν είναι ούτε "αρκετά μεγάλος" ούτε "αρκετά  μικρός"  και εάν η τοπολογία 
πάνω στον L δεν είναι ούτε "μεγάλη" ούτε  "μικρή",  τότε μπορεί κανείς να περιμένει ότι ο 
L*  αποτελείται από  ένα  λογικά  μεγάλο σύνολο στοιχείων και ακόμα ότι τα στοιχεία αυτά 
του  συνόλου  μπορεί  να έχουν πολλές ενδιαφέρουσες ιδιότητες, (πέρα από το γεγονός ότι 

                                                 
(40 Φυσικά θα έπρεπε να ονομασθεί δέλτα κατανομή αλλά η ονομασία δέλτα συνάρτηση αποτελεί μέρος μιας 

μακράς παράδοσης. 
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είναι όλα συνεχείς απεικονίσεις στο σώμα των  μιγαδικών  αριθμών).  Ας  δούμε  ένα 
παράδειγμα:  

  Ας θεωρήσουμε ότι ο χώρος L είναι ο χώρος L2 (-∞,+∞) δηλ. ο χώρος Hilbert  των 
κατά Lebesgue τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων πραγματικής μεταβλητής. Ο 
χώρος αυτός είναι αρκετά "μικρός" με την έννοια ότι αποτελείται μόνο από τις τετραγωνικά 
ολοκληρώσιμες συναρτήσεις. Αλλά και ο αντίστοιχος δυϊκός χώρος L* είναι επίσης μικρός. 
Επίσης έχει τις  ίδιες ιδιότητες με τον L. Πράγματι από το θεώρημα αναπαράστασης του 
Riesz ξέρουμε ότι ο δυϊκός χώρος L* είναι "ουσιαστικά" ο ίδιος με τον L με την έννοια ενός 
ισομετρικού ισομορφισμού. Έτσι στοιχεία του L* μπορούν βασικά να ταυτισθούν με στοιχεία 
του L.  

          Ας σχηματίσουμε τώρα ένα χώρο L, αποτελούμενο από ένα  άλλο σύνολο 
συναρτήσεων πραγματικής μεταβλητής και από μια άλλη τοπολογία που ίσως δεν 
προέρχεται από norm. Η παραπάνω κατασκευή του L μπορεί να γίνει έτσι ώστε ο δυϊκός 
χώρος L* να αποτελείται από ένα μεγάλο σύνολο συνεχών γραμμικών συναρτησοειδών με 
αρκετά καλές ιδιότητες.  

          Από τι περιμένουμε, στη γενική περίπτωση, να αποτελείται ο δυϊκός χώρος L*;  

          Μερικά στοιχεία του L* θα γεννούνται από στοιχεία του L. Πράγματι είναι πιθανό να 
υπάρχουν ορισμένα στοιχεία f∈L τέτοια ώστε το ολοκλήρωμα:    
   f (x) (x)dxϕ∫        (1)                                    

να υπάρχει για κάθε φ∈L και 

                          Ff(φ)=∫f(x)φ(x)dx  ∀φ∈L                 (2)      
να είναι ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές πάνω στον L. Τότε σ' αυτή την περίπτωση 
μπορούμε να ταυτίσουμε το Ff∈L* με το f∈L. Αλλά προφανώς θα έχουμε περισσότερα 
στοιχεία στον δυϊκό χώρο L* . Πιθανόν να υπάρχουν ορισμένες συναρτήσεις h που δεν 
ανήκουν στον L, αλλά για τις οποίες υπάρχει το ολοκλήρωμα  

                       ∫h(x)φ(x)dx   ∀φ∈L                   (3) 
και το Fh  που ορίζεται από 

                          Fh(φ)=∫h(x)φ(x)dx   ∀φ∈L                (4) 
να είναι ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές. Τελικά είναι πιθανό ένα υποσύνολο του L* 
να μη μπορεί να γεννηθεί από κάποιες συναρτήσεις h με τη μορφή του ολοκληρώματος (3).  

          Έτσι ο δυϊκός χώρος L* θα είναι κατά κάποια έννοια μια γενίκευση του συνόλου των 
συναρτήσεων που μπορούν να γεννήσουν στοιχεία του L* . Επομένως δεν είναι παράλογο να 
θεωρήσουμε τον δυϊκό χώρο L* σαν ένα σύνολο "γενικευμένων συναρτήσεων". Φυσικά 
πρέπει να γίνει κατανοητό ότι τα στοιχεία του L* , (δηλ. οι γενικευμένες συναρτήσεις), δεν 
είναι συναρτήσεις που ορίζονται στους πραγματικούς αριθμούς R, αλλά απεικονίσεις που 
ορίζονται πάνω στον L. (Από την άλλη μεριά το πεδίο τιμών των γενικευμένων 
συναρτήσεων F και των συναρτήσεων φ είναι το ίδιο: οι μιγαδικοί αριθμοί). Μπορεί κανείς 
να περιμένει, με μια έξυπνη εκλογή του L, ότι ο δυϊκός χώρος L* των γενικευμένων 
συναρτήσεων να μπορεί να "κληρονομήσει" κάποιες καλές ιδιότητες του L και ίσως να είναι 
ένας χώρος όπου πολλά πράγματα μπορούν να γίνουν τα  οποία  δεν επιτρέπονται για τις 
συναρτήσεις που μπορούν να γεννήσουν στοιχεία του L* . (Π.χ. μπορεί κανείς να ορίσει 
διαφορισιμότητα στον L* ή μετασχηματισμούς Fourier στον L* πιο ελευθέρα απ' ότι στο 
σύνολο των συναρτήσεων).  
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          Οι χώροι των γενικευμένων συναρτήσεων εμφανίζονται σε πολλούς κλάδους  της  
μαθηματικής φυσικής, δίνοντας λύσεις σε προβλήματα διαφορικών ή ολοκληρωτικών 
εξισώσεων, αντικαθιστώντας ιδιάζουσες συναρτήσεις {…f…} με αντίστοιχες συνεχείς και 
καλώς συμπεριφερόμενες γενικευμένες συναρτήσεις {…Ff…} και δίνοντας  αυστηρή  ερμηνεία  
σε πολλά τυπικά τεχνάσματα της φυσικής, τα οποία με την συνήθη  έννοια  δεν 
δικαιολογούνται, (π.χ. η δ συνάρτηση του Dirac). Επίσης παίζουν σπουδαίο ρόλο στις 
αναπτύξεις των γενικευμένων ιδιοσυναρτήσεων και κατ'  επέκταση στη θεωρία των ομάδων 
αναπαραστάσεων σε χώρους Hilbert.  

          Έστω L ένας τοπολογικός γραμμικός χώρος, ο  οποίος αποτελείται  από μιγαδικές, (ή 
πραγματικές),  συναρτήσεις  φ  πραγματικής  μεταβλητής.  Θα αναφερόμαστε στον L σαν ο 
χώρος των δοκιμαστικών, (test), συναρτήσεων και στα στοιχεία του φ σαν δοκιμαστικές 
συναρτήσεις. Το στήριγμα,  (support), μιας δοκιμαστικής συνάρτησης, (ή μιας 
οποιασδήποτε συνάρτησης), είναι  το κλείσιμο, (closure), του συνόλου των στοιχείων x του 
πεδίου ορισμού της φ για τα οποία έχουμε φ(x)≠0. (Μ' αλλά λόγια, το στήριγμα της  φ  είναι  
το συμπλήρωμα του μεγαλύτερου ανοικτού συνόλου του R  πάνω  στο  οποίο  η  φ 
μηδενίζεται).  Μια  συνάρτηση  φ  λέμε  ότι  έχει  συμπαγές,   (compact), υποστήριγμα εάν  
η  φ  μηδενίζεται  έξω  από  ένα  φραγμένο  και  κλειστό υποσύνολο του R.  

          Κάθε  συνεχές  γραμμικό  συναρτησοειδές  πάνω  σ'   ένα   χώρο   L δοκιμαστικών 
συναρτήσεων ονομάζεται  γενικευμένη  συνάρτηση,  (η  οποία ανήκει στο χώρο L* ). Μια 
γενικευμένη  συνάρτηση  F,  που  γεννάται  από κάποιο στοιχείο f του χώρου των 
δοκιμαστικών συναρτήσεων, με την έννοια ότι:  

                            F(φ)=∫f(x)φ(x)dx  ∀φ∈L      
θα ταυτίζεται με τον γεννήτορα του f. Πρέπει όμως να σημειώσουμε ότι σ' αυτή την 
ταυτοποίηση όλες οι συναρτήσεις f που διαφέρουν  μόνο  σ'  ένα σύνολο μέτρου μηδέν 
ταυτίζονται με την F.  

          Μια γενικευμένη συνάρτηση F, που μπορεί να παρασταθεί  από  κάποια συνάρτηση h, 
(που δεν ανήκει αναγκαστικά στον L), από τον τύπο:   

                            F(φ)=∫h(x)φ(x)dx  ∀φ∈L      
ονομάζεται  κανονική, (regular),  γενικευμένη   συνάρτηση.   Κάθε   άλλη γενικευμένη 
συνάρτηση ονομάζεται ιδιάζουσα, (singular).  

          Η απλούστερη γενικευμένη συνάρτηση, (για  κάθε  χώρο  δοκιμαστικών 
συναρτήσεων), είναι η σταθερή C, οριζόμενη από την σχέση  

                        C(φ)=∫Cφ(x)dx=C∫φ(x)dx      
και προφανώς είναι κανονική. 

          Το άθροισμα δυο γενικευμένων συναρτήσεων F και G και  το  γινόμενο μιας 
γενικευμένης συνάρτησης F μ' ένα μιγαδικό αριθμό α ορίζονται  απλά ως εξής:  

                     (F+G)(φ) = F(φ)+G(φ) 

                        (αF)φ = F(αφ)      

Το μιγαδικό συζυγές μιας γενικευμένης συνάρτησης ορίζεται: 

                        F*(φ)= [F(φ*)]*      

Για να μπορέσουμε να σχηματίσουμε, με την περιορισμένη έννοια, γινόμενα μεταξύ των 
γενικευμένων συναρτήσεων, πρέπει να εισάγουμε την  βοηθητική έννοια  του  
πολλαπλασιαστή.  Μια  τυχαία  συνάρτηση  α(x)   ονομάζεται πολλαπλασιαστής, εάν:   
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          1)  (∀φ∈L)[ αφ∈L ]  και 

          2) φn → 0 ⇒  αφn → 0, (όπου η σύγκλιση  εννοείται  ως προς την τοπολογία του L).  
     Κάθε πολλαπλασιαστής α ορίζει μια  κανονική  γενικευμένη  συνάρτηση  Α, διότι το 
Α(φ)=∫α(x)φ(x)dx  είναι ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές. Ονομάζουμε  το  Α,  
θεωρούμενο  σαν   γενικευμένη   συνάρτηση,   επίσης πολλαπλασιαστή. Έστω τώρα F μια 
τυχαία γενικευμένη συνάρτηση και Α ένας πολλαπλασιαστής. Μπορούμε τώρα να ορίσουμε 
ένα  νέο  συναρτησοειδές  ΑF από τη σχέση:  

                             (ΑF)(φ) = F(αφ)      

Πράγματι, το ΑF είναι ένα συνεχές γραμμικό  συναρτησοειδές,  διότι  εάν φn → 0 τότε αφn 
→ 0 και επομένως  αφού  το  F  είναι  συνεχές  το Αf(φn) → 0. Επί πλέον εάν η F είναι 
κανονική, κανονική είναι και η ΑF. Πρέπει να προσέξουμε ότι σ' αντίθεση με τις  συνήθεις  
συναρτήσεις, οι γενικευμένες συναρτήσεις δεν μπορούν να πολλαπλασιάζονται  ελεύθερα. 
Συγκεκριμένα το γινόμενο δυο ιδιαζουσών γενικευμένων  συναρτήσεων  δεν ορίζεται.  

          Επειδή μια γενικευμένη  συνάρτηση  δεν  είναι  απεικόνιση  που  να ορίζεται στους 
πραγματικούς αριθμούς, δεν έχει νόημα να ρωτάμε: "ποια είναι η τιμή της F στο x0∈R;" Παρ' 
όλα αυτά είναι δυνατό να μιλάμε  για την "τιμή της F στην γειτονία Ν(x0) του x0 " 
Συγκεκριμένα λέμε ότι η  F ισούται με το μηδέν στην γειτονία Ν(x0) του x0 , εάν και μόνο  
εάν,  για κάθε συνάρτηση φ∈L, η οποία έχει το στήριγμα της στη γειτονία Ν(x0), (και  
επομένως μηδενίζεται παντού έξω από την Ν(x0)), F(φ)=0. Συγκεκριμένα, εάν F  είναι  
κανονική και γεννάται από μια, (κατά τμήματα) συνεχή συνάρτηση h και εάν F=0 στη  Ν(x0),  
τότε η  γεννήτρια  συνάρτηση h της F μηδενίζεται στη Ν(x0).  

          Μπορούμε να προχωρήσουμε πάρα πέρα και να πούμε ότι μια γενικευμένη συνάρτηση 
μηδενίζεται σ' ένα ανοικτό σύνολο V του R εάν, σύμφωνα με τα παραπάνω, μηδενίζεται σε 
κάποια γειτονία κάθε σημείου x του V. Αυτό μας δίνει την δυνατότητα να μιλάμε  για το 
στήριγμα  μιας  γενικευμένης συνάρτησης:  

          Το στήριγμα της F είναι το κλείσιμο του ανοικτού συνόλου  V⊂R  στο οποίο το F δεν 
μηδενίζεται, (ή αλλιώς, είναι το μικρότερο κλειστό σύνολο εκτός του οποίου η F 
μηδενίζεται). Εύκολο είναι να δούμε ότι εάν η F είναι κανονική και γεννάται από κάποια,  
(κατά  τμήματα),  συνεχή συνάρτηση h, τότε το στήριγμα της F είναι ακριβώς το  στήριγμα  
της  h, (κατά την συνήθη έννοια).  

          Δυο γενικευμένες συναρτήσεις F και G λέμε ότι είναι  ίσες  σ'  ένα ανοικτό σύνολο 
V⊂R εάν και μόνο εάν η F-G μηδενίζεται στο V. Αυτό που πρέπει να προσέξουμε είναι ότι 
εάν οι F και  G  είναι ίσες σε κάποια γειτονία κάθε σημείου x∈R, τότε  είναι  ίσες  σαν  
συναρτησοειδή,  δηλ. f(φ)=G(φ)  για  κάθε  φL.  Πράγματι  αποδεικνύεται   ότι   σε   πολλές 
περιπτώσεις, η τοπική γνώση ενός συνεχούς γραμμικού συναρτησοειδούς στη γειτονιά κάθε 
σημείου ορίζει πλήρως μια F σαν ένα συναρτησοειδές  στον L. Αυτό δείχνει ότι οι 
γενικευμένες συναρτήσεις έχουν μια  συμπεριφορά, που θυμίζει πολύ τις ιδιότητες των 
αναλυτικών συναρτήσεων.  Η  ιδιότητα αυτή των γενικευμένων συναρτήσεων είναι πολύ 
αξιοσημείωτη.  

 

          Στη συνέχεια θα μελετήσουμε, με συντομία, δυο χώρους δοκιμαστικών συναρτήσεων 
και τους αντιστοίχους γενικευμένους συναρτησιακούς  χώρους, που συναντάμε αρκετά 
συχνά.  

          Έστω Δ ο γραμμικός χώρος που αποτελείται από  όλες  τις  μιγαδικές συναρτήσεις φ 
πραγματικής μεταβλητής, που έχουν τις ιδιότητες:  
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          α) οι φ έχει παραγώγους κάθε τάξης 

          β) οι φ, (και όλες οι παράγωγοι),  έχουν  συμπαγές υποστήριγμα. 

          Ας σημειώσουμε ότι το υποστήριγμα για κάθε φ μπορεί να  είναι  ένα διαφορετικό 
συμπαγές σύνολο. Επίσης από τον ορισμό προκύπτει  ότι  η  φ και όλες οι παράγωγοι της 
είναι συνεχείς και μηδενίζονται όταν |x|→∞ όπως επίσης ότι είναι ολοκληρώσιμες κατά 
Lebesgue σ' όλη την  ευθεία των πραγματικών αριθμών.  

          Ο γραμμικός αυτός χώρος εφοδιάζεται τότε με μια τοπολογία, η οποία μπορεί 
διατυπωθεί συναρτήσει μιας ανοικτής βάσης στη μηδενική συνάρτηση 0.  

          Μια ακολουθία φn∈Δ συγκλίνει εάν και μόνο εάν: 
          α) Κάθε φ  μηδενίζεται έξω από κάποιο συμπαγές σύνολο C του R, 

          β) οι φn  και όλες  οι  παράγωγοι  τους  συγκλίνουν  ομοιόμορφα  σε κάποια 
συνάρτηση φ∈Δ και στις αντίστοιχες παραγώγους της φ  δηλ. 

  (∀ε>0)(∃n0∈N)(∀n≥n0)(∀x∈C) ( ) ( )( )
p

np

d x x
dx

⎡ ⎤
ϕ − ϕ 〈ε⎢ ⎥

⎣ ⎦
 p=0,1,2, … 

          Ένα παράδειγμα δοκιμαστικής  συνάρτησης, που  ανήκει  στον  χώρο  Δ είναι το εξής: 
Έστω ένας θετικός αριθμός α>0 και έστω  

 φ(x)=

2

2 2exp
x

0

     |x| α

                           |x| α  

⎧ ⎛ ⎞α
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Θεωρούμε τώρα την ακολουθία φn , που δίνεται από τον τύπο: 

  φn(x)= 

2

2 2

1 exp
n x
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     |x| α

                               |x| α  
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Η ακολουθία αυτή συγκλίνει στη μηδενική συνάρτηση, φn → 0,  ως  προς την τοπολογία του 
Δ. Από την άλλη πλευρά η ακολουθία  φn ,  που  δίνεται από τον τύπο:  

  φn(x)= 

2 2

2 2 2

1 nexp
n n x
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     |x| α

                                  |x| α  
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δεν συγκλίνει, διότι ακόμα και αν η φn  και όλες οι παραγωγοί συγκλίνουν ομοιόμορφα στη 
μηδενική συνάρτηση, δεν υπάρχει κοινό  συμπαγές  σύνολο, έξω από το οποίο όλες οι φn  να 
μηδενίζονται.  

          Οι γενικευμένες συναρτήσεις πάνω στον χώρο Δ, (δηλ.  στοιχεία  του Δ ), συνήθως 
ονομάζονται κατανομές.  

      

Παράδειγμα 6.5.1 Έστω f  μια  τοπικά  ολοκληρώσιμη  μιγαδική  συνάρτηση πραγματικής 
μεταβλητής. (Αυτό σημαίνει ότι η f είναι ολοκληρώσιμη  σε κάθε συμπαγές υποσύνολο του 
R. Θέτουμε:  

                   F(φ)=∫f(x)φ(x)dx    ∀φ∈Δ      
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Το παραπάνω ολοκλήρωμα είναι καλώς ορισμένο διότι η φ έχει ένα συμπαγές υποστήριγμα 
στο οποίο είναι  συνεχής,  άρα  φραγμένη,  και  επομένως  η ολοκληρωτές ποσότητα 
ικανοποιεί τη σχέση:  

  |f(x)φ(x)|≤(max|φ(x)|)|f(x)|=k|f(x)|      
η οποία συνεπάγεται την ολοκληρωσιμότητα. Η γραμμικότητα  της  F  είναι προφανής και η 
συνεχεία προκύπτει εάν παρατηρήσουμε ότι      

( ) ( ) [ ]n n nC C

n C

F F f (x) (x) (x) dx | f (x) || (x) (x) | dx

sup (x) (x) | | f (x) | dx

ϕ − ϕ = ϕ − ϕ ≤ ϕ − ϕ ≤

≤ ϕ − ϕ

∫ ∫

∫
      

και ομοιόμορφη σύγκλιση της φn(x) συνεπάγεται ότι το δεξιό μέλος τείνει στο μηδέν όταν 
n→∞. Έτσι η F,  όπως  ορίσθηκε παραπάνω, είναι μια κατανομή και μάλιστα κανονική.  
      Το γεγονός ότι μόνο η τοπική ολοκληρωσιμότητα της f εγγυάται  την  ύπαρξη μιας  
αντίστοιχης γενικευμένης συνάρτησης F, είναι ένα ειδικό χαρακτηριστικό των κατανομών.  
Για  γενικευμένες  συναρτήσεις  σε   χώρους δοκιμαστικών συναρτήσεων άλλους από τον Δ, 
πρέπει να επιβάλλουμε  στην  f πρόσθετους περιορισμούς, που αφορούν την συμπεριφορά  
όταν  το  x→±∞, εάν θέλουμε να γεννά  μια  γενικευμένη  συνάρτηση.  Αντίστροφα,  όλες  οι 
κανονικές κατανομές F, (δηλ. όλες οι κανονικές  γενικευμένες  συναρτήσεις πάνω στον Δ), 
μπορεί να δειχθεί ότι αντιστοιχούν σε τοπικά  ολοκληρώσιμες συναρτήσεις f. Ένα ειδικά 
απλό παράδειγμα μιας κανονικής κατανομής  είναι η σταθερά C, όπως ορίσθηκε 
προηγούμενα.  

      

Παράδειγμα 6.5.2 Η πιο γνωστή ιδιάζουσα κατανομή είναι η δ συνάρτηση, η οποία δίνεται 
από τη σχέση:  

                             δ(φ)≡φ(0)      
Είναι προφανές ότι είναι ένα γραμμικό συναρτησοειδές και είναι  συνεχής διότι:  

                   |δ(φn)-δ(φ)|=|φn(0)-φ(0)| → 0      
εάν η φn  συγκλίνει. Αυτή η δ-κατανομή σχετίζεται στενά με την συμβολική δ-συνάρτηση 
των φυσικών, που ορίζεται από την εξίσωση                          

                         (x) (x)dx
+∞

−∞
δ ϕ∫  = φ(0)                        (α)                          

Είναι φανερό ότι η δ(x) σαν συνάρτηση δεν  έχει  νόημα: δεν υπάρχει συνάρτηση  για  την  
οποία  η  (α)  να  μπορεί  να  ισχύει.   Έτσι  το συναρτησοειδές δ είναι ιδιάζον. Ο τύπος (α) 
χρησιμοποιείται συνήθως σαν ορισμός του δ-συναρτησοειδούς, για να τονίσουμε ότι το δ 
δρα  πάνω  στο χώρο των δοκιμαστικών συναρτήσεων για να δώσει την τιμή φ(0)  για  κάθε 
φ.  

          Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι το υποστήριγμα  του  δ-συναρτησοειδούς είναι το 
μονοσύνολο {0} του R. Αυτό δικαιολογεί και δίνει κάποιο  νόημα σ' αυτό που λένε οι 
φυσικοί ότι "η δ-συνάρτηση μηδενίζεται παντού εκτός από το σημείο x=0".  

          Υπάρχουν και άλλες δηλώσεις που αφορούν την δ-συνάρτηση του  Dirac και που 
έχουν νόημα στη θεωρία των γενικευμένων συναρτήσεων.  Π.χ η γνωστή εξίσωση:  

                          xδ(x) = 0      
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έχει το εξής νόημα: Παρατηρούμε πρώτα ότι στον χώρο Δ  κάθε  συνάρτηση α(x), που είναι 
συνεχής και έχει συνεχείς παραγώγους όλων των τάξεων, είναι ένας πολλαπλασιαστής. Τότε 
από τον ορισμό των γινόμενων, εάν το  Α αντιστοιχεί στο α(x), έχουμε:  

                  Αδ(x) = δ(αφ) = α(0)φ(0) = α(0)δ(φ)      

Παίρνοντας συγκεκριμένα α(x)=x έχουμε 

                        xδ(φ) = 0δ(φ) = 0      

έτσι ώστε ο τυπικός γεννήτορας xδ(x) είναι πράγματι μηδέν για κάθε x.  

 

6.6    Διαφόριση και ολοκλήρωση των γενικευμένων συναρτήσεων. 

Όπως είναι γνωστό, υπάρχουν συνήθεις συναρτήσεις που δεν είναι διαφορίσιμες, 
(τουλάχιστον σ' ένα σημείο του πεδίου ορισμού τους). Αυτό δεν συμβαίνει στις γενικευμένες 
συναρτήσεις. Θα δούμε αμέσως παρακάτω ότι όλες οι γενικευμένες συναρτήσεις έχουν 
παραγώγους κάθε τάξης, που είναι και αυτές γενικευμένες συναρτήσεις. Προτού δώσουμε 
τον ορισμό της παραγώγου μιας γενικευμένης συνάρτησης, ας μελετήσουμε πρώτα μια 
συνήθη συνάρτηση f(x), η οποία είναι συνεχής με συνεχή την πρώτη παράγωγο f′(x) και ας 
θεωρήσουμε το συναρτησοειδές: 

                  F′(φ(x))= f (x) (x)dx
+∞

−∞
′ ϕ∫                             (1)      

όπου φ(x) μια δοκιμαστική συνάρτηση, που μηδενίζεται έξω από κάποιο κλειστό διάστημα 
[α,β]. Τότε θα έχουμε:  

F′(φ(x))= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x dx f x x f x x dx
+∞ +∞+∞

−∞−∞ −∞
′ ′ϕ = ϕ − ϕ =∫ ∫  

= ( ) ( )f x x dx
+∞

−∞
′− ϕ∫ =F((-φ′(x))     (2)      

Χρησιμοποιώντας την σχέση (2) μπορούμε τώρα να ορίσουμε την παράγωγο μιας 
γενικευμένης συνάρτησης.   

          Έστω F ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές ορισμένο πάνω στον χώρο L των 
δοκιμαστικών συναρτήσεων φ(x). Το συναρτησοειδές F′, που ορίζεται από τη σχέση  

                     F′(φ(x))≡F(-φ′(x))                                  (3)      

ονομάζεται παράγωγος της γενικευμένης συνάρτησης F και συμβολίζεται  με F′ ή 
dx
dF  . 

Εάν f(x) είναι ο γεννήτορας της F με την έννοια ότι:  

                     F(φ(x)= f (x) (x)dx
+∞

−∞
ϕ∫                             (4)                                  

τότε η σχέση (3) γράφεται: 

  f (x) (x)dx
+∞

−∞
′ ϕ∫ =- f (x) (x)dx

+∞

−∞
′ϕ∫      (5)                   

Για να συμπληρώσουμε τον ορισμό της παραγωγού (3) μιας γενικευμένης συνάρτησης, 
πρέπει να δείξουμε ότι η F′ είναι επίσης ένα συνεχές γραμμικό συναρτησοειδές.  Πράγματι, 
ας θεωρήσουμε μια ακολουθία δοκιμαστικών συναρτήσεων φn(x) που συγκλίνει στο μηδέν. 
Τότε και η ακολουθία -φ′n(x) συγκλίνει στο μηδέν. Επειδή όμως  η  γενικευμένη συνάρτηση 
F είναι συνεχής, θα έχουμε:  
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                     F′(φn(x))=F(-φ′n(x)) → 0    για n→∞  
Τελικά κάθε γενικευμένη συνάρτηση F έχει παράγωγο. Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε 
ότι οι γνωστοί κανόνες παραγώγισης ισχύουν και για τις γενικευμένες συναρτήσεις.       

Παρατήρηση 6.6.1: Μια συνήθης συνάρτηση που δεν είναι παραγωγίσιμη, (υπάρχει δηλ. 
τουλάχιστον ένα σημείο x0 στο οποίο δεν υπάρχει η παράγωγος), είναι παραγωγίσιμη  με την 
έννοια των γενικευμένων συναρτήσεων. Δηλαδή κάθε συνήθης μη παραγωγίσιμη συνάρτηση 
είναι παραγωγίσιμη με την έννοια των γενικευμένων συναρτήσεων.       

Άσκηση: Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=|x| είναι παραγωγίσιμη σε κάθε διάστημα, που 
περιέχει το μηδέν, με την έννοια των κατανομών.  

Απόδειξη: Έστω F το γραμμικό συναρτησοειδές που αντιστοιχεί στην συνάρτηση f(x)=|x|. 
Θα έχουμε: F(φ(x))= | x | (x)dx

+∞

−∞
ϕ∫  και η παράγωγος F′ του συναρτησοειδούς F δίνεται από 

τον τύπο: F′(φ(x)= ( )| x | (x) dx | x | (x)dx
+∞ +∞

−∞ −∞
′ ′−ϕ = − ϕ∫ ∫   το δε τελευταίο ολοκλήρωμα 

πάντα υπάρχει.   

Παρατήρηση 6.6.2 Μπορούμε επίσης να ορίσουμε την παράγωγο μιας γενικευμένης 
συνάρτησης σαν το όριο ενός πηλίκου διαφορών κατ' αναλογία με τον γνωστό ορισμό της 
παραγώγου μιας συνήθους συνάρτησης. Κατ'  αρχήν παρατηρούμε ότι:  

                        Fx+Δx(φ(x))=F(φ(x-Δx))                    (1)      

δηλ                   ( ) ( ) ( ) ( )f x x x dx f x x x dx
+∞ +∞

−∞ −∞
+ Δ ϕ = ϕ − Δ∫ ∫   (2)            

     Στη συνεχεία θα δούμε ότι για οποιαδήποτε γενικευμένη συνάρτηση F, το όριο, (με την 
έννοια των κατανομών), του λόγου:  

                        x x xF F
x

+Δ −
Δ

                               (3)      

υπάρχει για Δx → 0 και ότι αυτό το όριο είναι ακριβώς η παράγωγος F′, όπως ορίσθηκε 
παραπάνω. Εφαρμόζοντας την (1) στην (3) έχουμε:  

( )( ) ( ) ( )x x x x x xF F x F
x x

+Δ ϕ − Δ −ϕ⎛ ⎞−⎛ ⎞ ϕ = ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Η έκφραση: ( ) ( )x x x
x

ϕ − Δ − ϕ
Δ

  συγκλίνει στο όριο -φ′(x) όταν Δx → 0, και επειδή η F είναι 

συνεχές συναρτησοειδές, έπεται ότι: 

        ( )( ) ( )( ) ( )( )x x x
x 0

F F x F x F x
x

+Δ
Δ →

−⎛ ⎞ ′ ′ϕ → −ϕ = ϕ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
      

Επομένως η έκφραση: x x xF F
x

+Δ −
Δ

 συγκλίνει στο συναρτησοειδές F′      

Παράδειγμα 6.6.1: Θεωρούμε την συνάρτηση βήματος: 
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   u(x)=

1     x 0

0     x 0

〉

〈

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

      

Με το ίδιο γράμμα θα συμβολίζουμε το αντίστοιχο  συναρτησοειδές. Βάσει των παραπάνω, η 
παράγωγος της συνάρτησης βήματος υπολογίζεται ως  εξής  

u′(φ(x))=u(-φ′(x)) ⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) 00
u x x dx u x x dx (x)dx (x) (0)

+∞ +∞ +∞ ∞

−∞ −∞
′ ′ ′ϕ = − ϕ = − ϕ = −ϕ = ϕ∫ ∫ ∫  επειδή φ(∞)=0 

δηλ.   u (x) (x)dx (0)
+∞

−∞
′ ϕ = ϕ∫       

Άρα η παράγωγος της συνάρτησης βήματος είναι η δέλτα συνάρτηση: 

                            u′(x)=δ(x) 
     Θεωρούμε στη συνεχεία δυο γενικευμένες συναρτήσεις F και G. Η γενικευμένη 
συνάρτηση G ονομάζεται ολοκλήρωμα της F εάν ισχύει: 

                     G′(φ(x))=G(-φ′(x))≡F(φ(x)) 
 

6.7  Διαφορικές Εξισώσεις για γενικευμένες συναρτήσεις 

Εφ' όσον οι γενικευμένες συναρτήσεις είναι  διαφορίσιμες, μπορούν να είναι λύσεις Δ.Ε.. 
Επειδή η θεωρία των γενικευμένων συναρτήσεων είναι γραμμική, οι Δ.Ε.,  που  θα 
ικανοποιούνται από γενικευμένες συναρτήσεις, θα είναι γραμμικές, δηλ.  Ly=f,  όπου L ένας 
γραμμικός διαφορικός τελεστής. 

          Ας υποθέσουμε ότι η f είναι μια "καλώς συμπεριφερόμενη" συνάρτηση. Τότε η Δ.Ε. 
Ly=f μπορεί να θεωρηθεί σαν μια "κλασική" Δ.Ε., (για συναρτήσεις), ή μια Δ.Ε. για 
γενικευμένες συναρτήσεις. 

          Εάν η Δ.Ε. δεν έχει ανώμαλα σημεία, τότε αποδεικνύεται ότι έχει μόνο "κλασικές" 
λύσεις. Π.χ. η Δ.Ε.: 

    0=
dx
dy       

έχει την λύση y=c=σταθ., η οποία μπορεί να θεωρηθεί και σαν γενικευμένη συνάρτηση. 

          Η παρουσία όμως ανωμάλων σημείων στη Δ.Ε. μπορεί να  δώσει κάποιες "ιδιόμορφες" 
λύσεις. Π.χ. η Δ.Ε.:  

    x 0=
dx
dy       

για x<0 έχει λύση την y(x)=c1=σταθ. και για x>0 την y(x)=c2=σταθ. όπου εν γένει c1 ≠c2 .  
Επίσης  παρατηρούμε ότι η συνάρτηση βήματος S(x), (θεωρώντας την σαν γενικευμένη 
συνάρτηση), ικανοποιεί την Δ.Ε., διότι u′(x)=δ(x)  και ξέρουμε ότι xδ(x)=0 Έτσι από 
πλευράς κατανομών η Δ.Ε. έχει δυο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις, έστω την y1(x)=1 και 
y2(x)=u(x) με γενική λύση: 

                           y(x)=c1+c2u(x)      
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H u(x) σαν "κλασική συνάρτηση" προφανώς δεν αποτελεί λύση της Δ.Ε. επειδή δεν έχει 
παράγωγο για x=0. 

          Η επόμενη Δ.Ε.: x2

dx
dy =-y 

έχει μια κλασική λύση y=0, η οποία μπορεί να θεωρηθεί και σαν γενικευμένη συνάρτηση, 
όπως έχει και την κλασική λύση: y=ce1/x. Η λύση όμως αυτή δεν μπορεί να θεωρηθεί και σαν 
γενικευμένη συνάρτηση,  διότι δεν υπάρχει ακολουθία test συναρτήσεων ισοδύναμη προς 
την ce1/x και που να συγκλίνει ασθενώς. Και αυτό οφείλεται στο ότι το ολοκλήρωμα: 

    ∫
+∞

∞−
dxxge x )(/1  

αποκλίνει έντονα. 

          Υπάρχουν Δ.Ε., που ικανοποιούνται μόνο από γενικευμένες συναρτήσεις χωρίς να 
έχουν καμία κλασική λύση. Οι πιο κοινές και πιο  ενδιαφέρουσες από αυτές τις Δ.Ε. είναι 
του τύπου: 

                              Ly=δ(x-ξ) 

από τις οποίες προέρχονται οι Green συναρτήσεις. 

 

 

 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

  Σχέση της θεωρίας ομάδων και συμμετριών στη φυσική(41 

 Είναι γνωστό ότι οι μετασχηματισμοί συμμετρίας κάθε φυσικού συστήματος έχουν 
την μαθηματική δομή της ομάδας. Η έννοια της συμμετρίας είναι πολύ σημαντική αφού μας 
επιτρέπει την μελέτη διαφόρων φυσικών συστημάτων χωρίς να είναι γνωστή η αναλυτική 
έκφραση των νόμων που το διέπουν. Η ιδέα αυτή χρησιμοποιείται τόσο από την κλασική 
φυσική, (φορμαλισμός Lagrange), όσο και από την σύγχρονη φυσική, (κβαντική θεωρία 
πεδίου). Ειδικότερα : 

Κλασική Φυσική : Ύπαρξη συμμετρίας σε ένα φυσικό σύστημα σημαίνει ότι οι εξισώσεις 
κίνησης δεν μεταβάλλονται εάν δράσουμε με κάποιον συγκεκριμένο τρόπο, 
(μετασχηματισμό), πάνω στις χωροχρονικές ή εσωτερικές συνιστώσες του συστήματος. 
Αυτό κλασικά σημαίνει ότι η Langragian του συστήματος παραμένει αναλλοίωτη, δηλαδή : 

    δL=0    σε έναν μετασχηματισμό συμμετρίας 

Με άλλα λόγια, εάν ένα σύστημα διέπεται από μια συμμετρία, οι εξισώσεις Lagrange, που 
περιγράφουν την δυναμική εξέλιξη του συστήματος, οφείλουν να σεβαστούν την συμμετρία 
αυτή. Από την εμφάνιση των συμμετριών αυτών στη δομή των εξισώσεων Lagrange, 
μπορούμε να βρούμε τις διατηρούμενες ποσότητες του συστήματος, (θεώρημα Noether). 
Δηλαδή η ύπαρξη μιας συμμετρίας οδηγεί πάντοτε στην εμφάνιση μιας ποσότητας που 
διατηρείται. 

Κβαντική Φυσική : Τα παραπάνω συμπεράσματα επεκτείνονται και στην κβαντική Φυσική, 
ως εξής : 

 Σε κάθε μετασχηματισμό συμμετρίας Α αντιστοιχούμε έναν τελεστή ΤΑ, που ορίζεται 
σε έναν χώρο Hilbert. Τα στοιχεία Αi του μετασχηματισμού σχηματίζουν μια ομάδα, (έχουν 
δηλ. τις αντίστοιχες ιδιότητες), G={Ai}. Οι αντίστοιχοι τελεστές ΤΑi σχηματίζουν μια ομάδα 
ισομορφική, (δηλ. με την ίδια δομή), προς την αρχική, ορίζοντας έτσι μια αναπαράσταση της 
ομάδας των μετασχηματισμών G={Ai}. 

 Ας δούμε όμως τώρα τι σημαίνει πρακτικά η έννοια της συμμετρίας, (ή αντίστοιχα 
του αναλλοίωτου κάποιας ποσότητας), στην κβαντική Φυσική, (έχουμε ήδη δει ότι στην 
κλασική Φυσική η συμμετρία δηλώνει αναλλοίωτο των εξισώσεων Lagrange), για 
συγκεκριμένους μετασχηματισμούς χωροχρονικών συντεταγμένων. 

 Στην Κβαντομηχανική κάθε φυσικό σύστημα περιγράφεται από την αντίστοιχη 
κυματοσυνάρτηση. Έτσι κάθε μετασχηματισμός συμμετρίας θα δρα τόσο στις χωροχρονικές 
μεταβλητές : 

 x → x′=Ax  (A = τελεστής μετασχηματισμού των συντεταγμένων) 
όσο και στον χώρο των κυματοσυναρτήσεων : 

 Ψ → Ψ′=ΟΑΨ  (ΟΑ = τελεστής μετασχηματισμού των κυματοσυναρτήσεων) 
Εάν οι τελεστές Α αποτελούν ομάδα G, τότε και οι τελεστές ΟΑ θα αποτελούν ομάδα 

ομοιομορφική προς την G . 

                                                 
(41 Το περιεχόμενο του Παραρτήματος Α εγράφη από τον φοιτητή του Τμήματος Φυσικής Νούσια Δημήτρη 

Α.Μ. 1735 στα πλαίσια του μαθήματος ″Μαθηματική Θεμελίωση της Κβαντομηχανικής». 
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Το ζητούμενο σε έναν μετασχηματισμό συμμετρίας είναι να παραμένει αναλλοίωτο 
το φυσικό σύστημα πάνω στο οποίο δρουν οι μετασχηματισμοί, με αντίστοιχες επιπτώσεις 
για τις κυματοσυναρτήσεις του συστήματος. Δηλαδή πρέπει : 

Ψ′(x′)=Ψ(x) ⇒ OAΨ(Αx)=Ψ(x) ⇒ OAΨ(x)=Ψ(Α-1x) 
Σ' αυτό το σημείο θα κάνουμε μια παρένθεση για να ορίσουμε δυο σημαντικές ποσότητες : 

α) Ερμιτιανοί τελεστές : Γενικά ισχύει : (y,Aφ)=(Α+y,φ) 

Τα δυο κύρια χαρακτηριστικά των ερμιτιανών τελεστών είναι : 

1.  Έχουν πραγματικές  ιδιοτιμές (Α|φ>=λ|φ> λ∈R) 
2.  Αντιστοιχούν σε παρατηρήσιμα μεγέθη του φυσικού συστήματος 

  (Γνωρίζουμε ότι στην Κβαντομηχανική όλα τα γνωστά φυσικά μεγέθη, όπως θέση, ορμή, 
στροφορμή, ενέργεια κ.α. αντικαθίστανται από τους αντίστοιχους βκαντομηχανικούς 
τελεστές, οι οποίοι, σύμφωνα με τα παραπάνω, οφείλουν να είναι ερμιτιανοί και με 
πραγματικές ιδιοτιμές).  
β) Μοναδιαίοι ( Unitary) τελεστές . Η σημαντικότερη ιδιότητα των Unitary τελεστών 
είναι ότι διατηρούν το εσωτερικό γινόμενο, (άρα και την πιθανότητα, η οποία ορίζεται στην 
Κβαντομηχανική ως εσωτερικό γινόμενο). Δηλαδή, εάν θεωρήσουμε τους 
μετασχηματισμούς συμμετρίας δυο κυματοσυναρτήσεων και απαιτήσουμε το εσωτερικό 
γινόμενο τους να παραμένει αναλλοίωτο, θα πρέπει ο αντίστοιχος τελεστής του 
μετασχηματισμού να είναι Unitary. Είναι : 

y′=Uy  και   φ′=Uφ  

(U=τελεστής του μετασχηματισμού, y,φ= αρχικές κυματοσυναρτήσεις, y′, φ′=τελικές 
κυματοσυναρτήσεις). 

Τότε :   (y′,φ′)=(Uy,Uφ)=(y,U+Uφ)≡(y,φ) 

Άρα    U+U=I ⇒ U+=U-1 . 
 Οι μοναδιαίοι τελεστές δεν είναι παρά η γενίκευση των στροφών σε έναν τυχίντα 
διανυσματικό χώρο. Ως γνωστόν, οι στροφές διατηρούν μήκη και γωνίες, δηλ. το εσωτερικό 
γινόμενο των στρεφόμενων διανυσμάτων. ( Για παράδειγμα, οι ασθενείς αλληλεπιδράσεις 
μπορούν να ερμηνευτούν ως στροφές στον χώρο του ασθενούς ισοτοπικού spin, οι οποίες 
εκφράζονται από τους αντίστοιχους Unitary τελεστές). 

 Κάθε Unitary τελεστής U μπορεί να γραφεί σε εκθετική μορφή :U=eiA  όπου Α 
ερμιτιανός τελεστής (Α=Α+). Πράγματι : U+U=(eiA)+(eiA)= e-iA+eiA=e-iAeiA=e0=I 

Η ιδιότητα αυτή αποτελεί και τη βάση για τον ορισμό των συνεχών ομάδων Lie. 

 Οι κυματοσυναρτήσεις και οι τελεστές δεν έχουν άμεση φυσική σημασία. 
Μετρήσιμες ποσότητες είναι μόνο οι αναμενόμενες τιμές των παρατηρήσιμων μεγεθών : 
<A>=(y,Ay), (οι οποίες ορίζονται ως εσωτερικό γινόμενο). Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να 
χρησιμοποιήσουμε διαφορετική περιγραφή για τις φυσικές καταστάσεις και τους τελεστές, 
αρκεί να διατηρούμε αναλλοίωτες τις μέσες τιμές. Δηλαδή : 

  <A>=<A′> ⇒ (y,Ay)=(y′,A′y′) 

Το νέο διάνυσμα y′ μπορεί πάντοτε να προκύψει από το αρχικό με τη δράση ενός μοναδιαίου 
τελεστή U, δηλ. y′=Uy. Άρα 

(y′,A′y′)=(y,Ay) ⇒ (Uy,A′Uy)=(y,Ay) ⇒ (y,U+A′Uy)=(y,Ay) 

και επειδή θέλουμε να ισχύει ∀y έχουμε : 
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 A=U+A′U ⇒ A′=UAU+  
Η παραπάνω σχέση μας δίνει τη νέα μορφή του τελεστή που αντιστοιχεί στο παρατηρίσιμο 
μέγεθος Α μετά την εφαρμογή του μετασχηματισμού συμμετρίας, έτσι ώστε να έχουμε μια 
φυσικά ισοδύναμη περιγραφή του κβαντομηχανικού συστήματος. 

 Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουμε : 

 Εάν σε ένα φυσικό σύστημα, που βρίσκεται στην κατάσταση |φ>, δράσουμε με έναν 
μοναδιαίο τελεστή U, το σύστημα μεταφέρεται στην κατάσταση |φ′>=U|φ>, η οποία είναι 
φυσικά ισοδύναμη με την αρχική. Αυτό συμβαίνει επειδή η φύση του τελεστή U είναι τέτοια 
ώστε να διατηρούνται οι αναμενόμενες τιμές όλων των παρατηρήσιμων μεγεθών του 
συστήματος, δηλ. <Α>=<Α′> εφ' όσον Α′=UΑU+. 
 Τα παραπάνω ορίζουν έναν μετασχηματισμό συμμετρίας 

 Το γεγονός ότι οι καταστάσεις |φ> και |φ′>=U|φ> είναι φυσικά ισοδύναμες σημαίνει 
ότι η δυναμική περιγραφή του συστήματος δεν αλλάζει μετά τη δράση του τελεστή U, (δηλ. 
με τον μετασχηματισμό συμμετρίας). 

 Το αναλλοίωτο της δυναμικής περιγραφής σημαίνει ότι οι |φ> και |φ′> θα 
ικανοποιούν την εξίσωση Schrodinger με την ίδια Hamiltonian, δηλ.  

   i H
t
∂ ϕ ϕ
∂

=h  

και i H
t
∂ ϕ ϕ
∂

′ ′=h  ⇒ ( )i U HU
t
∂ ϕ ϕ
∂

=h  ⇒ i U HU
t
∂ ϕ ϕ
∂

=h  ⇒ 

 i U HU
t
∂ ϕ ϕ
∂

+=h  

Συνεπώς θα πρέπει H=U+HU ⇒ UH=HU ⇒ UH-HU=0 ⇒ [U,H]=0 
Με άλλα λόγια η ομάδα των μοναδιαίων τελεστών U, ορίζει έναν μετασχηματισμό 
συμμετρίας, εάν οι τελεστές U μετατίθενται  με την Hamiltonian του συστήματος, (και 
επομένως θα έχουν κοινές ιδιοσυναρτήσεις). 

Βλέπουμε επίσης ότι κατά αντιστοιχία με την Lagrangian στην κλασικά Φυσική, η 
Hamiltonian των κβαντικών συστημάτων σέβεται και ενσωματώνει τις συμμετρίες τους. 

 Έχουμε δει ως τώρα ότι τα στοιχεία των διαφόρων μετασχηματισμών συμμετρίας, 
(δηλ. οι μοναδιαίοι τελεστές U), έχουν την μαθηματική δομή της ομάδας. Οι oμάδες αυτές, 
ανάλογα με το πλήθος των στοιχείων τους διακρίνονται σε : 

α) Πεπερασμένες (διακριτές) ομάδες. Είναι οι ομάδες με πεπερασμένο πλήθος 
στοιχείων, όπως 1) ομάδα αναστροφής χώρου (Ρ), 2) ομάδα αναστροφής χρόνου (Τ), 3) 
ομάδα αναστροφής φορτίου (C), καθώς και συνδυασμοί τους. 

β) Συνεχείς ομάδες και συγκεκριμένα ομάδες Lie. 

 Κάθε στοιχείο της ομάδας UA εξαρτάται από ένα πλήθος παραμέτρων αi εκ των 
οποίων μια τουλάχιστον  μεταβάλλεται κατά συνεχή τρόπο σε δεδομένο διάστημα, (π.χ. μια 
γωνία στο διάστημα [0,2π) ). Το πλήθος των παραμέτρων από τις οποίες εξαρτώνται τα 
στοιχεία της ομάδας ορίζεις την τάξη της. 

 Έχουμε λοιπόν τους ακόλουθους ισοδύναμους ορισμούς για τα στοιχεία των συνεχών 
ομάδων Lie : 
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UA(α1,α2,⋅⋅⋅,αν)=exp
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Οι τελεστές Αi ονομάζονται απειροστοί γεννήτορες της ομάδας δεδομένου ότι η γνώση τους 
μας επιτρέπει να κατασκευάσουμε όλα τα στοιχεία της ομάδας. Η απαίτηση ώστε όλα τα 
στοιχεία UΑ της ομάδας να αναπαρίστανται με μοναδιαίους τελεστές εξασφαλίζεται από το 
γεγονός ότι οι απειροστοί γεννήτορες Αi  αναπαρίστανται από ερμιτιανούς τελεστές. 
Πράγματι, εάν Α=Α+ , τότε  

  UA
+=exp(iαΑ)+=exp(-iαΑ)=UA

-1  (  i+=-i, α+=α∈R) 
Οι γεννήτορες Αi ικανοποιούν μια άλγεβρα Lie, η οποία ορίζεται από τις σχέσεις εναλλαγής : 

  [Ai,Aj]=cijkAk  

όπου cijk οι δομικές σταθερές που ικανοποιούν τις ιδιότητες : 

1)  cijk=-cjik (αντισυμμετρικότητα ως προς τους δείκτες i,j) 
2)  cijlclkm+cjklclim+ckilcljm=0 (Ταυτότητα Jacobi) 
Έχουμε ήδη δει ότι προκειμένου τα στοιχεία UA της ομάδας να εκφράζουν έναν 

μετασχηματισμό συμμετρίας, θα πρέπει αυτά να μετατίθενται με την Hamiltonian του 
συστήματος, δηλ. [UA,H]=0. Αυτό προκύπτει από την απαίτηση να μην αλλάζει η δυναμική 
περιγραφή του συστήματος, (δηλ. η Hamiltonia), με την δράση του μετασχηματισμού μέσω 
των τελεστών UA πάνω στο σύστημα δηλ. τις αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις. Δηλ. πρέπει   

i y H y
t
∂
∂

=h   και   i y H y
t
∂
∂

′ ′=h   ⇒  Η=UA
+HUA 

όπου |y′>=UA|y>  και η Η έχει την ίδια έκφραση και στις δυο εξισώσεις. 
 Όπως έχουμε πει, ο τελεστής που αντιστοιχεί στον γεννήτορα Αi είναι ερμιτιανός. 
Αυτό σημαίνει ότι ο τελεστής αντιπροσωπεύει μια μετρήσιμη ποσότητα του συστήματος. 

 Επειδή UA=eiαΑ και [UA,H]=0 θα πρέπει [Αi,H]=0 

Από την Κβαντομηχανική γνωρίζουμε ότι η χρονική εξέλιξη της αναμενόμενης τιμής ενός 
παρατηρήσιμου μεγέθους δίνεται από την σχέση : 

  [ ],
d A

i A H
dt

=h  

Επομένως, αφού [Α,Η]=0 ⇒  0
d A

dt
=   ⇒ <A>=σταθ. 

Καταλήγουμε επομένως στο πολύ σημαντικό συμπέρασμα, ότι εφ' όσον οι τελεστές UA 
αποτελούν την αναπαράσταση ενός μετασχηματισμού συμμετρίας, οι αντίστοιχοι γεννήτορες 
Αi αποτελούν διατηρήσιμες, (παρατηρήσιμες), ποσότητες του φυσικού συστήματος. Δηλ. : 

        [UAi,H]=0            ⇔        [Ai,H]=0 
  

 

 

 

 

Σύστημα αναλλοίωτο ως προς 
τους μετασχηματισμούς UAi Οι Ερμιτιανοί γεννήτορες Αi

είναι σταθερές της κίνησης 
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Με άλλα λόγια το αναλλοίωτο ενός φυσικού συστήματος ως προς μετασχηματισμούς 
συμμετρίας ισοδυναμεί με την ύπαρξη διατηρήσιμων ποσοτήτων. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ “δ”42  

 

1.Εισαγωγικά 

 
 Σε μερικές περιπτώσεις η “συνάρτηση πηγής”  f(x,y,z) που εμφανίζεται στην εξίσωση 

Poisson )z,y,x(f
z
U

y
U

x
U

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  είναι μη μηδενική σε ένα μόνο σημείο στο οποίο 

απειρίζεται. Επίσης αν  F=F(t) είναι το μέτρο μιας κρουστικής δύναμης και  t ο χρόνος, η 
συνάρτηση F(t) έχει τις εξής ιδιότητες:            

1. Ισούται προς μηδέν για κάθε  t≠t0 όπου t0 η χρονική στιγμή κατά την οποία δρα η 
κρουστική δύναμη. 

2. Είναι άπειρη για t=t0  
3. Ικανοποιεί τη σχέση ∫ =2

1

t

t
Pdt)t(F  όπου P η μεταβολή της ορμής που προκαλεί η 

κρουστική δύναμη και (t1,t2) είναι οποιοδήποτε διάστημα που περιέχει την τιμή t=t0. 
 

Για τέτοιου είδους προβλήματα όπου έχουμε ιδιόμορφη συμπεριφορά της 
συνάρτησης που περιγράφει μια φυσική διεργασία, έγινε απαραίτητη η εισαγωγή μιας 
ιδιόμορφης συνάρτησης, της συνάρτησης  ’δ’ του Dirac. Η αρχή όμως έγινε από τον 
Heaviside, ο οποίος για να περιγράψει τη λειτουργία κυκλωμάτων που έχουν σχέση με το 
άνοιγμα και το κλείσιμο του διακόπτη εισήγαγε τη συνάρτηση Heaviside. Η συνάρτηση αυτή 
είχε την εξής συμπεριφορά : 

u(x)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

〈

0x          1

0x          0
 

Ομολογουμένως αυτή τη συνάρτηση δεν μπορούμε να την συμπεριλάβουμε στις 
συνήθεις συναρτήσεις που γνωρίζουμε μιας και παρουσιάζει μια ιδιαίτερη συμπεριφορά. 
Αυτές οι δυο συναρτήσεις όπως θα δούμε παρακάτω συνδέονται άμεσα μιας και η Heaviside 
είναι η παράγουσα της Dirac. Η αρχή λοιπόν , μπορούμε να πούμε πως έγινε από τον 
Heaviside και το έργο του το ολοκλήρωσε ο Dirac ο οποίος επέβαλλε τη συνάρτηση ″δ″ τόσο 
στα μαθηματικά όσο και στη φυσική. 

 

 

2. Ορισμός της ″δ″ συνάρτησης  
    α) Γενικά 

                                                 
42 Το περιεχόμενο του Παραρτήματος Β εγράφη από τον φοιτητή του Τμήματος Φυσικής  Φιλόπουλο 

Ανάργυρο Α.Μ. 2139 στα πλαίσια του μαθήματος ″Μαθηματική Θεμελίωση της Κβαντομηχανικής». 
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Είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο ότι για να αντιμετωπιστούν όλα αυτά τα 
κρίσιμα ζητήματα έγινε απαραίτητη η εισαγωγή της ″δ″ συνάρτησης. Ο Dirac ″συμβόλισε″ 
την δ(x) (αναφερόμενοι σε μια διάσταση) ως εξής: 

 δ(x)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∞

≠

0x          

0x          0
     (1) 

  με την επιπλέον ιδιότητα: 

                                               ( ) 1dxx =δ∫
+∞

∞−

       

Από τον τρόπο ορισμού της είναι φανερό ότι δεν μπορεί να αποτελέσει μια συνάρτηση με 
την συνήθη έννοια διότι: 

α) για x=0 η ″δ″ δεν παίρνει μια ορισμένη τιμή  
β) με οποιοδήποτε ορισμό του ολοκληρώματος , το ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης που 
μηδενίζεται παντού εκτός από ένα σημείο είναι μηδέν και συνεπώς οι σχέσεις: 

δ(x)=0, x≠0   και  ( ) 1dxx =δ∫
+∞

∞−

   δεν είναι συμβιβαστές. 

Η ρίζα βέβαια αυτών των αντινομιών δεν βρίσκεται στα φυσικά προβλήματα, αλλά 
στις εξιδανικεύσεις κατά τη μοντελοποίησή τους. Για παράδειγμα μια πεπερασμένη δύναμη 
που επενεργεί επί μικρό χρονικό διάστημα , θεωρείται άπειρη δύναμη που επενεργεί μια 
μόνο στιγμή. Αν αποφεύγαμε αυτές τις εξιδανικεύσεις , τότε αντί της δ(x) θα είχαμε μια από 
τις καλώς ορισμένες συναρτήσεις που έχουν ως όριο τη δ(x) και οι λογικές αντινομίες δε θα 
υπήρχαν, αλλά οι υπολογισμοί θα ήταν πολύ πιο πολύπλοκοι. 

 

3. Συναρτήσεις και ακολουθίες που έχουν ως όριο τη δ(x) 
      Είδαμε πριν ότι η δ(x) δεν μπορεί να οριστεί σαν συνάρτηση με τη συνήθη έννοια. Η 
″δ″ όμως μπορεί να προκύψει ως όριο πολλών συνηθισμένων συναρτήσεων. Ας θεωρήσουμε 
για παράδειγμα τη συνάρτηση : 

ρ(ε,x)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

〈

〉

ε|x|          ε21

ε|x|              0
       με  ε>0 

 

Προφανώς το ( ) 1dxx, =ερ∫
+∞

∞−

 αφού αυτό είναι εμβαδόν ορθογωνίου με βάση 2ε και ύψος 

ε2
1 .  Όσο μικρότερο είναι το ε τόσο στενότερο και ψηλότερο είναι το ορθογώνιο αλλά το 

εμβαδόν του είναι πάντα ίσο με τη μονάδα ανεξάρτητα της τιμής του ε. Το όριο της ρ(ε,x)  
όταν το ε τείνει στο μηδέν , όπως φαίνεται από τον τρόπο ορισμού της , είναι η δ(x) δηλαδή 
το ( ) ( )xx,lim

0ε
δ=ερ

→
 . 
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Επίσης η συνάρτηση ( ) 22x
1x,

ε+
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⋅
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=ερ  ικανοποιεί για κάθε ε τη σχέση : 
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και τείνει στη δ(x) όταν το  ε→ 0.  
 

4.Ιδιότητες της δ(x)   
    Πολλές χρήσιμες ιδιότητες της δ(x) προκύπτουν άμεσα από τον πρακτικό ορισμό της  
που φαίνεται στη σχέση (1). Οι ίδιες ιδιότητες αποδεικνύονται αυστηρά με τη βοήθεια της 
θεωρίας κατανομών για την οποία θα μιλήσουμε παρακάτω. 

Οι ιδιότητες αυτές είναι : 

α) Για κάθε διάστημα (α,β) που περιέχει το σημείο x=0 είναι:  

                          ( ) 1dxx =δ∫
β

α

        (2) 

β) Αν αντί της δ(x) θεωρήσουμε τη δ(x-k) έχουμε : 

                            ( ) 1dxkx =−δ∫
+∞

∞−

      (3) 

    Επίσης για κάθε διάστημα (α,β) που περιέχει το x=k είναι : 

                             ( ) 1dxkx
α

=−δ∫
β

      (4)  

Σε αυτή τη περίπτωση λέμε ότι ο πόλος της δ βρίσκεται στο σημείο x=κ. 

γ) Για κάθε συνάρτηση f(x) συνεχή στο x=k ισχύει ότι : 

                            ( ) ( ) ( )kfdxkxxf
α

=−δ⋅∫
β

       (5) 

με (α,β) οποιοδήποτε διάστημα που περιέχει το x=k. Η σχέση αυτή καλείται ιδιότητα της 
μετατόπισης. Επίσης από τη σχέση ορισμού της συμπεραίνουμε ότι δ(x)=δ(-x). Εδώ πρέπει 
να τονίσουμε ότι οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν κατά προσέγγιση, και για τις συναρτήσεις 
καθώς και για τους όρους των ακολουθιών που έχουν ως όριο τη δ. Η προσέγγιση είναι τόσο 
καλύτερη όσο μικρότερο είναι το ε. 
 

5. Θεωρία κατανομών ή Γενικευμένες συναρτήσεις 
Πολλοί ήταν οι επιστήμονες και κυρίως οι μαθηματικοί οι οποίοι δυσπιστούσαν για 

αυτή τη παράξενη «συνάρτηση». Οι μαθηματικές αντιφάσεις όμως γύρω από τη συνάρτηση 
δ διαλύθηκαν, αρχικά από τον Sobolev το 1933 και στη συνέχεια με την ανάπτυξη της 
θεωρίας των γενικευμένων συναρτήσεων από τον Laurent Schwartz στη δεκαετία του 1940. 

Η συγκεκριμένη θεωρία βασίζεται στο πρόβλημα της επέκτασης του ορισμού μιας 
συνάρτησης ούτως ώστε έννοιες όπως η δ(x) να τεθούν σε αυστηρή μαθηματική βάση. 
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Υπάρχουν βέβαια διάφοροι τρόποι με τους οποίους μπορεί να γίνει κάτι τέτοιο. Ένας γενικός 
τρόπος είναι να δούμε τις συναρτήσεις, οι οποίες συμπεριφέρονται σαν τη δ συνάρτηση σαν 
στοιχεία ενός δυϊκού χώρου V* ενός κατάλληλου συναρτησιακού χώρου V. Ένας πιο 
πρακτικός τρόπος είναι να προσεγγίσουμε τις κατανομές μέσα από ολοκληρώματα 
ακολουθιών συναρτήσεων της μορφής : 

                                      ( ) ( )dxxgxfn ⋅∫   με n=1,2,3,… 

Πρώτα όμως θα δώσουμε μερικούς βασικούς ορισμούς όπως του συναρτησιακού και της 
δοκιμαστικής συνάρτησης: 

α) Συναρτησιακό ονομάζουμε κάθε συνάρτηση με την οποία αντιστοιχούμε αριθμούς σε 
συναρτήσεις. 

β) Δοκιμαστικές συναρτήσεις g(x) ονομάζουμε τις συναρτήσεις που έχουν παράγωγο κάθε 
τάξης και είναι ίσες προς μηδέν σε κάθε σημείο έξω από κάποιο φραγμένο διάστημα. Το 
διάστημα αυτό δεν είναι αναγκαστικά το ίδιο για όλες τις δοκιμαστικές συναρτήσεις. Τέλος 
κατανομή ή γενικευμένη συνάρτηση ονομάζουμε ένα συναρτησιακό που έχει ως πεδίο 
ορισμού το σύνολο των δοκιμαστικών συναρτήσεων. 

Μια κατανομή λοιπόν , είναι μια απεικόνιση κάθε δοκιμαστικής συνάρτησης σε ένα 
αριθμό. Έχοντας ορίσει τις δοκιμαστικές συναρτήσεις μπορούμε τώρα να ορίσουμε την 
κλάση των επιδεκτών ή συγκεντρωτικών συναρτήσεων από τις οποίες θα επιλεγούν οι 
συναρτήσεις fn(x). Βέβαια υπάρχει μια ποικιλία επιλογών μιας και δεν υπάρχει μοναδική 
θεωρία κατανομών, αλλά αρκετές που βασίζονται στις ίδιες αρχές και διαφέρουν στις 
λεπτομέρειες. Θα μπορούσαμε τώρα να δώσουμε ένα πιο αυστηρό ορισμό της έννοιας της 
κατανομής :  μια κατανομή φ(x) είναι μια μαθηματική έννοια σχετιζόμενη με μια ασθενώς 
συγκλίνουσα ακολουθία συγκεντρωτικών συναρτήσεων για τις οποίες το συμβολικό 
ολοκλήρωμα :     

( ) ( )dxxgx ⋅ϕ∫
+∞

∞−

    ορίζεται από τη σχέση : 

                             ( ) ( ) ( ) ( )dxxgxflimdxxgx nn
⋅=⋅ϕ ∫∫ ∞→

+∞

∞−

     (6) 

Τώρα σε κάθε συνάρτηση f(x) μπορούμε να αντιστοιχήσουμε μια κατανομή, η οποία 
απεικονίζει κάθε δοκιμαστική συνάρτηση g(x) στον αριθμό  

Α= ( ) ( )dxxfxg ⋅∫
+∞

∞−

.  

Το ολοκλήρωμα αυτό είναι ένας πεπερασμένος αριθμός αφού η g(x) μηδενίζεται έξω από 
ένα φραγμένο διάστημα. Μπορούμε λοιπόν να γράψουμε για την κατανομή που αντιστοιχεί 
στη συνάρτηση f(x): 

( ) ( ) ( ) ( )dxxfxgAxg xf ∫
+∞

∞−

⋅=⎯⎯→⎯      (7)   

 Μπορούμε λοιπόν να ορίσουμε μια κατανομή δ ως την κατανομή εκείνη για την οποία το 
ολοκλήρωμα (7) ισούται προς Φ(0) για κάθε δοκιμαστική συνάρτηση Φ(x), θα είναι δηλαδή : 

                                    ( ) ( ) ( ) ( )dxxx0x δ⋅Φ=Φ→Φ ∫
+∞

∞−

     (8) 
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Η κατανομή δ είναι λοιπόν το συναρτησιακό που απεικονίζει κάθε δοκιμαστική συνάρτηση 
Φ(x) στην τιμή Φ(0) της συνάρτησης αυτής για x=0. 

 

6.  Επιπλέον ιδιότητες της δ συνάρτησης    

i) Αν  α≠0  είναι μια πραγματική σταθερά , τότε ισχύει : 

                                ( ) ( )x1x δ⋅
α

=⋅αδ       (9) 

ii) Με α≠0  ισχύει :              ( )( ) ( )00 xx1xx −δ⋅
α

=−⋅αδ      (10) 

iii) Αν g(x) είναι μια συνάρτηση του x που έχει απλές ρίζες στα σημεία x=xi με i=1,2,.. και 
δεν έχει άλλες ρίζες ισχύει: 

                                       ( )( ) ( ) ( )i
i i

xx
xg
1xg −δ⋅
′

=δ ∑      (11) 

όπου το άθροισμα εκτείνεται σε όλες τις ρίζες της g(x) και g′(xi) είναι η παράγωγος της g(x) 
στο σημείο x=xi.. 

iv) Η παράγωγος της συνάρτησης του Heaviside, (που συμβολίζεται με διαφόρους τρόπους: 
u(x), H(x), θ(x)): 

H(x)=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

〈

0x          1

0x          0
 

είναι η συνάρτηση δ. Προφανώς η Η(x) δεν έχει, με την κλασική έννοια, παράγωγο στο x=0. 
Η γενικευμένη παράγωγος H′(x) της Η(x)  είναι η κατανομή που απεικονίζει κάθε 
δοκιμαστική συνάρτηση Φ(x) στον αριθμό  

( ) ( )dxxx Φ′⋅Η− ∫
+∞

∞−

.  

Με τη βοήθεια της σχέσης ορισμού της Heaviside βρίσκουμε για το ολοκλήρωμα αυτό: 

                        ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )00
0

Φ=Φ−=Φ′−=Φ′⋅Η− ∞
∞+∞

∞−
∫∫ xdxxdxxx    

αφού η Φ(x) μηδενίζεται στο άπειρο. Παρατηρούμε ότι η γενικευμένη παράγωγος της Η(x) 
απεικονίζει κάθε Φ(x) στον αριθμό Φ(0). Αυτός όμως είναι ο ορισμός της κατανομής δ και 
επομένως η γενικευμένη παράγωγος της συνάρτησης βαθμίδας (Heaviside) είναι η κατανομή 
δ, δηλαδή  H′(x)=δ(x). 
 

7 Εμφάνιση της συνάρτησης δ στην Κβαντομηχανική    
Έχοντας πια ορίσει τη δ συνάρτηση σύμφωνα με τη θεωρία κατανομών, μπορούμε 

πια να δούμε τη χρήση της στην κβαντομηχανική. 
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   Έστω ότι εξετάζουμε ένα φυσικό μέγεθος το οποίο έχει διακριτό φάσμα, δηλαδή οι 
ιδιοτιμές του αποτελούν μια ακολουθία τιμών α1, α2, ..., αn  με αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις  
ψ1,ψ2,...,ψn. Τότε θα ισχύει η εξίσωση ιδιοτιμών : 

                                             αα ψ⋅α=ψ⋅Α̂       (12)  

όπου Α ο τελεστής του αντίστοιχου φυσικού μεγέθους. Επίσης θα πρέπει να γνωρίζουμε τα 
εξής: 

                 

A) Η μέση τιμή και οι ιδιοτιμές των φυσικών τελεστών είναι πραγματικοί αριθμοί σε 
αντίθεση με τη κυματοσυνάρτηση και τους τελεστές γενικά. 
B)   Δυο ιδιοσυναρτήσεις ψ1, ψ2  που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές α1, α2 είναι 
ορθογώνιες που σημαίνει ότι   

( ) ( )dxxx 21 ψ⋅ψ∫
+∞

∞−

∗ =0      (13) 

C) Κάθε κυματοσυνάρτηση ψ μπορεί πάντα να αναπτυχθεί σε μια σειρά ιδιοσυναρτήσεων 
κάποιου φυσικού μεγέθους, δηλαδή  

n
1n

nc ψ⋅=ψ ∑
∞

=

      (14) 

Αν πολλαπλασιάσω τα δυο μέλη της (14) με ∗ψm  και ολοκληρώσω θα έχω                 

∫ ∑ ∫
+∞

∞−

∞

=

+∞

∞−

∗∗ ψ⋅ψ⋅=ψ⋅ψ
1n

nmnm dxcdx     (15)  

 Όμως οι ιδιοσυναρτήσεις nm ,ψψ  είναι ορθογώνιες οπότε το    

dxnm ψ⋅ψ∫
+∞

∞−

∗  =0 για mn ≠ . 

 Συνεπώς από το άθροισμα του δευτέρου μέλους (15) θα επιζήσει μόνο ο όρος με n=m οπότε 
θα έχουμε  

∫∫
+∞

∞−

∗
+∞

∞−

∗ =ψ⋅ψ⋅=ψ⋅ψ mmmmm cdxcdx .  

Συνεπώς οι συντελεστές στο ανάπτυγμα της ψ σε ιδιοσυναρτήσεις δίνονται από τον τύπο: 

    ∫
+∞

∞−

∗ ψ⋅ψ= dxc nn      (16)  

Τώρα θα δούμε πώς τροποποιούνται τα πράγματα στη περίπτωση φυσικών μεγεθών 
που έχουν συνεχές φάσμα. Αν συμβολίσω με T̂  τον τελεστή αυτού του φυσικού μεγέθους 
τότε η εξίσωση των ιδιοτιμών του tt tT̂ ψ⋅=ψ⋅  θα έχει λύσεις για κάθε τιμή του t μέσα 
φυσικά στο επιτρεπόμενο διάστημα που θεωρούμε ότι εκτείνεται από ∞−  έως ∞+ . Η ψt 
είναι η ιδιοσυνάρτηση και t είναι η ιδιοτιμή που αντιστοιχεί σε αυτή  την ιδιοσυνάρτηση. 

Όπως είδαμε όταν είχαμε διάκριτο φάσμα μπορούσαμε μια κυματοσυνάρτηση να την 
αναπτύξουμε σε μια σειρά ιδιοσυναρτήσεων της μορφής  
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∑ ψ⋅=ψ
n

nnc      (17)  

όπου     2
nn c=Ρ       (18)  

είναι οι πιθανότητες εύρεσης των ιδιοτιμών tn. Τώρα όμως διαθέτουμε συνεχές φάσμα, οπότε 
το άθροισμα θα πρέπει να μετατραπεί σε ολοκλήρωμα πάνω στη συνεχή μεταβλητή t. Έτσι 
στη θέση του αναπτύγματος (17) θα έχουμε  

( ) ( ) dttctc tt
t

ψ⋅≡ψ⋅=ψ ∫∑ .  

Βέβαια οι συντελεστές δεν θα είναι πια μια διακριτή ακολουθία αλλά μια συνάρτηση της 
μεταβλητής t. Aκολουθώντας την τυπική αναλογία διακριτού και συνεχούς υποθέτουμε ότι η 
φυσική ερμηνεία της συνεχούς ακολουθίας συντελεστών c(t) δίνεται από την αντίστοιχη 
στην (18) έκφραση  

P(t)=|c(t)|2      (19) 

Τώρα που το θεωρούμενο μέγεθος έχει ένα συνεχές σύνολο δυνατών τιμών, δεν έχει νόημα 
να μιλάμε για την πιθανότητα μιας ορισμένης τιμής (που είναι μηδέν) αλλά μόνο για την 
πιθανότητα ενός συνεχούς διαστήματος τιμών. Έτσι η σωστή ερμηνεία της σχέσης (19) είναι 
ότι μας δίνει την πυκνότητα πιθανότητας του μεγέθους Τ. 

     Το ζητούμενο τώρα είναι να υπολογίσουμε τους συντελεστές c(t) που υποθέτουμε ότι θα 
δίνονται από τον τύπο  

( ) ( )dxxx)t(c t∫ ψ⋅ψ= ∗     (20)  

σε αναλογία με τον τύπο (16). Τα αποτελέσματα που μας δίδουν οι παραπάνω τύποι είναι 
σωστά με κατάλληλη όμως ερμηνεία. Για να μπορέσουμε να εντοπίσουμε τη βασική διαφορά 
θα πρέπει να επαναλάβουμε τη λογική διαδικασία που εφαρμόσαμε για το διακριτό φάσμα. 
Το καίριο στοιχείο εκεί ήταν η σχέση ορθοκανονικότητας:  

                                           ( ) ( ) nmmn dxxx δ=ψ⋅ψ∫ ∗     (21)  

του συστήματος των ιδιοσυναρτήσεων. Η (9) εκφράζει σε συμπαγή μορφή το γεγονός ότι οι 
συναρτήσεις είναι ορθογώνιες. Η ουσιώδης διαφορά ανάμεσα στις ιδιοσυναρτήσεις του 
διακριτού και του συνεχούς φάσματος βρίσκεται ακριβώς στο γεγονός ότι οι μεν πρώτες 
είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες και επομένως μπορούν να κανονικοποιηθούν ενώ οι  
δεύτερες δεν είναι.  

Κάτι ανάλογο συμβαίνει και στην κλασική κυματική θεωρία όπου η κβάντωση των 
συχνοτήτων συνδέεται πάντα με χωρικά εντοπισμένες λύσεις. Αντίθετα όταν ένα στάσιμο 
κύμα εκτείνεται χωρίς απόσβεση σ’ όλο το χώρο τότε η συχνότητά του δεν υφίστανται 
κβάντωση. 

     Τώρα θα πρέπει να γενικεύσουμε τη συνθήκη ορθογωνιότητας (21) για την περίπτωση 
του συνεχούς φάσματος. Το ολοκλήρωμα : 

                                        ( ) ( ) ( )t,tdxxx tt ′δ=ψ⋅ψ ′

+∞

∞−

∗∫      (22)  

ισούται με μηδέν όταν t ≠t′ (λόγω της ορθογωνιότητας των ιδιοσυναρτήσεων που ανήκουν σε 
διαφορετικές ιδιοτιμές) και απειρίζεται όταν t=t′αφού η ιδιοσυνάρτηση ψt δεν είναι 
τετραγωνικά ολοκληρώσιμη. Θα είναι δηλαδή δ(t,t′)=0 για t ≠t′ και δ(t,t′)=∞ για t=t′. Αν 
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τώρα επιχειρήσουμε να αποδείξουμε την (20) χρησιμοποιώντας την (22), όπως ακριβώς και 
στο διάκριτο φάσμα θα παρατηρήσουμε ότι για να βγει το επιθυμητό αποτέλεσμα, η 
συνάρτηση δ(t,t′) πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη : 

                                      ( ) ( ) ( )tctdtct,t =′′⋅′δ∫
+∞

∞−

     (23).  

Όπως παρατηρούμε η συνάρτηση δ(t,t′) δεν είναι άλλη από τη γνωστή μας συνάρτηση του 
Dirac και την οποία θεμελιώσαμε μαθηματικά πιο πρίν. Με χρήση του συμβόλου της δ-
συνάρτησης , η σχέση ορθοκανονικότητας (22) μπορεί να γραφεί :  

( ) ( ) ( )ttdxxx tt ′−δ=ψ⋅ψ ′

+∞

∞−

∗∫     (24)       

 (η δ(t,t′)≡δ(t-t′)) . 
 Η (23) αποτελεί την κατάλληλη γενίκευση της (21) για το συνεχές φάσμα και με την οποία 
διασφαλίζεται η ερμηνεία των συντελεστών c(t). Ο τύπος  

( ) ( )dxxxc tt ψ⋅ψ= ∫ ∗   

αποδεικνύεται αν ξεκινήσουμε από το ανάπτυγμα ( ) ( ) ( ) tdxtcx t ′ψ⋅′=ψ ′∫  πολ/σουμε τα δυο 

μέλη με ( )xt
∗ψ  και ολοκληρώσουμε ως προς x παίρνοντας υπ’ όψη τη σχέση (23). Τότε θα 

έχουμε :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tctttctdxxdxtctddxxx ttt =′−δ⋅′′=ψ⋅ψ⋅′⋅′=ψ⋅ψ ∫∫∫∫ ′
∗∗ . 

    Είναι φανερό ότι η συνάρτηση δ του Dirac αποτελεί την κατάλληλη γενίκευση για 
συνεχείς δείκτες του συμβόλου δnm του Kronecker. Το σύμβολο δnm  μπορεί να ορισθεί μέσω 
της χαρακτηριστικής του ιδιότητας ότι n

m
mnm cc =⋅δ∑ . Οι σχέσεις ορθοκανονικότητας για 

το διακριτό και το συνεχές φάσμα γράφονται ως εξής :  

( ) ( ) nmmn dxxx δ=ψ⋅ψ∫ ∗ , ( ) ( ) ( )ttdxxx tttt ′−δ=δ=ψ⋅ψ ′′
∗∫ . 

     Το ερώτημα που θα μας απασχολήσει τώρα είναι, ότι οι ιδιοσυναρτήσεις του συνεχούς 
φάσματος δεν είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμες και όμως είναι φυσικά αποδεκτές . Η 
απάντηση σε αυτό το ερώτημα είναι η εξής, οι ιδιοσυναρτήσεις του συνεχούς φάσματος μόνο 
σαν μαθηματικά εύχρηστες εξιδανικεύσεις φυσικά πραγματοποιήσιμων καταστάσεων 
μπορούν να θεωρηθούν. Όμως δεν αντιπροσωπεύουν πραγματοποιήσιμες φυσικές 
καταστάσεις αφού δίνουν άπειρη ολική πιθανότητα. 

 

8. Εφαρμογές της θεωρίας του συνεχούς φάσματος στα μεγέθη θέση και ορμής 

•   ΘΕΣΗ     
   Αν με t συμβολίσουμε μια τυχούσα ιδιοτιμή και με Ψt(t) την αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση, 
τότε η εξίσωση ιδιοτιμών θα είναι xΨt(x)=tΨt(x) ή ισοδύναμα (x-t)Ψt(x)=0. Μια γενικευμένη 
συνάρτηση που ικανοποιεί αυτή την εξίσωση είναι η:  

       Ψt(x)=δ(x-t) 
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 μιας και μια γνωστή ιδιότητα της δ συνάρτησης είναι η xδ(x)=0 ή όταν το κέντρο της είναι 
στο σημείο t την (x-t)δ(x-t)=0. Λύση υπάρχει για κάθε τιμή του t στο διάστημα -∞<t<+∞ 
δηλαδή το φάσμα του φυσικού μεγέθους «θέση» είναι συνεχές. Αν είχαμε κβάντωση της 
θέσης τότε το σωματίδιο μόνο σε ορισμένα διακριτά σημεία του χώρου θα μπορούσε να 
βρεθεί και πουθενά αλλού. 

       Εφόσον οι ιδιοσυναρτήσεις της θέσης ανήκουν στο συνεχές φάσμα θα 
κανονικοποιηθούν βάσει της συνθήκης: 

     ( ) ( ) ( )ttdxxx tt ′−δ=ψ⋅ψ ′

+∞

∞−

∗∫   

που στη συγκεκριμένη περίπτωση γράφεται:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tttxdxtxtxdxxx txtt ′−δ=′−δ=′−δ⋅−δ=ψ⋅ψ =

+∞

∞−
′

+∞

∞−

∗ ∫∫  

 Βλέπουμε δηλαδή ότι οι ιδιοσυναρτήσεις Ψt(x)=δ(x-t) ικανοποιούν τη συνθήκη 
κανονικοποίησης του συνεχούς φάσματος χωρίς πρόσθετο αριθμητικό συντελεστή. 

  Όπως γνωρίζουμε, η πυκνότητα πιθανότητας για το φυσικό μέγεθος θέση δίνεται από την 
έκφραση P(x)=|Ψ(x)|2  . Τώρα θα δούμε αν αυτό το αποτέλεσμα επιβεβαιώνεται από τη 
θεωρία. Η πυκνότητα πιθανότητας για ένα μέγεθος με συνεχές φάσμα δίνεται από τον τύπο 
P(t)=|c(t)|2  όπου: 

( ) ( ) ( )dxxxtc t ψ⋅ψ= ∫
+∞

∞−

∗ .  

Στη συγκεκριμένη περίπτωση το Ψt(x)=δ(x-t) οπότε: 

( ) ( ) ( ) ( )tdxxtxtc ψ=ψ⋅−δ= ∫
+∞

∞−

  

και      P(t)= ( ) ( ) 22 ttc ψ=   

που είναι το επιθυμητό αποτέλεσμα. Βέβαια η μεταβλητή t είναι τυχαία και στη θέση του 
μπορούμε να βάλουμε το x. 

 

• ΟΡΜΗ 
Εδώ η εξίσωση ιδιοτιμών είναι  

( )xp
dx

d
i p

p ψ⋅=
ψ

⋅⋅− h      (1)  

όπου p η ιδιοτιμή και Ψp(x) η αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση. Η (1) λύνεται με χωρισμό 
μεταβλητών και δίνει σαν αποτέλεσμα : 

                                                ( ) h/xpi
p ex ⋅⋅⋅Α=ψ      (2) 

Το Α είναι ο συντελεστής κανονικοποίησης που θα υπολογιστεί παρακάτω. Οι 
ιδιοσυναρτήσεις είναι τα επίπεδα κύματα exp(ikx) με κυματαριθμό 

h
pk =  . Η εξίσωση 

ιδιοτιμών (1) έχει λύση για κάθε p στο διάστημα -∞<p<+∞. Το φάσμα δηλαδή είναι συνεχές . 
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Ο συντελεστής Α θα υπολογιστεί με βάση τη συνθήκη κανονικοποίησης του συνεχούς 
φάσματος:  

                                       ( ) ( ) ( )ppdxxx pp ′−δ=ψ⋅ψ ′

+∞

∞−

∗∫     (3),  

η οποία δίνει    ( ) ( )ppdxe /xppi2 ′−δ=⋅Α ∫
+∞

∞−

⋅−′⋅ h     (4)  

όμως μια ιδιότητα της συνάρτησης δ είναι η εξής   :   

( )∫
+∞

∞−

⋅⋅ δ⋅π⋅= x2dxe xki    

και συνεπώς  η (4) ισούται με:                           

                                    ( )pp2pp2 −′δ⋅⋅π⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′
δ⋅π⋅ h

h
   (5)   

όπου χρησιμοποιήσαμε και την ιδιότητα  

( ) ( ) λδ=⋅λδ /xx       (6).  

Αντικαθιστούμε την (5) στην (4) και έχουμε  

( ) ( )pppp22 ′−δ=′−δ⋅⋅π⋅⋅Α h ⇒
h⋅π⋅

=Α
2

1   (7)  

και οι κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις θα είναι ( ) h

h

/xpi
p e

2
1x ⋅⋅⋅
⋅π⋅

=ψ . Εφόσον τώρα 

έχουμε τις ιδιοσυναρτήσεις μπορούμε να εφαρμόσουμε τους τύπους Ρ(t)=|c(t)|2 και 

( ) ( ) ( )dxxxtc t∫
+∞

∞−

∗ ψ⋅ψ=  για να βρούμε την πυκνότητα πιθανότητας των δυνατών 

αποτελεσμάτων της ορμής. Πράγματι θα έχουμε   

           ( ) ( ) ( ) ( )dxxe
2

1dxxxpc /xpi
p ψ⋅⋅

⋅π⋅
=ψ⋅ψ= ∫∫

+∞

∞−

⋅⋅−
+∞

∞−

∗ h

h
  

και παρατηρούμε ότι το πλάτος πιθανότητας c(p) δίνεται από το μετασχηματισμό Fourier της 
κυματοσυνάρτησης ψ(x). Το πλάτος πιθανότητας c(p) συμβολίζεται συνήθως με το φ(p) 
και ονομάζεται «κυματοσυνάρτηση ορμής» ή «κυματοσυνάρτηση του χώρου των ορμών». 
Αν ξέρουμε την φ(p), μπορούμε να υπολογίσουμε την μέση ορμή <p> και την αβεβαιότητα 
ορμής Δp κατ’ ευθείαν από τους παρακάτω τύπους: 

( ) dpppp 2

∫
+∞

∞−

ϕ⋅=  , ( ) dpppp 222 ∫
+∞

∞−

ϕ⋅=    

και    (Δp)2=<p2>-<p>2   
 

 

9 Εμφάνιση της συνάρτησης δ του Dirac στον Ηλεκτρομαγνητισμό 
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Ας θεωρήσουμε τη διανυσματική συνάρτηση: 

     3r
rv
r

r
=        (1)  

η οποία απαντάται στη φυσικά σαν δύναμη βαρύτητας ή δύναμη Coulomb κ.λ.π. Σ’ όποια 
θέση και να βρίσκεται, το vr  δείχνει πάντα προς τα έξω και μάλιστα η συγκεκριμένη 
συνάρτηση έχει και μεγάλη θετική απόκλιση. Όμως αν επιχειρήσουμε να υπολογίσουμε την 
απόκλισή της θα την βρούμε μηδέν. Πράγματι: 

      [ ] [ ] [ ] 0r3r3r3r3)(r)r(
r

v 333533
3 =+−=+⋅−=⋅∇+⋅∇=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅∇=⋅∇ −−−−−− rrrrrr  (2) 

Το πρόβλημα γίνεται ακόμα πιο έντονο αν εφαρμόσουμε  το θεώρημα της απόκλισης στην εν 
λόγω συνάρτηση. Υποθέτουμε ότι ολοκληρώνουμε πάνω σε μια σφαίρα ακτίνας R που έχει 
κέντρο την αρχή των αξόνων. Το επιφανειακό ολοκλήρωμα είναι 

( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎮

⌡

⌠
⎮
⌡

⌠
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎮⌡

⌠
⎮⌡
⌠

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=⋅ ∫∫∫∫

π⋅π 2

00
T

2
4

2

T

2
3

S

θddfφsinφdθdφsinR
R
RφdθdφsinR

R
r

R
rSdv

rrrr 4π  (3) 

Παρατηρούμε λοιπόν μια ασυνέπεια μεταξύ των σχέσεων (2) και (3) αφού 0dVv
V

=⋅∇∫∫∫
r . 

Βέβαια αυτό δεν σημαίνει ότι το θεώρημα της απόκλισης είναι λάθος . Η πηγή του 
προβλήματος είναι το σημείο r=0 , πλησιάζοντάς το η vr  απειρίζεται , ενώ ταυτόχρονα 
μηδενίζεται ο παρανομαστής στη σχέση (2). Η απόκλιση 0v =⋅∇

r
 παντού εκτός όμως από 

την αρχή των αξόνων όπου εκεί η κατάσταση γίνεται λίγο περίπλοκη. Το επιφανειακό 
ολοκλήρωμα (3) είναι ανεξάρτητο του R, οπότε θα έπρεπε να βρίσκουμε πάντα ∫∫∫ ⋅∇

V

dVvr

=4π για οποιαδήποτε σφαίρα με κέντρο την αρχή των αξόνων, ανεξαρτήτως του πόσο 
μεγάλη ή πόσο μικρή είναι. Προφανώς όλη η συνεισφορά πρέπει να έρχεται από το σημείο r

r

=0. Έτσι, η απόκλιση vr⋅∇   έχει την παράξενη ιδιότητα να μηδενίζεται παντού εκτός από 
ένα σημείο και παρ’ όλα αυτά τα ολοκληρώματά της, σε οποιονδήποτε όγκο που περιέχει το 
σημείο, να είναι 4π. 

      Καμία συνηθισμένη συνάρτηση δεν συμπεριφέρεται με αυτό τον τρόπο. Το μυαλό 
μας όμως πάει κατευθείαν στη συνάρτηση δ του Dirac μιας και η συνάρτησή μας μηδενίζεται 
παντού εκτός από ένα σημείο στο οποίο απειρίζεται. Τώρα θα γενικεύσουμε τη συνάρτηση 
Dirac στις τρεις διαστάσεις όπου γράφεται με τη μορφή  

( ) ( ) ( ) ( )zyxr3 δ⋅δ⋅δ=δ
r

  

όπου r
r  το διάνυσμα θέσης από την αρχή των αξόνων. Η τρισδιάστατη αυτή συνάρτηση 

δέλτα είναι μηδέν σε κάθε σημείο του χώρου εκτός από το (0,0,0) όπου απειρίζεται. Το 
ολοκλήρωμά της στο χώρο είναι 1:  

( ) ( ) ( ) ( ) 1dxdydzzyxdVr3 =δ⋅δ⋅δ=δ ∫ ∫ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

r .  

Μπορούμε τώρα να ξεκαθαρίσουμε το παράδοξο που συναντήσαμε πιο πάνω. Είχαμε βρει 
ότι παρ’ όλο που η απόκλιση της 3r

r
r

 μηδενίζεται παντού εκτός από την αρχή των αξόνων, 

το ολοκλήρωμα της απόκλισης σε οποιονδήποτε όγκο που περιέχει την αρχή είναι σταθερό 
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και ίσο με 4π. Τέτοιες όμως είναι και οι συνθήκες από τις οποίες ορίσαμε τη συνάρτηση 
δέλτα, επομένως   

( )r4
r
r 3
3

r
r

δ⋅π⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅∇     ή γενικότερα     ( )ρδ⋅π⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ
ρ

⋅∇
r

r
3

3 4   

όπου 0rr rrr
−≡ρ . 

Από τα παραπάνω παραδείγματα, τόσο στην κβαντομηχανική όσο και στον 
ηλεκτρομαγνητισμό είδαμε τη μεγάλη χρησιμότητα της δ συνάρτησης.      
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ 
ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ ΤΩΝ ΤΕΛΕΣΤΩΝ ΚΑΤΑΒΙΒΑΣΗΣ ΚΑΙ ΑΝΑΒΙΒΑΣΗΣ43 

Η φυσική επιστήμη, προκειμένου να είναι σε θέση να περιγράψει την φυσική 

πραγματικότητα, αλλά και να υπολογίσει ποσοτικά την εξέλιξη ενός φυσικού συστήματος, 

χρησιμοποιεί τα μαθηματικά. Κατά συνέπεια τα περισσότερα προβλήματα ανάγονται στην 

επίλυση κάποιας διαφορικής εξίσωσης. Στην καλύτερη περίπτωση η διαφορική αυτή 

εξίσωση έχει λύση υπό κλειστή μορφή οπότε καταλήγουμε σε κάποια αλγεβρική σχέση που 

μας παρέχει τα ζητούμενα αποτελέσματα. Στις περισσότερες όμως των περιπτώσεων η 

διαφορική εξίσωση δεν λύνεται, τουλάχιστον υπό κλειστή μορφή. Είμαστε επομένως 

υποχρεωμένοι να  καταφύγουμε στην εύρεση κάποιων μεθόδων που μας βοηθούν να 

καταλάβουμε ποια θα είναι η λύση, ή έστω να την προσεγγίσουμε. 

Στα προβλήματα της κβαντομηχανικής η βασική διαφορική εξίσωση που έχουμε να 

λύσουμε είναι η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση του Schrodinger. Η εξίσωση αυτή είναι μία 

εξίσωση ιδιοτιμών και μάλιστα ονομάζεται εξίσωση των ενεργειακών ιδιοτιμών. Η έκφρασή 

της είναι: 

Ĥ Ψ = Ε Ψ            (1) 

Αν καταφέρουμε να εκφράσουμε την Χαμιλτόνια Ĥ συναρτήσει των θεμελιακών 

μεγεθών του προβλήματος, θα βρεθούμε μπροστά στο πρόβλημα της επίλυσης της 

διαφορικής εξίσωσης που προκύπτει.  

Ο βασικός σκοπός της επίλυσης της  εξίσωσης του Schrodinger είναι: 

Εύρεση των ιδιοτιμών της ενέργειας: Ε1, Ε2, Ε3, ……… , En  

Εύρεση των αντίστοιχων ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή του Χάμιλτον: 

Ψ1, Ψ2, Ψ3, ……… , Ψn 

 

Η μέθοδος που παρουσιάζεται εδώ προσπαθεί όσο το δυνατόν να παρακάμψει τις 

διαφορικές εξισώσεις. Με άλλα λόγια η αξία της μεθόδου έγκειται στο γεγονός ότι  

ασχολούμενος κανείς μόνο με αλγεβρικές εξισώσεις, των οποίων η λύση είναι εν γένει πιο 

                                                 
43 Το περιεχόμενο του Παραρτήματος Γ εγράφη από τον φοιτητή του Τμήματος Φυσικής Κούκη Δημήτρη Α.Μ. 

3228 στα πλαίσια του μαθήματος ″Μαθηματική Θεμελίωση της Κβαντομηχανικής». 
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απλή, μπορεί να πετύχει τον βασικό σκοπό που μόλις αναφέρθηκε.  

Στα περισσότερα προβλήματα της 

κβαντομηχανικής, κυρίως κατά την 

μελέτη δέσμιων καταστάσεων, οι 

ιδιοτιμές της ενέργειας είναι διακριτές 

και απέχουν μεταξύ τους κάποιο ποσό 

ενέργειας που ας το συμβολίσουμε ΔΕ. 

Δηλαδή κάθε ιδιοσυνάρτηση Ψn του 

τελεστή του Χάμιλτον, έχει ενέργεια En και απέχει ΔΕn-1 από την αμέσως προηγούμενη 

ενεργειακά ιδιοσυνάρτηση και ΔΕn από την  αμέσως επόμενη, όπως  φαίνεται και στο Σχήμα 

– 1. 

Η σκέψη λοιπόν είναι ότι αν γνωρίζουμε κάποια από τις ιδιοσυναρτήσεις Ψn τι 

ενέργεια Εn έχει και με κάποιο τρόπο ποια θα είναι η διαφορά ΔΕn, μπορούμε να βρούμε 

ποια θα είναι η ενέργεια Εn+1 της αμέσως επόμενης κατάστασης που περιγράφεται από την 

Ψn+1 ιδιοσυνάρτηση του τελεστή του Χ. Η πράξη είναι απλή: Εn+1 = Εn + ΔΕn. 

Με τον ανάλογο τρόπο σκεπτόμενοι για τις ιδιοσυναρτήσεις Ψ, υποθέτουμε πως 

γνωρίζοντας κάποια ιδιοσυνάρτηση Ψn,θα μπορέσουμε  να βρούμε την αμέσως επόμενη 

ενεργειακά: Ψn+1. Αυτό στα μαθηματικά μπορεί να γίνει αν στην Ψn δράσει κάποιος 

κατάλληλος τελεστής. Δηλαδή ο τελεστής αυτός που ας τον συμβολίσουμε με Â+ μας παίρνει 

με συστηματικό τρόπο από μία κατάσταση που περιγράφεται από την συνάρτηση Ψn και μας 

πηγαίνει στην κατάσταση Ψn+1 που ενεργειακά είναι η αμέσως  επόμενη.  

Από όσα αναφέρθηκαν προκύπτουν οι εξής απλές σχέσεις: 

Ĥ Ψn = Εn Ψn      (2)  

Â+ Ψn = cn Ψn+1     (3) 

Η χρήση της μιγαδικής εν γένει σταθεράς αναλογίας cn θα εξηγηθεί στη συνέχεια. Αν 

δράσουμε με τον τελεστή Ĥ από αριστερά στην (3) προκύπτει: 

Ĥ Â+ Ψn = cn Ĥ Ψn+1 = cn En+1 Ψn+1  

Άρα:   Ĥ Â+ Ψn = cn ( En + ΔΕn ) Ψn+1    (4) 

Αν τώρα δράσουμε με τον τελεστή Â+ από αριστερά στην (2) παίρνουμε: 

Â+ Ĥ Ψn = En Â+ Ψn = En cn Ψn+1 

Άρα:    Â+ Ĥ Ψn = cn En Ψn+1     (5) 

Αν τώρα αφαιρέσουμε από την (4) την (5) προκύπτει: 

Σχήμα –1 
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( Ĥ Â+ - Â+ Ĥ ) Ψn = (cn En + cn ΔΕn - cn En ) Ψn+1  (6) 

Το πρώτο μέλος της εξίσωσης (6) είναι εξ’ ορισμού ο μεταθέτης:  [Ĥ , Â+]. Κατά 

συνέπεια έχουμε: 

[ Ĥ , Â+ ] Ψn = cn ΔΕn Ψn+1    (7) 

Και με χρήση της σχέσης (3) προκύπτει: 

[ Ĥ , Â+ ] Ψn = ΔΕn Â+ Ψn    (8) 

Η σχέση (8) θέλουμε να ισχύει, όποια και αν είναι η συνάρτηση Ψn. Συνεπώς οι τελεστές στο 
αριστερό και το δεξί μέλος πρέπει να είναι ίσοι. Άρα: 

[ Ĥ , Â+ ] = ΔΕn Â+     (9) 

Το αποτέλεσμα (9) είναι πολύ θετικό  και πολύ  σημαντικό για την εύρεση της έκφρασης του 
τελεστή Â+ γιατί περιλαμβάνει:  

• Την Χαμιλτόνια της οποίας την έκφραση γνωρίζουμε για το κάθε πρόβλημα, 

• Το βήμα ΔΕn με το οποίο μεταβάλλονται οι ιδιοτιμές 

• Και τον τελεστή Â+ που μας ενδιαφέρει. 
Με την ίδια ακριβώς λογική μπορούμε να βρούμε έναν τελεστή έστω: Â- του οποίου η 

δράση να μας πηγαίνει από μία κατάσταση που περιγράφεται από την ιδιοσυνάρτηση Ψn 
στην αμέσως προηγούμενη ενεργειακά Ψn-1. Επαναλαμβάνοντας ακριβώς τα ίδια βήματα  και 
λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι οι διαφορές ΔΕ είναι θετικές ποσότητες θα καταλήξουμε στο 
αποτέλεσμα: 

[ Ĥ , Â- ] = - ΔΕn -1 Â-     (10) 

Από τις ιδιότητες των τελετών Â- και Â+ να μας πηγαίνουν στην αμέσως 
προηγούμενη και την αμέσως επόμενη ενεργειακά κατάσταση αντίστοιχα, μία εύλογη 
ονομασία τους που προκύπτει είναι να ονομάσουμε τον Â- ως τελεστή καταβίβασης και τον 
Â+ ως τελεστή αναβίβασης. Αξίζει εδώ να σημειώσουμε ότι οι σχέσεις (9) και (10) ισχύουν 
γενικά για την εύρεση των εκφράσεων των τελεστών αναβίβασης και καταβίβασης σε 
πρόβλημα ιδιοτιμών που αφορά οποιοδήποτε κβαντομηχανικό μέγεθος και όχι μόνο για την 
εύρεση των ενεργειακών ιδιοτιμών. Αυτό θα γίνει πιο σαφές στα επόμενα.     

 Ας δούμε τώρα σε ένα πραγματικό πρόβλημα πως δουλεύει η μέθοδος μας. 

 Ας διευκρινίσουμε εξ’ αρχής ότι στην κβαντομηχανική υπάρχουν δύο πολύ βασικά 
μεγέθη με τα οποία συνήθως εκφράζουμε την Χαμιλτόνια του κάθε προβλήματος. Αυτά είναι 
το μέγεθος της θέσης και το μέγεθος της ορμής. Τα δύο μεγέθη περιγράφονται από τους 
τελεστές x̂  και p̂  των οποίων οι εκφράσεις είναι: 

• x̂ = x    δηλαδή είναι ένας πολλαπλασιαστικός τελεστής 

• p̂ = - i ħ 
x
∂
∂

 δηλαδή είναι διαφορικός τελεστής  

δεδομένου ότι με 
x
∂
∂

  συμβολίζουμε την μερική παράγωγο κάποιας συνάρτησης ως  προς x.  

 

Πρόβλημα 1 
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Μονοδιάστατος αρμονικός ταλαντωτής 
Η Χαμιλτόνια Ĥ ενός μονοδιάστατου αρμονικού ταλαντωτή εκφράζεται συναρτήσει 

των δύο βασικών  μεγεθών που αναφέραμε, ως εξής: 

Ĥ = (1/2m) p̂ 2+(mω2/2) x̂ 2     (11) 

Όπου m η μάζα του ταλαντευόμενου σώματος και ω η συχνότητα της ταλάντωσης. 
Για εμάς που ενδιαφερόμαστε να λύσουμε μαθηματικά το πρόβλημα ιδιοτιμών τα m και ω 
είναι απλά κάποιες δεδομένες σταθερές. 

Έστω λοιπόν ότι υπάρχει κάποιος τελεστής Â+ και κάποιος Â- με τις ιδιότητες που 
τους προσδώσαμε πριν. Ειδικά για τον μονοδιάστατο αρμονικό ταλαντωτή οι τελεστές αυτοί 
ονομάζονται: ‘τελεστής δημιουργίας’ και ‘τελεστής καταστροφής’ αντίστοιχα. Ας 
δουλέψουμε πρώτα για την εύρεση του Â+. Ο τελεστής αυτός όπως έχουμε  δει θα ικανοποιεί 
την σχέση (9): 

[ Ĥ , Â+ ] = ΔΕn Â+      

Σκεφτόμαστε τώρα να εκφράσουμε τον Â+ συναρτήσει των βασικών μεγεθών της 
κβαντομηχανικής θέση και ορμή. Παρατηρούμε ότι στη σχέση (9) εμφανίζεται ο μεταθέτης [ 
Ĥ , Â+ ] στο πρώτο μέλος. Επίσης τόσο ο τελεστής Ĥ όσο και ο Â+ θα είναι συναρτήσεις των 
τελεστών θέσης και ορμής. Άρα καλό θα είναι να ξέρουμε κάποιες γενικές για την θεωρία 
της κβαντομηχανικής μεταθετικές σχέσεις που συνδέουν τα δύο αυτά βασικά μεγέθη. 

Προφανώς από τον ορισμό του μεταθέτη και των τελεστών θέσης και ορμής ισχύουν 
οι εξής σχέσεις. (Στο εξής οι τελεστές θέσης και ορμής θα συμβολίζονται χάριν απλότητας 
με Χ και Ρ αντίστοιχα).  

[ Χ , Χ ] = 0̂            (12)                

και                  [ Ρ , Ρ ] = 0̂             (13) 

Επίσης εύκολα αποδεικνύεται από τις σχέσεις (12) και (13) και από την μεταθετική 
σχέση (18) που παρουσιάζεται πιο κάτω ότι: 

                                              [ Χ , f (Χ) ] =       [ Ρ , g (Ρ) ] =  

Τώρα:       [ Χ , Ρ ] = Χ Ρ – Ρ Χ 

Άρα:       [ Χ , Ρ ] = x ( - i ħ
x∂
∂

) - ( - i ħ
x∂
∂

) x 

Θα δράσουμε με τον μεταθέτη αυτόν πάνω σε κάποια τυχούσα συνάρτηση   Ψ = Ψ (x). 

[ Χ , Ρ ] Ψ = - i ħ x 
x∂
Ψ∂

 + i ħ 
x

x
∂
Ψ∂ )(  = i ħ ( - x

x∂
Ψ∂

 + x x∂
Ψ∂

 + Ψ) 

Άρα:      [ Χ , Ρ ] Ψ =  i ħ Ψ 

Η σχέση στην οποία καταλήξαμε θέλουμε να ισχύει για οποιαδήποτε συνάρτηση Ψ = 
Ψ (x). Κατά συνέπεια καταλήγουμε στην σχέση: 

[ Χ , Ρ ] =  i ħ            (14) 

Επανερχόμενοι στο πρόβλημα μας θα εκφράσουμε τον τελεστή Â+ ως 

Â+ = α Χ + β Ρ 
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Κάναμε την επιλογή αυτή γιατί είναι από  τις πιο απλές που μπορούμε να  σκεφτούμε. 
Πάντως αξίζει να σημειωθεί ότι όσο και αν διαισθητικά μπορούμε να καταλάβουμε ποια 
περίπου θα είναι η σωστή επιλογή που πρέπει να γίνει, σε καμία περίπτωση  δεν 
αναπτύχθηκε εδώ, όπως αντιλαμβάνεται κανείς, μία συστηματική μέθοδος εύρεσης του 
τελεστή δημιουργίας Â+. Η σχέση (9) για το πρόβλημα μας γράφεται: 

[( 1/2m ) Ρ2 + ( mω2/2 ) X2 , αΧ + βΡ] = ΔΕn (αΧ + βΡ)   (15) 

Θα χρησιμοποιήσουμε ορισμένες ιδιότητες των μεταθετών προκειμένου να 
προσδιορίσουμε τις μιγαδικές εν γένει σταθερές α και β. Για οποιουσδήποτε τελεστές που για 
απλότητα συμβολίζουμε με Α, Β και C και οποιεσδήποτε μιγαδικές σταθερές λ και μ ισχύουν 
τα εξής:  

[ Α , Β ] = - [ Β , Α ]           (16) 

[ Α , λ Β + μ C ] = λ [ Α , Β] + μ [ Α , C ]        (17) 

[ Α , Β C ] = [ Α , Β ] C + Β [ Α , C ]           (18) 

Με χρήση και των μεταθετικών σχέσεων (11), (12) και (13) καταλήγουμε έπειτα από  
απλές πράξεις: 

[Ĥ,Â+] = -( m
ai h

) P + (βmω2iħ) Χ  = ΔΕnαΧ  + ΔΕnβΡ 

H απόδειξη της σχέσης αυτής είναι η ακόλουθη: 

Έχουμε:      [ Ĥ , Â+ ] = α[ Ĥ , Χ ] + β[ Ĥ , Ρ ]  

Αλλά    [ Ĥ , Χ ] = -[ Χ , Ĥ ] = - [ Χ , 
m2
1

 Ρ2 + 
2

2ωm  X2 ]        ⇒ 

    [ Ĥ , Χ ] = -
m2
1 [ X , P2 ] = -

m2
1 2iħP = - m

ih
P                  

και    [ Ĥ , P ] = - [ P, Ĥ ] = [-P , 
m2
1

 Ρ2 + 
2

2ωm  X2 ]         ⇒ 

    [ Ĥ , P ] = [ P , 
2

2ωm  X2 ] = -
2m

2
ω  [ P , X2] = (iħmω2)Χ 

Επομένως                 Ĥ , Â+ ] = - m
aih

Ρ + β iħmω2X 

Ο μόνος τρόπος να  ισχύει η σχέση αυτή είναι οι συντελεστές των Ρ και Χ στο πρώτo 
μέλος να είναι  ίσοι με τους αντίστοιχους στο δεύτερο μέλος. Κατά συνέπεια:  

βmω2iħ = ΔΕn α     (19)      

και         - αiħ/m = ΔΕn β       (20)  

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (19) και (20) που αποτελούν σύστημα εξισώσεων 
προκύπτει  η εξίσωση: 

ΔΕn
2 = ħ2 ω2    

και επειδή το βήμα  με το οποίο μεταβάλλονται οι ενεργειακές ιδιοτιμές πρέπει να είναι 
πραγματική θετική ποσότητα, θα έχουμε :  
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ΔΕn = ħ ω      (21) 

Από την (21) διαπιστώνουμε ότι χωρίς να λύσουμε καμία διαφορική εξίσωση, 
βρήκαμε πόσο είναι  το βήμα με το οποίο αυξάνουν οι ενεργειακές ιδιοτιμές του αρμονικού 
ταλαντωτή. Επίσης διαπιστώσαμε με αξιοσημείωτα απλό αλγεβρικό τρόπο ότι οι  ιδιοτιμές 
αυτές απέχουν η μία από την άλλη, σταθερό  ποσό  ενέργειας ίσο με αυτό που δίνει η σχέση 
(21). Δηλαδη: ΔΕ = ΔΕn = ħ ω. Αν  τώρα στη σχέση (19) αντικαταστήσουμε την τιμή του ΔΕ 
που βρήκαμε θα καταλήξουμε στην ακόλουθη σχέση: 

βmω2iħ = ħωα       

συνεπώς:            β = - (i/mω) α          (22) 
Κατά συνέπεια η τελική μορφή του τελεστή Â+ θα είναι: 

Â+ = α ( Χ - (i/mω) Ρ )    (23) 

Δηλαδή ο τελεστής δημιουργίας παραμένει απροσδιόριστος κατά μία μιγαδική εν 
γένει σταθερά α. Αυτό  όμως καμία ιδιαίτερη σημασία δεν έχει όσων αφορά την λειτουργία 
που επιτελεί ο τελεστής αυτός. 

Αν τώρα επαναλάβουμε όλη την διαδικασία ξεκινώντας από  την σχέση (10) 

[ Ĥ , Â- ] = - ΔΕn-1 Â-      

Θα καταλήξουμε με παρόμοιο τρόπο στα ίδια αποτελέσματα για το ΔΕn-1 και η 
έκφραση του τελεστή καταστροφής Â- θα είναι η εξής: 

Â- = α* ( Χ + (i/mω) Ρ )    (24) 

Εργαζόμενοι για την εύρεση του τελεστή καταστροφής δείχνουμε πάλι ότι το βήμα 
ΔΕ με το οποίο μεταβάλλονται οι ενεργειακές ιδιοτιμές, είναι σταθερό για όλες και ίσο με: 
ΔΕ = ħ ω. Από τις σχέσεις (23) και (24) παρατηρούμε ότι δεδομένου ότι οι τελεστές Χ και Ρ 
είναι ερμιτιανοί, δηλαδή ο συζυγής τελεστής τους ισούται με τον εαυτό τους, οι τελεστές 
δημιουργίας και καταστροφής είναι συζυγείς μεταξύ τους. Γενικά όταν σε ένα πρόβλημα 
κβαντομηχανικής το βήμα ΔΕ με το οποίο  μεταβάλλονται οι ενεργειακές  ιδιοτιμές είναι 
σταθερό, για τους τελεστές Â+ και Â-  ισχύει αυτή η ιδιότητα. Δηλαδή ο Â+ είναι συζυγής 
του Â- και αντίστροφα. Αυτό αποδεικνύεται γενικά για δύο οποιουσδήποτε τελεστές Â+ και 
Â- ως  εξής: 

Αν συμβολίσουμε με: Ĝ τον κατάλληλο  τελεστή που περιγράφει το κβαντομηχανικό 
μέγεθος για το οποίο ψάχνουμε να βρούμε τελεστές αναβίβασης και καταβίβασης θα έχουμε: 

[ Ĝ , Â+ ]+ = ( Ĝ Â+ - Â+ Ĝ )+ = Â+
+ Ĝ+ - Ĝ+ Â+

+  

Με σταυρό συμβολίζουμε τον συζυγή τελεστή. Επίσης στην τελευταία σχέση 
χρησιμοποιήσαμε ένα γνωστό θεώρημα που λέει ότι ο συζυγής ενός γινομένου τελεστών 
ισούται με το γινόμενο των τελεστών, με ανάστροφη τη σειρά της δράσης αυτών.  

Ο τελεστής Ĝ, όπως όλοι οι κβαντομηχανικοί τελεστές οφείλει να είναι ερμιτιανός 
δηλαδή όπως έχουμε πει αυτοσυζυγής. Κατά συνέπεια ισχύει ότι: Ĝ+ = Ĝ. 

Άρα:       [ Ĝ , Â+ ]+ = Â+
+ Ĝ - Ĝ Â+

+ = [ Â+ , Ĝ ] = - [ Ĝ , Â+
+] 

Επίσης με χρήση της σχέσης (9) έχουμε:   

[ Ĝ , Â+ ]+ = ΔΕn Â+
+   

Στην τελευταία σχέση χρησιμοποιήθηκε και το γεγονός ότι το βήμα ΔΕn είναι 
πραγματικός αριθμός. Από την εξίσωση των πρώτων μελών στις σχέσεις αυτές έχουμε: 

[ Ĝ , Â+
+] = ΔΕn Â+

+  
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Άρα:   [ Ĝ , Â+
+] = - ΔΕn Â+

+      (25) 

Αν τώρα το βήμα με το οποίο μεταβάλλονται οι ενεργειακές ιδιοτιμές είναι πάντα το 
ίδιο, όπως στην περίπτωση του μονοδιάστατου αρμονικού ταλαντωτή, τότε η σχέση (24) 
είναι ίδια με τη σχέση (10) η οποία θα μπορούσαμε να πούμε ότι ορίζει τον τελεστή 
καταβίβασης  Â-.  

Άρα:    Â+
+ = Â-      (26) 

Έχοντας τώρα τις εκφράσεις των τελεστών δημιουργίας (σχέση 23) και καταστροφής 
(σχέση 24) μπορούμε να προχωρήσουμε στην εφαρμογή της μεθόδου που αναπτύξαμε. 

Κατ’ αρχάς ας εκφράσουμε τα μεγέθη θέση και ορμή ως συναρτήσεις των  Â+ και Â- 
από τις σχέσεις (23) και (24).  Μπορούμε να δεχτούμε χωρίς ουσιαστική βλάβη των 
ιδιοτήτων των δύο τελεστών, ότι η σταθερά α είναι πραγματικός αριθμός και κατά συνέπεια 
ο συζυγής μιγαδικός της ισούται επίσης με α.  

Έχουμε:   Χ = ( Â+ + Â- ) / 2α     (27) 

και:    Ρ = mωi ( Â+ - Â- ) / 2α    (28) 

Η Χαμιλτόνια του προβλήματος μας από τη σχέση (11) είναι: 

Ĥ = (1/2m) Ρ2 + (mω2/2) Χ2      

Από τις σχέσεις (27) και (28) μπορούμε να την γράψουμε συναρτήσει των τελεστών 
δημιουργίας και καταστροφής.  Επίσης για να άρουμε την απροσδιοριστία της ας θέσουμε α 
= 1/ 2  . Όπως θα δούμε αυτό καμία σημαντική επίπτωση δεν έχει στην επίλυση του 
προβλήματος μας. Έπειτα από απλές πράξεις έχουμε: 

Ĥ = ( mω2/2 ) ( Â- Â+ + Â+ Â- )   (29) 

Οι πράξεις για την εξαγωγή της τελευταίας σχέσης είναι οι εξής: 

Ĥ = - (m2ω2/2) m2
1

( Â- - Â+ )2 + (mω2/4) ( Â- + Â+ )2 

Ĥ = (mω2/4) ( - Â-Â- + Â-Â+ + Â+Â- - Â+Â+ + Â+Â+ + Â-Â- + Â-Â+ + Â+Â- ) 

Και έπειτα από τις απλοποιήσεις έχουμε: 

Ĥ = ( mω2/2 ) ( Â- Â+ + Â+ Â- ) 

 

Όπως γνωρίζουμε στην κβαντομηχανική για προβλήματα δέσμιων καταστάσεων 
όπως ο αρμονικός ταλαντωτής, η ενεργειακή ιδιοτιμή της θεμελιώδους κατάστασης Ψ0 είναι 
η μικρότερη από όλες τις ιδιοτιμές, αλλά όμως είναι διάφορη του μηδενός όπως μας επιβάλει 
και η αρχή της απροσδιοριστίας. Ο τελεστής  καταστροφής, κάθε φορά που δρα  μας 
κατεβάζει σε ενέργεια. Συνεπώς αν δράσει πάνω στην Ψ0 που είναι η κατώτερη ενεργειακά 
κατάσταση, το αποτέλεσμα πρέπει να  είναι το μηδενικό διάνυσμα του χώρου Hilbert των 
κυματοσυναρτήσεων, γιατί αν δεν είναι, θα υπάρχει μία κατάσταση με μικρότερη ενέργεια 
από την Ψ0, πράγμα που αντίκειται στον ορισμό της κατάστασης αυτής ως θεμελιώδους. 

Άρα:    Â- Ψ0 = 0      (30) 

Αν στη σχέση (29) προσθέσουμε και  αφαιρέσουμε την δράση των τελεστών  

( mω2/2 )  Â+ Â- στο δεύτερο μέλος έχουμε: 

Ĥ = ( mω2/2 ) ( Â- Â+ + Â+ Â- + Â+ Â- - Â+ Â- )  
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Άρα:    Ĥ = ( mω2/2 ) ( [ Â- , Â+ ] + 2 Â+ Â- )   (31) 

Έπειτα από απλές πράξεις, ο μεταθέτης [ Â- , Â+ ] βγαίνει να είναι ο ταυτοτικός 
τελεστής Î  επί μία σταθερά που ισούται με: ħ/mω. Οι πράξεις αυτές παρουσιάζονται στο 
πλαίσιο κειμένου της επόμενης σελίδας. 

[ Â- , Â+ ] = (ħ/mω) Î  

Κατά συνέπεια η τελική μορφή της Χαμιλτόνιας είναι: 

Ĥ = mω2 Â+ Â-  + (1/2) ħ ω    (32) 

[ Â-,Â+ ] = Â-Â+ - Â+Â-= 

= ½ [( Χ + 
ωm
i  Ρ ) ( Χ - 

ωm
i  Ρ ) - ( Χ - 

ωm
i  Ρ ) ( Χ + 

ωm
i  Ρ ) 

Άρα:    [ Â-,Â+ ] = ½ [ ΧΧ - 
ωm
i ΧΡ + 

ωm
i ΡΧ + (1/m2ω2)ΡΡ ] 

½ [ ΧΧ + 
ωm
i ΧΡ - 

ωm
i ΡΧ + (1/m2ω2)ΡΡ ] 

Άρα:     [ Â-,Â+ ] = ½ ( -2
ωm
i ΧΡ + 2

ωm
i ΡΧ ) 

[ Â-,Â+ ] = -
ωm
i (ΧΡ – ΡΧ) = -

ωm
i [Χ,Ρ] 

Άρα:     [ Â-,Â+ ] = (ħ/mω) Î  

Αν δράσουμε τώρα με αυτόν τον τελεστή πάνω στη θεμελιώδη κατάσταση Ψ0 τότε θα 
έχουμε: 

Ĥ Ψ0 = mω2 Â+ ( Â-Ψ0 ) + (1/2) ħω Ψ0 = (1/2) ħω Ψ0 

Το τελικό αποτέλεσμα οφείλεται στην σχέση (30) που όπως είπαμε πρέπει να ικανοποιεί η 
θεμελιώδης κατάσταση. Η τελική εξίσωση είναι: 

Ĥ Ψ0 = (1/2) ħω Ψ0     (33) 

Που ταυτίζεται με την εξίσωση ιδιοτιμών του προβλήματος μας αρκεί η ενέργεια της 
θεμελιώδους κατάστασης να είναι: 

Ε0 = (1/2) ħω      (34) 

Αφού γνωρίζουμε και το βήμα ΔΕ με το οποίο μεταβάλλονται οι ενεργειακές 
ιδιοτιμές καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η ενεργειακή ιδιοτιμή οποιασδήποτε 
κατάστασης θα δίνεται από την πολύ σημαντική σχέση:  

Εn = (n + 1/2) ħω με: n = 0, 1, 2, 3 …… (35) 

Συνεπώς με τις ιδιοτιμές τελειώσαμε αφού βρήκαμε τον γενικό τύπο (35). Ας 
ασχοληθούμε τώρα λίγο με τις ιδιοσυναρτήσεις. Όπως έχει προαναφερθεί πρέπει να ισχύει η 
σχέση (30): 

Â- Ψ0 = 0      (30) 

Κατά συνέπεια από τη σχέση (24) για τον τελεστή Â-: 

(1/ 2 ) [ Χ + (i/mω) Ρ ] Ψ0 = 0   (36) 
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Όπως έχει αναφερθεί για τους βασικούς τελεστές Χ και Ρ ισχύει: 

Χ →  x  και     Ρ  →  - i ħ∂ / ∂x  

Η σχέση (36) γίνεται:  (1/ 2 )  [ xΨ0 + ( ħ/mω ) ∂Ψ0/∂x ] = 0   (37) 

Με μια πρώτη ματιά στη διαφορική εξίσωση (37) διαπιστώνει κανείς πόσο εύκολα 
λύνεται καθώς είναι χωριζομένων μεταβλητών. Σε αντιδιαστολή με την μέθοδο που έχει ως 
τώρα αναπτυχθεί, αρκεί να αναλογιστούμε ότι για να βρούμε μία οποιαδήποτε από τις 
ενεργειακές ιδιοκαταστάσεις θα έπρεπε να λύσουμε την διαφορική εξίσωση: 

Ĥ Ψn = En Ψn  

- ( ħ2/2m ) ∂2Ψn /∂x2 + ( mω2/2 ) x2Ψn - EnΨn = 0  (38) 

Μια εξίσωση, η λύση της οποίας βασίζεται σε ορισμένες δύσκολες τεχνικές και ιδέες.  
Τώρα την παρακάμπτουμε και ασχολούμαστε με την επίλυση της (37). 

  - ( mω/ħ )  x dx = dΨ0/Ψ0       

Μετά την ολοκλήρωση της σχέσης αυτής έχουμε: 

Ψ0(x) = Κ exp[-(mω/2ħ) x2 ]    (39) 

Η σταθερά αναλογίας Κ είναι πραγματική και θα προσδιοριστεί από την απαίτηση η Ψ0(x) να 
είναι κανονικοποιημένη στην μονάδα. 

Για την κανονικοποίηση της συνάρτησης έχουμε: 

( ) ( )*
0 0x x dx 1

+∞

−∞
Ψ Ψ =∫     (40) 

2 2mK exp x dx 1
+∞

−∞

ω⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦
⌠
⎮
⌡ h

 

Μετά την επίλυση του ολοκληρώματος αυτού  προκύπτει 

Κ = 4 1
π  

Κατά συνέπεια:     Ψ0(x) = 4 1
π  exp[ - (mω/2ħ) x2 ]      (41) 

 

Από εδώ και στο εξής δρώντας συνεχώς με τον τελεστή δημιουργίας Â+ μπορούμε να 
πάρουμε τις ιδιοσυναρτήσεις μεγαλύτερης ενέργειας. Οι ιδιοσυναρτήσεις που θα προκύπτουν 
δεν θα είναι εν γένει κανονικοποιημένες στη μονάδα. Συνεπώς θα πρέπει κάθε φορά να τις 
κανονικοποιούμε. 

 Και αυτή η διαδικασία μπορεί να αποφευχθεί αν απαιτήσουμε ο Â+ (όπως και ο Â-) 
να μας πηγαίνουν απ’ ευθείας στις κανονικοποιημένες κυματοσυναρτήσεις. Περιμένουμε 
λοιπόν ξεκινώντας από την Ψ0, που αν τη δούμε ως διάνυσμα του  διανυσματικού χώρου των 
ιδιοσυναρτήσεων της Χαμιλτόνιας, έχει μέτρο μονάδα, να πάμε στο επόμενο διάνυσμα και 
να έχει και αυτό μέτρο μονάδα. 

 Υπό την έννοια αυτή, οι τελεστές Â+ και Â- θα διατηρούν τα μέτρα των διανυσμάτων 
πάνω στα οποία δρουν. Θα είναι δηλαδή μοναδιαίοι τελεστές. Ας επιχειρήσουμε τώρα να 
τους βρούμε. 
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Στη σχέση (3):    Â+ Ψn = cn Ψn+1      

θα ψάξουμε να βρούμε  ποια πρέπει να είναι η σταθερά cn ώστε ο  Â+ να είναι μοναδιαίος 
τελεστής. Ας πάρουμε τα μέτρα των δύο διανυσμάτων στο πρώτο και το δεύτερο μέλος 
λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι η Ψn+1 είναι κανονικοποιημένη, όπως απαιτήσαμε, και συνεπώς 
έχει μέτρο ίσο με ένα.  

║Â+ Ψn ║ = │cn│ 

│cn│ = [ ∫
+∞

∞− (Â+Ψn)* Â+Ψn dx ]1/2 

│cn│ = [ ∫
+∞

∞− Ψn* Â- Â+Ψn dx ]1/2 

Από τη σχέση (32) που δίνει τη Χαμιλτόνια έχουμε: 

Â- Â+ = ( 2Ĥ – ħω ) / 2mω2    (42) 

Η (42) σε συνδυασμό και με τη μεταθετική σχέση 

[ Â- , Â+ ] = (ħ/mω) î 

δίνει:    Â- Â+ = (ħ/2mω) î + (1/mω2) Ĥ   (43) 

Και αντικαθιστώντας στη σχέση για το │cn │ έχουμε: 

│cn│ = [ (ħ/2mω) + (Εn /mω2) ]1/2  = ( ħ/mω)1/2 (n+1)1/2  

Με τον ίδιο τρόπο εργαζόμαστε και για να βρούμε την έκφραση του τελεστή 
καταστροφής ως μοναδιαίου τελεστή. Αν τώρα στους τελεστές δημιουργίας και 
καταστροφής θέσουμε στην σταθερά α, ως προς την οποία ήταν απροσδιόριστοι, την τιμή α 
= 1/ 2 , όπως έχουμε ξανακάνει, και θεωρήσουμε την σταθερά cn πραγματική και θετική, η 
τελική και οριστική τους μορφή θα είναι: 

 

Â+ = (mω/2ħ)1/2 (1/ n 1+ )( Χ - (i/mω) Ρ )   (44) 

Â- = (mω/2ħ)1/2 (1/ n ) ( Χ + (i/mω) Ρ )        (45) 

Αυτό που αξίζει να παρατηρήσουμε στην οριστική μορφή των δύο τελεστών είναι ότι 
η μορφή κάθε τελεστή αλλάζει ανάλογα με την συνάρτηση Ψn πάνω στην οποία θα τον 
βάλουμε να δράσει. Δηλαδή τόσο ο τελεστής δημιουργίας όσο και ο τελεστής καταστροφής 
πρέπει να είναι συναρτήσεις του αριθμού n, προκειμένου σε κάθε δράση τους να 
συμπεριφέρονται ως μοναδιαίοι τελεστές.  

Αν θέλουμε την έκφραση των τελεστών αυτών ίδια για κάθε συνάρτηση Ψn, η δράση 
τους θα είναι πάλι ποιοτικά η ίδια, δεν θα μας δίνουν όμως κανονικοποιημένες στην μονάδα 
ιδιοσυναρτήσεις. Θα μας δίνουν μόνο τη μορφή των συναρτήσεων αυτών. 

Μέσω των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής μπορούμε να εκφράσουμε 
οποιοδήποτε μέγεθος του συγκεκριμένου προβλήματος και να απλουστεύσουμε το πρόβλημα 
που θέλουμε να λύσουμε. 

Πρέπει να παρατηρήσουμε όμως ότι στην εύκολη σχετικά εύρεση των εκφράσεων 
των δύο τελεστών και στον απλό τρόπο δράσης τους, σημαντικό ρόλο έπαιξε το γεγονός ότι 
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το βήμα ΔΕ με το οποίο μεταβάλλονται οι ενεργειακές ιδιοτιμές, ήταν σταθερό. Πολλοί από 
τους μαθηματικούς χειρισμούς που κάναμε δεν θα μπορούσαν να γίνουν αν δεν ίσχυε αυτό 
και σίγουρα δεν θα είχαμε φτάσει σε ένα τόσο προχωρημένο σημείο στην επίλυση του 
προβλήματος. 

Σαν κατακλείδα συμπεραίνουμε ότι λύνοντας μόνο αλγεβρικές εξισώσεις και μία 
απλή διαφορική εξίσωση είμαστε σε θέση να πούμε πως έχουμε λύσει το πρόβλημα. Έχουμε 
πλέον στην διάθεση μας τα εξής: 

• Τη σχέση που δίνει τις ενεργειακές ιδιοτιμές. 
Εn = (n+ ½) ħω 

• Έχουμε τη θεμελιώδη κατάσταση του προβλήματος κανονικοποιημένη στη μονάδα. 
Ψ0(x) = (1/π)1/4 exp[ - (mω/2ħ) x2 ] 

 

• Έχουμε τους τελεστές δημιουργίας Â+ και καταστροφής Â-, οπότε με διαδοχικές 
δράσεις αυτών μπορούμε να βρούμε την συνάρτηση που περιγράφει όποια 
κατάσταση θέλουμε και μάλιστα κανονικοποιημένη στη μονάδα. 

Â+ = (mω/2ħ)1/2 (1/ 1+n )( Χ - (i/mω) Ρ )  

Â- = (mω/2ħ)1/2 (1/ n ) ( Χ + (i/mω) Ρ )   

 

 

Πρόβλημα 2 

Μονοδιάστατο απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού 
 

Το πρόβλημα που θα εκθέσουμε τώρα είναι η προσπάθεια επίλυσης της εξίσωσης 
των ενεργειακών ιδιοτιμών ενός μονοδιάστατου απειρόβαθου πηγαδιού δυναμικού με την 
μέθοδο που αναπτύχθηκε. Η διαφορική εξίσωση που περιγράφει το πρόβλημα μας έχει τη 
μορφή: 

- ( ħ2/2m )∂2Ψn /∂x2 = EnΨn     (46) 

Το χαρακτηριστικό μέγεθος ενός απειρόβαθου πηγαδιού δυναμικού είναι το μήκος 
του L. Εδώ θα προσπαθήσουμε να εφαρμόσουμε την ίδια μέθοδο όπως και στον αρμονικό 
ταλαντωτή, για την εύρεση με κάποια συστηματική μέθοδο, των ιδιοσυναρτήσεων της 
Χαμιλτόνιας κυρίως. 

Η σημαντική διαφορά ανάμεσα στα δύο προβλήματα εντοπίζεται στο βήμα ΔΕn. Στον 
αρμονικό ταλαντωτή αυτό ήταν σταθερό. Εδώ όμως όπως είναι γνωστό και από την 
αναλυτική λύση της εξίσωσης (46) το βήμα μεταβάλλεται συναρτήσει του n. Μία πρώτη 
συνέπεια είναι ότι δεν θα μπορέσουμε, εδώ τουλάχιστον, να εκφράσουμε την Χαμιλτόνια 
συναρτήσει των τελεστών Â+ και Â- με τρόπο ώστε να μπορούμε να αναπτύξουμε ανάλογες 
τεχνικές όπως στο παράδειγμα του αρμονικού ταλαντωτή. 

Το πρόβλημα του μονοδιάστατου απειρόβαθου πηγαδιού δυναμικού έχει εύκολη 
αναλυτική λύση και κατά συνέπεια η μέθοδος που αναπτύχθηκε, αν εφαρμοστεί εδώ, 
μπορούμε να περιμένουμε ότι θα δυσκολέψει το πρόβλημα αντί να το κάνει πιο εύκολο. 
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Επίσης έχουμε σκοπό να χρησιμοποιήσουμε την αναλυτική λύση του προβλήματος. 
Η αξία των όσων θα αναπτυχθούν εδώ, έγκειται στο να δει κανείς δύο πράγματα κυρίως: 

• Πρώτον: Τα προβλήματα που αντιμετωπίζει η εφαρμογή της μεθόδου στην 
περίπτωση που το βήμα ΔΕ δεν είναι σταθερό. 

• Δεύτερον: Θα δούμε πιο στοιχείο της μεθόδου εφαρμόζεται και εδώ. 
Ξεκινώντας θα πρέπει να θυμίσουμε ότι η αρχική απόφαση για το τι μορφή θα έχουν  

οι τελεστές Â+ και Â- στον μονοδιάστατο αρμονικό ταλαντωτή, ήταν προϊόν διαίσθησης.  
Και αυτό ισχύει σε κάθε περίπτωση. Στον αρμονικό ταλαντωτή είχαμε θέσει :   

Â+ = α Χ + β Ρ 

Και είχαμε δει ότι ‘συμπτωματικά’ το είχαμε πετύχει. Εδώ έπειτα από αρκετές 
δοκιμές που επιχειρήθηκαν διαπιστώθηκε πως τουλάχιστον τόσο απλά όσο στον αρμονικό 
ταλαντωτή, δεν μπορεί να γίνει κάτι ανάλογο. 

Συνεπώς το μόνο που μπορεί να γίνει είναι να αντιμετωπίσουμε κατά πρόσωπο το 
πρόβλημα (σχ. 46): 

- ( ħ2 /2m ) ∂2Ψn /∂x2 = EnΨn      

Η εξίσωση αυτή απαντάται πολύ συχνά στην φυσική. Έπειτα από τη λύση της, την 
επιβολή των συνοριακών συνθηκών και την κανονικοποίηση της λύσης στη μονάδα έχουμε 
ότι: 

Ψn = (2/L)1/2 sin(nπx/L) n = 1, 2, 3,......  (47) 

Μια διαφορά με το προηγούμενο πρόβλημα που πρέπει να σημειωθεί εδώ είναι ότι η 
θεμελιώδης κατάσταση έχει n=1. Ας προσπαθήσουμε τώρα να βρούμε τη μορφή του τελεστή 
Â+ , όχι φυσικά από τη σχέση (9) [ Ĥ , Â+ ] = ΔΕn Â+ με την οποία τον «ορίσαμε» πριν. 
Πρέπει πάλι να ισχύει:  

 

Â+ Ψn = Ψn+1  

Ο τελεστής θα είναι μοναδιαίος όπως θα διαπιστώσουμε και κατά συνέπεια η 
μιγαδική εν γένει σταθερά cn  της σχέσης (3) θα είναι ίση με τη μονάδα. 

 Ας επεξεργαστούμε τώρα τον γενικό τύπο (47) που δίνει τις ιδιοσυναρτήσεις του 
προβλήματος μας. Για την κατάσταση n+1 έχουμε: 

Ψn+1 = (2/L)1/2 sin[(n+1)πx/L] 

Ψn+1 = (2/L)1/2 sin[(nπx/L) + (πx/L)] 

Αν εφαρμόσουμε στη σχέση αυτή την τριγωνομετρική ταυτότητα: 

sin(α+β) = sinαcosβ + cosαsinβ 

Καταλήγουμε: 

Ψn+1 = (2/L)1/2 [sin(nπx/L)cos(πx/L) + cos(nπx/L)sin(πx/L)]    (48) 

Από τη σχέση (47) που μας δίνει το Ψn έχουμε: 

dΨn /dx = (2/L)1/2  (nπ/L) cos(nπx/L) 

Η σχέση (48) γράφεται λοιπόν:  

Ψn+1 = cos(πx/L) Ψn + sin(πx/L)(L/nπ) dΨn /dx    (49) 
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Δηλαδή καταλήξαμε στην έκφραση του τελεστή Â+. Πιο συγκεκριμένα έχουμε: 

Â+ = cos(πx/L) + (L/nπ) sin(πx/L) d  /dx     (50) 

Δουλεύοντας με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε για τον τελεστή Â- την έκφραση: 

Â- = cos(πx/L) - (L/nπ) sin(πx/L) d  /dx     (51) 

Σε αυτή τη μορφή των τελεστών αντιλαμβανόμαστε πως δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολο 
να εκφράσουμε τους τελεστές αυτούς συναρτήσει των βασικών μεγεθών θέση και ορμή, 
αλλά ακόμα και αν το κάνουμε αυτό, η χρησιμότητα των δύο εκφράσεων που θα προκύψουν 
θα είναι πολύ περιορισμένη. Και αυτό γιατί στην συνέχεια δεν θα μπορέσουμε να 
εκφράσουμε με «ξεκάθαρο» συναρτησιακά τρόπο τα Χ και Ρ συναρτήσει των τελεστών Â+ 
και Â-.  

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι οι τελεστές αυτοί πράγματι διατηρούν τα μέτρα των 
διανυσμάτων πάνω στα οποία δρουν. Το γεγονός ότι είναι συναρτήσεις του κβαντικού 
αριθμού n δεν πρέπει να μας προβληματίζει καθώς και στο πρόβλημα του μονοδιάστατου 
αρμονικού ταλαντωτή το ίδιο συνέβη όταν απαιτήσαμε οι τελεστές μετατόπισης να είναι 
μοναδιαίοι. 

Τόσο στο πρόβλημα αυτό όσο και στο πρόβλημα του μονοδιάστατου αρμονικού 
ταλαντωτή, δεν υπάρχει άνω όριο στις ιδιοτιμές της ενέργειας. Υπάρχει όμως κάτω όριο και 
είναι η ενέργεια της θεμελιώδους κατάστασης Ψ1(x). Αν δράσουμε σε αυτήν με τον τελεστή 
καταβίβασης ας δούμε τι θα συμβεί: 

 Â-Ψ1 == (2/L)1/2 [cos(πx/L)sin(πx/L) - sin(πx/L)cos(πx/L)]   

Â-Ψ1 = 0      (52) 

Σε συμφωνία με όσα έχουμε πει για την περίπτωση αυτή. Αν δεν γνωρίζαμε τη μορφή 
της θεμελιώδους κατάστασης Ψ1 και θέλαμε να την βρούμε τότε μπορούσαμε να 
χρησιμοποιήσουμε τη σχέση (52) που πρέπει να ισχύει σε κάθε περίπτωση.  Θα είχαμε τότε: 

cos(πx/L) Ψ1 = (L/nπ) sin(πx/L) dΨ1 /dx 

Η εξίσωση αυτή είναι χωριζόμενων μεταβλητών και η ολοκλήρωση της είναι πολύ 
απλή. Το αποτέλεσμα είναι η έκφραση της θεμελιώδους κατάστασης Ψ1.   

Ψ1 = C sin(πx/L)   

Συνεπώς ο τελεστής καταβίβασης εξακολουθεί να έχει την ιδιότητα, όταν δρα στην 
θεμελιώδη κατάσταση δίνει μηδέν. Συνοψίζοντας, με τη μέθοδο που αναπτύξαμε πετύχαμε 
ένα πράγμα μόνο. 

• Να κατασκευάσουμε τους τελεστές Â+ και Â-. Οι τελεστές αυτοί είναι μοναδιαίοι και 
όπως είδαμε η γνώση της μορφής τους μπορεί να μας δώσει τις ιδιοσυναρτήσεις του 
προβλήματος. Από τη σχέση (52) παίρνουμε την θεμελιώδη κατάσταση και στη 
συνέχεια με διαδοχικές δράσεις του τελεστή αναβίβασης, όλες τις καταστάσεις 
μεγαλύτερης ενέργειας. 
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Πρόβλημα 3 

Πρόβλημα ιδιοτιμών τροχιακής στροφορμής 
 

Η μέθοδος που παρουσιάστηκε, είναι μία καθαρά μαθηματική μέθοδος, άσχετα αν 
στα δύο πρώτα παραδείγματα εφαρμογής της χρησιμοποιήθηκε αποκλειστικά για τη λύση 
της εξίσωσης ιδιοτιμών: 

Ĥ Ψ = E Ψ 

Κατά συνέπεια αντί να ψάχνουμε με τη μέθοδο αυτή, για τις ιδιοσυναρτήσεις και τις 
ιδιοτιμές της Χαμιλτόνιας, θα μπορούσαμε κάλλιστα να ψάχνουμε για τις ιδιοσυναρτήσεις 
και τις ιδιοτιμές κάποιου άλλου ερμιτιανού τελεστή της κβαντομηχανικής. Για παράδειγμα 
θα μπορούσαμε να θέσουμε το πρόβλημα ιδιοτιμών για τους βασικούς τελεστές της 
στροφορμής Î2 και Îz.  

Προκειμένου να αναδείξουμε τον μαθηματικό χαρακτήρα της μεθόδου στην επίλυση 
προβλημάτων, δεν θα ασχοληθούμε πλέον με τις σταθερές που εισάγει ένα πρόβλημα 
κβαντομηχανικής, όπως η σταθερά του Planck. Αυτό ισοδυναμεί, από φυσική άποψη, με το 
να εργαστούμε σε ένα σύστημα μονάδων, όπου όλες αυτές οι σταθερές είναι μονάδα.  

Επανερχόμενοι στο πρόβλημα της στροφορμής, οι δύο βασικές εξισώσεις ιδιοτιμών 
που έχουμε να λύσουμε είναι (με την προϋπόθεση που μόλις αναφέρθηκε): 

( )2 m mˆ Y 1 Y= = +L l ll l     (53)         

m m
z

ˆ Y mY= =L l l           (54) 

(Για τα l  και m, από την αναλυτική επίλυση του προβλήματος, ισχύει ότι είναι: ο l  
θετικός ακέραιος αριθμός ενώ για τον m ισχύει ότι είναι ακέραιος καθώς επίσης ότι:  

- l  ≤ m ≤ l . Αυτό αναφέρεται για μεγαλύτερη σαφήνεια καθώς δεν είναι μία εκ των 
πρωτέρων απαραίτητη γνώση για την εφαρμογή της μεθόδου. Οι συναρτήσεις mYl  που 
ψάχνουμε είναι οι σφαιρικές αρμονικές.) 

Πριν ξεκινήσουμε την ανάλυση καλό θα είναι να δώσουμε τις εκφράσεις των 
τελεστών της στροφορμής σε σφαιρικές συντεταγμένες.  

xL̂ = i [sinφ 
θ∂
∂

 + (
θ
φ

tan
cos

) 
ϕ∂
∂

]   (55) 

yL̂ = i [- cosφ θ∂
∂

 + ( θ
φ

tan
sin

) ϕ∂
∂

]         (56) 

zL̂  = - i 
ϕ∂
∂

         (57) 

2L̂ = - (
θsin

1
) 

θ∂
∂

sinθ
θ∂
∂

 - (
θ2sin

1
) 2

2

ϕ∂
∂

] (58) 

2 2 2 2
x y z

ˆ ˆ ˆ ˆL L L L= + + Î2 =      (59) 
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Από τις εκφράσεις των τελεστών αυτών προκύπτουν οι πολύ χρήσιμες μεταθετικές 
σχέσεις: 

[Lx,Ly] = iLz          (60)         

[Ly,Lz] = iLx          (61)          

[Lz,Lx] = i Ly          (62) 

[Lx,L2] = [Ly,L2] = [Lx,L2] = 0        (63) 

Παρατηρούμε ότι ο Lz μετατίθεται με τον L2 πράγμα που ήταν αναμενόμενο καθώς οι 
δύο αυτοί τελεστές έχουν κοινό ένα πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων, τις σφαιρικές 
αρμονικές Υ�

m. 
Αν παρατηρήσουμε τις εξισώσεις ιδιοτιμών για τον Lz και τον L2 θα διαπιστώσουμε 

ότι ο Lz έχει σταθερό βήμα μεταβολής ενώ ο L2 όχι. Το σταθερό αυτό βήμα είναι όπως 
έχουμε δει μία προϋπόθεση κλειδί για την καλή εφαρμογή της μεθόδου. Συνεπώς 
αποφασίζουμε να δουλέψουμε πάνω στον Lz και οι σχέσεις που αφορούν τον L2 μπαίνουν  
στο πρόβλημα ως περιορισμοί, καθώς όπως είπαμε οι δύο τελεστές δεν είναι ανεξάρτητοι 
μεταξύ τους. 

Θα ψάξουμε λοιπόν να βρούμε τους τελεστές μετατόπισης για τον τελεστή Lz από 
την σχέση που «ορίζει» τους τελεστές αυτούς που όπως έχουμε πει είναι: 

[ Lz , Â+ ] = ξ Â+     (64) 

και    [ Lz , Â- ] = - ξ Â-     (65) 

 Παρατηρούμε ότι το βήμα μεταβολής το ονομάσαμε με το γράμμα ξ καθώς το 
πρόβλημα μας δεν έχει σχέση πλέον με το μέγεθος της ενέργειας. Επίσης χρησιμοποιήσαμε 
το ίδιο βήμα και στις δύο σχέσεις, κάτι που το γνωρίζουμε εκ των πρωτέρων. 

 Αρκεί να ψάξουμε για τον τελεστή Â+. Ο Â- θα είναι ο συζυγής τελεστής αυτού όπως 
έχουμε δει. Τώρα σίγουρα ο Â+ θα είναι μία συνάρτηση των τελεστών της στροφορμής Lx, 
Ly, Lz, L2. Ας δοκιμάσουμε τον συνδυασμό: 

Â+ = β Lx+ α Ly 

 Στην πράξη επειδή ακόμα δεν ενδιαφερόμαστε η δράση του Â+ να δίνει 
κανονικοποιημένες συναρτήσεις ή κάτι ανάλογο, και επειδή έτσι όπως τον θέσαμε θα 
προκύψει με απροσδιοριστία μιας πολλαπλασιαστικής σταθεράς, όπως έχουμε δει στον 
αρμονικό ταλαντωτή, αρκεί να θέσουμε: 

       Â+ = Lx+ α y      (66) 

Προκύπτει:   [ Lz , Â+ ] = [ Lz , Lx ] + α [ Lz , Ly ] 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (62) και (61) έχουμε: 

[ Lz , Â+ ] = i Ly – α i Lx = ξ ( Lx + αLy ) 

Για να ισχύει η τελευταία εξίσωση πρέπει: 

i = αξ           (67) 
 - iα = ξ             (68) 

Διαιρώντας τα πρώτα μέλη των σχέσεων αυτών με τα δεύτερα προκύπτει ότι: 

ξ2 = 1  και κατά συνέπεια: ξ = ± 1 

Και επειδή το βήμα μεταβολής ξ είναι εξ’ ορισμού θετικό, έχουμε: 
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ξ = 1        (69) 

Όπως ακριβώς περιμέναμε καθώς το m είναι ακέραιος αριθμός. Δεδομένου τώρα ότι 
ο κβαντικός αριθμός m μπορεί να μεταβάλλεται από –λ έως +λ, το διάστημα μεταβολής του 
είναι 2λ και καθώς ξ = 1, πρέπει να καλυφθεί με μοναδιαία βήματα. Κατά συνέπεια το 2λ 
πρέπει να είναι θετικός ακέραιος. Άρα το λ πρέπει να είναι θετικός ημιακέραιος. Όπως 
ακριβώς περιμέναμε καθώς το m είναι ακέραιος αριθμός. 

 Αντικαθιστώντας το ξ στη σχέση (67) προκύπτει: 

α = i       (70) 

Άρα:        Â+ = Lx + i Ly      (71) 
Κατά συνέπεια αφού ο Â- είναι ο συζυγής αυτού έχουμε:  

Â- = Lx - i Ly      (72) 

Για τους τελεστές μετατόπισης Â+ και Â- ισχύουν όπως τους κατασκευάσαμε οι 
ακόλουθες σχέσεις: 

Â+ mYl  = c m 1Y +
l      (73) 

Â- mYl  = d m 1Y −
l      (74) 

Ας προσπαθήσουμε τώρα να υπολογίσουμε την σταθερά c ώστε οι σφαιρικές 
αρμονικές που προκύπτουν από τη δράση του Â+ να είναι κανονικοποιημένες. Παίρνοντας 
κατά τον γνωστό τρόπο τα μήκη των διανυσμάτων στα πρώτα και στα δεύτερα μέλη έχουμε: 

║ Â+ mYl  ║ = │c│ 

│c│ = [( Â+ mYl  , Â+ mYl  )]1/2 

│c│ = [( mYl  , Â- Â+ mYl  )]1/2 

Με την παρένθεση εννοούμε το εσωτερικό γινόμενο που έχουμε ορίσει στον χώρο 
των σφαιρικών αρμονικών που ορίζεται ως: 

2

0 0
..........d d

π π
θ ϕ∫ ∫  

Ας βρούμε τώρα ποιο είναι το γινόμενο τελεστών Â-Â+. 

 

Â- Â+ = ( Lx - i Ly )( Lx + i Ly ) = Lx
2 + Ly

2 + i ( Lx Ly -  Ly Lx ) 

Άρα:          Â- Â+ = L2 - Lz
2 + i [ Lx , Ly ] = L2 - Lz

2 - Lz 

Κατά συνέπεια:        Â- Â+ mYl  = [ l ( l  +1) – m(m+1)] mYl  

Άρα:   │c│ = [ l  ( l  +1) – m(m+1)]1/2    (75) 

Με ανάλογη διαδικασία προκύπτει ότι: 

│d│ = [ l  ( l  +1) – m(m-1)]1/2    (76) 

Καταλήγουμε λοιπόν στην τελική μορφή των τελεστών μετατόπισης Â+ και Â-: 

Â+ = (1/c) ( Lx + i Ly )        (77)          

Â- = (1/d) ( Lx - i Ly )          (78) 
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Έως τώρα βρήκαμε τις ιδιοτιμές του τελεστή Îz και το βήμα με το οποίο αυτές 
μεταβάλλονται. Τώρα μένει να κατασκευάσουμε τις ιδιοσυναρτήσεις, δηλαδή τις σφαιρικές 
αρμονικές. Οι ιδιοσυναρτήσεις αυτές αντιστοιχούν σε ιδιοτιμές που έχουν τόσο άνω, όσο και 
κάτω όριο. Συνεπώς θα εφαρμόσουμε τα ίδια πράγματα στο όριο όπως και στα προηγούμενα 
προβλήματα. Καθώς σε αυτά ασχοληθήκαμε με το κάτω όριο – δεν υπήρχε άνω όριο τότε – 
τώρα ας ασχοληθούμε με το άνω όριο. 

Μία παρατήρηση που πρέπει να γίνει εδώ είναι ότι όταν το m πάρει την ανώτερη του 
τιμή, δηλαδή m = l , τότε ο συντελεστής c μηδενίζεται και έχουμε πρόβλημα με τον τελεστή  
Â+. Για το λόγο αυτό, θα αφαιρέσουμε το 1/c, που ούτως ή άλλως είναι μία σταθερά 
αναλογίας, από τον τελεστή αναβίβασης Â+ οπότε το πρόβλημα μπορεί να εξαλείφεται, δεν 
θα πάρουμε όμως κανονικοποιημένες σφαιρικές αρμονικές. 

Έχουμε:   Â+ mYl
=�  = 0    (79) 

Από τις εκφράσεις (55) και (56) που δίνουν τα Îx και Îy προκύπτει για τον Â+ η 
έκφραση:  

Â+ = eiφ (
θ∂
∂  + 

φtan
i

ϕ∂
∂ )   (80) 

Τώρα δεδομένης της εκφράσεως (57) για τον τελεστή Îz έχουμε την εξίσωση 
ιδιοτιμών: 

 

Îz mY =l
l   =  i 

ϕ∂
∂ ( mY =l

l ) = m mY =l
l = l  mY =l

l      (καθώς m= l ) 

Η λύση της εξίσωσης αυτής μας δίνει το γνωστό και από την αναλυτική λυση του 
προβλήματος αποτέλεσμα, ότι η mY =l

l  θα έχει τη μορφή που ακολουθεί. Μόνο που μας το 
δίνει με πολύ απλό τρόπο όπως είδαμε. 

 mY =l
l  (θ,φ) = ( ) ie φΘ θ l

l         (81) 

Μετά από αυτά η εξίσωση (79) γίνεται: 

eiφ (
θ∂
∂

 + 
φtan

i
ϕ∂
∂

) ( ) ie φΘ θ l
l  = 0  (82) 

Η εξίσωση αυτή, μετά την αλλαγή μεταβλητής: y = sinθ λύνεται εύκολα με τελικό 
αποτέλεσμα: 

( ) sinΘ θ = θll  

Άρα καταλήγουμε στην μορφή των σφαιρικών αρμονικών: 
mY =l
l  (θ,φ) = Ν isin e φθl l     (83) 

Όπου Ν είναι η σταθερά κανονικοποίησης που δεν μπορέσαμε, για τον λόγο που 
εξηγήθηκε, με την μέθοδο μας να βρούμε. Η σταθερά αυτή όπως καταλαβαίνουμε βρίσκεται 
με γενικό τρόπο αφού γενικό τύπο βρήκαμε και για τις σφαιρικές αρμονικές για τις οποίες m 
= l : mY =l

l . Όμως καθώς επικεντρώνουμε στην μαθηματική μέθοδο που αναπτύχθηκε, για τη 
λύση του προβλήματος μας η σταθερά Ν δεν μας ενδιαφέρει. 
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Σε αυτό το σημείο είμαστε σε θέση να πούμε ότι ολοκληρώσαμε τη λύση του 
προβλήματος μας, καθώς: 

• Βρήκαμε τις ιδιοτιμές του προβλήματος. 

• Βρήκαμε τις ιδιοσυναρτήσεις mY =l
l  οι οποίες δίνονται από τον γενικό τύπο (83) 

• Διαθέτουμε τον τελεστή Â- από τη σχέση (78) με τον οποίο μπορούμε να βρούμε 
όλες τις άλλες σφαιρικές αρμονικές και μάλιστα κανονικοποιημένες εφ’ όσον 
κανονικοποιήσουμε τις mY =l

l . 

Πρόβλημα 4 

Εύρεση των τελεστών του spin 
 

Στη λύση του προβλήματος ιδιοτιμών της τροχιακής στροφορμής, η αξία της 
μεθόδου, έγκειται κυρίως στην απλούστευση των υπολογισμών και στην ανάδειξη της 
δυνατότητας ύπαρξης ημιακέραιων τιμών για αυτήν. Στην εύρεση όμως των κατάλληλων 
τελεστών για το spin η αξία της μεθόδου είναι καταλυτική, όπως θα φανεί στις παραγράφους 
που ακολουθούν. 

Κατ’ αρχάς ας πούμε λίγα λόγια για την ιδιότητα που αποδίδουμε στα σωμάτια του 
«μικρόκοσμου» και ονομάζεται spin. Το spin είναι ένα καθαρά κβαντομηχανικό φαινόμενο 
και ως τέτοιο η κατανόηση του, είναι πέρα από κάθε κλασσική αντίληψη του κόσμου. 

Αυτό συμβαίνει γιατί είναι στροφορμή, που διαθέτει το κάθε σωμάτιο, η οποία όμως 
δεν συνδέεται με κανενός είδους χωρική κίνηση. 

Κατά συνέπεια για την περιγραφή του θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε μόνο τα 
χαρακτηριστικά της στροφορμής που μας επιβλήθηκαν από την κβαντομηχανική της 
ανάλυση. 

Η κύρια συνέπεια της σκέψης αυτής είναι ότι οι τελεστές του spin θα πρέπει να 
υπακούουν στις ίδιες μεταθετικές σχέσεις με τους αντίστοιχους της τροχιακής στροφορμής, 
δηλαδή στις σχέσεις (60), (61), (62) και (63). 

 

Άρα:     [ŝx , ŝy] = iŝz         (84)     

[ŝy , ŝz] = iŝx         (85)      [ŝz 
, ŝx] = iŝy          (86) 

[ŝx , ŝ2] = [ŝy , ŝ2] = [ŝz , ŝ2] = 0          (87) 

Επίσης:    ŝ2 = ŝx
2 + ŝy

2 + ŝz
2     (88) 

 

Για τους κβαντικούς αριθμούς που περιγράφουν το spin θα ισχύει σε αναλογία με την 
τροχιακή στροφορμή: 

�    =>    s 

m   =>   μ 

Σε αναλογία με την  -� ≤ m ≤ � ισχύει: -s ≤ μ ≤ s 

Υ�
m  => Χμ

s  ( κυματοσυνάρτηση spin ) 
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Θυμόμαστε τώρα ότι κατά την ανάλυση της μεθόδου για την τροχιακή στροφορμή, 
για την εύρεση των εκφράσεων των τελεστών μετατόπισης Â+ και Â-, χρησιμοποιήσαμε 
μόνο τις μεταθετικές αυτές σχέσεις. Αφού εδώ οι σχέσεις αυτές μεταφέρθηκαν αυτούσιες, οι 
ανάλογοι τελεστές  Â+ και Â- για το spin, θα έχουν την ίδια μορφή. 

Άρα:           Â+ = (ŝx + iŝy)         (89)         

Â- = (ŝx - iŝy)         (90) 

Ας περιοριστούμε τώρα στο πρόβλημα ενός σωματίου με κβαντικό αριθμό spin s = 
½. Κατά συνέπεια οι δυνατές τιμές της προβολής μ σε έναν άξονα θα είναι μ =+1/2 ή μ=-1/2. 
Άρα υπάρχουν δύο διαφορετικές ιδιοσυναρτήσεις για τον τελεστή ŝz σε αναλογία με τις 
ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή Îz. Αυτές όπως και στην περίπτωση της τροχιακής στροφορμής 
θα έχουν την ακόλουθη μορφή: 

    Χ 2/1
2/1
    και   Χ− 2/1

2/1
 

Το πρόβλημα ιδιοτιμών που πρέπει να λύσουμε είναι σε αναλογία με την περίπτωση 
της τροχιακής στροφορμής το ακόλουθο: 

ŝ2 Χμ

2/1 = s(s+1) Χμ

2/1    

ŝz Χμ

2/1  = μ Χμ

2/1  

Στο πρόβλημα μας παρατηρούμε ότι ο χώρος των καταστάσεων του spin είναι δύο 
διαστάσεων καθώς όπως είδαμε υπάρχουν δύο διαφορετικές ιδιοσυναρτήσεις spin. Σε 
αναπαράσταση μητρών μπορούμε να γράψουμε: 

 

Χ 2/1
2/1  = 

1
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   Χ− 2/1
2/1 = 

0
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Είναι προφανές ότι οι δύο αυτές μήτρες αποτελούν μία βάση στον διδιάστατο χώρο 
των συναρτήσεων του spin. Μάλιστα αυτή είναι και ορθοκανονική διότι αφ’ ενός τα δύο 
βασικά διανύσματα είναι μοναδιαία, αφ’ ετέρου το εσωτερικό τους γινόμενο είναι μηδέν. 
Ακολουθεί η απόδειξη των δύο ισχυρισμών. 

α) (Χ 2/1
2/1
)* Χ 2/1

2/1
 = ( 01 ) 

1
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1     (Χ− 2/1
2/1

)* Χ− 2/1
2/1  = ( 10 ) 

0
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 

β) (Χ− 2/1
2/1 )*Χ 2/1

2/1
 = ( 10 )

1
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 0 

(Με * εννοούμε την συζυγή μήτρα )   

Δηλαδή χρησιμοποιήσαμε σαν βάση του χώρου των κυματοσυναρτήσεων του spin τις 
ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή ŝz. Ας προσπαθήσουμε τώρα να βρούμε την έκφραση του 
τελεστή αναβίβασης Â+ υπό μορφή μήτρας. Αυτός ως τελεστής που δρα πάνω σε διανύσματα 
ενός διδιάστατου χώρου θα έχει τη μορφή μήτρας 2x2. Υποθέτουμε πως η μορφή του είναι: 

Â+ = 
α β⎛ ⎞
⎜ ⎟γ δ⎝ ⎠

 

Αν δράσουμε με τον τελεστή αυτόν πάνω στα δύο βασικά διανύσματα θα έχουμε: 
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α)             Â+Χ− 2/1
2/1

 = Χ 2/1
2/1                β)    Â+Χ 2/1

2/1  = 0 

Το σύστημα των δύο εξισώσεων γράφεται: 

α)    
α β⎛ ⎞
⎜ ⎟γ δ⎝ ⎠

0
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
1
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    β)    
α β⎛ ⎞
⎜ ⎟γ δ⎝ ⎠

1
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
0
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Από την α) προκύπτει: β=1, δ=0 ενώ από την β) προκύπτει: α=0 και β=0. 

Η τελική μορφή για τον τελεστή αναβίβασης είναι:    

Â+ = 
0 1
0 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

         (91) 

Με ανάλογο τρόπο προκύπτει η μορφή του τελεστή καταβίβασης Â-:  

Â- = 
0 0
1 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

         (92) 

Θα λύσουμε τώρα κατά των τακτική που έχουμε ακολουθήσει ξανά τις σχέσεις (89) 
και (90) ως προς τους τελεστές  ŝx και ŝy. Πολύ απλά προκύπτει ότι  

ŝx = ( Â+ + Â- )/2    και  ŝy = ( Â+ - Â- )/2i  

Αντικαθιστώντας τους τελεστές μετατόπισης με τις μήτρες που τους αναπαριστούν, 
δηλαδή με τις σχέσεις: (91) και (92) και κάνοντας τις προσθέσεις μεταξύ των μητρών 
καταλήγουμε στις εξής εκφράσεις για τους δύο τελεστές: 

ŝx = 
2
1  

0 1
1 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (93)  

ŝy = 
2
1  

0 i
i 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (94) 

Όσο για τον τελεστή ŝz γνωρίζουμε ότι τα δύο βασικά διανύσματα είναι 
ιδιοσυναρτήσεις αυτού με ιδιοτιμές ½ και –½ αντίστοιχα. Συνεπώς ο πίνακας που τον 
αναπαριστά είναι διαγώνιος με στοιχεία τις δύο ιδιοτιμές. 

Άρα:   ŝz = 
2
1  

1 0
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

          (95) 

Στο σημείο αυτό είμαστε σε θέση να πούμε ότι εκπληρώσαμε τον στόχο μας που ήταν 
η εύρεση των τελεστών του spin. Έχουμε καταφέρει να βρούμε μία αναπαράσταση αυτών, 
με τις σχέσεις (93), (94), (95), ως προς την βάση που αποτελείται από τα ιδιοδιανύσματα του 
ενός από αυτούς δηλαδή του τελεστή ŝz. Οι εκφράσεις των τελεστών αυτών μπορούν να 
απλουστευθούν με την εισαγωγή των λεγόμενων μητρών του Pauli σx, σy και σz.    

σx = 
0 1
1 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (96)         

σy = 
0 i
i 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (97)         
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σz = 
1 0
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

          (98) 

Οι μήτρες του spin ( τελεστές του spin ) συνδέονται με τις μήτρες του Pauli με τις 
σχέσεις: 

ŝx = 
2
1 σx                ŝy = 

2
1 σy              ŝz = 

2
1 σz 

Στον μονοδιάστατο αρμονικό ταλαντωτή, στην τροχιακή στροφορμή, καθώς και στο 
πρόβλημα των τελεστών του spin, παρατηρήσαμε όλα τα πλεονεκτήματα της μεθόδου που 
στηρίζεται στην εύρεση των τελεστών μετατόπισης Â+ και Â-. Κοινό και καταλυτικό για την 
εφαρμογή της μεθόδου χαρακτηριστικό των προβλημάτων αυτών ήταν το σταθερό βήμα 
μεταβολής. Η μέθοδος στοχεύει τόσο στην απλούστευση των υπολογισμών, όσο και στην 
διαφορετική θεώρηση ενός προβλήματος, που μας οδηγεί σε καινούρια πολύ σημαντικά 
συμπεράσματα.  

Στο πρόβλημα του μονοδιάστατου απειρόβαθου πηγαδιού δυναμικού, όπου η βασική 
προϋπόθεση του σταθερού βήματος δεν πληρείται, παρατηρήσαμε ότι μπορέσαμε να βρούμε 
εκφράσεις για τους τελεστές μετατόπισης, αλλά η χρήση τους στην απλοποίηση του 
προβλήματος ήταν πολύ περιορισμένη.  

Καταλήγουμε ότι η μέθοδος που στηρίζεται στην εύρεση των τελεστών μετατόπισης 
είναι ένας ενδιαφέρων διαφορετικός τρόπος αντιμετώπισης των προβλημάτων, που σε 
ορισμένες περιπτώσεις μπορεί να οδηγήσει σε πολύ χρήσιμα συμπεράσματα.     
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ 

 

Μελέτη της αναπαράστασης των τελεστών της τροχιακής στροφορμής και του 
spin υπό μορφή πίνακα.44 
1.1 Γενικά 

Θεωρούμε ένα διανυσματικό χώρο στον οποίο έχουμε ορίσει ένα  εσωτερικό 
γινόμενο και είναι πλήρης  ως προς τη norm. Ένας τέτοιος χώρος ονομάζεται χώρος Hilbert 
και στην περίπτωση της κβαντομηχανικής είναι ο χώρος των κυματοσυναρτήσεων  οι οποίες 
είναι λύσεις της εξίσωσης του Schrödinger.  

Όλα τα μεγέθη της κλασικής φυσικής, στην κβαντομηχανική τα έχουμε αντιστοιχίσει 
σε ερμιτιανούς τελεστές, των οποίων οι ιδιοσυναρτήσεις  (Ψ1,Ψ2,…,Ψν,…,ΨΝ)  αποτελούν  
ένα πλήρες σύνολο ορθοκανονικοποιημένων  συναρτήσεων, και  άρα μια 
ορθοκανονικοποιημένη βάση του χώρου αυτού. Έτσι οποιαδήποτε άλλη κυματοσυνάρτηση  
Ψ  μπορεί να  γραφεί σα γραμμικός συνδυασμός των  Ψν ,     

∑
Ν

=

Ψ=Ψ
1ν

ννα      

ή με τη βοήθεια του συμβολισμού του Dirac 

∑
Ν

=

Ψ=Ψ
1ν

ννα     (1.1)  

 Στη  συνέχεια θα προσπαθήσουμε να αναπαραστήσουμε ένα τυχαίο τελεστή  Τ  υπό  
τη μορφή πίνακα ως προς τη βάση  (Ψ1,Ψ2,…,Ψν,…,ΨΝ) . 

Αν πολλαπλασιάσουμε τη σχέση  (1.1)  με την  mΨ  και  δεδομένου ότι νν δ mm =ΨΨ  θα 
έχουμε:  

⇒==ΨΨ=ΨΨ ∑∑
Ν

=

Ν

=
mmmm αδαα ν

ν
νν

ν
ν

11

  ⇒ΨΨ= mmα  

∑
Ν

=

ΨΨΨ=Ψ
1ν

νν  

 Έστω ένας γραμμικός τελεστής  Τ  που δρα στο χώρο των κυματοσυναρτήσεων  έτσι  
ώστε:  

ΨΤ=Ψ΄  

Η  Ψ΄ είναι μια κυματοσυνάρτηση   άρα μπορεί να γραφεί σα γραμμικός  συνδυασμός των  
Ψν 

∑
Ν

=

Ψ=Ψ
1ν

ννβ΄  

                                                 
44 Το περιεχόμενο του Παραρτήματος Δ εγράφη από τον φοιτητή του Τμήματος Φυσικής Νινιό Κων/νο Α.Μ. 

3251 στα πλαίσια του μαθήματος «Μαθηματική Θεμελίωση της Κβαντομηχανικής¨. 
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και όπως είδαμε  πριν   ∑
Ν

=

Ψ=Ψ
1ν

ννα . Άρα  οι συντελεστές αναπτύξεως  των  ΄Ψ  και  

Ψ  είναι οι  βν και αν  αντίστοιχα. Έτσι οι  ΄Ψ  και  Ψ  μπορούν να γραφούν στη μορφή: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Ψ

Να

α
α

M
2

1

     και      

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Ψ

Νβ

β
β

M
2

1

΄  

Ο τελεστής    Τ    μπορεί  να  γραφεί  υπό  τη  μορφή  ενός  πίνακα  NN ×   έτσι ώστε να 
ισχύει η σχέση  ΨΤ=Ψ΄  μεταξύ των  διανυσμάτων  ΄Ψ  και  Ψ  τα οποία είναι 
διάστασης  1×N . Άρα: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΤΤΤ

ΤΤΤ
ΤΤΤ

=Τ

ΝΝΝΝ

Ν

Ν

L

MLMM

L

L

21

22221

11211

         

όμως             ⇒ΨΨ=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ΨΤΨ=ΨΤΨ=ΨΨ= ∑∑ i

i
ii

i
i Taa΄ νννννβ  

i
i

i Ta ΨΨ=∑ ννβ       (1.2) 

Αφού  όμως  ΨΤ=Ψ΄   θα  έχουμε:  

⇒

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΤΤΤ

ΤΤΤ
ΤΤΤ

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΝΝΝΝΝ

Ν

Ν

Ν α

α
α

β

β
β

M

L

MLMM

L

L

M
2

1

21

22221

11211

2

1

 

⇒ΨΨ== ∑∑ i
i

ii
i

i TaTa νννβ
)2.1(

 

    ii TT ΨΨ= νν                      (1.3) 

 

όπου  το Τνi είναι το στοιχείο του πίνακα  Τ  που βρίσκεται στη στην ν  γραμμή  και  στην   i  
στήλη. 

 

1.2 Τροχιακή στροφορμή 

Όπως είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο ένα τελεστή  Τ  μπορούμε να τον 
αναπαραστήσουμε  υπό  τη  μορφή  πίνακα  ως  προς  τη  βάση  (Ψ1,Ψ2,…,ΨΝ). Τα στοιχεία 
αυτού του πίνακα  θα δίνονται από τη σχέση   (1.3), όπου τα Ψν  και  Ψi  είναι διανύσματα 
της βάσης. 
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 Θα προσπαθήσουμε τώρα να αναπαραστήσουμε τους τελεστές της τροχιακής 
στροφορμής   (L2, Lx, Ly, Lz)  υπό τη μορφή πίνακα, με βάση τις σφαιρικές αρμονικές   

( )φθ ,, m
lYml = , οι οποίες είναι ιδιοσυναρτήσεις  του L2 και του  Lz  

( ) mlllmlL ,1, 22 += h                                    

και             mlmmlLz ,, h=  

Επειδή όμως δε γνωρίζουμε τη δράση των  Lx και Ly πάνω στις σφαιρικές αρμονικές  
ορίζουμε τους τελεστές   

yx iLLL +=+  

και                             yx iLLL −=−  

ώστε       ( )−+ += LLLx 2
1    

και      ( )−+ −= LL
i

Ly 2
1 .  

Από τον ορισμό των  +L  και −L  έχουμε  πως : 

i)  [ ] ±± = LLL z mh,   γιατί 

 [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ±± =+=−=±=±= LiLLLLiLLiLLLiLLLL yxxyzyzxzyxz mhmhhmh,,,,  

 ii) [ ] 0,2 =±LL  γιατί [ ] 0,2 =iLL  όπου  i=x,y,z   και  

 iii) ( ) mLL =+
±  

Θα προσπαθήσουμε  τώρα να  βρούμε τη δράση των  ±L  πάνω στις σφαιρικές  
αρμονικές. Έχουμε  

( ) [ ]( ) ( )mlLLmlLLLLmlLL ,,,, 2222
±±±± =+=  ,  γιατί  [ ] 0,2 =±LL  

Άρα τελικά  ( ) ( )( )mlLllmlLL ,1, 22
±± += h , επομένως  αν  θέσω  mlL ,±=Ψ  τότε  

( ) Ψ+=Ψ 122 llL h  δηλαδή η κατάσταση  mlL ,±  είναι ιδιοκατάσταση του  2L . 

Επίσης        ( ) [ ]( ) ( ) mlLmlLLmlLLLLmlLL zzzz ,,,,, ±±±±± ±=+= h        γιατί           
[ ] [ ] ⇒±=⇒= ±±±± LLLLLL zz hmh ,,  

( ) ( ) ( )( )mlLmmlLmlLmmlLLz ,1,,, ±±±± ±=±= hhh  

Άρα  η  κατάσταση  mlL ,±  είναι ιδιοκατάσταση  του zL  με ιδιοτιμή  )1( ±mh . 

Επομένως η mlL ,±  θα  πρέπει  να είναι της  μορφής  ( ) 1,,, ±= ±± mlmlCmlL . 

Έτσι ( ) ( )( ) ( ) ( ) ⇒±=⇒±=±= ∗
±

∗
±

+
±

+
± 1,,,1,,1,,, mlmlCLmlmlmlCmlmlCmlL m  

( ) 1,1,,,, 2 ±±= ±± mlmlmlCmlLLml m           (1.4) 
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Όμως  ( )( ) [ ] zzyxyxyxyx LLLLLiLLiLLiLLLL h+−=−+=−+=−+
2222 ,  ομοίως βρίσκω    

πως     zz LLLLL h−−=+−
22      και  έτσι  η  σχέση    (1.4)    θα  γίνει:  

( ) ( ) ⇒=±±= ±±±
22 ,1,1,,,, mlCmlmlmlCmlLLml m  

( ) ( ) =−== ±± mlLLLmlmlLLmlmlC zz ,,,,, 222
hmm  

=−= mlLmlmlLmlmlLml zz ,,,,,, 22 hm  

( )( ) ( ) ( )( )⇒±−+=−+= 111 222 mmllmmll hmh  

( ) 0)1)((, 22 ≥+±=± mlmlmlC mh    γιατί   lml ≤≤−  

Άρα η δράση των  +L  και −L  πάνω στις σφαιρικές αρμονικές  είναι η εξής  

1,)1)((, ±+±=± mlmlmlmlL mh           (1.5) 

 Τώρα μπορούμε χρησιμοποιώντας τη σχέση  (1.3) να βρούμε τους πίνακες που 
αντιστοιχούν στους τελεστές   yxz LLLL ,,,2 . Οι σχέσεις που θα μας δίνουν τα στοιχεία των 
πινάκων αυτών θα είναι αντίστοιχα: 

( ) ',, 2
'

2 mlLmlL mm =        (πίνακας ( ) ( )1212 +×+ ll ) 

( ) ',,' mlLmlL zmmz =         

και  τέλος  ( ) ',,' mlLmlL mm ±± =  

Άρα θα έχουμε   ( ) ( ) '
2

'
2 1 mmmm llL δ+= h  , ( ) '' mmmmz mL δh=   

και    ( ) '' )1')('( mmmm mlmlL δ+±=± mh    

Αυτή η αναπαράσταση θα  γίνει για σταθερή τιμή του  l  , ώστε το μέτρο της στοφορμης να 
μην αλλάζει. 

Όταν  1=l    θα  έχουμε:  

( ) '
2

'
2 2 mmmmL δh=   

    ( ) '' mmmmz mL δh=  

( ) '' )'2)('1( mmmm mmL δ±=± mh      με   1,0,1 −+=m  και  1,0,1' −+=m  

Έτσι       
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

2 22 hL  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

100
000
001

hzL  
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⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+

000
200

020
hL  

και     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−

020
002
000

hL  

Άρα αφού ( )−+ += LLLx 2
1   και  ( )−+ −= LL

i
Ly 2

1  θα έχουμε πως  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
101
010

2
h

xL  

και     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

010
101

010

2
hiLy  

1.3 Ιδιοστοφορμή (spin) 

Γύρω στα  1922 οι Stern και Gerlach πραγματοποίησαν πειράματα  μέτρησης της 
μαγνητικής ροπής διαφόρων ατόμων. Η πειραματική διάταξη αποτελείται από ένα 
ανομοιογενές  μαγνητικό πεδίο μέσα από το οποίο διέρχεται η δέσμη των ατόμων που 
μελετάμε (σχ. 1). Στην περίπτωση του ατόμου του υδρογόνου στη θεμελιώδη του κατάσταση 
ο κβαντικός αριθμός της τροχιακής στροφορμής είναι μηδέν ( )0=l , άρα και η μαγνητική 
του ροπή θα είναι μηδέν. Έτσι κατά τη διέλευση της δέσμης των ατόμων του υδρογόνου από 
το ανομοιογενές  μαγνητικό πεδίο, αυτή θα έπρεπε να παραμένει ενιαία αφού δεν θα 
αλληλεπιδρά με το πεδίο. Αντίθετα από το πείραμα βρέθηκε πως η δέσμη χωρίζεται σε δύο. 

 

                  

 

 

 

 

 

 

                                

     Σχήμα  1 

  

 

Για να εξηγηθεί το γεγονός αυτό έγινε η υπόθεση πως υπάρχει μια επιπλέον στροφορμή, το 
spin, το οποίο δημιουργεί μια νέα μαγνητική ροπή. Με βάση τη συμπεριφορά του spin στο 
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μαγνητικό πεδίο και για να ερμηνευθούν τα πειραματικά αποτελέσματα, δεχτήκαμε πως 
αυτό το είδος στροφορμής για τα ηλεκτρόνια  έχει ημιακέραιη τιμή του κβαντικού αριθμού 

l  (που από εδώ και πέρα θα συμβολίζεται με  s  για το spin), και μάλιστα 
2
1

=s , ώστε να 

έχουμε   21
2
1212 =+×=+s  διαφορετικές καταστάσεις και έτσι η δέσμη των ατόμων του 

υδρογόνου (στη θεμελιώδη τους κατάσταση) να χωρίζεται στα δύο. 

 Η ιδιοστροφορμή, σε αντίθεση με την τροχιακή στροφορμή, είναι ένας καθαρά 
εσωτερικός βαθμός ελευθερίας του ηλεκτρονίου και δεν έχει να κάνει με κανενός είδους 
περιφορά ή περιστροφή. Αυτό μπορούμε να το καταλάβουμε γιατί αν αναπαραστήσουμε του 
τελεστές του spin ( )zyx SSSS ,,,2  με τη βοήθεια των χωρικών συντεταγμένων ( )φθ ,,r , 
αντίστοιχα με τους τελεστές της τροχιακής στροφορμής, οδηγούμαστε σε άτοπο. 

Όπως γνωρίζουμε για την τροχιακή στροφορμή  ισχύει  ∇×−=×=
rr

h
vrr

riprL . Αν 
εκφράσουμε τα  rr  και ∇

r
 με τη βοήθεια των σφαιρικών συντεταγμένων ( )φθ ,,r , και 

εξισώσουμε τα δύο μέλη της προηγούμενης εξίσωσης θα βρούμε ότι 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
φθ

φ
θ

φ
tan
cossinhiLx  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
φθ

φ
θ

φ
tan
sincoshiLy  

φ∂
∂

−= hiLz  

και αφού yx iLLL −=−  θα έχουμε  ότι 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= −
− φ

θ
θ

φ cotieL ih  

Επομένως για την ιδιοστροφορμή θα έχουμε αντίστοιχα πως   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
φθ

φ
θ

φ
tan
cossinhiS x  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
φθ

φ
θ

φ
tan
sincoshiS y  

φ∂
∂

−= hiS z  

και     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= −
− φ

θ
θ

φ cotieS ih   

Επίσης οι ιδιοκαταστάσεις των  zSS ,2  θα είναι οι σφαιρικές αρμονικές για 
2
1

=l  και 

2
1

±=m  δηλαδή οι    
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22
1

2
1 sin

φ

θ

i
eaY
−−

=     

και        22
1

2
1 sin

φ

θβ
i

eY
−

= ,  

όπου οι  α  και  β σταθερές   νορμαλισμού.  

Όπως   είδαμε    για   την   −L  ισχύει   πως   
1)1)(( −

− +−+= m
l

m
l YmlmlYL h   

έτσι για την  −S  θα  πρέπει  να ισχύει  πως    

2
1

2
1

2
1

2
1

−
− = YYS h   γιατί 

2
1

=l  και 
2
1

=m .  

Αντίθετα  όμως έχουμε  

22
1

2
1 sincot

φ
φ θβ

φ
θ

θ

ii eieYS
−

−
− ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= h 22
1

2
1

2

sinsin
cos φφ

θφ
θσταθερ

ii
eaYeά
−−−

=≠=  

Άρα αν χρησιμοποιήσουμε την αναπαράσταση σε χωρικές συντεταγμένες για τους τελεστές 
του spin οδηγούμαστε σε λάθος συμπεράσματα. Έτσι καταλαβαίνουμε πως το spin είναι μια 
στροφορμή  καθαρά κβαντική και δεν έχει κανένα αντίστοιχο μέγεθος στην κλασική φυσική. 

 Θα προσπαθήσουμε τώρα να αναπαραστήσουμε τους τελεστές του spin υπό μορφή 
πίνακα. 

Για την  ιδιοστροφορμή (spin) έχουμε  πως  
2
1

== sl   και   
2
1

±=sm . Έτσι οι δυνατές 

καταστάσεις του spin θα είναι δύο,  η   
2
1,

2
1   και  η  

2
1,

2
1
− . Αν θεωρήσουμε τις δύο 

αυτές καταστάσεις  σα βάση ενός διανυσματικού χώρου δύο διαστάσεων, ο οποίος 

ονομάζεται χώρος των spinor, και συμβολίσουμε  την   
2
1,

2
1   με  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

  και  την  
2
1,

2
1
−   

με  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
0

, τότε κάθε άλλο διάνυσμα του χώρου αυτού (το οποίο ονομάζεται spinor), θα 

γράφεται σα γραμμικός συνδυασμός αυτών των δύο  δηλαδή  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
0

0
1

ba
b
a

 

Τα διανύσματα της βάσης είναι ορθοκανονικοποιημένα    

1
2
1,

2
1

2
1,

2
1

=±±     και      0
2
1,

2
1

2
1,

2
1

=± m . 

Για τους τελεστές του spin, αντίστοιχα με αυτούς της τροχιακής στροφορμής , έχουμε πως   

2
1,

2
1

4
3

2
1,

2
1 22 ±=± hS  
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2
1,

2
1

2
1

2
1,

2
1

±±=± hzS  

και    
2
1,

2
1

2
1,

2
1

±=± hmS   και  0
2
1,

2
1

=±±S  

όπου για την τελευταία σχέση χρησιμοποιήσαμε  το ότι  

1,)1)((, ±+±=± mlmlmlmlL mh    με  
2
1

== sl   και   
2
1

±=sm .  

Για να βρούμε τα στοιχεία των πινάκων που αναπαριστούν τους τελεστές  χρησιμοποιούμε 
τον τύπο (1.3). Έτσι  τα στοιχεία κάθε πίνακα θα είναι αντίστοιχα : 

⇒
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2
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4
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2 h
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4
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⎟
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
1

2
1,

2
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2
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=
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⎟
⎟
⎟
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⎜
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Έτσι 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=+

2
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2
1

2
1,

2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
1

hS  και 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎜

⎝

⎛

−−−

−
=−

0
2
1,

2
1

2
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2
1

2
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2
1

0
2
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2
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2
1,

2
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2
1,

2
1

hS .  

Άρα  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ 00

10
hS     και   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=− 01

00
hS . 

Δεδομένου ότι  ( )−+ += LLLx 2
1   και  ( )−+ −= LL

i
Ly 2

1  θα έχουμε : 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

2
1
hxS   και  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
0

2
1

i
i

S y h . 

Άρα      οσ
22

4
3
h=S  ,  12

1 σh=xS  ,  22
1 σh=yS   και  32

1 σh=zS  ,   

όπου οι πίνακες  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

οσ  ,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

1σ  ,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
0

2 i
i

σ   και  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
3σ   

είναι οι  πίνακες του Pauli. 

 Τέλος παρατηρούμε πως το σύνολο  { }321 ,,,. σσσσο=Σ   αποτελεί ομάδα, με πράξη 
εσωτερικής συνθέσεως τον πολλαπλασιασμό των πινάκων. Επειδή αυτό το σύνολο είναι 
πεπερασμένο θα πρέπει να δείξουμε τις ιδιότητες της ομάδας για κάθε διαφορετικό 
συνδυασμό των στοιχείων του ξεχωριστά. 

 α)  Προσεταιριστική ιδιότητα 

  ( ) ( ) ( )[ ]γβαγβαγβα ∗∗=∗∗Σ∈∀ ,,  

Επομένως θα πρέπει ( ) ( )321321 σσσσσσ = , ( ) ( )231231 σσσσσσ = , 
( ) ( )312312 σσσσσσ = ,  ( ) ( )132132 σσσσσσ = ,  ( ) ( )213213 σσσσσσ = ,  
( ) ( )123123 σσσσσσ = .  

Αν εκτελέσουμε τις πράξεις 

( ) ( )321321 10
01

0
0

01
10

0
0

10
01

0
0

01
10

σσσσσσ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

i
i

i
i

i
i

 

( ) ( )231231 0
0

10
01

01
10

0
0

0
0

10
01

01
10

σσσσσσ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

i
i

i
i

i
i

 

Με όμοιο τρόπο βλέπουμε πως ισχύουν και οι υπόλοιπες ισότητες. 

(Το ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

οσ  είναι ο μοναδιαίος πίνακας άρα οι ισότητες που τον περιέχουν 

ισχύουν εξ’ ορισμού π.χ. ( ) ( )212121 σσσσσσσσ ο==o ) 

β)  Ουδέτερο στοιχείο 

 ( )( )[ ]aaeee =∗=∗Σ∈∀Σ∈∃ αα  

Όπως είδαμε το οσ  είναι ο μοναδιαίος πίνακας διάστασης  22×  και έτσι η ομάδα 
έχει ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη του πολλαπλασιασμού των πινάκων. 

γ)  Συμμετρικό στοιχείο 

 ( )( )[ ]e=∗′=′∗Σ∈′∃Σ∈∀ αααααα  

Παρατηρούμε πως  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
======

10
012

3
2
2

2
1

2
οο σσσσσ e .  
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Άρα κάθε στοιχείο του συνόλου έχει σα συμμετρικό τον εαυτό του. 

Η ομάδα  Σ  δεν είναι αβελιανή γιατί τα στοιχεία ενός τουλάχιστον ζεύγους στοιχείων 
της δεν αντιμετατίθενται, χρησιμοποιούμε ένα αντιπαράδειγμα   

322332 0
0

0
0

10
01

0
0

10
01

0
0

σσσσσσ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

i
i

i
i

i
i

i
i

 
 

2  Μελέτη της επίδρασης γραμμικών μετασχηματισμών στους spinors 

Θεωρούμε μια κυματοσυνάρτηση  ( )rrΨ   η οποία περιγράφει την κατάσταση ενός 
κβαντικού συστήματος. Υπό την επίδραση του μετασχηματισμού  ωie  (ομάδα στροφών  
U(1) δηλαδή  unitary στροφές στη μια μιγαδική διάσταση), η νέα κυματοσυνάρτηση  

( ) ( )rer i rr
Ψ=Ψ′ ω  δίνει την ίδια πυκνότητα πιθανότητας με την ( )rrΨ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22 rrrrererrr ii rrrrrrrr
Ψ=ΨΨ=ΨΨ=Ψ′Ψ′=Ψ′ ∗∗−∗ ωω  

Αυτό σημαίνει πως οι δύο αυτές κυματοσυναρτήσεις περιγράφουν την ίδια κβαντική 
κατάσταση.  

 Στην περίπτωση ενός σωματιδίου το οποίο έχει μόνο το βαθμό ελευθερίας του spin, η 
κυματοσυνάρτησή του θα είναι ένας spinor. Έτσι αντίστοιχα με την προηγούμενη περίπτωση 
θα προσπαθήσουμε να βρούμε γραμμικούς μετασχηματισμούς, στο χώρο των spin, οι οποίοι 
θα αφήνουν αναλλοίωτη την πυκνότητα πιθανότητας. 

Όπως είδαμε μια κυματοσυνάρτηση του spin μπορεί να γραφεί σα γραμμικός συνδυασμός 
των δύο βασικών καταστάσεων: 

2
1,

2
1

2
1,

2
1

−Ψ+Ψ=Ψ −+       ή   ισοδύναμα 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

−+
−

+

1
0

0
1

 

Θεωρούμε τώρα ένα γραμμικό μετασχηματισμό U , ο οποίος θα αφήνει την πυκνότητα 
πιθανότητας αναλλοίωτη  

:U   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ′
Ψ′

→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

−

+

−

+

−

+ U  

έτσι ώστε   ( ) ( )[ ] ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

ΨΨ=′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

ΨΨ=
−

++∗
−

∗
+

−

+∗
−

∗
+ UUPP  

IUU =+  

δηλαδή ο  U  θα πρέπει να είναι θα πρέπει να είναι ένας unitary γραμμικός μετασχηματισμός 
(δηλαδή ένας unitary τελεστής), και υπό τη μορφή πίνακα θα είναι ένας unitary πίνακας 

22× . Άρα θα έχουμε πως 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
b

U
a

,       

με  a, b, c, d  μιγαδικούς αριθμούς. Επομένως   
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∗∗

∗∗
+

db
c

U
a

,   

έτσι   ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒=

∗∗

∗∗
+

10
01aa

dc
b

db
c

IUU  

1a 22 =+ c  0a =+ ∗∗ dcb    και   1b 22 =+ d  0a =+ ∗∗ cdb  

Όπως βλέπουμε έχουμε τέσσερις μιγαδικές παραμέτρους και τέσσερις σχέσεις. Αφού 
σε κάθε μιγαδικό αριθμό αντιστοιχούν δύο πραγματικοί, για την παραμετροποίηση του  U  
μας χρειάζονται  τέσσερις πραγματικοί αριθμοί. Ένας τρόπος παραμετροποίησης ώστε να 
ικανοποιούνται αυτόματα οι προηγούμενες σχέσεις, δηλαδή  1det =U , είναι: 

( ) ( )

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

+−−

−+

γαγα

αγγα
θ

ββ
ββ

ii

ii
i

ee
ee

eU
cossin
sincos

 

i) Αν  θεωρήσουμε  πως   ⇒=== 0γβα  

( ) ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01θθ ieU     αφού   ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ′
Ψ′

−

+

−

+ θU   

θα έχουμε ότι 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ′
Ψ′

−

+

−

+

−

+ θθ ii ee
10
01

  ⇒   ( ) ( )rer i rr
Ψ=Ψ′ θ  

Αυτή η περίπτωση επομένως είναι η ίδια με την ομάδα στροφών  U(1). 

 ii) Αν  0=θ   τότε  προκύπτει  η  ομάδα   SU(2) 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

+−−

−+

γαγα

αγγα

ββ
ββ

γβα ii

ii

ee
ee

U
cossin
sincos

,,  

 
 

Γεννήτορες της ομάδας SU(2) 

 ● Για   ⇒== 0γβ   

( ) ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− α

α

α i

i

e
e

U
0

0
0,0, ( ) ⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
∂
∂

−=
= 301 10

01
0,0, σα

α α
UiJ  ( ) 30,0, ασα ieU =  

● Για   ⇒== 0γα  

( ) ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
ββ
ββ

β
cossin
sincos

0,,0U ( ) ⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

∂
∂

−=
= 202 0

0
0,,0 σβ

β β i
i

UiJ  

( ) 20,,0 βσβ ieU =  

● Για   ⇒== 0βα  
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( ) ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− γ

γ

γ i

i

e
e

U
0

0
,0,0 ( ) ⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
∂
∂

−=
= 301 10

01
,0,0 σγ

γ γ
UiJ  ( ) 3,0,0 γσγ ieU =  

 

Άρα έχουμε πως   ( )
( ) ( )

( ) ( )
323

cossin
sincos

,, ασβσγσ
γαγα

αγγα

ββ
ββ

γβα iii
ii

ii

eee
ee
ee

U =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

+−−

−+

 

 

 

 

Παρατηρήσεις 

α)  Όπως είδαμε ο μετασχηματισμός ( )γβα ,,U  ( ή SU(2)) αφήνει αναλλοίωτη την 
πυκνότητα πιθανότητας και επομένως την κβαντική κατάσταση του συστήματος. Αφού η 
κατάσταση του συστήματος παραμένει η ίδια θα πρέπει και οι ιδιοτιμές των τελεστών zSS ,2  
να παραμένουν οι ίδιες, γιατί αυτές είναι οι φυσικές ποσότητες που προκύπτουν από τις 
μετρήσεις και έτσι δε θα πρέπει να εξαρτώνται από το σύστημα αναφοράς 

 Ένας τελεστής  T  μέσω του μετασχηματισμού ( )γβα ,,U  θα γίνει TUUT +=′ . 

Για τον  2S  θα έχουμε πως: 

⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= IS 222

4
3

10
01

4
3

hh 222222

4
3

4
3

4
3 SIUUIUUUSUS =====′ +++ hhh  

Έτσι αφού 22 SS =′  οι ιδιοτιμές του 2S  παραμένουν αναλλοίωτες ως προς το 
μετασχηματισμό SU(2). 

Για τον  zS  θα έχουμε πως: 

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
2
1
hzS  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==′

+−−

−+

+−

−+−
+

γαγα

αγγα

γαγα

αγγα

ββ
ββ

ββ
ββ

ii

ii

ii

ii

zz ee
ee

ee
ee

USUS
cossin
sincos

10
01

cossin
sincos

2
1
h  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=′

−

ββ
ββ

α

α

2cos2sin
2sin2cos

2
1 2

i

i

z e
e

S h  

Εξίσωση ιδιοτιμών για τον  zS ′  : 

( ) 0=Ψ−′⇒Ψ=Ψ′ λλ ISS zz  

με       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

=Ψ
−

+  

Για να έχουμε μη μηδενική λύση θα πρέπει  ( ) ⇒=−′ 0det λISz  
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⇒=
−−

− −

022cos2sin

2sin22cos

2
1

2

2

h

hh
λββ

βλβ

α

α

i

i

e

e
   ( ) ( ) ⇒=−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−− 02sin22cos 2

2
2 βλβ

h
 

12 2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

h
λ   ⇒   12

±=
h

λ   ⇒   
2
h

±=λ  

Άρα βλέπουμε πως οι ιδιοτιμές του zS ′  είναι 
2
h

± , δηλαδή οι ίδιες με του zS , άρα 

παραμένουν σταθερές όπως ακριβώς το περιμέναμε. 

● Αν  
2
h

=λ   ψαχνω το ιδιοδιάνυσμα  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

=Ψ
−

+  

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−

−

+
−

0
0

12cos2sin
2sin12cos

2 2

2

ββ
ββ

α

α

i

i

e
eh  

( ) 02sin12cos 2 =Ψ+Ψ− −
−

+
αββ ie     (2.1) 

( ) 012cos2sin 2 =Ψ+−Ψ −+ ββ αie     (2.2) 

Παρατηρούμε πως αν πολλαπλασιάσουμε τη  (2.1) με αβ 22sin ie  και τη (2.2) με ( )12cos −β  
προκύπτει η ίδια εξίσωση 

( ) ( ) 02sin12cos2sin 22 =Ψ+Ψ− −+ βββ αie  

Δηλαδή το σύστημα είναι αόριστο. Έτσι μπορούμε να επιλέξουμε αυθαίρετα μια από τις δύο 

συνιστώσες του ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

=Ψ
−

+ .  

Στην εξίσωση (2.1) αν αντικαταστήσουμε το β2cos  με β2sin21−  και το β2sin  με 
ββ cossin2   θα πάρουμε 

( ) ⇒=Ψ+Ψ−− −
−

+ 0cossin21sin21 22 αβββ ie 0cossinsin 22 =Ψ+Ψ− −
−

+
αβββ ie  

Θέτω  ⇒=Ψ−
αβ 2sin ie ⇒=+Ψ− −

+ 0sincossinsin 222 αα ββββ ii ee  

ββββ cos0cossinsin 22 =Ψ⇒=+Ψ− ++  

Άρα για την ιδιοτιμή 
2
h

=λ  έχουμε το ιδιοδιάνυσμα  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Ψ αβ

β
2sin

cos
ie

. 

● Αν  
2
h

−=λ   ψάχνω το ιδιοδιάνυσμα  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ

=Ψ
−

+  

Δουλεύοντας με τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως στην περίπτωση που 
2
h

=λ , βρίσκω το 

ιδιοδιάνυσμα  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=Ψ αβ
β

2cos
sin

ie
. 
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Έτσι βλέπουμε πως τα ιδιοδιανύσματα τα οποία πριν τη δράση του SU(2) ήταν τα ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

 και 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
0

, μετά τη δράση του έγιναν ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
αβ

β
2sin

cos
ie

 και ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− αβ

β
2cos

sin
ie

 αντίστοιχα, ενώ οι ιδιοτιμές 

παρέμειναν αναλλοίωτες.  

β)  Όπως οι ιδιοτιμές έτσι και οι μεταθετικές  σχέσεις των τελεστών πρέπει να παραμένουν 
αναλλοίωτες ως προς το μετασχηματισμό SU(2), γιατί οι τελεστές παριστάνουν φυσικά 
μεγέθη και επομένως οι νόμοι που διέπουν τη μεταξύ τους σχέση θα πρέπει να μη 
μεταβάλλονται με το σύστημα αναφοράς. Οι μεταθετικές σχέσεις για τους τελεστές του spin 
είναι: 

[ ] 0,2 =iSS  όπου  i=x,y,z  και  [ ] zyx SiSS h=, , [ ] xzy SiSS h=, , [ ] yxz SiSS h=,  

Για τη σχέση  [ ] zyx SiSS h=,   έχουμε: 

⇒=−⇒=− +++

•

•+

USUiUSSUUSSUSiSSSS zxyyxU

U

zxyyx hh  

( ) ( ) ⇒=− +++++ USUiUSUUSUUSUUSU zxyyx h  

( )( ) ( )( ) ( )⇒=− +++++ USUiUSUUSUUSUUSU zxyyx h  

[ ] zyxzxyyx SiSSSiSSSS ′=′′⇒′=′′−′′ hh ,  

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και οι υπόλοιπες μεταθετικές σχέσεις παραμένουν 
αναλλοίωτες.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ε 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΟΜΑΔΩΝ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΠΕΔΙΩΝ (45  
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η θεωρία πεδίων προσπαθεί να παρουσιάσει συστηματικά τις θεμελιώδεις 
αλληλεπιδράσεις που συναντώνται στη φύση. Προκειμένου να το επιτύχει αυτό κάνει χρήση 
όλων των μαθηματικών εργαλείων που έχει στη διάθεση της. Ένα πολύ σημαντικό εργαλείο 
στην προσπάθεια αυτή της «τακτοποίησης» των φυσικών θεωριών είναι η θεωρία ομάδων. Η 
θεωρία ομάδων βασίζεται σε απλές αρχές οι οποίες ορίζουν δομές σε σύνολα. Αν δε ισχύουν 
ορισμένες ιδιότητες τότε μπορούμε να εξάγουμε γενικά συμπεράσματα και να 
ανακαλύψουμε ενδιαφέρουσες πτυχές της φυσικής θεωρίας που σχετίζεται με τη δεδομένη 
ομάδα.  

ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ 

Στη διατύπωση των φυσικών νόμων σημαίνοντα ρόλο έχουν οι συμμετρίες οι οποίες 
επιτρέπουν την πραγμάτωση μετασχηματισμών. Από τις στοιχειώδεις γνώσεις φυσικής 
γνωρίζουμε πως αν σε ένα πρόβλημα έχουμε κυλινδρική συμμετρία επιτρέπεται να κάνουμε 
στροφές ως προς τον άξονα συμμετρίας χωρίς να αλλοιώνονται τα δεδομένα και τα 
αποτελέσματα του προβλήματος. Με παρόμοια λογική μπορούμε να βρούμε συμμετρίες και 
να ανακαλύψουμε μετασχηματισμούς στη θεωρία πεδίων οι οποίοι δεν είναι βέβαια τόσο 
οφθαλμοφανείς. Οι διάφορες συμμετρίες έχουν να κάνουν με τους νόμους διατήρησης. 
Συγκεκριμένα η διατήρηση της ενέργειας έχει να κάνει με χρονική συμμετρία, η διατήρηση 
της ορμής με συμμετρία ως προς μετατοπίσεις στο χώρο και η διατήρηση της στροφορμής με 
συμμετρία ως προς στροφέςi. Με βάση το θεώρημα της Noether αν μια θεωρία είναι 
αναλλοίωτη ως προς μια ομάδα συνεχών μετασχηματισμών τότε υπάρχουν και οι αντίστοιχοι 
νόμοι διατήρησης. Για να αποσαφηνίσουμε τη σημασία αυτού του θεωρήματος ας 
θεωρήσουμε ένα απλό παράδειγμα. Αν λάβουμε την χαμιλτώνειο που περιγράφει το άτομο 
του υδρογόνου και τον τελεστή της στροφορμής θα παρατηρήσουμε ότι αυτές οι δύο 
ποσότητες εναλλάσσονται. Δεδομένου ότι η διατήρηση της στροφορμής σχετίζεται με 
στροφές στο χώρο συμπεραίνουμε ότι η χαμιλτώνειος δεν αλλάζει αν στρέψουμε το σύστημα 
μας, δηλαδή ανακαλύψαμε μια συμμετρία που αντιστοιχεί στο νόμο διατήρησης της 
στροφορμής.  

Ο κατάλληλος τρόπος για να περιγραφεί ένας μετασχηματισμός είναι η έννοια της 
ομάδας πράγμα αναμενόμενο. Αυτό γίνεται ακόμα πιο φανερό αν σκεφτούμε τον ορισμό της 
ομάδας: Αναζητάμε ένα σύνολο και μια κλειστή, ως προς τα στοιχεία του συνόλου πράξη 
εσωτερικής σύνθεσης. Επιπλέον θέλουμε να ισχύει η προσετεριστική ιδιότητα και να 
υπάρχουν ουδέτερο και συμμετρικό στοιχείο. Αν φανταστούμε τα στοιχεία της ομάδας σαν 
μεταβολές σε ένα φυσικό σύστημα τότε η προσετεριστική ιδιότητα εκφράζει κατά κάποιο 
τρόπο τη «δημοκρατικότητα» της φύσης. Ας υποθέσουμε ότι εκτελούμε τις μεταβολές Α, Β 
και Γ με τη συγκεκριμένη σειρά. Θεωρώντας τις ΑΒ σαν μία μεταβολή είναι ισοδύναμο με 
το να θεωρήσω τη ΒΓ ως μία μεταβολή και να τις συνθέσω αντίστοιχα με την Γ και την Β 
αντίστοιχα. Η φύση δεν έχει κανένα λόγο να απαιτήσει να διαφέρουν οι μετασχηματισμοί 
Α(ΒΓ) και (ΑΒ)Γ. Όσον αφορά την ύπαρξη του ουδετέρου στοιχείου είναι κάτι το προφανές 
αφού πρέπει ένας μετασχηματισμός να περιλαμβάνει τη δυνατότητα του συστήματος να μην 

                                                 
45 Το περιεχόμενο του Παραρτήματος E εγράφη από τον φοιτητή του Τμήματος Φυσικής  Γουργουλιάτο  

Κων/νο Α.Μ. 3193 στα πλαίσια του μαθήματος ″Μαθηματική Θεμελίωση της Κβαντομηχανικής». 
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υποστεί κάποια αλλαγή. Τέλος η ύπαρξη του συμμετρικού στοιχείου δίνει τη δυνατότητα στο 
σύστημα να επανέλθει μετά από ένα μετασχηματισμό στην αρχική του κατάσταση.  

Στην παρούσα εργασία θα γίνει περιγραφή της φυσικής σημασίας των 
μετασχηματισμών Lorentz καθώς και η μαθηματική τους παρουσίαση. Θα προσπαθήσουμε 
να αναδείξουμε το φυσικό περιεχόμενο των μαθηματικών διεργασιών που εκτελούμε καθώς 
και τις βαθύτερες φυσικές αιτίες που μας οδηγούν στο συγκεκριμένο μαθηματικό 
φορμαλισμό. 

Ο ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ LORENTZ 

Στις αρχές του εικοστού αιώνα διατυπώθηκε η Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας. Η 
θεωρία αυτή ανέτρεψε εκ βάθρων την μέχρι τότε φυσική, αλλάζοντας μια για πάντα τις 
απόψεις για το χώρο και το χρόνο. Μέχρι τότε υπήρχε μια δεδομένη αντίληψη για τον χώρο 
και το χρόνο. Το 1905, με τη δημοσίευση της εργασίας του Einstein «Περί της 
Ηλεκτροδυναμικής των Κινουμένων Σωματίων», ο τρισδιάστατος χώρος που ζει αυτόνομα 
από την ανεξάρτητη μεταβλητή του χρόνου, μετατρέπεται σε ένα ενιαίο τετραδιάστατο 
χωροχρονικό συνεχές.  

Στη μη σχετικιστική φυσική έχουμε τη δυνατότητα να εκτελούμε μετασχηματισμούς 
και να αλλάζουμε σύστημα αναφοράς. Συγκεκριμένα για ένα παρατηρητή που κινείται με 
ταχύτητα υ παράλληλη στον άξονα x οι συντεταγμένες μετασχηματίζονται ως εξής 
(μετασχηματισμοί Galileo): 

x′=x-υt 

y′=y 

z′=z 

t′=t 
Κεφαλαιώδες είναι το γεγονός ότι ο χρόνος δεν αλλάζει από σύστημα αναφοράς σε 

σύστημα αναφοράς. Στην θεωρία της σχετικότητας το ρόλο του μετασχηματισμού Galileo 
λαμβάνει ο μετασχηματισμός του Lorentz. Ο μετασχηματισμός αυτός αρνείται τη Γαλιλαϊκή 
άποψη του απολύτου χώρου και χρόνου και προτείνει κάτι το νέο το οποίο θα 
προσπαθήσουμε να το ανακαλύψουμε μέσα από τη μαθηματική του μορφή.  

Στις παραγράφους που ακολουθούν θα παρουσιαστεί αρχικά η μαθηματική 
περιγραφή και εν συνεχεία θα επεξηγηθεί η φυσική σημασία. 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ 

Αν και ιστορικά στην εμφάνιση της θεωρίας της σχετικότητας πρώτα είχαμε 
δεδομένα από πειράματα (πραγματικά ή νοητά) και στη συνέχεια δόθηκε η μαθηματική 
περιγραφή εδώ θα κινηθούμε αντίστροφα ώστε να γίνει εμφανής η σημασία αλλά και η 
δύναμη των μαθηματικών. Θα παρουσιαστεί πρώτα η μαθηματική περιγραφή και εν 
συνεχεία θα εξηγηθεί η σημασία των διαφόρων χειρισμών που κάναμε στη Φυσική. 

 

Η ΒΑΣΙΚΗ ΙΔΕΑ 
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Δεδομένου ότι ζούμε σε ένα χωρόχρονο με 4 διαστάσεις ο οποίος κάνει χρήση της 
μετρικής Minkowskiii στον ορισμό του εσωτερικού γινομένου, ζητάμε ένα μετασχηματισμό 
που να έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

α) Να είναι γραμμικός,  

β) Να δρα σε τετραδιανύσματα,  

γ) Να διατηρεί αναλλοίωτη την ποσότητα ds²=d xv ²-c²dt² (iii. 

Αν και θα μπορούσαμε να δούμε απευθείας ως σχέσεις ισότητας τους 
μετασχηματισμούς, προτιμούμε να εργαστούμε με μια αναπαράσταση με πίνακες 4×4 όπου 
έχουμε ευχέρεια στις πράξεις. Με βάση τις τρεις παραπάνω ιδιότητες έχουμε:  

Έστω Λμ
ν ο μετασχηματισμός. Για να ικανοποιεί την (α) πρέπει να μη περιέχονται 

στα στοιχεία του οι συνιστώσες του xμ. (iv. Για ικανοποιείται η (β) πρέπει τα μ, ν να 
λαμβάνουν τιμές από το 0 έως  και 3. Για να ικανοποιείται η τρίτη ιδιότητα πρέπει να ισχύει 
το ακόλουθο:  

xμxμ=x΄μx΄μ => ημνxμxν =ημνx΄μx΄ν 
όπου ακολουθείται η σύμβαση του Einstein για άθροιση πάνω στους επαναλαμβανόμενους 
δείκτεςv, τα δε τονούμενα αναφέρονται στα μετασχηματισμένα κατά Lorentz. Αν 
εφαρμόσουμε τον μετασχηματισμό Lorentz έχουμε  

ημνxμxν= ημνΛμ
ρ xρ Λμ

σ xσ => ηρσ= ημνΛμ
ρΛν

σ    (1)  
ας θεωρήσω την ορίζουσα του Λ με τη βοήθεια της προηγούμενης σχέσης:  

det(Λ²)=1 άρα det(Λ)=±1.  

Επομένως με βάση όσα βρήκαμε μέχρι τώρα ζητάμε πίνακες 4×4 ο οποίοι να έχουν ορίζουσα 
±1. Από τη σχέση (1) έχουμε 16 σχέσεις (όχι όλες ανεξάρτητες) για τα στοιχεία των πινάκων 
Λ και η ακριβής τους επίλυση θα μας δώσει τη γενική μορφή των πινάκων. Αυτή η επίλυση 
απαιτεί πολλές πράξεις οπότε θα κάνουμε μια απόπειρα να περιορίσουμε λίγο ακόμη τη 
μορφή του Λ. Για να το επιτύχουμε αυτό θεωρούμε τη σχέση (1) για ρ=σ=0. Έτσι έχουμε:  

η00=ημνΛμ
0Λν

0=>-(Λ0
0)²+(Λ1

0)²+(Λ2
0)²+(Λ3

0)²=-1.  

Από όπου παίρνουμε 4 κατηγορίες λύσεων με βάση την τιμή του στοιχείου 00 και την τιμή 
της ορίζουσας. Συγκεκριμένα: 

L+
+ αν det(Λ)=1 Λ0

0 ≥1 

L-
- αν det(Λ)=-1  Λ0

0 ≤-1 

L-
+ αν det(Λ)=1  Λ0

0≤-1 

L+
- αν det(Λ)=-1  Λ0

0≥1 
 

Όμως από αυτές τις τέσσερις κατηγορίες επιλέγω την κατηγορία L+
+ με κριτήριο το γεγονός 

ότι εκεί περιέχεται ο ταυτοτικός μετασχηματισμός 

Ε=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1000
0100
0010
0001
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ο οποίος έχει ορίζουσα 1 και στο πρώτο στοιχείο της κύριας διαγωνίου την μονάδα, άρα 
ανήκει στην κατηγορία L+

+. Από την ομάδα εξισώσεων (1) θα βρω και τις υπόλοιπες 
παραμέτρους που σχετίζονται με τα φυσικά χαρακτηριστικά του μετασχηματισμού. Θα 
δείξουμε με βάση τα παραπάνω ότι οι μετασχηματισμοί Λ αποτελούν ομάδα με εσωτερική 
πράξη τη σύνθεση των μετασχηματισμών που στην αναπαράσταση με πίνακες είναι ο 
πολλαπλασιασμός των αντίστοιχων πινάκων. Η πράξη εσωτερικής σύνθεσης είναι κλειστή 
διότι: Αν Λ1, Λ2 ∈ L+

+ τότε  Λ2Λ1 ∈ L+
+. Αυτό ισχύει επειδή η σύνθεση γραμμικών 

μετασχηματισμών είναι γραμμικός μετασχηματισμός(vi. 

  Όσον αφορά την ιδιότητα (β) που έχουμε απαιτήσει να ισχύει είναι προφανής διότι 
στην αναπαράσταση που έχουμε επιλέξει (πίνακες 4×4) το γινόμενό τους, δηλαδή η σύνθεση 
μετασχηματισμών Lorentz, εξακολουθεί να είναι πίνακας 4×4 και επομένως μπορεί να δρα 
σε τετραδιανύσματα.  

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι  η σύνθεση μετασχηματισμών Lorentz 
ικανοποιεί και την ιδιότητα (γ).  

Απόδειξη:  Έστω ημνxμxν =s² και οι μετασχηματισμένες κατά Lorentz xμ′=Λμ′
νxν  xν′=Λν′

μxμ 

και επιπλέον: ημ′ν′xμ′xν′ =s². Για να δείξουμε ότι η σύνθεση μετασχηματισμών Lorentz είναι 
κλειστή πράξη αρκεί να αποδείξουμε ότι: ημ′′ν′′xμ′′xν′′=s² (όπου xμ′′=Λμ′′

μ′xμ′ ή xμ′′=Λμ′′
μ′Λμ′

νxν 

δηλαδή η xμ′ μετασχηματισμένη  κατά Lorentz). Επομένως: 

ημ′′ν′′xμ′′xν′′= ημ′′ν′′ Λμ′′
μ′xμ′ Λν′′

ν′xν′ = ημ′ν′xμ′xν′ =ημνxμxν   

(Καταλήγουμε από την 2η στην 3η ισότητα μιας και ο μτσχ με τους δύο τόνους είναι επίσης 
μετασχηματισμός Lorentz). Άρα η σύνθεση μετασχηματισμών Lorentz διατηρεί αναλλοίωτο 
το εσωτερικό γινόμενο όπως το έχουμε ορίσει στο χώρο του Minkowski. 

Αφού αποδείξαμε πως στην σύνθεση μετασχηματισμών ισχύουν οι τρεις ιδιότητες 
που είχαμε απαιτήσει κατ’ αρχήν, συμπεραίνουμε ότι η πράξη της σύνθεσης είναι κλειστή.  

ΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LORENTZ ΩΣ ΟΜΑΔΑ 

 
Προκειμένου να αποδείξουμε ότι αποτελούν δομή ομάδας αρκεί να δείξουμε ότι 

ισχύουν οι τρεις ιδιότητες που γνωρίζουμε για τις ομάδες. Αυτό θα επιτευχθεί αρκετά εύκολα 
κάνοντας χρήση του δεδομένου ότι μπορούν να αναπαρασταθούν με πίνακες.   

Α) Προσεταιριστική:  Εν γένει σε τρεις πίνακες ισχύει: Α(ΒΓ)=(ΑΒ)Γ άρα θα ικανοποιείται 
και για τους πίνακες των μετασχηματισμών Lorentz. 

Β) Ουδέτερο στοιχείο: Στην ομάδα ανήκει ο ταυτοτικός πίνακας, όπως επιλέξαμε 
παραπάνω, που αντιστοιχεί στον ταυτοτικό μετασχηματισμό. Άρα υπάρχει το ουδέτερο 
στοιχείο. 

Γ) Αντίστροφο στοιχείο: Επειδή det(Λ)=1≠0 γνωρίζουμε από τη γραμμική άλγεβρα ότι 
υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας Λ-1 ο οποίος όταν πολλαπλασιαστεί με τον Λ θα δώσει ως 
αποτέλεσμα τον ταυτοτικό πίνακα και επιπλέον αυτός ο πίνακας θα ανήκει στην ομάδα. Άρα 
αφού ισχύουν οι τρεις ιδιότητες της ομάδας για τους πίνακες που αναπαριστούν τους 
μετασχηματισμούς Lorentz θα ισχύουν και για τους ίδιους τους μετασχηματισμούς. 

  

Επομένως οι μετασχηματισμοί του Lorentz αποτελούν δομή ομάδας. 
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ΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LORENTZ ΩΣ ΑΛΓΕΒΡΑ LIE 

Δε θα σταματήσουμε όμως στο γεγονός ότι οι μετασχηματισμοί του Lorentz είναι 
ομάδα, διότι αποτελούν και δομή άλγεβρας Lie. Για να το αποδείξουμε αυστηρά αυτό όμως 
θα έπρεπε πρώτα να έχουμε βρει ακριβώς τη μορφή τους, τις παραμέτρους από τις οποίες 
εξαρτώνται και στη συνέχεια να δείξουμε ότι οι συνεχείς παράμετροι της σύνθεσης δύο 
στοιχείων καθώς και οι παράμετροι του αντιστρόφου ενός στοιχείου είναι συνεχείς και 
διαφορίσιμες συναρτήσεις των παραμέτρων των στοιχείων από τα οποία προήλθαν. Για να το 
δείξουμε αυτό θα έπρεπε να επιλύσουμε αναλυτικά την οικογένεια των εξισώσεων (1), κάτι 
που θέλουμε να αποφύγουμε(vii. Αν υποθέσουμε ότι οι μετασχηματισμοί Lorentz αποτελούν 
άλγεβρα Lie (παραλείποντας την απόδειξη η οποία είναι χρονοβόρα) και φυσικά 
καταλήξουμε σε αυτοσυνεπή αποτελέσματα. Με βάση την παραπάνω υπόθεση έχουμε ότι οι 
πίνακες Λ μπορούν να εκφραστούν ως εξής:  

Λ=eL         (2)  

όπου L πίνακας για τον οποίον ισχύει TrL=0 διότι ισχύει det(Λ)= eTr(L) (από την γραμμική 
άλγεβρα). Με βάση την (2) μπορούμε να κατασκευάσουμε τους γεννήτορες. Για να το 
επιτύχουμε όμως έχουμε επιπλέον:  

Λ=eL τότε ΛΤ=(Ε+L+L²/2!+L³/3!+…)T=(ΕT +LT +1/2!(L²)T +1/3!(L³)T +…),  

διότι (Α+Β)Τ=ΑΤ+ΒΤ, όμως ισχύει επιπλέον ότι (ΑΒ)Τ=ΒΤΑΤ, στην περίπτωσή μας που 
έχουμε ένα πίνακα υψωμένο σε μία δύναμη προκύπτει επαγωγικά ότι (Ln)T=(LT)n. Άρα  

ΛΤ =e
T

L    (α).  
Είναι δε φανερό ότι  

Λ-1=e-L    (β).  

Επιπλέον Λμ
κημνΛν

λ=ηκλ αν πάρουμε τον ανάστροφο πίνακα (ΛΤ)νμ και σε μορφή εξίσωσης 
πινάκων θα καταλήξουμε ότι: ΛΤηΛ=η και εάν πολλαπλασιάσουμε από αριστερά με η και 
από δεξιά με Λ-1 έχουμε  

ηΛΤη=Λ-1    (γ).  

Με βάση αυτές τις τρεις σχέσεις (α,β,γ) έχουμε ηe
T

L η=e-L όμως αναπτύσσοντας κατά 
Taylor:  

ηe
T

L η=η(ΕT +LT +1/2!(LΤ)2 +1/3!(LΤ)3 +…)η  

και δεδομένου ότι: η(LT)²η=η(LTΕLT)η,  

επίσης   Ε=ηη, η(LTΕLT)η=η(LTΕLT)η=(ηLTη)(ηLTη)=(ηLTη)²  

Έτσι έχουμε: ηe
TL η = e

TLη η  και καταλήγουμε: ηLTη=-L. Στη συνέχεια  η²LTn=-ηL => 
(ηL)T=-ηL το οποίο σημαίνει ότι ο πίνακας ηL είναι αντισυμμετρικός άρα θα έχει την 
κύρια διαγώνιο μηδενική και ο L θα περιέχει ένα block 3×3 (2η έως 4η γραμμή και στήλη) 
αντισυμμετρικό και τα στοιχεία της πρώτης γραμμής θα είναι συμμετρικά με αυτά της 
πρώτης στήλης. Αυτό μας δίνει 6 ανεξάρτητους γεννήτορες, τους οποίους μπορούμε να 
χωρίσουμε σε δύο ομάδες: 3 που σχετίζονται με το αντισυμμετρικό block 3×3 και 3 που 
σχετίζονται με τα συμμετρικά στοιχεία της πρώτης γραμμής και στήλης. Η μορφή τους είναι 
αυτή που περιγράφεται ακολούθως, ενώ με Κ αναφέρονται οι γεννήτορες που σχετίζονται με 
το συμμετρικό μέρος του πίνακα και με S αυτοί που έχουν να κάνουν με το αντισυμμετρικό 
block 3×3 που εμφανίζεται :   
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Ας προσπαθήσουμε να δούμε ορισμένες σχέσεις εναλλαγής των γεννητόρων. Εύκολα 
αποδεικνύεται με πολλαπλασιασμό πινάκων ότι: 

[Κi,Κj]= -∑
=

3

1k
εijkSk, [Si,Sj]=∑

=

3

1k
εijkSk, [Si,Κj]=∑

=

3

1k
εijkKk,  

Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι οι γεννήτορες Si έχουν την ίδια μορφή με τους γεννήτορες 
της ομάδας στροφών όπως αυτή παραμετρικοποιείται με τη χρήση των γωνιών Euler. Όσο δε 
για την άλλη κατηγορία γεννητόρων δεν έχουμε συναντήσει κάτι ανάλογο στην κλασική 
φυσική.  

 

ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΠΟΙΗΣΗ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΩΝ ΓΕΝΝΗΤΟΡΩΝ 

Ακολούθως θα δείξουμε πως παραμετρικοποιείται ο μετασχηματισμός του Lorentz με 
τη χρήση των γεννητόρων ώστε να αναδείξουμε την αυτοσυνέπεια της θεωρίας μας. Όπως 
αναφέραμε και προηγουμένως Λ=eL, επιπλέον ανακαλύψαμε ότι οι πίνακες L είναι 
γραμμικοί συνδυασμοί των έξι γεννητόρων που βρήκαμε μόλις παραπάνω. Έτσι L=-
(ζiΚi+ξiSi) και θέτοντας κατάλληλες τιμές στις παραμέτρους ζ και ξ μπορούμε να βρούμε τη 
γενική μορφή των μετασχηματισμών Lorentz. Στη συνέχεια με βάση το γεγονός ότι οι 
γεννήτορες S σχετίζονται με τις στροφές μπορούμε εύκολα να φανταστούμε τη φυσική τους 
σημασία. Αυτό που όμως δε γνωρίζουμε, είναι η φυσική σημασία των γεννητόρων Κ. Για 
αυτό το λόγο θα θεωρήσουμε την απλή περίπτωση όπου ζ2=ζ3=0 και ζ1 ≠ 0, θα βρούμε την 
ακριβή μορφή του μετασχηματισμού Lorentz και στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να τον 
ερμηνεύσουμε με βάση τις φυσικές μας γνώσεις. 

Έστω (χάριν απλότητας στο συμβολισμό) ότι: Κ1=Κ και ζ1=ζ, επομένως: 

Λ=e-ζΚ=(Ε-(ζΚ)+1/2!(ζΚ)2-1/3!(ζΚ)3+1/4!(ζΚ)4-…)= 
=(Ε+1/2!(ζΚ)2+1/4!(ζΚ)4+…+1/(2n)!(ζΚ)(2n+1)+…)- 
(ζΚ+1/3!(ζΚ)3+1/5(ζΚ)5+…+1/(2n+1)(ζΚ)(2n-1)+…)   (2) 

Παρατηρούμε όμως ότι: 
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Κ1Κ1=(Κ1)2=
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 και επιπλέον Κ1(Κ1Κ1)=
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=Κ1 με βάση αυτές τις  

δύο παρατηρήσεις συμπεραίνουμε ότι οι άρτιες δυνάμεις του Κ1 είναι ίσες με (Κ1)2 ενώ οι 
περιττές ισούνται με Κ1. Άρα στην ανάπτυξη του εκθετικού σε σειρά που έχουμε κάνει 
παραπάνω, αντικαθιστούμε: 

Λ=Ε+(1/2!ζ2+1/4!ζ4+…+1/(2n)!ζ2n+…)(K1)2-(ζ+1/3!ζ3+…+1/(2n+1)!ζ(2n+1)+…)K1  
 

Προκειμένου να διευκολυνθούμε αλλά και για λόγους που θα φανούν στη συνέχεια 

επιλέγουμε την ακόλουθη παραμετροποίηση: ζ=tanh-1β και γ=
21

1

β−
 όπου 0 β<1. Με 

βάση την παραπάνω παραμετροποίηση το άθροισμα αυτών των δύο σειρών (2) 
συμπυκνώνεται στον  ακόλουθο πίνακα: 

Λ=
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. 

 

Τη σημασία αυτού του πίνακα θα την δούμε αναλυτικά στο μέρος της εργασίας που 
αναφέρεται στη φυσική σημασία των διαδικασιών που εκτελέσαμε στο μαθηματικό σκέλος.  

ΦΥΣΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ 

Η φυσική σημασία του μετασχηματισμού Lorentz είναι κεφαλαιώδης για τη φυσική. 
Αν και σχετίζεται κυρίως με την διατύπωση της θεωρίας της σχετικότητας δεν θα 
αναφερθούμε τόσο εκεί, άλλωστε ξεκινήσαμε από εντελώς διαφορετικό δρόμο, δε 
βασιστήκαμε σε φυσικές ιδιότητες ή σε πειραματικά αποτελέσματα όσο σε αφηρημένες 
μαθηματικές υποθέσεις. Θα προσπαθήσουμε να καταπιαστούμε με την φυσική σημασία των 
μαθηματικών διεργασιών.  

ΓΙΑΤΙ ΝΑ ΑΠΟΤΕΛΟΥΝ ΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LORENTZ ΟΜΑΔΑ; 

Ας ερμηνεύσουμε κατ’ αρχήν τις τρεις ιδιότητες που θελήσαμε να ισχύουν στον 
μετασχηματισμό του Lorentz (α,β,γ). Πρώτον απαιτήσαμε ο μετασχηματισμός να είναι 
γραμμικός, δηλαδή να μην περιέχει ούτε τις χωρικές ούτε τις χρονικές συντεταγμένες, αλλά 
διαφορετικές παραμέτρους ανεξάρτητες από αυτά τα μεγέθη. Από τη σκοπιά της φυσικής 
αυτό είναι πάρα πολύ σημαντικό. Ο ιδιότητες του χωρόχρονου είναι αναλλοίωτες υπό 
μετασχηματισμούς των συντεταγμένων. Αν για παράδειγμα υπεισέρχετο κάποια χωρική 
συντεταγμένη τότε θα έσπαγε αυτή η συμμετρία, μιας και η μετατόπιση ως προς αυτή τη 
συντεταγμένη της θα επηρέαζε τον τρόπο που μετασχηματίζεται ένα φυσικό μέγεθος. Αυτή η 
απαίτηση για συμμετρία που κάνει το σύμπαν να λειτουργεί με τον ίδιο τρόπο στη Γη και 
στα έσχατα του σύμπαντος είναι αυτή που επιβάλει τη γραμμικότητα στους φυσικά 
αποδεκτούς μετασχηματισμούς. 

Επιπλέον αυτός ο μετασχηματισμός οφείλει να αναπαρίσταται από πίνακες 4×4 
πράγμα αναμενόμενο αφού απαιτήσαμε να δρα σε τετραδιανύσματα, διότι εν γένει στη 
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σχετικιστική περιγραφή των μεγεθών τα συνήθη μεγέθη ομαδοποιούνται σε 
τετραδιανύσματα (όπως για παράδειγμα (t,x,y,z) οι συντεταγμένες, (Ε, px, py, pz) η 
τετραορμή). Από φυσικής άποψης αυτό το γεγονός έχει να κάνει με το ότι οι συντεταγμένες 
του χώρου και του χρόνου δεν είναι αποσυζευγμένες. Αυτό μας το υποδεικνύει η φύση. Έτσι 
για παράδειγμα, αν μετρήσουμε το ηλεκτρικό και το μαγνητικό πεδίο μιας διάταξης και σε 
κάθε περίπτωση κινούμαστε με διαφορετική ταχύτητα ως προς τη διάταξη τότε θα βρούμε 
διαφορετικές τιμές για τα μεγέθη Ε και Β, αυτό όμως που θα παραμείνει αναλλοίωτο και για 
τις δύο μετρήσεις είναι ένας συνδυασμός των δύο που έχει να κάνει με τα τετραδιανύσματα. 
Άρα αυτό δεν είναι ένα ανθρώπινο τέχνασμα αλλά μια υπόδειξη που λάβαμε από τα 
πειράματα. 

Αυτός ο συνδυασμός που αναφέραμε παραπάνω είναι στην ουσία μια αναδιατύπωση 
του εσωτερικού γινομένου (ιδιότητα γ). Όπως καλά γνωρίζουμε αν έχουμε μια δύναμη και 
ένα διάνυσμα μετατόπισης και εκτελέσουμε μια στροφή στο σύστημα συντεταγμένων τότε  
θα αλλάξει και η διανυσματική έκφραση της δύναμης και της μετατόπισης. Αυτό που θα 
παραμείνει αναλλοίωτο είναι το εσωτερικό τους γινόμενο που εκφράζει το έργο. Στη 
σχετικιστική διατύπωση της μηχανικής όμως το εσωτερικό γινόμενο δεν είναι το κλασικό 
ευκλείδειο που εκφράζεται με μια μετρική που έχει μορφή ταυτοτικού πίνακα αλλά με την 
μετρική Minkowski η οποία έχει τα διαγώνια στοιχεία της μονάδα εκτός από στοιχείο της 
πρώτης γραμμής και στήλης που έχει την τιμή –1.  

Ας σταθούμε λιγάκι στην μορφή της μετρικής του Minkowski. Αν διαγράψουμε την 
πρώτη στήλη και γραμμή τότε είναι η κλασική Ευκλείδεια μετρική του χώρου R3. Συνεπώς 
στους μετασχηματισμούς που θα καταλήξουμε αναμένουμε να βρούμε μια υποομάδα 
μετασχηματισμών οι οποίοι να αφήνουν αναλλοίωτο το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο και 
να μην αγγίζουν φυσικά τη χρονική μεταβλητή. Επιπλέον όμως θα υπάρχει και άλλη μια 
κατηγορία μετασχηματισμών οι οποίοι θα επηρεάζουν και τη χρονική μεταβλητή και θα  
έχουν εντελώς καινούρια μορφή.  

Προσπαθώντας να εξηγήσουμε γιατί ισχύει η ιδιότητα (γ) παρατηρούμε ότι τα 
επιχειρήματα μας δεν μπορούν να αποδειχτούν από κάποιο άλλο θεμελιώδες αξίωμα. 
Δηλαδή πρέπει να διατηρείται το εσωτερικό γινόμενο επειδή το σύμπαν ακολουθεί τη 
γεωμετρία του Minkowski και το αντίστροφο, κάτι που θα κατέχει από δω και στο εξής θέση 
αξιώματος. Αυτό δίνει αρκετές εξηγήσεις για την τρίτη ιδιότητα αλλά δεν απαντάει στο γιατί. 
Το γιατί είναι δύσκολο έως αδύνατο να απαντηθεί. Για ποιο λόγο δηλαδή η φύση προτιμάει 
τη γεωμετρία Minkowski για τον κενό χώρο και όχι κάποια άλλη. Σχετίζεται με το 
αναλλοίωτο της ταχύτητας του φωτός, αλλά και πάλι θα μπορούσε να τεθεί το ερώτημα γιατί 
η ταχύτητα του φωτός να είναι σταθερή και η ανώτερη στο σύμπαν Είναι και αυτό ένα 
θεμελιώδες ερώτημα που ίσως μείνει για πάντα αναπάντητο. 

Στη συνέχεια υποθέσαμε ότι η ομάδα των μετασχηματισμών του Lorentz είναι ομάδα 
Lie. Αν και η υπόθεση αυτή είναι αυθαίρετη θα δούμε ότι καταλήγουμε σε αυτοσυνεπή 
αποτελέσματα. Παράλληλα η υπόθεση αυτή, αν και αυθαίρετη, είναι απόλυτα λογική. Διότι 
αν δεν ήταν ομάδα Lie τότε οι παράμετροι που καθορίζουν τη σύνθεση μετασχηματισμών 
και το αντίστροφο στοιχείο δεν θα ήταν συνεχείς διαφορίσιμες συναρτήσεις των αρχικών 
στοιχείων. Αυτό σημαίνει πως θα υπήρχε κάποια μη ομαλή εξάρτηση από τους αρχικούς 
μετασχηματισμούς. Θεμελιώδες αξίωμα όμως είναι το ακόλουθο: «Όλα τα αδρανειακά 
συστήματα αναφοράς είναι ισοδύναμα». Επομένως η μετάβαση από το ένα σύστημα 
αναφοράς στο άλλο πρέπει να γίνεται κατά ομαλό τρόπο και να εξαρτάται μόνο από τα 
αρχικά συστήματα αναφοράς. Αν υπεισέρχονται και άλλοι παράμετροι παύει αυτή η 
ισοδυναμία όλων τα αδρανειακών συστημάτων. Άρα ακόμη και το γεγονός ότι η ομάδα που 
ζητάμε πρέπει να είναι Lie έχει να κάνει με φυσικές αρχές.  
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ΕΞΗΓΗΣΗ ΠΛΗΘΟΥΣ ΚΑΙ ΜΟΡΦΗΣ ΓΕΝΝΗΤΟΡΩΝ 

Αναφορικά με το χώρο των γεννητόρων της ομάδας μετασχηματισμών παρατηρούμε 
την ύπαρξη έξι ανεξάρτητων πινάκων. Η φυσική εξήγηση έχει να κάνει με την 
παραμετροποίηση, που επιβάλλει  όπως πάντα η ίδια η φύση, και με τις εγγενείς ιδιότητες 
του κόσμο στον οποίο ζούμε. Συγκεκριμένα οι τρεις παράμετροι σχετίζονται με τις γωνίες 
Euler δηλαδή τις στροφές που μπορούμε να εκτελέσουμε σε ένα σύστημα συντεταγμένων, 
όπου φυσικά πρέπει να μην αλλοιώνεται το φυσικό σύστημα. Όπως γνωρίζουμε κάθε 
περιστροφή ενός συστήματος συντεταγμένων μπορεί να περιγραφεί από τρεις διαδοχικές 
περιστροφές γύρω από τρεις άξονες, κατά τις τρεις γωνίες του Euler. Αυτό έρχεται σε 
απόλυτη συμφωνία με το επιχείρημα που είχαμε παραθέσει στην παράγραφο που αναλύαμε 
την ανάγκη για τη διατήρηση του εσωτερικού γινομένου. Εφόσον η μετρική του Minkowski 
περιέχει ένα block 3×3 ίσο με την μετρική του Ευκλείδη τότε θα υπάρχει υποομάδα 
μετασχηματισμών Lorentz οι οποίοι να επηρεάζουν μονάχα τις τρεις χωρικές συνιστώσες του 
χωρόχρονου. Πρόκειται φυσικά για τον πίνακα των στερεών στροφών.  

Ας προσπαθήσουμε να ερμηνεύσουμε τη φυσική σημασία των τριών παραμέτρων 
που μας απομένουν. Πρόκειται για τις παραμέτρους που σχετίζονται με τις ταχύτητες των 
boostsviii. Αν έχουμε δύο συστήματα αναφοράς που εκτελούν σχετική κίνηση οι 
συντεταγμένες θα αλλάξουν κατά μοναδικό τρόπο όπως περιέγραψε ο Einstein στην Ειδική 
Θεωρία της Σχετικότητας. Το γεγονός ότι έχουμε τρεις παραμέτρους (και κατά συνέπεια 
τρεις γεννήτορες Κ) έχει πάλι να κάνει με τις τρεις χωρικές διαστάσεις του κόσμου μας. 
Εφόσον η ταχύτητα είναι ένα διάνυσμα με τρεις συνιστώσες απαιτούνται ακριβώς τρεις 
αριθμοί για τον προσδιορισμό της. Έτσι η κάθε συνιστώσα της ταχύτητας θα αποτελεί και 
μία παράμετρο. Αυτοί οι τρεις αριθμοί είναι οι τρεις παράμετροι που υπεισέρχονται στους 
γεννήτορες. 

Στη συνέχεια ας μελετήσουμε την παραμετροποίηση σύμφωνα με την οποία θέσαμε 
ζ=tanh-1β. Θα ασχοληθούμε με ένα απλούστερο παράδειγμα αρχικά: Έστω οι στροφές του 

χώρου R2 με παράμετρο θ και πίνακα R(θ)= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
θθ
θθ

cossin
sincos

 και ας φανταστούμε ότι δρα 

πάνω στις συντεταγμένες. Αυτό που θα δούμε δηλαδή είναι το ακόλουθο: 

 
 Δηλαδή το αρχικό σύστημα αναφοράς έχει στραφεί κατά γωνία θ περί την αρχή των 
συντεταγμένων. Ας προσπαθήσουμε να δούμε το αντίστοιχο σχήμα για το σύστημα 
αναφοράς που μετασχηματίζεται κατά Lorentz. Επειδή δεν μπορούμε να σχεδιάσουμε 
διαγράμματα 4 διαστάσεων θα θεωρήσουμε boost μόνο στη διεύθυνση x και θα σχεδιάσουμε 
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μονάχα αυτήν και τον άξονα του χρόνου. Όπως είναι φανερό από τον πίνακα του Λ για την 
συγκεκριμένη περίπτωση οι μετασχηματισμοί στις διευθύνσεις y και z περιγράφονται από 
ένα block 2×2 που έχει μορφή ταυτοτικού πίνακα, άρα παραμένουν αμετάβλητες. Ας 
ασχοληθούμε συνεπώς με το x και το t: t′=γt-βγx, x′=-βγt+γxix. Δηλαδή το νέο σύστημα 
χωροχρονικών συντεταγμένων που προκύπτει έχει κοινή αρχή με το αρχικό (για x=t=0 
έχουμε x′=t′=0). Ας μελετήσουμε τώρα πως μετασχηματίζεται ένα τυχαίο σημείο (x0,t0) ώστε 
να βρούμε και τη νέα μορφή των αξόνων συντεταγμένων. Παρατηρούμε ότι στο νέο 
σύστημα συντεταγμένων αυτό θα έχει συντεταγμένες t′=γt0–βγx0 , x′=-βγt0+γx0. Με 
αντικατάσταση βλέπουμε ότι αυτό επιτυγχάνεται αν οι άξονες των t′ και x′ στραφούν κατά 
γωνία θ ώστε tanθ=β όπως έχει σχεδιαστεί στο σχήμα. 

 

 
ΕΜΦΑΝΙΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 

Παρατηρούμε λοιπόν ότι οι στροφές αυτές δεν έχουν τη συνήθη μορφή αλλά στην 
ουσία φέρουν πιο κοντά τους άξονες. Ας υποθέσουμε εν συνεχεία, ότι αυξάνουμε συνεχώς 
την παράμετρο β ώστε να πλησιάζει στη μονάδα. Βλέπουμε ότι σε αυτό το σύστημα 
συντεταγμένων (για β≈1) και οι δύο άξονες έχουν αντικατασταθεί από ένα κοινό άξονα που 
εκφράζει χώρο και χρόνο, ο οποίος βρίσκεται στη διεύθυνση της διχοτόμου της 1ης και 3ης 
γωνίας των αξόνων. Ένας μόνο άξονας όμως, δεν είναι αρκετός για να περιγράψει ένα 
ολόκληρο επίπεδο και υποψιαζόμαστε πως έχει αρχίσει να δημιουργείται κάποιο πρόβλημα. 
Σαν να πλησιάζουμε σε ένα φυσικό όριο. Αν δούμε τι συμβαίνει με τους ίδιους τους 
μετασχηματισμούς τότε 

1
lim

>−β
γ =∞ . Αυτοί οι  απειρισμοί είναι πηγές προβληματισμού για τη 

φυσική και ταυτόχρονα επιβεβαίωση της υποψίας μας ότι έχουμε φτάσει σε ένα όριο πέρα 
από το οποίο η φύση δεν λειτουργεί καλά (ή ακόμα και αν λειτουργεί δεν μπορούμε εμείς να 
την κατανοήσουμε με τις μέχρι ώρας γνώσεις μας). Αν δε η παράμετρος β ξεπεράσει τη 
μονάδα (από τα μαθηματικά δεν απαγορεύεται κάτι τέτοιο) τότε οι άξονες του χώρου και του 
χρόνου αντιστρέφονται και είναι σαν να κινούμαστε στο παρελθόν. Για αυτό λοιπόν 
δεχόμαστε ως λογική την απαίτηση που είχαμε θέσει αρχικά β<1. 

 

Η ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΤΟΥ ΦΩΤΟΣ, ΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΕΠΙΛΥΟΝΤΑΙ 

Όπως ενδεχομένως παρατήρησε ο αναγνώστης, δεν έχουμε εισάγει ακόμη την έννοια 
της ταχύτητας του φωτός. Μοναχά σε μια υποσημείωση έχει αναφερθεί ότι έχουμε ανάγκη 
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από μια σταθερά η οποία να μας βοηθά στο να μετρήσουμε με το ίδιο σύστημα μονάδων 
χωρικές και χρονικές συντεταγμένες. Μετά όμως από όσα αναφέρθηκαν στην προηγούμενη 
παράγραφο γίνεται καταφανής η ανάγκη εισαγωγής ενός μεγέθους το οποίο δεν θα 
επιτρέπεται να ξεπεραστεί και θα είναι σταθερό για όλα τα συστήματα αναφοράς για τα 
οποία θα εφαρμόζουμε το μετασχηματισμό του Lorentz. Δεδομένου ότι δεν μπορούμε να τα 
λύσουμε όλα με θεωρητικούς συλλογισμούς, (όπως κάναμε μέχρι στιγμής σε αυτή την 
εργασία και στη συνέχεια ταυτίζαμε αυτά που «ανακαλύπταμε» με γνωστά μεγέθη) ζητάμε 
από το πείραμα να μας υποδείξει μια φυσική ποσότητα που να είναι παγκόσμια σταθερά. Το 
πείραμα αυτό έγινε στα τέλη του 19ου αιώνα και είναι το πασίγνωστο πείραμα μέτρησης της 
ταχύτητας του φωτός με το συμβολόμετρο των Michelson και Morley. Χωρίς να 
υπεισέλθουμε σε τεχνικές λεπτομέρειες το συμπέρασμα είναι ότι η ταχύτητα του φωτός είναι 
σταθερή σε όλα τα συστήματα αναφοράς. Επιπλέον τίποτα δεν μπορεί να ταξιδέψει ταχύτερα 
από το φως. Άρα βρήκαμε τη σταθερά που αναζητούσαμε και «ως δια μαγείας» η ταχύτητα 
του φωτός ρίχνει φως σε όλα τα σκοτεινά σημεία της περιγραφής μας. Η άγνωστη 
παράμετρος που μας έλειπε για  να συσχετίσουμε χώρο και χρόνο είναι η ταχύτητα του 
φωτός. Επίσης είχαμε σχετίσει με τα boosts τους τρεις από τους έξι γεννήτορες, οι οποίοι 
περιγράφονταν με μία παράμετρο β, εντελώς αυθαίρετη στην εισαγωγή της. Η παράμετρος 
αυτή μεταξύ άλλων έπρεπε να είναι μικρότερη από την μονάδα. Δεδομένου όμως ότι τα 
boosts έχουν να κάνουν με σχετικές ταχύτητες συστημάτων αναφοράς τότε δίχως άλλο β=υ/c 
όπου υ η σχετική ταχύτητα των συστημάτων αναφοράς. Αμέσως λύνεται και το πρόβλημα 
που αντιμετωπίσαμε αν το β γίνει μεγαλύτερο από τη μονάδα. Δεν υφίσταται πια τέτοιο 
πρόβλημα μιας και κανένα σύστημα αναφοράς δεν μπορεί  να κινηθεί τόσο γρήγορα. Οι 
ενοχλητικοί απειρισμοί εξαφανίζονται και όλα βαίνουν καλώς.  

 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

Καταφέραμε λοιπόν ξεκινώντας από απλές και λογικές ιδιότητες να χτίσουμε μια 
ολόκληρη θεωρία. Φυσικά αυτός δεν είναι ο αληθινός δρόμος που ακολουθεί η επιστήμη. 
Δίχως άλλο όμως παρατηρούμε την μεγάλη δύναμη των μαθηματικών. Απαιτώντας την ισχύ 
ορισμένων ιδιοτήτων καταλήγουμε στους μετασχηματισμούς της ειδικής θεωρίας της 
σχετικότητας, στη συνέχεια βρίσκουμε «δευτερογενείς» ιδιότητες οι οποίες σε συνδυασμό με 
τις πρώτες μας αποκαλύπτουν μία ολόκληρη θεωρία. Παρατηρούμε λοιπόν πως αυτές οι 
υποθέσεις, που πρωτοεμφανίστηκαν ως μαθηματικές ιδιότητες και παρουσιάζονταν αρκετά 
αφηρημένα, έχουν βαθιά φυσική σημασία. Απλές προτάσεις και μαθηματικές πράξεις 
συνοψίζουν σελίδες ολόκληρες φυσικής ανάλυσης. Παρότι είδαμε την ισχύ των 
μαθηματικών αναγνωρίσαμε και την αδυναμία τους. Όσο κομψές και αν ήταν οι θεωρίες μας 
στο τέλος πάντα επικαλούμαστε το πείραμα για να τις κατεβάσουμε από τον κόσμο των 
ιδεών στην σκιά του, τον αισθητό κόσμο. Οφείλουν τότε να είναι συμβατές με αυτά που 
μετρούμε. Αν δεν ισχύει το τελευταίο τότε ένα θεωρητικό μοντέλο όσο κομψό, αυτοσυνεπές 
και ολοκληρωμένο να είναι θα παραμείνει για πάντα μοντέλο και δεν θα έχει καμία σχέση με 
την φύση των όντων. 
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i Για περισσότερες λεπτομέρειες βλέπε: Κβαντομηχανική Ι, Τραχανάς, σελίδα 252 και εξής. 
ii Ως μετρική Minkowski ορίζεται ο 4×4 τανυστής με μορφή 

ημν=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

1000
0100
0010
0001

 

iii Βλέπε Ειδική Θεωρία Σχετικότητας Δ. Π. Κ. Γκίκας, σελίδα 24 
iv Με το συμβολισμό xμ ορίζουμε το τετραδιάνυσμα που περιέχει τις τρεις χωρικές 
συνιστώσες (δείκτες 1 έως 3) και την χρονική συνιστώσα (δείκτης 0). 

v Η σύμβαση του Einstein ορίζει ότι: αμ bμ=∑
=

3

0μ
μμba δηλαδή αντί για το σύμβολο του 

αθροίσματος μπορώ να έχω άνω και κάτω επαναλαμβανόμενους δείκτες. Γενικά με ελληνικά 
γράμματα συμβολίζονται οι δείκτες που λαμβάνουν τιμές από 0 έως και 3, ενώ με λατινικά 
από 1 έως και 3.  
vi Θα αποδείξουμε ότι η σύνθεση γραμμικών μετασχηματισμών είναι γραμμικός 
μετασχηματισμός για την περίπτωση γραμμικών μετασχηματισμών στο διανυσματικό χώρο 
R², χάριν απλότητας, από όπου εύκολα η απόδειξη μπορεί να γενικευτεί και στις 4 
διαστάσεις στις οποίες εργαζόμαστε: 

Έστω οι γραμμικοί μετασχηματισμοί Τ1 Τ2 θα δείξουμε ότι η σύνθεση τους Τ είναι και αυτή 
γραμμικός μετασχηματισμός: 

Τ1: x′=ax+by, y′=cx+dy     και     Τ2: x′=a′x+b′y,    y′=c′x+d′y  

όπου    a, b, c, d, a′, b′, c′, d′ ∈R.  
Ο μετασχηματισμός Τ=Τ2Τ1 θα είναι για τα x και y:  

x′′=a′x′+b′y′   y′′=c′x′+d′y′  

όπου x′=ax+by, y′=cx+dy, αν αντικαταστήσουμε στις παραπάνω σχέσεις έχουμε:  

x′′=a′(ax+by)+b′(cx+dy)   =>   x′′=(a′a+b′c)x+(a′b+b′d)y, 

  y′′=c′(ax+by)+d′(cx+dy)    =>  y′′=(c′a+d′c)x+(c′b+d′d)y,  
Αν θέσουμε:  

k=(a′a+b′c),   l=(a′b+b′d),   m=(c′a+d′c),   n=(c′b+d′d)  
ο μετασχηματισμός γράφεται:  

x′′=kx+ly    y′′=mx+ny  
που είναι η γενική μορφή του γραμμικού μετασχηματισμού. 
vii Για περισσότερες λεπτομέρειες βλέπε Εισαγωγή στη Γενική Σχετικότητα, Schutz 
κεφάλαια 2,3. 
viii Η ακριβής μετάφραση της λέξης boost στα ελληνικά είναι ενίσχυση, υποστήριξη ή 
προώθηση και δεν αποδίδει με ακρίβεια το νόημα της φυσικής έννοιας που εκφράζει. Από 
φυσικής άποψης έχει να κάνει με την σχετική κίνηση δύο συστημάτων αναφοράς. 
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ix Μέχρι στιγμής οι χωρικές και οι χρονικές συντεταγμένες είναι ίσες διαστατικά, αφού οι 
παράμετροι β και γ είναι καθαροί αριθμοί (διότι το β εισήχθη ως τιμή εφαπτομένης, που είναι 
αδιάστατος αριθμός, ενώ ανάλογα ισχύουν για το γ). Επειδή όμως στη μέχρι τώρα φυσική 
χώρος και χρόνος μετρώνται με άλλες μονάδες πρέπει να εισάγουμε μια φυσική σταθερά 
ώστε να συμβιβάζονται μεταξύ τους. Έστω λοιπόν ότι [x]=[c][t]. Δηλαδή έστω μια φυσική 
σταθερά c η οποία έχει διαστάσεις [x]/[t], δηλαδή ταχύτητας. Γενικά στην εργασία έχει 
ληφθεί ότι c=1 για απλούστευση και για άμεση εποπτεία των ταχυτήτων, επομένως χωρικές 
και χρονικές αποστάσεις μετρώνται με τις ίδιες μονάδες. 
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