
∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

Άσκηση 1: Έστω Χ1,...,Χn τυχαίο δείγµα µεγέθους n από την κατανοµή µε σ.π.π.  
 

2 3( , ) 2    ,  ,  0.p x x xθ θ θ θ−= > >  
α) ∆είξτε ότι η στατιστική συνάρτηση Τ(Χ ):= Χ(1) = min1≤i≤n Xi είναι επαρκής για την 
παράµετρο θ και πλήρης. 
β) Βρείτε Α.Ε.Ε.∆. του κθ − . 
 
Λύση: 
 
α)  Το στήριγµα  { : ( , ) 0} { ,S x p x }θ θ= ∈ > = +∞ εξαρτάται από το θ και για αυτό 
γράφουµε την σ.π.π. στην εξής µορφή: 

2 3
(θ,+ )( , ) 2  Ι (x)   ,  ,p x x xθ θ −

∞= ∈  
όπου  

( , )

1,    
( ) :

0,    
x

x
xθ

θ
θ+∞

>⎧ ⎫
Ι = ⎨ ⎬≤⎩ ⎭

. 

Η από κοινού σ.π.π. του δείγµατος Χ1,...,Χn γράφετε τότε: 
 

n
2 3

(θ,+ )
i=1 1

( , ) 2 Ι ( )    
n

n n
i i

i

p x x xθ θ −
∞

=

= ∏ ∏ . 

Ορίζουµε τη συνάρτηση: 
 

(1)
(1)

(1)

1,     
( , ) : ,

0,    
x

f x
x

θ
θ

θ
≤⎧ ⎫

= ⎨ ⎬>⎩ ⎭
 

όπου x(1) = min1≤i≤n xi. Οι συναρτήσεις K και L µε τιµές  και (θ,+ )
1

( ) Ι ( )
n

i
i

K x x∞
=

=∏
(1)( ) ( , )L x f xθ=  είναι ίσες διότι παίρνουν µόνο τις τιµές 0 και 1 και επιπλέον ( )K x =  1 

αν και µόνο αν =1. Εποµένως  ( )L x
n

2 3
(1) (1)

i=1

( , ) {2 ( , )} =G( , ) ( )    n n
ip x f x x x H xθ θ θ θ−= ∏ . 

Έτσι από το παραγοντικό κριτήριο Neyman η στατιστική συνάρτηση Τ( ):= xΧ (1) = 
min1≤i≤n xi  είναι επαρκής για το θ. 
 
Για να αποδείξουµε την πληρότητα της Τ, χρειάζεται να γνωρίζουµε την κατανοµή της. 
Για την συνάρτηση κατανοµής FX (x,θ) της τ.µ. Χ µε σ.π.π. p(x,θ), έχουµε: 

2
2 3( , ) ( , ) 2 1 ,

x x

XF x p u du u du x
xθ θ

θθ θ θ − ⎛ ⎞= = = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ θ>  

και FX (x,θ)=0 αν x ≤ θ. Συνεπώς αν FΤ (t,θ) είναι η συνάρτηση κατανοµής της Τ τότε: 
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(1)
1

( , ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ,  1,..., ) 1 ( )
n

T i i
i

F t P T t P T t P X t P X t i n P X tθ
=

= ≤ = − > = − > = − > = = − > =∏
2

1 [(1 ( , )] 1 ,
n

n
XF t t

t
θθ θ⎛ ⎞− − = − >⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Παραγωγίζοντας ως προς t λαµβάνουµε την σ.π.π. της Τ: 
 

2 2 1( , ) 2 ,n n
Tf t n t tθ θ θ− −= > . 

Έστω τώρα Ε(h(T),θ) = 0  0θ∀ >  και για τυχούσα µετρήσιµη πραγµατική συνάρτηση 
h: . Έχουµε ότι: →
 
Ε(h(T),θ) = 0  0θ∀ >  

. 2 2 1 2 1( ) ( , ) 0 2 ( ) 0 ( ) 0n n n
Th t f t dt n h t t dt h t t dt

θ θ θ

θ θ
+∞ +∞ +∞

− − − −⇒ = ⇒ = ⇒∫ ∫ ∫ =

>
]

Παραγωγίζοντας την τελευταία ισότητα ως προς θ λαµβάνουµε ότι  
 

2 1( ) 0 0 ( ) 0 0nh hθ θ θ θ θ− −− = ∀ > ⇒ = ∀ , 
δηλαδή h(y)=0  Για το σύνολο ( ,(0, ).y∀ ∈ +∞ 0−∞  ισχύει ότι ( 0) 0 P T 0θ≤ = ∀ > , 
δηλαδή το   έχει µέτρο µηδέν. Άρα h=0 σχεδόν παντού και συνεπώς η Τ( ):= 
Χ

( ,0−∞ ] Χ
(1) = min1≤i≤n Xi  είναι πλήρης. 

 
β) Έστω  U=ψ(Τ) α.ε. του κθ − . Τότε: 

2 2 1 2 1
2( ( )) ( ) ( , ) 2 ( ) ( ) , 0

2
n n n

T nE t f t dt n t t dt t t dt
n

κ
κ κ κ

θ θ θ

θψ θ ψ θ θ θ ψ θ ψ θ
θ

+∞ +∞ +∞ −
− − − − − − −Τ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ∀ >∫ ∫ ∫

Παραγωγίζοντας την τελευταία ισότητα ως προς θ προκύπτει: 
2 1

2 1

(2 ) (2 )( ) , 0 ( )  0
2 2

n
n

n n
n n

κ
κ

κ κψ θ θ θ ψ θ θ θ
θ

− − −
+ +

− + +
− = ∀ > ⇒ = ∀ > . 

Άρα η στατιστική συνάρτηση (1)
(2 ) (2 )( ) ( ( )) ( ) = 

2 2
n nU X T X T X X

n n
κ κκ κψ − −+ +

= =  είναι 

η µοναδική Α.Ε.Ε.∆. του κθ − , ως συνάρτηση µόνο της επαρκούς και πλήρους 
στατιστικής συνάρτησης Τ. 
 
 

Άσκηση 2: Έστω Χ1,...,Χn τυχαίο δείγµα από την κατανοµή 1 ,G p
θ
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  µε σ.π.π. 

11( , ) , 0, 0
( )

x
p

pp x x e x
p

θθ θ
θ

−−= > >
Γ

, 

όπου p γνωστό. 
α) Να υπολογιστεί η πληροφορία Ι(θ) κατά Fisher µιας παρατήρησης για το θ. 
β) Να βρεθεί Α.Ε.Ε.∆. της θ και να συγκριθεί η διασπορά  της µε το κάτω φράγµα της 
ανισότητας Cramer-Rao. 
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γ) Να βρεθεί Α.Ε.Ε.∆. της 1/θ και να συγκριθεί η διασπορά  της µε το κάτω φράγµα της 
ανισότητας Cramer-Rao. 
 
Λύση: 
 
α) 

ln ( , ) ln ( ) ln ( 1) lnxp x p p pθ θ
θ

= − Γ − − + − x  

2ln ( , ) p xp x θ
θ θ θ
∂

= − +
∂

 

2

2 2

2ln ( , ) 3

p xp x θ
θ θ θ

∂
= −

∂
 

Άρα: 
 

2

2 3 2 3 2 3 2

2 2 2( ) ln ( , ) ( ) 2

p p pp x pθ θ θ p
θ θ θ θ θ θ θ θ

⎧ ⎫∂ Χ⎧ ⎫Ι = −Ε = Ε − = Ε Χ − = − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ⎩ ⎭⎩ ⎭
. 

 
β) Το στήριγµα  { : ( , ) 0} {0,S x p x }θ= ∈ > = +∞ δεν εξαρτάται από το θ. Επιπλέον: 
 

1 ( ) (1( , ) ( ) ( )
( )

x
p Q T

p
)xp x x e c e

p
θθθ θ

θ
−−= =

Γ
h x  

ανήκει δηλαδή στην Ε.Ο.Κ. και συνεπώς η Τ=Τ(Χ ):= 
1 1

( )
n n

i
i i

T X X
= =

= i∑ ∑ είναι επαρκής 

και πλήρης για το θ. Ακόµα έχουµε ότι:  

Ε(Τ)=
1

( )
n

i
i

E X np
np

θ θ
=

⎧ ⎫Τ
= ⇒ Ε =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ . 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η α.ε. * 1( )

n

i
i

X
X

np p
=Τ Χ = =
∑

 του θ είναι και Α.Ε.Ε.∆. ως 

συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους Τ.  
Επειδή οι Χ1,...,Χn είναι ανεξάρτητες (άρα και ασυσχέτιστες) έπεται ότι: 

V( )*Τ
2 2

1
2 2

( )

( ) ( )

n

i
i

V X
np

np np np
θ θ== =

∑
= . 

Το κάτω φράγµα Cramer-Rao δίνεται από την 
2

*1 ( )
( )

LB V T
nI np

θ
θ

= = = . 

 

γ) Ισχύει ότι αν 
1

1 1~ , ~ ,
n

i i
i

X G p X G np
θ θ=

⎛ ⎞ ⎛⇒⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

∑ ⎞
⎟
⎠

 και άρα 

 3



∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

0

1/
1 1 1

0 0 0

1 1 ( , )

1 1 1 ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( )

T

x x npy t
n p n p n p y

np np np

E f t dt
T t

npt e dt t e dt y e dy
t np np np np

κ κ

κθ
κ κθ θ

κ κ

θ

θ κθ
θ θ θ θ

+∞

+∞ +∞ +∞− −=− −− − − − − −

⎧ ⎫ = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

Γ −
= = =

Γ Γ Γ

∫

∫ ∫ ∫ Γ
 
αφού: 

1

0

( )n p yy e dy npκ κ
+∞

− − − = Γ −∫  

 
Για κ=1 έχουµε  

1 ( 1) 1
( ) ( 1)

npE
T np npθ θ

Γ −⎧ ⎫ = =⎨ ⎬ Γ −⎩ ⎭
, 

αφού: 
( ) ( 1) ( 1)a a aΓ = − Γ − . 

Τελικά: 
1 1npE

T θ
−⎧ ⎫ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
, 

και άρα η στατιστική συνάρτηση 1np
T
−  είναι Α.Ε.Ε.∆. του 1/θ. 

Ακόµα: 
2

2 2
2

2
2

2 2

1 1 1 1( 1) ( 1)

( 2) 1 1( 1)
( ) ( 1) ( 2)

npV np V np E E
T T T

npnp
np np npθ θ θ

T

⎧ ⎫− ⎡ ⎤⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − = − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎬⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
=

⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞Γ −⎪ ⎪− − =⎨ ⎬⎜ ⎟Γ − −⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
ενώ: 

2

4

2

2

1 1
1 1

( )

d
d npLB VpnI np Tn

θ θ θ
θ θ

θ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎧ ⎫⎝ ⎠⎣ ⎦= = = < ⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

 
 
Άσκηση 3: Έστω Χ1,...,Χn τυχαίο δείγµα από την κατανοµή b(N,θ), (0,1)θ ∈ . 

α) Να δειχτεί ότι η στατιστική συνάρτηση X
Ν
είναι Α.Ε.Ε.∆. του θ. 

β) Να βρεθεί η Ε.Μ.Π. του θ. 
γ) Έστω το τυχαίο δείγµα Χ1,...,Χn τυχαίο δείγµα από την κατανοµή b(3,θ). Αν το δείγµα 
αυτό έδωσε τις µετρήσεις x1=3, x2=0, x3=1, x4=2, x5=1 να βρεθεί ο ΕΜΠ της P(X=0).  
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Λύση: 
 
α) Το στήριγµα  { : ( , ) 0} {0,1,..., }S x p x Nθ= ∈ > = δεν εξαρτάται από το θ. Επιπλέον: 
 

ln
( ) ( )1( , ) (1 ) (1 ) e ( ) ( )

x
x N x n Q T xN N

p x c
x x

θ
θθθ θ θ θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

e h x  

ανήκει δηλαδή στην Ε.Ο.Κ. και συνεπώς η Τ = Τ(Χ ):= 
1 1

( )
n n

i
i i

T X X
= =

= i∑ ∑ είναι επαρκής 

και πλήρης για το θ. Ακόµα έχουµε ότι:  

Ε(Τ)=
1

( )
n

i
i

E X nN
nN

θ θ
=

Τ⎧ ⎫= ⇒ Ε =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ . 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η α.ε. * 1( )

n

i
i

X
X

nN N
=Τ Χ = =
∑

 του θ είναι και Α.Ε.Ε.∆. ως 

συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους Τ.  
 
 
β) Έχουµε: 

1 1

1

( ) (1 ) ,

n n

i i
i i

nx nN x

i i

N
L

x
θ θ θ= =

−

=

∑ ∑ ⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  

1 1 1

( ) ln ln(1 ) ln
nn n

i i
i i i i

N
l x nN x

x
θ θ θ

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∏ , 

1 1( ) 0
1

n n

i i
i i

x nN x
d xl
d

θ θ
θ θ θ

= =

−
= − = ⇒ =

− Ν

∑ ∑
. 

Ακόµα: 
2 2

22

( )( ) 0
1

d nN n N xl
d x x

θ
θ

−
= − − <

⎛ ⎞−⎜ ⎟Ν⎝ ⎠
 

Εποµένως η ˆ Xθ =
Ν
είναι η Ε.Μ.Π. του θ.  

 

γ) Από τις µετρήσεις  x1=3, x2=0, x3=1, x4=2, x5=1 παίρνουµε ότι ˆ xθ =
Ν

=0.466. Έτσι 

υποθέτοντας ότι Χ~b(3,0.466) έχουµε: 
0 3 03

( 0) 0.466 (1 0.466) 0.15227
0

P X −⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 
Άσκηση 4: Έστω Χ1,...,Χn τυχαίο δείγµα από την κατανοµή N(µ,σ2). 
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Να βρεθεί η Ε.Μ.Π. του σ2 όταν: 
α) µ γνωστό. 
β) µ άγνωστο. 
γ) Έστω πήραµε τις εξής µετρήσεις για το Χ: x1=0.1, x2=1.5, x3=0.3, x4=2.1, x5=0.8, 
x6=3.2, x7=2.4, x8=5.3, x9=0.7, x10=4.5. Να βρεθεί ο ΕΜΠ της P(X>2.09). 
 
 
Λύση: 
 
α) Έχουµε: 

( )

2

1
2

( )

2 2

2

1( )
2

n

i
i

x

nL e

µ

σσ
πσ

=

−

−
∑

= ,  

2

2 2 1
2

( )
( ) ln 2 ln

2

n

i
i

x
l n n

µ
σ π σ

σ
=

−
= − − −

∑
, 

( )

2 2

2 21 1
22 2 2 2

( ) ( )
1( ) 0

2 2

n n

i i
i i

x x
d nl

d n

µ µ
σ σ

σ σ σ σ
= =

− −
= − + = ⇒ =

∑ ∑
. 

Παρατηρούµε ότι για 

2

2 1
( )

n

i
i

x

n

µ
σ =

−
=
∑

 είναι: 

2 3
2

22 2
2

1

( ) 0
2 ( )

n

i
i

d nl
d

x
σ

σ
µ

=

= − <
⎧ ⎫

−⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑

. 

 

Εποµένως η 

2

1
( )

ˆ

n

i
i

x

n

µ
θ =

−
=
∑

είναι η Ε.Μ.Π. του σ2. 

 
β) Έχουµε: 

( )

2

1
2

( )

2 2

2

1( , ) ,
2

n

i
i

x

nL e

µ

σµ σ
πσ

=

−

−
∑

=  

2

2 2 1
2

( )
( , ) ln 2 ln

2

n

i
i

x
l n n

µ
µ σ π σ

σ
=

−
= − − −

∑
, 
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( )

2

1
2

2 2

21 1
22 2 2 2

( )
( ) 2 0

2

( ) ( )
1( ) 0

2 2

n

i
i

n n

i i
i i

x
d l x

d

x x
d nl

d n

µ
θ µ

µ σ

µ
θ σ

σ σ σ σ

=

= =

⎧ ⎫−⎪ ⎪
⎪ ⎪= = ⇒ =
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪− −
⎪ ⎪= − + = ⇒ =⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑ ∑ x
 

Η λύση αυτή αντιστοιχεί πράγµατι σε µέγιστο αφού ο πίνακας Hesse για xµ = και 
2

2 1
( )

n

i
i

x x

n
σ =

−
=
∑

 είναι ο: 

2

2

2 2
1

32

2
2

1

0
( )

( , )

0
2 ( )

n

i
i

n

i
i

n

x x
l

n

x x

µ σ
µ σ

=

=

⎡ ⎤
−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎡ ⎤∂

Η = = ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎧ ⎫

−⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦

∑

∑

 

ο οποίος είναι αρνητικά ορισµένος. Εποµένως η Ε.Μ.Π. του σ2 όταν µ άγνωστο είναι: 
2

2 1
( )

ˆ

n

i
i

x x

n
σ =

−
=
∑

. 

 
γ) Από τις 10 µετρήσεις προκύπτει ότι: 
 

ˆ 2.09xµ = =  
2

2 1
( )

ˆ 2.855

n

i
i

x x

n
σ =

−
= =
∑

. 

Άρα Χ ~ Ν(2.09,2.855) και εποµένως: 
 

2.09 2.09 2.09( 2.09) ( ) 1 (0) 0.5
2.855 2.855

XP X P − −
> = > = −Φ = . 

 
Άσκηση 5: Ο αριθµός Ν(t) των εκπεµπόµενων σωµατιδίων α από µια ραδιενεργό πηγή 
σε χρόνο t ωρών ακολουθεί την P(θt), θ>0. Αν  Χ1,...,Χn είναι οι ενδιάµεσοι χρόνοι 
µεταξύ n διαδοχικών εκποµπών, να βρεθούν  
α) Η Ε.Μ.Π. του θ. 
β) Η εκτιµήτρια ροπών του θ. 
γ) Η Ε.Μ.Π. της πιθανότητας σε χρόνο 2 ωρών να µην έχουµε εκποµπή σωµατιδίου. 
 
Λύση: 
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

α) Είναι γνωστό από τις πιθανότητες ότι τα Χ1,...,Χn είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ. 
που ακολουθούν την Εκθ(θ). Οπότε: 
 

1( ) ,

n

i
i

x
nL e

θ

θ θ =

− ∑
=  

1

( ) ln
n

i
i

l n xθ θ θ
=

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ , 

1

1( ) 0
n

i
i

d nl x
d x

θ θ
θ θ =

= − = ⇒ =∑ . 

Ακόµα: 
2

22 ( ) 0
1

d nl
d

x

θ
θ

= − <
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 για 1
x

θ = . 

Εποµένως η 1ˆ
X

θ =  είναι η Ε.Μ.Π. του θ.  

β) Έχουµε x =Ε(Χ)=1/θ και λύνοντας ως προς θ παίρνουµε ότι 1
x

θ = . Άρα η εκτιµήτρια 

ροπών του θ είναι η 1
x

θ = . 

γ) Είναι t=2 οπότε η Ν(2) ακολουθεί την P(2θ). Η ζητούµενη πιθανότητα είναι: 
10 2ˆ ˆ2 2

ˆ(2 )( (2) 0)
0!

XP N e e eθ θθ −− −= = = = . 

 
 
Άσκηση 6: Ο χρόνος ζωής Χ σε ώρες µιας λυχνίας ακολουθεί κατανοµή µε συνάρτηση 
πυκνότητας 

2

1( , ) ,  0,  0.
x

p x xe xθθ θ
θ

−
= > >  

Αν Χ1,...,Χn είναι οι χρόνοι ζωής n λυχνιών, τότε: 
α) Να βρεθεί η Ε.Μ.Π. του θ. 
β) Ποια θα ήταν η εκτίµηση σας για τον µέσο χρόνο ζωής, αν είχατε τις παρατηρήσεις:  
x1=1.2, x2=5.7, x3=6.01, x4=2.3, x5=8.4, x6=3.22, x7=2.8, x8=1.51, x9=7.2, x10=4.1; 
γ) Με βάση τα δεδοµένα του β) ερωτήµατος και την υπόθεση περί της κατανοµής του 
χρόνου ζωής, να εκτιµήσετε την πιθανότητα ο χρόνος ζωής µιας λυχνίας να είναι 
µεγαλύτερος των 10 ωρών. 
δ) Εκτιµήστε µη παραµετρικά, δηλαδή χωρίς την υπόθεση περί κατανοµής, την 
πιθανότητα στο ερώτηµα γ). 
 
 
Λύση: 
 
α) Έχουµε:  
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

1

1

2
1

1( ) ,

n

i
i

nx

in
i

L e θθ
θ

=

−

=

∑
= x∏  

1 1

1( ) 2 ln ln
nn

i i
i i

l n xθ θ
θ = =

⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ x∏ , 

2
1

2 1( ) 0
2

n

i
i

d nl x
d

θ θ
θ θ θ =

x
= − + = ⇒ =∑ . 

Ακόµα για 
2
xθ = : 

2

2 2

8( ) 0d nl
d x

θ
θ

= − <  για 1
x

θ = . 

Εποµένως η ˆ
2
xθ = είναι η Ε.Μ.Π. του θ.  

β) Ο µέσος χρόνος ζωής της λυχνίας υπολογίζεται ως εξής: 
2/

2 3 1
2 2

0 0 0

1 1( ) (3) 2 ,
x x y x

yx xe dx x e dx y e dy
θ

θ θ θ θ θ
θ θ θ

+∞ +∞ +∞=− − − −Ε Χ = = = = Γ =∫ ∫ ∫  

εφόσον Γ(3)=2!=2. Άρα η Ε.Μ.Π. της Ε(Χ) είναι η ˆ2 2
2
x xθ = = = 4.244. 

γ) Έχουµε τα εξής : 
 

10

2 2
10 10 10

1 1 10( 10) 1
x x

yP X xe dx xe dx ye dx eθ θ θ

θ θ θ

+∞ +∞ +∞
− − −− ⎛ ⎞> = = = = +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ ∫ . 

Για ˆ 2.122
2
xθ θ= = =  έχουµε: 

10
ˆ10ˆ( 10) 1 0.051ˆP X e θ

θ

−⎛ ⎞> = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
δ)  Με σκεπτικό ανάλογο αυτού της άσκησης 11, η µη παραµετρική εκτίµηση γίνεται 

βάσει της διωνυµικής κατανοµής  0ˆ( 10) 0
10

P X > = = . 

 
Άσκηση 7: Έστω Χ1,...,Χn τυχαίο δείγµα από την κατανοµή U(θ1,θ2). Να βρεθούν: 
α) Ένα επαρκές στατιστικό για το  (θ1,θ2). 
β) Η Ε.Μ.Π. του (θ1,θ2). 
γ) Η εκτιµήτρια ροπών του (θ1,θ2). 
δ) Χρησιµοποιώντας τις παρακάτω 20 παρατηρήσεις 

76 68 52 73 59 45 67 44 84 61 57 70 89 41 75 63 49 80 53 86 
να εκτιµηθούν οι παράµετροι (θ1,θ2) µε την µέθοδο των ροπών και την µέθοδο µεγίστης 
πιθανοφάνειας. 
 
Λύση: 
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

α) Η σ.π.π. της U(θ1,θ2) είναι:  
 

1 2

1 2
2 11 2 ( , )

2 1
1 2

1 ,  x ( , ) 1( , , ) ( ),  
0   ,       x ( , )

p x I x xθ θ

θ θ
θ θθ θ

θ θ
θ θ

⎧ ⎫∈⎪ ⎪−= =⎨ ⎬ −⎪ ⎪∉⎩ ⎭

∈ , 

όπου 
1 2

1 2
( , )

1 2

1,    x ( , )
( ) :

0,    x ( , )
xθ θ

θ θ
θ θ

∈⎧ ⎫
Ι = ⎨ ⎬∉⎩ ⎭

. 

Οπότε η από κοινού σ.π.π. του δείγµατος είναι: 

( ) 1 21 2 ( , )
12 1

1( , , ) ( )
n

in
i

p x I xθ θθ θ
θ θ =

=
−

∏ 1( ,..., ) n
nx x x= ∈,  . 

Ορίζουµε την συνάρτηση: 
1,     

( , ) : .
0,    

a b
f a b

a b
≤⎧ ⎫

= ⎨ ⎬>⎩ ⎭
 

Τότε f (θ1, x(1)) f(x(n),θ2) = 
1 2( , )

1

( )
n

i
i

I xθ θ
=
∏  για κάθε , µε 1( ,..., ) n

nx x x= ∈ (1) min ix x=  και 

i( ) maxnx x=  οπότε θα έχουµε  

( )1 2 1 (1) (n) 2 1 2
2 1

1( , , ) f (θ , x ) f(x ,θ ) =G(T( ), , ) ( )np x xθ θ θ θ
θ θ

=
−

H x , 

όπου 
( )1 2 1 (1) (n) 2

2 1

1G(T( ), , ) f (θ , x ) f(x ,θ )nx θ θ
θ θ

=
−

 και ( ) = 1. Από το παραγοντικό 

κριτήριο Neyman, συµπεραίνουµε  ότι η  

H x

1 2 (1) (T( ) ( ( ), ( )) ( , )nx T x T x X X )= =  είναι επαρκής 
εκτιµήτρια του (θ1,θ2). 
 
β) Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 

( ) ( )1 21 2 ( , ) 1 (1) (n) 2
12 1 2 1

1 1( , ) ( ) f (θ , x ) f(x ,θ )
n

in n
i

L I xθ θθ θ
θ θ θ θ=

= =
− −

∏ , 

η οποία δεν παραγωγίζεται παντού ως προς θ1 και θ2. Έτσι για να µεγιστοποιηθεί θα 
πρέπει να ελαχιστοποιηθεί η διαφορά  θ2-θ1 και ταυτόχρονα το γινόµενο 

 να πάρει την µέγιστη τιµή του που είναι 1. Όµως 
=1 αν-ν 

1 (1) (n) 2f (θ , x ) f(x ,θ )

1 (1) (n) 2f (θ , x ) f(x ,θ ) 1 (1) 2 ( και n)x xθ θ≤ ≥

)
. Συνεπώς η Ε.Μ.Π. του (θ1,θ2) είναι η 

.  (1) ( )( , nX X
 
γ) Θεωρούµε το σύστηµα  

1

2 2

1

1 ( )

1 ( )

n

i
i

n

i
i

x E X
n

x E X
n

=

=

=

=

∑

∑
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

Επειδή 1 2( )
2

E X θ θ+
=  και  [ ] ( )2 2

2 1 22 1 2( ) ( ) ( )
12 2

X V X E X
θ θ θ θ− +⎛Ε = + = + ⎜

⎝ ⎠
⎞
⎟ η λύση του 

παραπάνω συστήµατος δίνει την εκτιµήτρια ροπών του (θ1,θ2) που είναι: 

2 2

1 1

3 3( ) ,   ( )
n n

i i
i i

X X X X X X
n n= =

⎛ ⎞
− − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . 

 
δ) Οι εκτιµήσεις των θ1 και θ2 µε την µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας είναι: 

1 (1)

2 ( )

ˆ ( ) 41
ˆ ( ) 89n

x x

x x

θ

θ

= =

= =
 

ενώ οι εκτιµήσεις των θ1 και θ2 µε την µέθοδο των ροπών είναι: 
20

2
1

1

20
2

2
1

3( ) ( ) 40.017
20

3( ) ( ) 89.183
20

i
i

i
i

x x x x

x x x x

θ

θ

=

=

= − − =

= + − =

∑

∑
 

 
 

Άσκηση 8: Έστω X ~ G(θ1,θ2) και Χ1,...,Χn τυχαίο δείγµα. Έστω και 
1

n

i
i

T X
=

= ∑

1
ln

n

i
i

R X
=

= ∑ . ∆είξτε ότι η στατιστική συνάρτηση ( , )T T R=  είναι επαρκής για την 

παράµετρο 1 2( , )θ θ θ= . Είναι η * 1 1,T T
n n

⎛= ⎜
⎝ ⎠

R ⎞⎟  επαρκής για την 1 2( , )θ θ θ= ; 

 
Λύση: 
 

2
2 1 1 1 1 2 1 2 1 2 2

2 2

1 1( 1)ln
1 (

1 2 1 2
2 1 2 1

1 1( , , ) 1( ) ( , ) ( )
( ) ( )

x x x
Q T x Q T x, ) ( ) ( , ) ( )f x x e e x C e

θ
θ θ θ θ θ θ θ

θ θθ θ θ θ
θ θ θ θ

− − −
− += = =

Γ Γ
h x

 
 

Άρα η κατανοµή ανήκει στη διπαραµετρική εκθετική οικογένεια κατανοµών και συνεπώς 

η στατιστική συνάρτηση = (( , )T T R=
1

n

i
i

X
=
∑ ,

1
ln

n

i
i

X
=
∑ ) είναι επαρκής για την παράµετρο 

1 2( , )θ θ θ= . 

Από γνωστό πόρισµα η * 1 1,T T
n n

⎛= ⎜
⎝ ⎠

R ⎞⎟  είναι επίσης επαρκής για την 1 2( , )θ θ θ= . 
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

Άσκηση 9: Έστω η διακριτή τ.µ.  X ~ f (x,θ) = 2 ( 1)(1 )xxθ θ+ − , x = 0, 1,…. όπου 
(0,1)θ ∈Ω = . Να βρεθεί η Ε.Μ.Π. της θ µε την βοήθεια  τ.δ.  Χ1,...,Χn. Στην συνέχεια να 

βρεθεί η Ε.Μ.Π.  της 
2(1 )( ) θα θ

θ
−

=  και να εξετάσετε αν είναι αµερόληπτη. 

 
Λύση: 
 
 
Έχουµε:  

12

1

( ) ( 1) (1 ) ,

n

i
i

n x
n

i
i

L xθ θ θ =

=

∑⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∏  

1 1

( ) 2 ln ln(1 ) ln ( 1)
nn

i i
i i

l n x xθ θ θ
= =

⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∏ + , 

12 2( ) 0
1 2

n

i
i

x
d nl
d x

θ θ
θ θ θ

== − = ⇒ =
− +

∑
. 

Ακόµα για 2
2 x

θ =
+

: 

2
1

2 22

2( ) 0
2

2 2

n

i
i

x
d nl
d x

x x

θ
θ

== − −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
< . 

Εποµένως η 2ˆ
2 x

θ =
+

είναι η Ε.Μ.Π. του θ.  

Από γνωστό πόρισµα η Ε.Μ.Π.  της 
2(1 )( ) θα θ

θ
−

=  είναι η 
ˆ2(1 )ˆ( ) ˆ xθα θ

θ
−

= = . 

Θα εξετάσουµε τώρα αν η 
1

1 n

i
i

T X X
n =

= = ∑  είναι α.ε. της α(θ).  

Έχουµε 
1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
n

i
i

E T E X nE X E X
n n=

= = =∑ . Όµως: 

2 2 2

1 1

2(1 )( ) ( 1)(1 ) ( )(1 ) ( )x x

x x
E X x x x x θθ θ θ θ α θ

θ

∞ ∞

= =

−
= + − = + − = =∑ ∑  

αφού 1
1

( 1).......( 1)
(1 )

k x
k

x

a a a kx a
a

∞

+
=

+ +
=

−∑ −

x

. Άρα η Τ είναι α.ε. της α(θ).  

 
Άσκηση 10: Έστω Χ ~ f (x,θ) = 1 aaa x e θθ − − , x > 0, θ > 0 άγνωστη παράµετρος και α > 0 
γνωστή παράµετρος. Έστω  τ.δ.  Χ1,...,Χn.  
α) Να βρείτε την Ε.Μ.Π. της θ. 
β) Να εξετάσετε αν η Ε.Μ.Π. είναι αµερόληπτη. 
γ) Με βάση το αποτέλεσµα του β) να υποδείξετε µια  Α.Ε.Ε.∆. της θ. 
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

δ) Να βρείτε το κατώτερο φράγµα Cramer-Rao και να το συγκρίνετε µε τη διασπορά της 
Α.Ε.Ε.∆. που βρήκατε στο γ).     
 
Λύση: 
 
α) Έχουµε:  

11

1

( ) ,

n

i
i

n x
n n a

i
i

L a x e
αθ

θ θ =

−
−

=

∑⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∏  

1

1 1

( ) ln ln ln
nn

a
i i

i i

l n a n x xαθ θ θ −

= =

⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∏ , 

1

1

( ) 0
n

a
i n

ai
i

i

d nl x
d

n

x
θ θ

θ θ =

=

= − − = ⇒ =∑
∑

. 

Ακόµα: 
2

2 2( ) 0d nl
d

θ
θ θ

= − < . 

Εποµένως η 

1

ˆ
n

a
i

i

n

x
θ

=

=

∑
είναι η Ε.Μ.Π. του θ.  

β)   Έστω U = 

1

n
a

i
i

n

x
=
∑

. Θα βρούµε την Ε(U). Προηγουµένως θα βρούµε την κατανοµή 

της ax και εν συνεχεία της 
1

n
a

i
i

x
=
∑ . Επειδή η συνάρτηση y = g(x) = xα είναι “1-1” και 

συνεχώς παραγωγίσιµη στο µε αντίστροφη x = g{ : ( , ) 0} {0,S x f x θ+= ∈ > = +∞} -1(y) 
= y1/α θα έχουµε για την σ.π.π. της: 

1 11
1 ( ) 1( ) ( ( )) ,   0

a a
y ya a

Y
dg yf y f g y a y e y e y

dy a
θ θθ θ

− −−
− −= = = − > .Άρα η Υ = Χα ~ G(θ,p=1) 

και συνεπώς η τ.µ. Ζ = 
1

n
a

i
i

X
=
∑ ~ G(θ,p=n).  

Επειδή τώρα η στατιστική συνάρτηση U = 

1

n
a

i
i

n

x
=
∑

 = ( )n Z
Z

φ=  θα έχουµε: 

1 2

0 0 0

2
1

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
( ) ( )

( 1)
( ) ( ) 1

p p z
p z p z

Z

p np n
p

p

n nE U E Z z f z dz z e dz z e dz
z p p

n n ne d n
p n n

θ ω
θ θ

ω

θ θφ φ

θ θω ω θ
θ

+∞ +∞ +∞ =
− − − −

+∞ =
− −

−

= = = =
Γ Γ

= Γ − =
Γ Γ −

∫ ∫ ∫

∫

=
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

και συνεπώς η στατιστική συνάρτηση U = 

1

n
a

i
i

n

x
=
∑

 δεν είναι α.ε. της θ.  

γ)  Θέτουµε *

1

1
n

a
i

i

n

x
=

−
Τ =

∑
 , δηλαδή * 1n U

n
−

Τ = . Τότε *( )E T θ= , δηλαδή η  είναι α.ε. 

της θ. Εξ άλλου f (x,θ) = , δηλαδή η δοθείσα κατανοµή 
ανήκει στην εκθετική οικογένεια κατανοµών και συνεπώς η στατιστική συνάρτηση Ζ = 

είναι επαρκής και πλήρης για την θ. Άρα η αµερόληπτη  ως 

συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης Ζ είναι Α.Ε.Ε.∆. 

*Τ

1 (1( ) ( ) ( )
aa x Q T xa x e x C e h xθ θθ θ− − = ) ( )

1 1
( )

n n
a

i i
i i

T X x
= =

=∑ ∑ *Τ

 
δ) Έχουµε: 

1ln ( , ) (ln ln ( 1) ln ) .af x a x a xαθ θ θ
θ θ
∂ ∂

= + − + − = −
∂ ∂

x
θ

 

Άρα  

{ } {
2 2

2 2
2 2

1 1 2 1 2( ) ln ( , )I f x }α α α αθ θ
θ θ θ θ θ θ
∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= Ε = Ε −Χ = Ε − Χ + Χ = − Ε Χ +Ε Χ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

α

Όπως είδαµε όµως στο β) η τ.µ Χα ~ G(θ, 1) και άρα { }αΕ Χ = 1/θ , ενώ 

{ } { } 22
2 2

1 1 2( )aV Xα α
2θ θ θ

⎡ ⎤Ε Χ = + Ε Χ = + =⎣ ⎦ . Τελικά 2

1( )θ
θ

Ι =  και συνεπώς το 

κατώτατο φράγµα Cramer-Rao είναι LB = 
21

( )nI n
θ

θ
= .  

Εξ άλλου: 
 

2* * 2( ) ( ) ( )V T E T E T⎡ ⎤ ⎡= −⎣ ⎦ ⎣
* ⎤⎦ ). Βρήκαµε ήδη ότι = θ ενώ: *(E T

2 2 2
* 2 1

0 0

2 2
( 2) 1 2

0

1 1 1( ) ( )
( )

( 1) ( 1) .
( ) ( 2)

n z
n z

Z

n

n n nE T E f z dz z e dz
Z z z n

n ne d
n n

θ ω
θ

ω

θ

θ ω ω θ

+∞ +∞ =
− −

+∞
− − −

− − −⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎢ ⎥ Γ⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −
=

Γ −

∫ ∫

∫

=

 

Συνεπώς 
2

*( )
( 2)

V T LB
n
θ

= >
−

 = 
2

n
θ . 

 
Άσκηση 11: Το πλάτος ενός παλµού είναι τ.µ. Χ ~ Ν ( µ, 4). Στην έξοδο του 
µηχανήµατος µπορούµε να παρατηρήσουµε µόνο αν το Χ υπερβαίνει την τιµή 40 ή όχι. 
Αν το Χ σε 100 παρατηρήσεις υπερέβη την τιµή αυτή 80 φορές, ποια η εκτίµηση µε την 
µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας της παραµέτρου µ; 
 
Λύση: 
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

 

Έστω     Σύµφωνα µε την εκφώνηση µια µή παραµετρική εκτίµηση 

για το  = 

1,     αν Χ > 40
.

0,    αν Χ 40
Y ⎧
= ⎨ ≤⎩ ⎭

⎫
⎬

ˆˆ ( 40)p P X= >
80

100
 . Όµως :  

40 40 40 40( 40) 1
2 2 2 2 2

Xp P X P P Zµ µ µ µ µ− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= > = > = > = −Φ = Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

Συνεπώς : 
(0.85) 0.8 "1-1" ˆ ˆ40 40 40ˆ ˆ ˆ0.8 0.8 0.85 41.7

2 2 2
pµ µ µ µ

Φ =Φ− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ = = ⇒ Φ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
Άσκηση 12: Ένα ερώτηµα σχετικό µε την µελέτη του µηχανισµού ήχο-εντόπισης 
νυχτερίδων είναι η απόσταση νυχτερίδας και εντόµου όταν η νυχτερίδα πρώτο-
αντιληφθεί το έντοµο. Λόγω τεχνικών δυσκολιών στην µέτρηση της απόστασης, µόνο 
n=11 παρατηρήσεις λήφθηκαν, από τις οποίες έχουµε   48.36X =  και . 2 327.05S =
α) Τι υποθέσεις πρέπει να κάνουµε για να µπορέσουµε να κατασκευάσουµε ένα 
διάστηµα εµπιστοσύνης (∆.Ε.); 
β) Ποιο το βασικό αποτέλεσµα που χρησιµοποιείται για την κατασκευή  ∆.Ε. στην πάνω 
περίπτωση; 
γ) Κατασκευάστε ένα 95% ∆.Ε. για το µ. 
 
  
  Λύση: 
 
α) Πρέπει να υποθέσουµε ότι η µεταβλητή “απόσταση” έχει την κανονική κατανοµή. 
 

β) 1~ .
/ n

X t
s n

µ
−

−  

Απόδειξη:  

( ) ( )
/ /

/ /
/

X X
X n

ss n s n
n

n
µ µ

µ σ σ

σσ

− −
−

= = . Αλλά 
( )

/

X

n

µ

σ

−
= Ζ ~ Ν (0, 1) και 

2
2

12

( 1) ~ n
n s Y X
σ −

−
= , µε Ζ, Υ ανεξάρτητες τ.µ. Άρα 1~

/
1

n
X Z t
s n Y

n

µ
−

−
=

−

 εξ ορισµού.  

γ)       10 (0.025) 2.228
11 11
s sx t x± = ±  . 

 
Άσκηση 13: Οι ερευνητές της προηγούµενης άσκησης θέλουν µε το πείραµα τους να 
στηρίξουν την υποψία τους ότι µ<55. 
α) ∆ιατυπώστε την µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση. 
β)  Έστω ότι πιστεύουν ότι η πληθυσµιακή διασπορά είναι σ2 = 182 = 308. Ποιο το 
έλεγχο-στατιστικό  και ποια η p-τιµή αν 48.36X =  και n=11; 
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

γ) Απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.1;  
 
Λύση: 
 
α) Η0 : µ=55    Η1: µ<55 
 

β)   Ζ = 
( )

/

X

n

µ

σ

−
 = -1.2 

p-τιµή = Φ(Ζ) = 0.1151 
 
γ) Όχι. 
 
 
Άσκηση 14:  
α) ∆είξτε ότι ο πληθυσµιακός µέσος µ ικανοποιεί την σχέση:  

2( ) min ( )
a

E X E X aµ− = − 2  (εδώ µ = Ε(Χ) ). 

∆ηλαδή αν προβλέψουµε την µεταβλητή Χ µε το µ το µέσο τετραγωνικό σφάλµα είναι το 
µικρότερο δυνατό. 
β) Έστω ότι ο µέσος µ εκτιµάται µε τον δειγµατικό µέσο τυχαίου δείγµατος Χ1,...,Χn, και 
έστω Χn+1 µία άλλη µεταβλητή ισόνοµη και ανεξάρτητη των  Χ1,...,Χn. Ποια η κατανοµή 

του 1

11

nX

s
n

+− Χ

+
; 

γ) Με χρήση του προηγούµενου αποτελέσµατος κατασκευάστε ένα (1-α)100% διάστηµα 
εµπιστοσύνης για το  Χn+1  (λέγεται διάστηµα πρόβλεψης). 
 
 Λύση: 
 
α)  

[ ]22

2 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

E X a E X a

E X a E X a E X a E X

µ µ
2) .µ µ µ µ µ µ

− = − + − =

− + − − + − = − + − ≥ − µ
 

 
β)   

1 1

1

1 11 1

1 11 1

11

n n

n

X X

X n n
s

s s
n n

n

σ σ

σ

σ

+ +

+

− Χ −Χ

+ +−Χ
= =

+ +

+

. 
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∆. Φουσκάκης – Ασκήσεις Στατιστικής 

Αλλά 
2

2
1 ~ 0,  nX

n
σσ+

⎛
− Χ Ν +⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟  και συνεπώς 1 ~ (0,1

11

nX Z N

n
σ

+− Χ
=

+
) . Επίσης 

2
2

12

( 1) ~ n
n s Y X
σ −

−
= , µε Ζ, Υ ανεξάρτητες τ.µ. Άρα 1

11

nX

s
n

+− Χ

+
= 1~

1

n
Z t
Y

n

−

−

. 

γ)       1
1( / 2) 1nX t a s
n−± +  . 
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