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Θέμα 1. (αʹ) ΄Εστω A, B μη κενά κάτω φραγμένα σύνολα πραγματικών αριθμών. Δείξτε ότι αν inf B < inf A,
τότε υπάρχει στοιχείο β ∈ B που να είναι κάτω φράγμα του συνόλου A. Ισχύει το συμέρασμα
αν inf B ≤ inf A; (1,2 μον.)

(βʹ) Να δείξετε ότι το σύνολο { µ

eν
: µ ∈ Z, ν ∈ N

}
είναι πυκνό στο R. (1,5 μον.)

Θέμα 2. ΄Εστω α0, α1, α2, . . . διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου με διαφορά ω = 2 και |λ| < 1. Δείξτε ότι

η σειρά

∞∑
ν=0

ανλ
ν
συγκλίνει και στη συνέχεια υπολογίστε το άθροισμά της. (1,5 μον.)

Θέμα 3. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στο R, να αποδειχθεί ότι και η |f | θα είναι συνεχής στο
R. Δώστε ένα παράδειγμα συνάρτησης g η οποία να είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του R, ενώ η |g|
να είναι συνεχής σε κάθε σημείο του R. (1 μον.)

Θέμα 4. (αʹ) Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : (−∞, 0)→ (−∞, 0) είναι παραγωγίσιμη και τέτοια ώστε

lim
x→−∞

f (x) = 0, lim
x→0−

f (x) = −π
2
και f ′ (x) ≤ − 1

1 + x2
για κάθε x < 0.

Να αποδειχθεί ότι f (x) = arctan (1/x) για κάθε x < 0. (1 μον.)

(βʹ) Διατυπώστε το θεώρημα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες και το θεώρημα μεταφοράς για
συνεχείς συναρτήσεις.

΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό και φραγμένο διάστημα [0, 1].
Αν οι συναρτήσεις f , f ′ δεν έχουν καμία κοινή ρίζα στο διάστημα [0, 1], να αποδειχθεί ότι το
σύνολο των ριζών της f στο διάστημα [0, 1] είναι πεπερασμένο. (1,5 μον.)

Θέμα 5. (αʹ) Χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστημα [0, 1] να αποδειχθεί ότι

lim
n→+∞

n∑
k=1

n (3n− k)
(n+ k) (n2 + k2)

= ln 2 +
π

4
.

(1,5 μον.)

(βʹ) Αν n ∈ N, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→+∞

∫ 2

0

n arctan (x/2)

x+ n
dx .

Δικαιολογείστε την απάντησή σας. (1,5 μον.)

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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Θέμα 1. (αʹ) ΄Εστω A, B μη κενά κάτω φραγμένα σύνολα πραγματικών αριθμών. Δείξτε ότι αν inf B < inf A,
τότε υπάρχει στοιχείο β ∈ B που να είναι κάτω φράγμα του συνόλου A. Ισχύει το συμέρασμα
αν inf B ≤ inf A; (1,2 μον.)

(βʹ) Να δείξετε ότι το σύνολο { µ
eν

: µ ∈ Z, ν ∈ N
}

είναι πυκνό στο R. (1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Αν επιλέξουμε ε = inf A − inf B > 0, τότε από τον χαρακτηρισμό του infimum θα υπάρχει
β ∈ B τέτοιο ώστε

β < inf B + ε = inf B + (inf A− inf B) = inf A .

΄Αρα α > β, για κάθε α ∈ A, δηλαδή το β είναι κάτω φράγμα του A.
Αν η ανισότητα δεν είναι γνήσια, δηλαδή inf B ≤ inf A, τότε δεν ισχύει το συμπέρασμα (μπορούμε
για παράδειγμα να πάρουμε A = B = (0, 1]).

(βʹ) ΄Εστω x, y ∈ R, με x < y. Υποθέτουμε ότι x > 0 και επιλέγουμε ένα ν ∈ N, έτσι ώστε

1

eν
< y − x .

Στη συνέχεια επιλέγουμε τον ελάχιστο φυσικό αριθμό µ έτσι ώστε

µ

eν
> x .

Αυτό σημαίνει ότι

µ− 1

eν
≤ x .

Τότε,

µ

eν
≤ x+

1

eν
< x+ (y − x) = y

και επομένως

x <
µ

eν
< y .

Αν x < 0 < y, μπορούμε να πάρουμε µ = 0. Τέλος αν x < y < 0, τότε 0 < −y < −x και από
το πρώτο μέρος της απόδειξης, θα υπάρχουν µ, ν ∈ N, τέτοια ώστε

−y < µ

eν
< −x⇔ x <

−µ
eν

< y .

΄Αρα το σύνολο { µ
eν

: µ ∈ Z, ν ∈ N
}

είναι πυκνό στο R.
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Θέμα 2. ΄Εστω α0, α1, α2, . . . διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου με διαφορά ω = 2 και |λ| < 1. Δείξτε ότι

η σειρά

∞∑
ν=0

ανλ
ν
συγκλίνει και στη συνέχεια υπολογίστε το άθροισμά της. (1,5 μον.)

Λύση. Επειδή limν→+∞ αν = +∞, είναι∣∣∣∣αν+1λ
ν+1

ανλν

∣∣∣∣ = |λ|
∣∣∣∣αν+1

αν

∣∣∣∣ = |λ|
∣∣∣∣αν + 2

αν

∣∣∣∣ = |λ|
∣∣∣∣1 +

2

αν

∣∣∣∣ −−−−−→ν→+∞
|λ| < 1

και από το κριτήριο λόγου η σειρά συγκλίνει. Επειδή η σειρά συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο έπεται

ότι

lim
ν→+∞

ανλ
ν = 0 .

Είναι

sν = α0 + α1λ+ α2λ
2 + · · ·+ αν−1λ

ν−1

⇒ λsν = λα0 + α1λ
2 + · · ·+ αν−1λ

ν .

Αφαιρώντας κατά μέλη παίρνουμε ότι

(1− λ) sν = α0 + (α1 − α0)λ+ (α2 − α1)λ2 + · · ·+ (αν−1 − αν−2)λν−1 − αν−1λν .

Δηλαδή

(1− λ) sν = α0 + 2λ
(
1 + λ+ λ2 + · · ·+ λν−2

)
− αν−1λν .

Συνεπώς, περνώντας στο όριο και στα δύο μέλη έχουμε ότι

(1− λ) lim
ν→+∞

sν = α0 + 2λ lim
ν→+∞

ν−2∑
k=0

λk − lim
ν→+∞

αν−1λ
ν .

Επομένως, λαμβάνοντας υπόψην ότι |λ| < 1 (και άρα η γεωμετρική σειρά συγκλίνει) καθώς και το ότι
limν→+∞ ανλ

ν = 0, έχουμε ότι

(1− λ)
∞∑
ν=0

ανλ
ν = α0 + 2λ

∞∑
ν=0

λν .

΄Αρα,
∞∑
ν=0

ανλ
ν =

α0

1− λ
+

2λ

(1− λ)
2 .

Θέμα 3. Αν η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής στο R, να αποδειχθεί ότι και η |f | θα είναι συνεχής στο
R. Δώστε ένα παράδειγμα συνάρτησης g η οποία να είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του R, ενώ η |g|
να είναι συνεχής σε κάθε σημείο του R. (1 μον.)

Λύση. ΄Εστω η f είναι συνεχής και έστω x0 ∈ R. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ (ε) > 0 τέτοιο
ώστε για κάθε x με |x− x0| < δ να ισχύει |f (x)− f (x0)| < ε. Επειδή ως γνωστόν ισχύει η ανισότητα
||f (x)| − |f (x0)|| ≤ |f (x)− f (x0)|, τελικά έχουμε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ (ε) > 0 τέτοιο
ώστε για κάθε x με |x− x0| < δ να ισχύει ||f (x)| − |f (x0)|| < ε. Δηλαδή η |f | είναι συνεχής στο
x0.

Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση g με

g (x) =

{
1 αν x ρητός ,

−1 αν x άρρητος .

Η g είναι ασυνεχής σε κάθε σημείο του R, ενώ |g (x)| = 1 για κάθε x ∈ R. Επομένως η |g| είναι
συνεχής σε κάθε σημείο του R.
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Θέμα 4. (αʹ) Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : (−∞, 0)→ (−∞, 0) είναι παραγωγίσιμη και τέτοια ώστε

lim
x→−∞

f (x) = 0, lim
x→0−

f (x) = −π
2
και f ′ (x) ≤ − 1

1 + x2
για κάθε x < 0.

Να αποδειχθεί ότι f (x) = arctan (1/x) για κάθε x < 0. (1 μον.)

(βʹ) Διατυπώστε το θεώρημα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες και το θεώρημα μεταφοράς για
συνεχείς συναρτήσεις.

΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό και φραγμένο διάστημα [0, 1].
Αν οι συναρτήσεις f , f ′ δεν έχουν καμία κοινή ρίζα στο διάστημα [0, 1], να αποδειχθεί ότι το
σύνολο των ριζών της f στο διάστημα [0, 1] είναι πεπερασμένο. (1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Αν g (x) := f (x)− arctan (1/x), η g είναι παραγωγίσιμη στο (−∞, 0) με

g′ (x) = f ′ (x)− (1/x)
′

1 + (1/x)
2 = f ′ (x) +

1

1 + x2
≤ 0 , για κάθε x < 0.

Επομένως η g είναι φθίνουσα στο διάστημα (−∞, 0). Επίσης έχουμε

lim
x→−∞

g (x) = lim
x→−∞

f (x)− lim
x→−∞

arctan
1

x
= 0

και

lim
x→0−

g (x) = lim
x→0−

f (x)− lim
x→0−

arctan
1

x
= −π

2
+
π

2
= 0 .

΄Αρα g (x) = 0⇔ f (x) = arctan (1/x) για κάθε x < 0.

(βʹ) Θεώρημα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες: Κάθε φραγμένη ακολουθία περιέχει
μια συγκλίνουσα υπακολουθία.

Θεώρημα μεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις: Η συνάρτηση f : A→ R, A ⊆ R,
είναι συνεχής στο σημείο x0 ∈ A αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (xn) σημείων του A που
συγκλίνει στο x0, η ακολουθία (f (xn)) συγκλίνει στο f (x0).

Υποθέτουμε ότι το σύνολο Z (f) := {x ∈ [0, 1] : f (x) = 0} δεν είναι πεπερασμένο. Τότε, υπάρ-
χει ακολουθία (xn) ξένων ανά δύο στοιχείων του συνόλου Z (f). Είναι f (xn) = 0 για κάθε
n ∈ N. Η ακολουθία (xn) είναι φραγμένη και επομένως από το θεώρημα Bolzano-Weierstrass
υπάρχει υπακολουθία (xkn) με limn→∞ xkn = c. Είναι 0 ≤ xkn ≤ 1 για κάθε n ∈ N και
κατά συνέπεια το c ∈ [0, 1]. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση, από το θεώρημα μεταφοράς
limn→∞ f (xkn) = f (c). ΄Ομως f (xkn) = 0 για κάθε n ∈ N οπότε και f (c) = 0, δηλαδή το c
είναι ρίζα της f .
Η f είναι παραγωγίσιμη στο c ∈ [0, 1] και επομένως

f ′ (c) = lim
x→c

f (x)− f (c)

x− c
.

Επειδή limn→∞ xkn = c, από το θεώρημα μεταφοράς για το όριο συνάρτησης έχουμε

f ′ (c) = lim
n→∞

f (xkn)− f (c)

xkn − c
= 0 .

Επομένως f (c) = f ′ (c) = 0, δηλαδή το c ∈ [0, 1] είναι μία κοινή ρίζα των f και f ′. ΄Ατοπο.
΄Αρα, το σύνολο των ριζών της f στο διάστημα [0, 1] είναι πεπερασμένο.
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Θέμα 5. (αʹ) Χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστημα [0, 1] να αποδειχθεί ότι

lim
n→+∞

n∑
k=1

n (3n− k)

(n+ k) (n2 + k2)
= ln 2 +

π

4
.

(1,5 μον.)

(βʹ) Αν n ∈ N, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→+∞

∫ 2

0

n arctan (x/2)

x+ n
dx .

Δικαιολογείστε την απάντησή σας. (1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Παρατηρούμε ότι

n∑
k=1

n (3n− k)

(n+ k) (n2 + k2)
=

n∑
k=1

n2 (3− k/n)

n3 (1 + k/n)
(

1 + (k/n)
2
)

=
1

n

n∑
k=1

3− k/n

(1 + k/n)
(

1 + (k/n)
2
) =

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

όπου f (x) = (3− x) / (1 + x)
(
1 + x2

)
. Επομένως, από τη θεωρία του ολοκληρώματος Rie-

mann έχουμε

lim
n→+∞

n∑
k=1

n (3n− k)

(n+ k) (n2 + k2)
=

∫ 1

0

3− x
(1 + x) (1 + x2)

dx .

Είναι ∫ 1

0

3− x
(1 + x) (1 + x2)

dx =

∫ 1

0

[
2

1 + x
+
−2x+ 1

1 + x2

]
dx

=

∫ 1

0

2

1 + x
dx−

∫ 1

0

2x

1 + x2
dx+

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

= 2 ln (1 + x)|10 − ln
(
1 + x2

)∣∣1
0

+ arctanx|10
= ln 2 +

π

4
.

(βʹ) 1ος τρόπος. Παρατηρούμε ότι∣∣∣∣∫ 2

0

n arctan (x/2)

x+ n
dx−

∫ 2

0

arctan (x/2) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 2

0

x arctan (x/2)

x+ n
dx

∣∣∣∣
=

∫ 2

0

x arctan (x/2)

x+ n
dx

≤ 2 · π
4

∫ 2

0

1

x+ n
dx

≤ π

n
−−−−−→
n→+∞

0 .

Επομένως,

lim
n→+∞

∫ 2

0

n arctan (x/2)

x+ n
dx =

∫ 2

0

arctan (x/2) dx .

4



Χρησιμοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουμε∫ 2

0

arctan (x/2) dx = x arctan (x/2)|20 −
∫ 2

0

2x

4 + x2
dx

= 2 arctan 1− ln
(
4 + x2

)∣∣2
0

=
π

2
− ln 2 .

΄Αρα,

lim
n→+∞

∫ 2

0

n arctan (x/2)

x+ n
dx =

π

2
− ln 2 .

2ος τρόπος. Στο διάστημα [0, 2] οι συναρτήσεις fn (x) = n/ (x+ n), n ∈ N, είναι συνεχείς και
η συνάρτηση g (x) = arctan (x/2) είναι συνεχής και μη αρνητική. Επομένως, από το θεώρημα
μέσης τιμής για ολοκληρώματα∫ 2

0

n arctan (x/2)

x+ n
dx =

n

ξn + n

∫ 2

0

arctan (x/2) dx

=
(π

2
− ln 2

) n

ξn + n
, (

∫ 2

0
arctan (x/2) dx = π/2− ln 2)

για κάποιο ξn με 0 < ξn < 2. Επειδή 0 < ξn/n < 2/n, είναι

lim
n→+∞

ξn
n

= 0

και κατά συνέπεια

lim
n→+∞

∫ 2

0

n arctan (x/2)

x+ n
dx =

(π
2
− ln 2

)
lim

n→+∞

1

ξn/n+ 1
=
π

2
− ln 2 .

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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