
ΣΕΜΦΕ  Ανάλυση ΙΙΙ             Φυλλάδιο  3   04 
Ασκήσεις µε σύντοµες απαντήσεις 

1. ∆ίνεται το διανυσµατικό πεδίο: ( , , ) ( , , )F x y z z y xηµ= − .  
a. Να δειχθεί ότι είναι συντηρητικό 
b. Να βρεθεί συνάρτηση ( , , )f x y z  τέτοια ώστε F f= ∇ . 

c. Να υπολογισθεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα: I d= ⋅∫
r

F r  όπου , . 2( ) ( , , )t tt e t tσυνπ π+=r [0,1]t∈

Λύση: a) Το F  είναι ορισµένο σε όλο το που είναι απλά συνεκτικό και επιπλέον ισχύει 3 =∇×F 0 (να υπολογισθεί !). 
Άρα το πεδίο είνα συντηρητικό. Άρα υπάρχει συνάρτηση ( , , )f x y z  τέτοια ώστε F f= ∇ . b) Η ( , , )f x y z  ικανοποιεί τις 

, ,x y zf z f y f xηµ= = − = . Απο τη πρώτη ( , , ) ( , )f x y z xz g y z= + , και απο τη δεύτερη yg yηµ= −  άρα 

( , ) ( )g y z y h zσυν= + δηλαδή ( , , ) ( )f x y z xz y h zσυν= + + . Απο την τρίτη προκύπτει τότε ( ) 0h z′ = και άρα 
( , , )f x y z xz y cσυν= + + .  c) Αφού το πεδίο είναι συντηρητικό το επικαµπύλιο ολοκλήτωµα εξαρτάται µόνο απο τα άκρα 

της καµπύλης και είναι ( (1)) ( (0)) (1, ,1) ( ,0,0) 0 1 1I f f f f eπ= − = − = − =r r − . 
 
2. Με τη βοήθεια του θεωρήµατος Green να υπολογιστεί  το επικ/λιο ολο/µα. .

C
I F dr= ∫   του διανυσµατικού πεδίου  

((sin , 1 cos ))F y x y= +   κατά µήκος της καµπύλης  
2 22 3 1

3 2
x y− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  κατα τη φορά των δεικτών ρολογιού. 

  Λύση:   Απο το Θ. Green (να γίνει σχήµα και να δειχθεί ότι ισχύουν εδώ οι υποθέσεις ! ) ισχύει 
( )sin , 1 cosP y Q x y= = + − =. ( )x y

D

I F dr Q P dxdy
−

= = −∫ ∫∫r
 ( να αιτιολογηθεί το −r ). Όµως άρα Q P , οπότε 1x y

. .
D

I F dr F dr dxdy
−

= = − = −∫ ∫ ∫∫r r
. Για τον υπολογισµό του διπλού ολοκληρώµατος στο εσωτερικό της έλλειψης (να γίνει 

σχήµα!)χρησιµοποιούµε το µετασχηµατισµό: 2 3 , 3 2x r y rσυνθ ηµθ= + = − +  µε 0 1, 0 2r θ π≤ ≤ ≤ ≤  και Ιακωβιανή 

, οπότε 6J r=
1 2

0 0
6 ( ) 6

D

I dxdy r d dr
π
θ π= − = − = −∫∫ ∫ ∫ . 

3. ∆ίνεται το διανυσµατικό πεδίο: 2 2 2

2 ,
( 2) ( 2)

y x
x y x y

⎛ ⎞−
= ⎜ + − + −⎝ ⎠

F 2 ⎟  a) Να εξετασθεί αν είναι αστρόβιλο. b) Να δειχθεί 

ότι τα επικ/λια ολοκλ/τα του F  κατα µήκος απλών κλειστών καµπύλων που έχουν στο εσωτερικό τους το σηµείο 
έχουν όλα την ίδια τιµή. c) Να υπολογιστεί το επικ/λιο ολο/µα (0,2) .

C
I F dr= ∫ , όπου (c) η 

θετικά κατά Green προσαν/νη καµπύλη: (i). 
2 2( 1) 1
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x y −

+ = . (ii) το τετράγωνο ΑΒΓ∆Α µε 

κορυφές Α(1,1), Β(2,1), Γ(2,2) και ∆(1,2). 
Λύση:  
a. Παρατηρούµε ότι το διανυσµατικό πεδίο F είναι ορισµένο στον τόπο που 

δεν είναι απλά συνεκτικός. Ισχύει στο  (να αποδειχθεί !) 

2 {(0,2)}= −D
D =∇×F 0 . Άρα το πεδίο είναι αστρόβιλο. 

b. Να γίνει η απόδειξη πορίσµατος 5.1 σελ. 451. 
c. i. Με βάση το προηγούµενο ερώτηµα το επικ/λιο ολοκλ/µα στην έλλειψη είναι ίσο µε αυτό 

στον κύκλο µε  κέντρο το σηµείο (0,2) και ακτίνα 1, δηλαδή την ( ), 2 t( )t tσυνr [0,2 ]tηµ= + , π∈

t

. 

Τότε ( )( ( )) ,t tηµ συν= −F r  και ( ) ( , )t t tηµ συν′ = −r  και άρα 
2

0
( ( )) ( ) 2I t t dt

π
π′= ⋅∫ F r r = .  ii. Το σηµείο (0,2) δεν είναι 

στο εσωτερικό του τετραγώνου και το τετράγωνο είναι στο εσωτερικό ενός  απλά συνεκτικού τόπου D (αρκεί το (0,2) να 
είναι εκτός του D ). Αφού όµως στο D είναι ∇× =F 0  έπεται ότι . 0

C
I F dr= =∫ .  

 
4. Για την επιφάνεια να αποδειχθεί ότι το εµβαδόν της δίνεται από το επιφανειακό ολοκλήρωµα 

α΄είδους 

: ( , ), ( , )S z z x y x y D= ∈
1
( , )S

I ds
x yσυνθ

= ∫∫ όπου ( , ) ( , )x yσυνθ = n k η γωνία του κάθετου διανύσµατος µε το k . n



Λύση: Είναι 
2 2

(- , ,1)
1

x y
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z z
z z

−
+ +

1n =  άρα  
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1( , )
1 x y
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z z

συνθ ⋅
= = ⋅

+ +

n k n k =
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. 

 
 5. ∆ίνεται το διανυσµατικό πεδίο . a) Να υπολογισθεί το επιφανειακό ολοκλήρωµα ( 23 , ,y x yz= − −F ) I d= ∇× ⋅∫∫

S

F s  στο 

τµήµα της επιφάνειας , 2 2( , ) ( , , )S u v u v u v= +: r 2 2 2( , ) {( , ) : 1}u v D u v u v∈ = ∈ + ≤ . b) Να υπολογισθεί το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα: J = ⋅∫
r

dF r , όπου  ( )( ) , ,1t t tηµ συν=r , [0,2 ]t π∈ . c) Να συγκρίνετε τα αποτελέσµατα στα a) κα  b). 

Λύση a)  Είναι και ( )( , , ) 0,0, -4x y z = ∇×G F = ( )( ( , )) 0,0, -4u v =G r , ( )2 , 2 ,1u v u v× = − −r r . Άρα 

( ) 4 4u v
D D

I d dudv dudv .π= ∇× ⋅ = ⋅ × = − = −∫∫ ∫∫ ∫∫
S

F s G r r  

b) Είναι ( )( ( )) 3 , ,t t t tσυν ηµ συν= − −F r ( ) ( , , 0 )t t tσυν ηµ′ = − και r  και άρα 
2 2 2

0 0
( ( )) ( ) (1 2 ) 4J t t dt t dt

π π
συν π′= ⋅ = +∫ ∫F r r =  

c)  Η καµπύλη ( )( ) , ,1t t tηµ συν=r , [0,2 ]t π∈  είναι παραµετρική παράσταση (µε 
αντίθετο απο το θεώρηµα Stokes προσανατολισµό) του συνόρου του τµήµατος της 
επιφάνειας  (S να αποδειχθεί!). Απο το θεώρηµα  Stokes (να δειχθεί ότι ισχύουν εδώ οι 
υποθέσεις του!)  θα έχουµε τότε d d d∇× ⋅ = ⋅ = − ⋅∫∫ ∫ ∫

S -r r

F s F r F r . Άρα  4I Jπ= = − . 

 
6. Θεωρούµε το στερεό Ω που ορίζεται από το επίπεδο 1x z+ = ,τον κύλινδρο 2 2 1x y+ =  και το επίπεδο 0z = . Αν  

(( , , ) , , )x y z x y z=F , να υπολογισθούν: a) Το τριπλό ολοκλήρωµα I div dxdydz
Ω

= ∫∫∫ F . 

b) Τα επιφανειακά ολοκληρώµατα στις επιφάνειες που περιορίζουν το Ω: 
 όπου S  η επιφάνεια του κυλίνδρου,  και S το τµήµα της 

επιφάνειας των επιπέδων 

, 1, 2,
i

i
S

I d i= ⋅ =∫∫F s 3 1 2S 3

1x z+ =  και 0z = , αντίστοιχα, που αποκόπτονται απο τον 
κύλινδρο . c) Να συγκριθούν τα αποτελέσµατα στα a) και b). 2 2 1x y+ =

 Λύση: a) div 3=F , άρα 
1

0
3 ( )

xy

x

D

I div dxdydz dz dxdy
−

Ω

= =∫∫∫ ∫∫ ∫F  και µετ/ντας  σε 

πολικές 3 (1 ) 3
rD

I r r drd
θ

συνθ θ π= − =∫∫ . b) Στην  1S

( , ) ( , , )u v u u vσυν ηµ=r , ( , ,0)u v u uσυν ηµ× = ( ( , )) ( , , )u v u u vr r συν ηµ=F r  Άρα 

( )2 1

1 0 0
( ( , )) ( ) 2

uv

u

u v
D

I u v dudv dv du
π συν

π
−

= ⋅ × =∫∫ ∫ ∫F r r r = x. Στην S2 1 , 0, , 1yz x z P x R z= − = = = = − , άρα 

( )2

xy xy

x y
D D

I Pz Qz R dxdy dxdy π= − − + = =∫∫ ∫∫ . Στην 3S 0, 0, 0, 0x yz z z R z= = = = = , άρα . c) 3 0I = 1 2 3I I I I= + + ,  όπως 

είναι αναµενόµενο απο το θεώρηµα Gauss (! Να δειχθεί ότι ισχύουν όλες οι προυποθέσεις).  
 
 
Επίσης µην παραλείψετε τα παρακάτω  ! ! : 
 

1. Οι ασκήσεις από τα προηγούµενα φυλλάδια µε τις απαντήσεις τους (www.math.ntua.gr/~nkad)  
2. Όλα τα λυµένα παραδείγµατα στις σελίδες που αναφέρονται στην ύλη του µαθήµατος. 
3. Aσκήσεις απο το βιβλίο και κυρίως οι ασκήσεις απο τις σελίδες: 
 σελ. 457-458: 1 ii, 1 iv, 4 ii, 4 v, 6, 9,1011,12.  
 σελ. 503-504: 1, 3, 4 I, 4v, 4viii, 6, 7i, 7iii, 8.  
 σελ. 541-543: 1, 2, 6, 8, 12, 13, 14, 15, 17   

http://www.math.ntua.gr/~nkad

