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1. Για κάθε A ⊆ N, έστω

µ (A) =

{∑
n∈A 2−n

αν το A είναι πεπερασμένο ,

∞ αν το A είναι απειροσύνολο .

(αʹ) Αν P (N) είναι το δυναμοσύνολο του N, να αποδειχθεί ότι το µ είναι ένα πεπερασμένα αθροιστικό θετικό
μέτρο στη σ- άλγεβρα P (N) του N. Είναι το µ ένα σ- αθροιστικό θετικό μέτρο ;

(βʹ) Είναι limn→∞ µ (An) = µ (
⋃∞

n=1 An), για κάθε αύξουσα ακολουθία (An) υποσυνόλων του N ;

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω A1, . . . , AN ξένα μεταξύ τους υποσύνολα του N και A =
⋃N

n=1 An. Αν κάθε An είναι πεπερασμένο

σύνολο, τότε και το A είναι πεπερασμένο σύνολο οπότε

µ (A) =
∑

k∈
⋃N

n=1 An

2−k =
N∑

n=1

∑
k∈An

2−k =
N∑

n=1

µ (An) .

Διαφορετικά, αν ένα τουλάχιστον από τα An είναι απειροσύνολο, τότε το A είναι απειροσύνολο και∑N
n=1 µ (An) = µ (A) = ∞. Δηλαδή το µ είναι ένα πεπερασμένα αθροιστικό θετικό μέτρο.

Επειδή N =
⋃∞

n=0 {n} και
∞∑

n=0

µ ({n}) =
∞∑

n=0

2−n = 2 < ∞ = µ (N) ,

το µ δεν είναι σ- αθροιστικό θετικό μέτρο.

(βʹ) ΄Εστω An := {1, 2, . . . , n}. Είναι An ⊂ An+1, δηλαδή η ακολουθία (An) είναι αύξουσα με

µ (An) =
∑

k∈An

2−k =
n∑

k=1

2−k .

Επομένως limn→∞ µ (An) =
∑∞

k=1 2−k = 1. Επειδή µ (
⋃∞

n=1 An) = µ (N∗) = ∞, είναι

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
6= lim

n→∞
µ (An) .

2. Υποθέτουμε ότι (An) είναι μια ακολουθία μετρήσιμων συνόλων στο χώρο μέτρου (X, M, µ), τέτοια ώστε
µ (
⋃∞

n=1 An) < ∞ και inf
n∈N

µ (An) = α ≥ 0. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο των σημείων που ανήκουν σε

άπειρο το πλήθος An, δηλαδή το lim supn→∞An, είναι μετρήσιμο και ότι µ (lim supn→∞An) ≥ α.

Απόδειξη. Επειδή An ∈ M, για κάθε n ∈ N, το lim supAn =
⋂∞

n=1

⋃∞
k=n Ak ∈ M. Αν Bn :=

⋃∞
k=n Ak, η

(Bn) είναι ακολουθία μετρήσιμων συνόλων με Bn ⊇ Bn+1, για κάθε n ∈ N και µ (B1) = µ (
⋃∞

k=1 Ak) < ∞.
Επειδή Bn =

⋃∞
k=n Ak ⊇ An, θα είναι µ (Bn) ≥ µ (An) ≥ α και επομένως

µ

(
lim sup

n→∞
An

)
= µ

( ∞⋂
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
µ (Bn) ≥ lim sup

n→∞
µ (An) ≥ α.
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3. ΄Εστω E ⊂ R. Να αποδειχθεί ότι m∗ (E) = 0 αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία διαστημάτων (In) τέτοια
ώστε

∑∞
n=1 ` (In) < ∞ και κάθε σημείο το E ανήκει σε άπειρα το πλήθος In.

Απόδειξη. ΄Εστω m∗ (E) = 0. Τότε, για κάθε k ∈ N υπάρχουν διαστήματα (Jk,i) τέτοια ώστε

E ⊆ ∪∞i=1Jk,i και

∞∑
i=1

` (Jk,i) <
1
2k

.

Επειδή E ⊆ ∪∞i=1Jk,i, κάθε x ∈ E ανήκει σε ένα τουλάχιστον διάστημα Jk,i, για κάθε k ∈ N. Επομένως,
κάθε x ∈ E ανήκει σε άπειρα το πλήθος Jk,i, i, k = 1, 2, 3, . . . . Αν (In) είναι η ακολουθία όλων των
διαστημάτων Jk,i, i, k = 1, 2, 3, . . . , κάθε σημείο το E ανήκει σε άπειρα το πλήθος In και

∞∑
n=1

` (In) =
∞∑

k=1

∞∑
i=1

` (Jk,i) ≤
∞∑

k=1

1
2k

= 1 < ∞ .

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι
∑∞

n=1 ` (In) < ∞ και ότι κάθε σημείο του E ανήκει σε άπειρα το πλήθος In.

Επειδή
∑∞

n=1 ` (In) < ∞, είναι limN→∞
∑∞

n=N ` (In) = 0. Επομένως, για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N τέτοιο
ώστε

∑∞
n=N ` (In) < ε. Επειδή κάθε σημείο του E ανήκει σε άπειρα το πλήθος In,

E ⊆ ∪∞n=NIn και

∞∑
n=N

` (In) < ε .

΄Αρα, m∗ (E) = 0.
Σημείωση. Το αντίστροφο είναι άμεση συνέπεια του λήμματος των Borel– Cantelli. Πράγματι, επειδή∑∞

n=1 m (In) =
∑∞

n=1 ` (In) < ∞, το σύνολο των σημείων που ανήκουν σε άπειρο το πλήθος In έχει μέτρο

μηδέν. ΄Αρα, m (E) = 0.

4. ΄Εστω En = (0, xn), όπου

xn =
2
1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· · · 2n

2n− 1
· 2n

2n + 1
.

Να αποδειχθεί ότι ∪∞n=1En είναι ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο και να υπολογιστεί το m (∪∞n=1En).
Υπόδειξη. Ως γνωστόν,

lim
n→∞

(2 · 4 · 6 · · · (2n))2

(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2
1

2n + 1
=

π

2
. (τύπος του Wallis)

Λύση. Η ακολουθία (xn) είναι γνήσια αύξουσα. Πράγματι,

xn+1 =
2
1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· · · 2n

2n− 1
· 2n

2n + 1
· 2n + 2
2n + 1

· 2n + 2
2n + 3

= xn
(2n + 2)2

(2n + 1) (2n + 3)
> xn .

Από τον τύπο του Wallis είναι limn→∞ xn = π/2 και επομένως ∪∞n=1En = (0, π/2). Δηλαδή ∪∞n=1En είναι

ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο και En ↗ ∪∞n=1En. Είναι

π

2
= m (∪∞n=1En) = lim

n→∞
m (En) = lim

n→∞
xn .

5. ΄Εστω S το σύνολο των πραγματικών αριθμών στο [0, 1] τέτοιο ώστε x ∈ S αν και μόνο αν στο δεκαδικό
ανάπτυγμα του x εμφανίζεται είτε το ψηφίο 2 ή το ψηφίο 7. Να αποδειχθεί ότι το S είναι κλειστό σύνολο και
να υπολογιστεί το μέτρο Lebesgue του S.
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Απόδειξη. Αφαιρούμε από το διάστημα (0, 1) τα ανοικτά υποδιαστήματα

(0, 0.2) , (0.3, 0.7) = (0.3, 0.5) ∪ [0.5, 0.7) και (0.8, 1) .

Ας σημειωθεί ότι στο δεκαδικό ανάπτυγμα το 0.3 = 0.2999 · · · και το 0.8 = 0.7999 · · · . Δηλαδή αφαιρούνται
22
ξένα μεταξύ τους διαστήματα μήκους 0.2 = 2×10−1

το καθένα. Το άθροισμα των μηκών των διαστημάτων

που αφαιρούνται είναι 23 × 10−1
. Οι πραγματικοί αριθμοί στο [0, 1] που το πρώτο δεκαδικό ψηφίο τους είναι

2 ή 7 ανήκουν στα κλειστά διαστήματα [0.2, 0.3], [0.7, 0.8] που απομένουν. ΄Εστω

S1 = [0.2, 0.3] ∪ [0.7, 0.8] .

Είναι m (S1) = 2× 10−1
.

Στο δεύτερο βήμα αφαιρούμε από το διάστημα [0.2, 0.3] τα ανοικτά διαστήματα

(0.2, 0.22) , (0.23, 0.27) = (0.23, 0.25) ∪ [0.25, 0.27) , (0.28, 0.3)

και από το διάστημα [0.7, 0.8] τα ανοικτά διαστήματα

(0.7, 0.72) , (0.73, 0.77) = (0.73, 0.75) ∪ [0.75, 0.77) , (0.78, 0.8) .

Δηλαδή αφαιρούνται 23
ξένα μεταξύ τους διαστήματα μήκους 0.02 = 2 × 10−2

το καθένα. Το άθροισμα

των μηκών των διαστημάτων που αφαιρούνται είναι 24 × 10−2
. Οι πραγματικοί αριθμοί στο [0, 1] που τα δύο

πρώτα δεκαδικά ψηφία τους είναι 2 ή 7 ανήκουν στα κλειστά διαστήματα [0.22, 0.23], [0.27, 0.28], [0.72, 0.73]
και [0.77, 0.78] που απομένουν. ΄Εστω

S2 = [0.22, 0.23] ∪ [0.27, 0.28] ∪ [0.72, 0.73] ∪ [0.77, 0.78] .

Είναι m (S2) = 22 × 10−2
.

Συνεχίζοντας τη διαδικασία, στο n-οστό βήμα αφαιρούνται 2n+1
ξένα μεταξύ τους διαστήματα μήκους 2×10−n

το καθένα. ΄Εστω Sn είναι η ένωση των 2n
το πλήθος κλειστών και ξένων μεταξύ τους διαστημάτων που

απομένουν. Είναι S = ∩∞n=1Sn και επομένως το S είναι ένα κλειστό σύνολο. Είναι m (Sn) = 2n × 10−n

και το άθροισμα των μηκών των διαστημάτων που αφαιρούνται στο n-οστό βήμα είναι ίσο με 2n+2 × 10−n =
4 (2/10)n

. ΄Αρα,

m (S) = 1− 4
∞∑

n=1

(
2
10

)n

= 1− 4
2/10

1− 2/10
= 0 .

Σημείωση. Το ότι m (S) = 0 αποδεικνύεται και ως εξής. Επειδή S ⊂ Sn, είναι

m (S) ≤ m (Sn) = (2/10)n −−−−→
n→∞

0

και επομένως m (S) = 0.

6. ΄Εστω E ⊂ R ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο μεm (E) < ∞. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει αύξουσα ακολουθία
κλειστών συνόλων (Fn), τέτοια ώστε limn→∞m (Fn) = m (E).
Υπόδειξη.

m (E) = sup {m (C) : C ⊆ E και το C είναι κλειστό σύνολο} .

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει κλειστό σύνολο Cn, με Cn ⊆ E, τέτοιο ώστε

m (E) < m (Cn) +
1
n

.

Επειδή Cn ⊆ ∪∞n=1Cn ⊆ E, είναι

m (E) < m (∪∞n=1Cn) +
1
n
≤ m (E) +

1
n

,
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για κάθε n ∈ N∗. Επομένως, m (∪∞n=1Cn) = m (E).
Θεωρούμε τώρα τα κλειστά σύνολα Fn := ∪n

k=1Ck. Είναι Fn ↗ ∪∞n=1Fn = ∪∞k=1Ck και κατά συνέπεια

lim
n→∞

m (Fn) = m (∪∞n=1Fn) = m (∪∞k=1Ck) = m (E) .

7. Υποθέτουμε ότι το A ⊂ [0, 1] είναι ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο με m (A) > 0. ΄Εστω

An = A + rn := {x + rn : x ∈ A} ,

όπου (rn)∞n=1 είναι μία αρίθμηση των ρητών αριθμών στο διάστημα [−1, 1].

(i) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν k, n ∈ N, με k 6= n, τέτοια ώστε Ak ∩An 6= ∅.
(ii) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν x′, x′′ ∈ A, τέτοια ώστε x′ − x′′ ∈ Q.

Απόδειξη.

(i) Επειδή An ⊂ [−1, 2], για κάθε n ∈ N, είναι
⋃∞

n=1 An ⊂ [−1, 2]. Υποθέτουμε ότι τα σύνολα An = A+rn

είναι ξένα μεταξύ τους, δηλαδή ότι για κάθε k, n ∈ N, με k 6= n, είναι Ak∩An = ∅. Επειδή το A ⊂ [0, 1]
είναι Lebesgue μετρήσιμο και τα An θα είναι Lebesgue μετρήσιμα, με m (An) = m (A). Επομένως,

∞ =
∞∑

n=1

m (A) =
∞∑

n=1

m (An) = m

( ∞⋃
n=1

An

)
≤ m ([−1, 2]) = 3

που είναι άτοπο. ΄Αρα, τα An = A + rn δεν είναι ξένα μεταξύ τους.

(ii) Από τη (i) υπάρχουν k, n ∈ N, με k 6= n, τέτοια ώστε Ak ∩ An 6= ∅. Αν x ∈ Ak ∩ An, τότε

x = x′ + rk = x′′ + rn, για κάποια x′, x′′ ∈ A. ΄Αρα, x′ − x′′ = rn − rk ∈ Q.

Παράδοση των ασκήσεων έως 1/2/2008
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