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1. Απλός αρµονικός ταλαντωτής αποτελείται από ελατήριο 

σταθεράς Κ και σηµειακή µάζα Μ η οποία µπορεί να 

κινείται σε λείο οριζόντιο δάπεδο, χωρίς τριβή, όπως στο 

σχήµα. Τη χρονική στιγµή 0t t=  µάζα αφήνεται από τη 

θέση 0 0( )x t t x= = , µε ταχύτητα 0 0( )x t t υ= =ɺ . Να 

ολοκληρώσετε τη διαφορική εξίσωση κίνησης του συστήµατος, (i) αντικαθιστώντας στην 

εξίσωση του Νεύτωνα 
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συνάρτηση ( )xυ υ= , (ii)  ολοκληρώνοντας την ( ) ( )
dx

x x
dt

υ υ υ= ⇒ =  και υπολογίζοντας 

τελικά την ( )x x t= , συναρτήσει των αρχικών συνθηκών ( )0 0,x υ  και της 0
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2. Ιδανικό ηλεκτρικό κύκλωµα (χωρίς ωµικές απώλειες) 

αποτελείται από πηνίο µε συντελεστή αυτεπαγωγής L και 

πυκνωτή χωρητικότητας C συνδεδεµένα εν σειρά, όπως στο 

σχήµα. Ο πυκνωτής είναι φορτισµένος µε φορτίο oQ  και ο 

διακόπτης ∆ είναι ανοικτός. Τη χρονική στιγµή 0t =  

κλείνει ο διακόπτης. (α) Να γράψετε την εξίσωση Kirchhoff 

που ικανοποιούν οι τάσεις στα άκρα του πηνίου και του πυκνωτή µε τη µορφή διαφορικής 

εξίσωσης δεύτερης τάξης για το φορτίου ( )Q Q t=  (του πυκνωτή) ή για το ρεύµα ( )I I t=  

που διαρρέει το κύκλωµα. (β) Να δείξετε ότι το σύστηµα εκτελεί ηλεκτρική αρµονική 

ταλάντωση, και να προσδιορίσετε την κυκλική συχνότητα ταλάντωσης. (γ) Να ολοκληρώσετε 

τη διαφορική εξίσωση του ερωτήµατος (α) για το φορτίο, µε αρχικές συνθήκες 0( 0)Q t Q= =  

και ( 0) ( 0) 0Q t I t= = = =ɺ . (δ) Με ποιόν φυσικό µηχανισµό θα µπορούσαµε να επιβάλουµε 

αρχικές συνθήκες 0( 0)Q t Q= =  και 0( 0) ( 0) 0Q t I t I= = = = ≠ɺ  

 

3. Κύλινδρος µάζας Μ, ακτίνας R και ροπής αδράνειας (περί 

τον άξονά του) Ι, είναι συνδεδεµένος, (µέσω του άξονος), µε 

ελατήριο σταθεράς Κ του οποίου το σταθερό άκρο είναι 

στερεωµένο σε ακλόνητο σηµείο. Ο κύλινδρος µπορεί να 

κυλίεται, χωρίς ολίσθηση, σε τραχύ οριζόντιο επίπεδο, όπως 

στο σχήµα. (α) Να γράψετε τις εξισώσεις µεταφορικής και περιστροφικής κίνησης. (β) Να 

επιλύσετε τις εξισώσεις κίνησης, απαλείφοντας τον όρο της τριβής ανάµεσα στις δύο 

εξισώσεις του ερωτήµατος (α), και να υπολογίσετε την συχνότητα ταλάντωσης του 

συστήµατος. (γ) Να υπολογίσετε το µέγιστο πλάτος της µεταφορικής κίνησης, πέρα από το 

οποίο το κυλινδρικό σώµα αρχίζει να ολισθαίνει ως προς το οριζόντιος δάπεδο, αν ο 

συντελεστής στατικής τριβής δαπέδου-σώµατος είναι µ. 

 

4. ∆είξτε ότι στην περίπτωση απλού αρµονικού ταλαντωτή (µάζας m και σταθεράς ελατηρίου 

s), ο οποίος υφίσταται δύναµη τριβής Fτριβής= -F0υ/|υ|, σταθερού µέτρου Fο, (και όχι Fτριβής=-

rυ,  όπως στην περίπτωση ιξώδους τριβής), η περίοδος παραµένει ίδια µε εκείνη του 
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αντίστοιχου απλού αρµονικού ταλαντωτή χωρίς απόσβεση. Τι συµβαίνει µε τα πλάτη, σε 

αυτή την περίπτωση ; [Υπόδειξη: ∆οκιµάστε να λύσετε το πρόβληµα µε τη χρήση δύο νέων 

µεταβλητών θέσης : xδ=x-F0/s, για κίνηση προς τα δεξιά (δ, ταχύτητες θετικές), και 

xα=x+F0/s,  για κίνηση προς τα αριστερά (α, ταχύτητες αρνητικές), αντίστοιχα.] 

 

5. ∆ιατοµικό µόριο αποτελείται από δύο άτοµα µε µάζες m1=m0 και m2=m0/2, των οποίων η 

δυναµική ενέργεια αλληλεπίδρασης είναι της µορφής U(r) =−U0 r/(r
2
+a

2
), όπου U0, a, 

θετικές σταθερές και r  το µέτρο της µεταξύ τους απόστασης. Να δείξετε ότι: α) υπάρχει 

απόσταση ευσταθούς ισορροπίας, r0, µεταξύ των ατόµων και να την υπολογίσετε, β) για 

µικρές αποµακρύνσεις από την κατάσταση ευσταθούς ισορροπίας, κατά µήκος της ευθείας 

που ενώνει τα δύο άτοµα, το σύστηµα εκτελεί αρµονική ταλάντωση, και γ) να υπολογίσετε 

την ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης του συστήµατος. 

 

6. Το πλάτος των ταλαντώσεων απλού εκρεµούς µε µήκος L=1m ελαττώνεται κατά ένα 

παράγοντα e, κατά τη διάρκεια 50 πλήρων ταλαντώσεων. Το σηµείο ανάρτησης του 

εκκρεµούς τίθεται σε απλή αρµονική ταλάντωση πλάτους 1mm, αναγκάζοντας και το 

εκκρεµές να διεγερθεί.  

∆είξτε ότι, αν η αποµάκρυνση από την κατάσταση ηρεµίας είναι ξ, για το σηµείο ανάρτησης, 

και x, για τη µάζα του εκκρεµούς, τότε το εκκρεµές ικανοποιεί µία εξίσωση της µορφής 

 

 

 

α) Προσδιορίστε τα γ και ω0. β) Επιλύστε την εξίσωση για την µόνιµη κατάσταση, αν 

ξ=ξ0cos(ωt). γ) Βρείτε τον παράγοντα ποιότητας Q και το πλάτος του εκκρεµούς, σε 

κατάσταση συντονισµού. δ) Σε ποιά συχνότητα διέγερσης ω, το πλάτος ταλάντωσης 

υποδιπλασιάζεται ως προς το πλάτος συντονισµού. 

 

7. Η κίνηση ενός αρµονικού ταλαντωτή µπορεί να αναπαρασταθεί, στο λεγόµενο χώρο των 

φάσεων, σχεδιάζοντας την ταχύτητά του ως συνάρτηση της αποµάκρυνσής του. Η ιστορία 

του ταλαντωτή, σε αυτή την αναπαράσταση, παρουσιάζεται από µία καµπύλη. Υπολογίστε α) 

την ακριβή µορφή αυτής της καµπύλης στην περίπτωση του απλού αρµονικού ταλαντωτή, 

χωρίς τριβές, και β) την ποιοτική µορφή της στην περίπτωση του απλού αρµονικού 

ταλαντωτή µε τριβές, (περίπτωση ασθενούς απόσβεσης). 

 

8. ∆ακτύλιος µάζας m και ακτίνας R κρέµεται από ένα σηµείο της περιφέρειάς του σε 

στήριγµα χωρίς τριβές. Υπολογίστε το λόγο των συχνοτήτων ταλάντωσης για δύο 

διαφορετικές εκτροπές από τη θέση ισορροπίας : α) επί του επιπέδου  του δακτυλίου, β) 

κάθετα στο επίπεδο του δακτυλίου. 

 

9. Απλός αρµονικός ταλαντωτής, (σηµειακή µάζα Μ, σταθερά ελατηρίου Κ), χωρίς τριβές, 

διεγείρεται από εξωτερική αρµονική δύναµη 0 cos( )F F tω= , όπου η κυκλική συχνότητα 

διέγερσης ω  είναι διαφορετική από την φυσική κυκλική συχνότητα, 
0
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ω =  του 

συστήµατος. (α) Γράψτε τη διαφορική εξίσωση (∆Ε) κίνησης. (β) Υπολογίστε µία ειδική 

λύση της πλήρους ∆Ε, µε τη µορφή 1( ) cos( )x t C tω=  και προσδιορίστε το C . (γ) Γράψτε την 

γενική λύση της πλήρους ∆Ε ως γραµµικό συνδυασµό 1 2( ) ( ) ( )x t x t x t= + , όπου 

2 ( ) cos( )ox t B tω β= + , µία γενική λύση της οµογενούς ∆Ε. (δ) Εφαρµόστε τις αρχικές 

συνθήκες, { }( 0) 0, ( 0) 0x t x t= = = =ɺ και προσδιορίστε τα Β και β. (ε) Σχολιάστε την κίνηση 

του συστήµατος, όταν οι 0ω ω≈  και όταν ( 0ω ω<< , ή, 0ω ω>> ).  

2
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1. ∆ύο ιδανικά εκκρεµή µάζας m και µήκους L, το 

καθένα, κρέµονται από δύο διαφορετικά σηµεία 

της οροφής µικρού οχήµατος µάζας Μ, το οποίο 

µπορεί να κινείται ελεύθερα, χωρίς τριβές, πάνω σε 

οριζόντιο επίπεδο. Το σύστηµα βρίσκεται µέσα σε 

κατακόρυφο πεδίο βαρύτητας g. Τα δύο εκκρεµή 

εκτρέπονται κατά µικρές γωνίες από την κατακόρυφο, έτσι ώστε να κάνουν 

µικρές ταλαντώσεις, µένοντας στο κατακόρυφο επίπεδο που περνάει από τα 

σηµεία ανάρτησης.       α) Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης για κάθε ένα από τα 

τρία σώµατα (m, m, M). β) Υποθέστε ότι το σύστηµα εκτελεί κίνηση σε 

κανονικό τρόπο ταλάντωσης (ΚΤΤ : κοινή συχνότητα) και διατυπώστε τη 

συνθήκη υπολογισµού των συχνοτήτων των κανονικών τρόπων ταλάντωσης. γ) 

Επιλύστε τη χαρακτηριστική εξίσωση, για την περίπτωση m=M, και 

προσδιορίστε τις συχνότητες και τα σχετικά πλάτη των ΚΤΤ. 
 

2. ∆ίδεται το κύκλωµα των δύο συζευγµένων κυκλωµάτων 

LC, όπου L=10H   και C=6 µF. (α) Να γράψετε τις 

εξισώσεις Kirchhoff  για κάθε βρόχο του κυκλώµατος.    

(β) Να υποθέσετε ότι έχετε κανονικούς τρόπους 

ταλάντωσης για το ρεύµα κάθε βρόχου και να 

αντικαταστήσετε στις εξισώσεις του ερωτήµατος (α). Με 

βάση τη συνθήκη επιλυσηµότητας, να βρεθούν οι ιδιοσυχνότητες ω1 και ω2 και οι 

“συντεταγµένες” των κανονικών τρόπων ταλάντωσης. 

 

3. Κύλινδρος µάζας Μ και ακτίνας R (ροπή αδράνειας περί τον 

άξονα συµµετρίας του Ι=(ΜR
2
)/2), είναι στερεωµένος σε 

οριζόντιο άξονα περί τον οποίο µπορεί να περιστρέφεται χωρίς 

τριβές. ∆ύο ελατήρια µε σταθερές S1 και S2, είναι στερεωµένα 

σε δύο σηµεία Α και Β της περιφέρειας του δακτυλίου, όπως 

στο σχήµα. Το άλλο άκρο του ελατηρίου S1 είναι στερεωµένο 

σε ακλόνητο τοίχο, ενώ από το ελεύθερο άκρο του S2 κρέµεται 

σώµα µάζας m. (α) Να γραφούν οι εξισώσεις κίνησης του 

συστήµατος για µικρές αποµακρύνσεις από την κατάσταση 

ισορροπίας (η οποία απεικονίζεται στο σχήµα). (β) Να 

υπολογιστούν οι συχνότητες των κανονικών τρόπων 

ταλάντωσης του συστήµατος, αν S1=S2=S, και Μ=4m. 

 
4. Κιβώτιο µάζας Μ ευρίσκεται σε οριζόντιο επίπεδο 

(χωρίς τριβές), και είναι συνδεδεµένο σε ακλόνητο 

κατακόρυφο τοίχο µε ελατήριο σταθεράς k1. Στο 

εσωτερικό του κιβωτίου ευρίσκεται σώµα µάζας m 

συνδεδεµένο µε τις απέναντι πλευρές του κιβωτίου 

µέσω ελατηρίων µε σταθερές k2 και k3 όπως στο σχήµα. 
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(α) Υποθέτοντας µικρή οριζόντια διαταραχή του συστήµατος από την κατάσταση ισορροπίας, 

να γράψετε τις εξισώσεις κίνησης για κάθε σώµα. (β) Υποθέτοντας κανονικούς τρόπους 

ταλάντωσης, να υπολογίσετε τις συχνότητές τους για την περίπτωση που M=3m/2 και 

k1=k2+k3. (γ) Να υπολογίσετε το λόγο των πλατών ταλάντωσης των δύο σωµάτων για καθένα 

από τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης. 

 

5. Θεωρείστε ένα µοντέλο του µορίου του CO2 όπου τα τρία άτοµα είνα διατεταγµένα  

συµµετρικά σε µία γραµµή, κατά µήκος του άξονα x, και το κεντρικό άτοµο του άνθρακα 

αλληλεπιδρά µε το κάθε άτοµο οξυγόνο µε ένα δυναµικό της µορφής U(r)=-(A/r)+(B/r
2
), 

όπου Α και Β θετικές σταθερές και r η απόσταση C-O. (α) ∆είξτε ότι υπάρχει µία απόσταση 

r0 των ατόµων C-O όπου το σύστηµα ισορροπεί ευσταθώς. (β) Υπολογίστε, συναρτήσει των 

Α, Β, την ισοδύναµη σταθερά ελατηρίου, s, της αλληλεπίδρασης C-O, για µικρές 

αποµακρύνσεις από την κατάσταση ισορροπίας, κατά µήκος του άξονα x. (γ) Γράψτε τις 

εξισώσεις κίνησης των τριών µαζών (m για κάθε οξυγόνο και Μ για τον άνθρακα), για µικρές 

αποµακρύνσεις από την κατάσταση ισορροπίας, κατά µήκος του άξονα x. (δ) Υπολογίστε τις 

συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης. 

 

6. ∆ύο ιδανικά εκκρεµή, αποτελούµενα το καθένα από σηµειακή 

µάζα m αναρτηµένη στο άκρο αβαρούς µη παραµορφώσιµης 

ράβδου µήκους L, είναι στερεωµένα σε κάποια απόσταση µεταξύ 

τους από ακλόνητη οροφή. Τα δύο εκκρεµή συνδέονται µεταξύ 

τους,, σε απόσταση a<L από τα σηµεία ανάρτησής τους, µε 

ιδανικό ελατήριο σταθεράς s και φυσικού µήκους όσο και η 

απόσταση των σηµείων ανάρτησης. Θεωρήστε ότι τα δύο 

εκκρεµή αποµακρύνονται από τις θέσεις ισορροπίας τους κατά µικρές γωνίες θ1 και θ2 

αντίστοιχα, έτσι ώστε να παραµένουν στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο που ορίζουν όταν 

ακινητούν. 

1) Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης του καθενός εκκρεµούς.  

2) Θεωρείστε ότι το σύστηµα εκτελεί κανονικές ταλαντώσεις και υπολογίστε τις 

συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης..  

3) Υπολογίστε τις συναρτήσεις θ1(t) και θ2(t) που περιγράφουν την κίνηση του καθενός 

εκκρεµούς, αν κατά τη χρονική στιγµή t=0 ισχύουν : θ1(0)=θο και θ2(0)=0, ενώ οι 

ταχύτητες και των δύο µαζών κατά την t=0 είναι ίσες µε µηδέν. 

 

7. Χορδή µήκους L=3a, φέρει, (συµµετρικά ως προς το µέσον της), 2 σηµειακά σωµατίδια 

µάζας m, σε απόσταση a µεταξύ τους, και τεντώνεται µε τάση Τ, από τα δύο άκρα της, τα 

οποία είναι συνδεδεµένα σε ακλόνητα σηµεία. Τα σωµατίδια εκτελούν ταλαντώσεις 

κάθετα στη χορδή, επί του ίδιου οριζόντιου επιπέδου. Θεωρήστε ότι οι ταλαντώσεις είναι 

µικρού πλάτους, (δηλ., όλες οι γωνίες του νήµατος σε σχέση µε την κατάσταση ισορροπίας 

είναι τέτοιες ώστε sin tanθ θ θ≈ ≈ , µε καλή προσέγγιση). (α) Γράψτε τις εξισώσεις 

κίνησης των δύο µαζών. (β) Υποθέστε κίνηση κανονικών τρόπων ταλάντωσης (ΚΚΤ, µε 

ίδια συχνότητα) και υπολογίστε τις συχνότητες των ΚΚΤ. (γ) Υπολογίστε το λόγο των 

πλατών για κάθε έναν από τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης. 

 

8. Σύστηµα αποτελείται από Ν ταλαντωτές (µάζας m και σταθεράς ελατηρίου k), 

συνδεδεµένους σε σειρά έτσι ώστε, σε κατάσταση ισορροπίας, τα ελατήρια να έχουν το 

φυσικό τους µήκος.  Ο πρώτος (n=1) ταλαντωτής είναι συνδεδεµένος σε ακλόνητο σηµείο, 

και ο τελευταίος (n=N) διεγείρεται αρµονικά, µε πλάτος Α και συχνότητα 

02 2 k
m

ω ω< = . Να υπολογιστεί το πλάτος ταλάντωσης του κάθε ταλαντωτή. 
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 1.  Το άκρο µιας οµοιογενούς χορδής, στο x=0, διεγείρεται αρµονικά µε µία συχνότητα ν=10Hz και µε 

πλάτος 1 cm. Η χορδή έχει άπειρο µήκος (ή, είναι προσαρµοσµένη στο τέρµα της ώστε να µην υπάρχουν 

καθόλου ανακλάσεις, βλ. και παρακάτω άσκηση 2). Η ταχύτητα φάσης είναι 5 m/sec. Περιγράψτε 

ακριβώς, (ως συνάρτηση του χρόνου), την κίνηση ενός σηµείου της χορδής που βρίσκεται σε απόσταση 

3.25 m, από το διεγειρόµενο άκρο. Ποιά είναι η κίνηση ενός δεύτερου σηµείου, που βρίσκεται σε 

απόσταση 3.5 m, από το διεγειρόµενο άκρο; 

 

2. Ιδανική ελαστική χορδή, µε γραµµική πυκνότητα dm/dx=ρ, εκτείνεται από x=0 µέχρι x=+∞  µε τάση 

Τ. Το άκρο της χορδής που βρίσκεται στο x=0 είναι συνδεδεµένο σε µία διάταξη από την οποία 

υφίσταται εγκάρσια δύναµη Fy=-bυy, όπου b µία θετική σταθερά και υy η εγκάρσια ταχύτητα της χορδής 

στο x=0. Στην χορδή διαδίδεται, από το x=+∞ προς το x=0, ένα αριστερά οδεύον αρµονικό κύµα  

y1=Acos(ωt + kx). (α) ∆είξτε ότι η οριακή συνθήκη που πρέπει να ικανοποιεί η συνάρτηση 

αποµάκρυνσης της χορδής από την κατάσταση ισορροπίας y=y(x, t), στο σηµείο x=0, είναι : 

( ) ( )y y
b

x t∂ ∂
∂ ∂=T . (β) Αν το ανακλώµενο, στο x=0, κύµα έχει τη µορφή y2=Bcos(ωt-kx), να 

υπολογιστεί ο συντελεστής ανάκλασης Β/Α. (γ) υπολογίστε ένα κατάλληλο b (συναρτήσει των Τ και ρ) 

ώστε να µην υπάρχει καθόλου ανακλώµενο κύµα. c
2
=T/ρ=(ω/k)

2
. 

 

3. Μεταλλική γέφυρα µήκους L, που εκτείνεται κατά µήκος του άξονα x, συµπεριφέρεται ως µη-ιδανική 

χορδή της οποίας οι εγκάρσιες ταλαντώσεις υπακούουν την κυµατική εξίσωση 
2 2

2 2

02 2

y y
c y

t x
ω

∂ ∂
= +

∂ ∂
, 

όπου ω0
2
 µία θετική σταθερά. α) Υπολογίστε τη σχέση διασποράς ω=ω(k) για στάσιµα ή/και οδεύοντα 

εγκάρσια κύµατα της γέφυρας. β) Αν τα δύο άκρα της γέφυρας είναι είναι ακλόνητα, βρείτε τα 

ιδιοανύσµατα kn και τις ιδιοσυχνότητες ωn των κανονικών τρόπων ταλάντωσης (ή στασίµων κυµάτων), 

y(x,t)=f(x)cos(ωt+φ). γ) Οταν φυσάει ένα µόνιµο ρεύµα αέρα, η γέφυρα υφίσταται µία µόνιµη εγκάρσια 

παραµόρφωση η οποία δίνεται από τη σχέση: y(x)=f0(x)= 4 1
x x

D
L L

 − 
 

. Αν θεωρήσουµε ως αρχή των 

χρόνων, t=0, τη χρονική στιγµή κατά την οποία παύει απότοµα το ρεύµα αέρος που είναι υπεύθυνο για 

την παραµόρφωση, χωρίς καµία άλλη διαταραχή, να υπολογίσετε την κίνηση της γέφυρας y=y(x,t), για 

t>0. 

 

4. Η εξίσωση που διέπει τη διάδοση εγκάρσιου κύµατος σε µία µη-ιδανική χορδή είναι της µορφής 
2 2 4

2 2

0 02 2 4

y y y
a

t x x
υ υ

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
. Υπολογίστε : α) Τη σχέση διασποράς. β) Τη φασική και την οµαδική ταχύτητα 

ως συνάρτηση του κυµαταριθµού k. γ) Τα µήκη κύµατος και τις αντίστοιχες συχνότητες όλων των 

δυνατών τρόπων ταλάντωσης µιάς µη-ιδανικής χορδής όπως η ανωτέρω, µε µήκος L και σταθερά τα δύο 

της άκρα. 

 

5. Ιδανική χορδή γραµµικής πυκνότητας ρ και συνολικού µήκους L 

τείνεται µε τάση Τ έτσι ώστε τα δύο άκρα της να είναι ακίνητα. Τη 

χρονική στιγµή t=0, όλα τα σηµεία της χορδής έχουν µηδενική 

ταχύτητα αλλά αρχική αποµάκρυνση y(x,t=0)=4D(1-x/L)x/L. ∆είξτε 

ότι η χρονική εξέλιξη της κίνησης της χορδής περιγράφεται από µία 

σχέση της µορφής  ( , ) sin( ) cos( )n n xn n tn

n

y x t A k x tϕ ω ϕ= + +∑ , και 

προσδιορίστε τις σταθερές, kn, ωn, An, φxn, φtn. 

 

x=0 x=L

4D(1-x/L)x/L

D

 



6. Χορδή άπειρου µήκους, γραµµικής πυκνότητας ρ=0.1 gr/cm, που τείνεται µε δύναµη  Τ=3.5×10
7
 

dynes, διεγείρεται αρµονικά, στο σηµείο x=0, µε πλάτος Α=1cm και συχνότητα ν=100Hz. Πόση είναι η 

µέση ακτινοβολούµενη ισχύς σε Watt; 

 

7.  Ιδανική χορδή µήκους L και µάζας m φέρει στα άκρα της δακτυλίους 

αµελητέας µάζας, µε τη βοήθεια των οποίων τείνεται µε τάση Τ. Οι δύο 

δακτύλιοι µπορούν να κινούνται χωρίς τριβές σε δύο παράλληλες τροχιές 

κάθετα στη χορδή, και το σύστηµα βρίσκεται εκτός πεδίου βαρύτητας. α) 

Προσδιορίστε όλους τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης (ΚΤΤ) µε τους 

οποίους µπορεί να κινηθεί η χορδή, καθώς και τις συχνότητές τους, και 

σχεδιάστε τους τρείς πρώτους ΚΤΤ. β) Τη χρονική στιγµή t=0, και ενώ η 

χορδή βρίσκεται στη θέση ισορροπίας, προσδίδουµε ίσες και αντίθετες 

ταχύτητες µέτρου υ0 στα δύο άκρα της, και υποθέτουµε ότι όλα τα ενδιάµεσα 

σηµεία της προσλαµβάνουν ταχύτητες που κατανέµονται µε γραµµικό τρόπο µεταξύ των δύο άκρων. 

Υπολογίστε την αποµάκρυνση y=y(x,t), κάθε σηµείου x της χορδής, για t>0, ως επαλληλία κινήσεων µε 

τους ΚΤΤ, προσδιορίζοντας το βάρος συµµετοχής του κάθε ΚΤΤ. 

 

8. Ιδανική χορδή, που αποτελείται από δύο τµήµατα άπειρου µήκους, 

µε γραµικές πυκνότητες ρ1 και ρ2 αντίστοιχα, τείνεται µε τάση Τ, κατά 

µήκος του άξονα x. Τα δύο τµήµατα ενώνονται στο σηµείο x=0 µε τη 

βοήθεια σηµειακής µάζας m, η οποία είναι συνδεδεµένη µε ακλόνητο 

τοίχο µέσω ελατηρίου σταθεράς s. Η µάζα m είναι επίσης συνδεδεµένη 

µε έµβολο, έτσι ώστε, κατά την κίνησή της, να υφίσταται δύναµη 

τριβής Fτρβ=-bυ, όπου υ η εγκάρσια ταχύτητα της χορδής στο σηµείο 

x=0, και b µία θετική σταθερά. Υποθέστε ότι στο σύστηµα, (που 

βρίσκεται εκτός πεδίου βαρύτητας), διαδίδεται ένα δεξιά οδεύoν εγκάρσιο µονοχρωµατικό κύµα 

συχνότητας ω, το οποίο έρχεται από το x=-∞. α) Γράψτε τη συνθήκη για τη συνέχεια των 

αποµακρύνσεων στο x=0, και τη συνθήκη για την εγκάρσια κίνηση της µάζας m. β) Υπολογίστε τους 

συντελεστές διάδοσης πλάτους, (t=yo,διερχ/yo,προσπ), και ανάκλασης πλάτους, (r=yo,ανακλ/yo,προσπ). γ) 

Μελετήστε τις οριακές συµπεριφορές όταν: i) m=0, s=0, b=0 ii) m→∞, ή s→∞, ή b→∞, ή ω→∞, iii) ω
2 

= 

s/m. 

9. ∆ύο ηµιάπειρες ιδανικές χορδές, µε γραµµικές πυκνότητες ρ1 

και ρ2=4ρ1, συνδέονται στο σηµείο x=0 και τείνονται µε τάση Τ. 

Στην αριστερή ηµιχορδή διαδίδεται προς τα δεξιά ένας 

τετραγωνικός παλµός, ύψους y0>0 και πλάτους ∆x0, του οποίου 

το δεξιό µέτωπο (έναρξη) φτάνει στο σηµείο x=0 τη χρονική 

στιγµή t=0. Κατά τη χρονική στιγµή t0=4∆x0/5√(T/ρ1), δώστε τις 

τιµές ύψους και πλάτους, α) του προσπίπτοντος στην ασυνέχεια, 

β) του ανακλώµενου και γ) του διερχόµενου παλµού, ως 

συναρτήσεις των y0, ∆x0, (σχεδιάστε την αντίστοιχη εικόνα διαταραχής των δύο χορδών, για t=t0) 

 

10. Ενα κύµα περιγράφεται από την εξίσωση : 
2 2

2( , ) az bt abzty z t e− − −= . α) Προς ποιά κατεύθυνση 

διαδίδεται το κύµα ; β) Ποια είναι η ταχύτητα του κύµατος; γ) Να σχεδιαστεί το κύµα για τη χρονική 

στιγµή  t=0. [∆ίδεται ότι a=144 cm
-2

, b=9 sec
-2

]. 

 

11. ∆είξτε ότι για ένα κύµα που οδεύει προς τα αριστερά ισχύει :
y y

c
t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
. Σχεδιάστε ένα 

σχεδιάγραµµα που δείχνει τις σωµατιδιακές ταχύτητες, (όπως στο Σχ. 4.5 του βιβλίου του Pain), για ένα 

αρµονικό αριστερά οδεύον κύµα, (σηµειώστε ότι το c είναι θετικό µέγεθος και δεν αλλάζει πρόσηµο). 

 

ρ1 ρ2

s

m

-bυ

X=0 X
T T

 

L

υ0

υ0

 

y (x,t=0)

xy0

∆x0

x=0
ρ1 ρ2

TT

 



12. ∆ίδεται παλµός που περιγράφεται από την συνάρτηση :
( )

3

22
( , )

b
y z t

b z t
=

+ − υ
. Σχεδιάστε τη µορφή 

του παλµού για t=0. Υπολογίστε τη σωµατιδιακή ταχύτητα και δείξτε ποιοτικά πώς συνδέεται µε τη 

µεταβολή του παλµού 

 

13. Μεταλλική γέφυρα µήκους L, που εκτείνεται κατά µήκος του άξονα x, συµπεριφέρεται ως µη-ιδανική 

χορδή της οποίας οι εγκάρσιες ταλαντώσεις υπακούουν την κυµατική εξίσωση 
2 2

2 2

02 2

y y
c y

t x
ω

∂ ∂
= +

∂ ∂
, 

όπου ω0
2
 µία θετική σταθερά. α) Υπολογίστε τη σχέση διασποράς ω=ω(k) για στάσιµα ή/και οδεύοντα 

εγκάρσια κύµατα της γέφυρας. β) Αν τα δύο άκρα της γέφυρας είναι είναι ακλόνητα, βρείτε τα 

ιδιοανύσµατα kn και τις ιδιοσυχνότητες ωn των κανονικών τρόπων ταλάντωσης (ή στάσιµων κυµάτων), 

y(x,t)=f(x)cos(ωt+φ). γ) Όταν φυσάει ένα µόνιµο ρεύµα αέρα, η γέφυρα υφίσταται µία µόνιµη εγκάρσια 

παραµόρφωση η οποία δίνεται από τη σχέση: y(x)=f0(x)= 4 1
x x

D
L L

 − 
 

. Αν θεωρήσουµε ως αρχή των 

χρόνων, t=0, τη χρονική στιγµή κατά την οποία παύει απότοµα το ρεύµα αέρος που είναι υπεύθυνο για 

την παραµόρφωση, χωρίς καµία άλλη διαταραχή, να υπολογίσετε την κίνηση της γέφυρας y=y(x,t), για 

t>0. 

14. Eνα laser κατασκευάζεται τοποθετώντας ένα σωλήνα πλάσµατος 

σε µία οπτική κοιλότητα συντονισµού που σχηµατίζεται από δύο 

καθρέπτες υψηλής ανακλαστικής ικανότητας, που δρούνε σαν 

ακλόνητα τοιχώµατα (σε ένα αντίστοιχο µηχανικό σύστηµα χορδής 

µε ακλόνητα τα δύο άκρα) για τα οπτικά κύµατα.  Ο σκοπός του 

σωλήνα πλάσµατος είναι να παράγει φώς µε διέγερση που προκαλεί στους κανονικούς τρόπους 

ταλάντσωσης της κοιλότητας (το φώς π.χ. είναι µία µεγάλη συλλογή από φωτόνια που προκύπτουν µέσω 

επαγόµενων ατοµικών µεταπτώσεων από µία διεγερµένη κατάσταση Εn+1 σε µία άλλη χαµηλότερης 

ενέργειας , Εn).   

(α) Ποιες είναι οι συχνότητες κανονικών τρόπων της κοιλότητας συντονισµού συναρτήσει του L και c 

(ταχύτητα φωτός στο κενό); 

(β) Υποθέστε πως ο σωλήνας πλάσµατος εκπέµπει φως µε επίκεντρο 

στη συχνότητα ν0 = 5x10
14

 Hz µε φασµατικό εύρος (λόγω κυρίως της 

διαπλάτυνσης Doppler), όπως φαίνεται στο Σχήµα. Η τιµή του ∆ν 

είναι τέτοια ώστε όλοι οι κανονικοί τρόποι της κοιλότητας των 

οποίων η συχνότητα κείται σε ±1x10
9
 Hz απόσταση από την ν0 να 

διεγείρονται στο σωλήνα πλάσµατος. 

(1) Πόσοι τρόποι διεγείρονται αν L=1.5 m; 

(2) Ποια είναι η µεγαλύτερη τιµή του L έτσι ώστε µόνο  ένας 

κανονικός τρόπος ταλάντωσης να διεγείρεται (έτσι ώστε το laser  να 

έχει µόνο µία συχνότητα εξόδου.)    

15. Έναν βρόχο τεντωµένου σχοινιού  καταφέρνουµε να τον κάνουµε να περιστρέφεται µε σταθερή 

γωνιακή ταχύτητα ω, κατά την ορθή φορά, σε ένα  οριζόντιο κύκλο ακτίνας R, (σαν «λάσο»)  

 

       T                                                                          T 

                                R 

 

                             ∆θ/2   ∆θ/2                                            ω                     R 

 

 

 

 

(α) ∆είξετε πως η τάση στο σχοινί είναι T=ρω
2
R

2
, όπου ρ είναι η γραµµική πυκνότητά του. (β) Με 

κάποιο µηχανισµό δηµιουργείται, στιγµιαία, µία µικρή προεξοχή. Αναλύστε την εξέλιξη του φαινοµένου, 

λαµβάνοντας υπόψη σας ότι µία στιγµιαία διαταραχή, η οποία δηµιουργείται σε µία τεταµένη χορδή 

πεπερασµένης γραµµικής πυκνότητας, διαδίδεται µε πεπερασµένη ταχύτητα και προς τις δύο διευθύνσεις.  
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ΣΧΟΛΗ ΕΜΦΕ – ΤΟΜΕΑΣ  ΦΥΣΙΚΗΣ 

Μάθηµα Φυσική-ΙΙΙ (3
ο
 εξάµηνο ΣΕΜΦΕ) 

4
η
 Σειρά προβληµάτων 

22/1/2009         Ι. Ράπτης, Ε. Φωκίτης 

 

1. Πρόβληµα 3.13, από το βιβλίο του Pain : Γεννήτρια εναλλασσόµενης τάσης Ε=Ε0e
iωt

, είναι 

συζευγµένη µε φορτίο Ζ2 µέσω ενός ιδανικού µετασχηµατιστή, του οποίου οι αυτεπαγωγές 

πρωτεύοντος και δευτερεύοντος είναι είναι Lp και Ls αντίστοιχα. ∆είξτε ότι η σύνθετη αντίσταση 

του όλου συστήµατος όπως τη “βλέπει” η γεννήτρια, Ζολ= Ε/Ι1, όπου Ι1 το ρεύµα που διαρρέει το 

πρωτεύον κύκλωµα, είναι ίση µε το άθροισµα της σύνθετης αντίστασης του πρωτεύοντος (iωLp) 

και της ανακλώµενης σύνθετης αντίστασης από το δευτερεύον κύκλωµα ω
2
Μ

2
/(Ζ2+iωLs) 

 

2. Συνδυασµός των προβληµάτων 3.21 και 6.1 από το βιβλίο του Pain :  

 Μία ηλεκτρική γραµµή µεταφοράς µπορεί να θεωρηθεί ως µία “εν σειρά” σύνδεση 

αυτεπαγωγών L, µε την παρεµβολή “εν παραλλήλω” χωρητικοτήτων C, όπως στο σχήµα της 

σελίδας 111 (και 207) του βιβλίου. Γράφοντας τις εξισώσεις του Kirchhoff  για τον r-τάξης κόµβο 

και τους περί αυτόν βρόχους, όπως υποδεικνύεται στο βιβλίο, και θεωρώντας ότι το r-τάξης ρεύµα 

Ιr είναι της µορφής Ir=Arcos(ωt), δείξτε ότι τα πλάτη Ar ικανοποιούν την εξίσωση διαφορών : Ar-1-

fAr+Ar+1=0, όπου f=2-ω
2
LC. Η προηγούµενη εξίσωση διαφορών επιδέχεται λύσεις της µορφής 

Ar=Asin(rθ). Με βάση τα προηγούµενα στοιχεία δείξτε ότι η γραµµή λειτουργεί ως φίλτρο 

διέλευσης χαµηλών συχνοτήτων, µε ζώνη διέλευσης τέτοια ώστε : 0 < ω
2
 < 4/LC. 

 Θεωρείστε, στη συνέχεια, ότι το ανωτέρω σύστηµα τείνει στο συνεχές όριο µε L0 και C0 την 

αυτεπαγωγή και τη χωρητικότητα, ανά µονάδα µήκους, αντίστοιχα, οπότε Ιr(t)=I(z,t) και 

Ιr±1(t)=I(z±dz, t).  Αναπτύξτε τα I(z±dz, t), σε σειρά Taylor περί το z, σε δεύτερη τάξη ως προς dz,  

και δείξτε ότι η εξίσωση διαφορών µεταπίπτει στην κυµατική εξίσωση. Υπολογίστε την ταχύτητα 

διάδοσης των κυµάτων σε µία τέτοια γραµµή µεταφοράς. 

 

3. ∆ύο ηµιάπειρες χορδές πυκνοτήτων ρ1 και ρ2 συνδέονται στο σηµείο x=0 και τείνονται µε τάση 

Τ. Στο ίδιο σηµείο συνδέεται ελατήριο σταθεράς s µε το άλλο του σηµείο στηριγµένο σε ακλόνητο 

σηµείο. Οταν η χορδή ηρεµεί το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος. Από τη µία πλευρά της χορδής 

διαδίδεται οδεύον κύµα προς το σηµείο x=0, όπου εν µέρει διαδίδεται και εν µέρει ανακλάται. 1) 

Γράψτε τις οριακές συνθήκες που εκφράζουν τη συνέχεια της χορδής και τη δυναµική ισορροπία 

στο σηµείο x=0, 2) Υπολογίστε από τις προηγούµενες σχέσεις το συντελεστή διάδοσης στο σηµείο 

µεταβολής της πυκνότητας, 3) Βρείτε τη σχέση φάσεων προσπίπτοντος και διαδιδόµενου κύµατος 

στο όριο των µικρών και των µεγάλων συχνοτήτων. 

 

5. Γραµµική διάταξη αποτελείται από 2Ν σώµατα µάζας m, σε ίσες αποστάεις a µεταξύ τους, τα 

οποία συνδέονται εν σειρά µε ελατήρια εναλλασσόµενων σταθερών s1 και s2. α) Για µικρές 

διαµήκεις ταλαντώσεις των σωµάτων, βρήτε την σχέση διασποράς και σχεδιάστε την πρόχειρα.  

β) Εφαρµόζοντας περιοδικές οριακές συνθήκες βρήτε τις επιτρεπόµενες συχνότητες. 

Υπόδειξη : παραδεχθήτε για τα πλάτη ταλάντωσης δύο διαδοχικών σωµάτων τις σχέσεις 

x A i nq i t x B i n q i tn n2 2 12 2 1= − = + −+exp[ )], exp[ ( ) ]α ω α ω  

 

6. Ιδανική ελαστική χορδή συνολικού µήκους L αποτελείται από δύο τµήµατα. Το πρώτο τµήµα, 

µήκους a=L/4 και γραµµικής πυκνότητας ρ1, συνδέεται µε το δεύτερο τµήµα, µήκους L-a=3L/4 και 

γραµµικής πυκνότητας ρ2=ρ1/9, µέσω µίας σηµειακής µάζας m, και το σύστηµα τείνεται κατά 

µήκος του άξονα x µε µία τάση Τ και µε τα δύο άκρα του ακλόνητα στα σηµεία x=0 και x=L. Να 

βρεθεί η σχέση υπολογισµού των ιδιοσυχνοτήτων του συστήµατος 

 

8. Βρήτε την σχέση που ικανοποιεί ο κυµαταριθµός k στασίµων κυµάτων σε ιδανική χορδή µήκους 

L, πυκνότητας µάζας µ, η οποία βρίσκεται υπό σταθερή τάση Τ και έχει το ένα άκρο της σταθερό, 

ενώ το άλλο είναι στερεωµένο πάνω σε ελατήριο σταθεράς so δυνάµενο να κινηθεί µόνο κάθετα 



στην κατεύθυνση της χορδής. Στη θέση ισορροπίας της η χορδή είναι οριζόντια. Αγνοήστε την 

δύναµη βαρύτητας. 

 

9. Σηµειακή µάζα Μ είναι τοποθετηµένη σε χορδή απείρου µήκους και χαρακτηριστικής 

αντίστασης Ζ. Εγκάρσιο κύµα Aexp[i(kx-ωt)] ανακλάται και εν µέρει διαδίδεται όταν συναντά την 

µάζα. Από τις οριακές συνθήκες συνέχειας της χορδής και των δυνάµεων επαναφοράς στη θέση της 

µάζας, υπολογίστε τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης ενέργειας και αποδείξτε ότι είναι της 

µορφής ηµ
2
θ και συν

2
θ, όπου εφθ=ωΜ/2Ζ. 

 

10. Χορδή µε ολική µάζα m και µήκος L  βρίσκεται υπό τάση Τ. Το ένα άκρο της στο x=0 είναι 

ακλόνητο, ενώ το άλλο άκρο της στο x=L φέρει δακτύλιο µάζας Μ, ο οποίος µπορεί να κινείται 

κάθετα στο άξονα x, κατά µήκος ενός οριζόντιου φορέα παράλληλου στο άξονα y, χωρίς τριβές. 

∆είξτε ότι οι κανονικές συχνότητες της χορδής δίδονται από τις ρίζες της εξίσωσης 

kLtan(kL)=m/M. 

 

11. Χορδή µε γραµµική πυκνότητα ρ είναι τεντωµένη µε δύναµη Τ. Οταν η χορδή εκτελεί 

εγκάρσιες ταλαντώσεις µικρού πλάτους, υφίσταται (λόγω µη ιδανικότητάς της, ή λόγω 

περιβάλλοντος ρευστού), µία αντίσταση ανά µονάδα µήκους ίση µε rυ, όπου υ η τοπική 

σωµατιδιακή ταχύτητα της χορδής. ∆είξτε ότι η κυµατική εξίσωση που περιγράφει την κίνηση 

της χορδής είναι της µορφής 
∂ ψ
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2 2

2

2
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12. Χορδή µήκους L µε ταχύτητα διάδοσης εγκάρσιων κυµάτων c, είναι στερεωµένη µε 

ακλόνητο το ένα άκρο της έτσι ώστε σε κατάσταση ηρεµίας να εκτείνεται κατά µήκος του άξονα 

x.  Κατά τη χρονική στιγµή t=0, και ενώ έχουµε αποµακρύνει το ελεύθερο άκρο της χορδής 

κάθετα στον άξονά της, τη σπρώχνουµε προς τη θέση ισορροπίας έτσι ώστε τόσον η 

αποµάκρυνση από τη θέση ισορροπίας όσο και η αρχική ταχύτητα να κατανέµονται γραµµικά 

από το ελεύθερο προς το ακλόνητο άκρο της ράβδου µε µέγιστες τιµές a και υ0 αντίστοιχα.  

i) Γράψτε τις αρχικές συνθήκες µε τη µορφή y(x,t=0)=f1(x) και ɺy (x,t=0)=f2(x), 

ii) Γράψτε τη συνάρτηση y(x,t) µε τη µορφή επαλληλίας κανονικών τρόπων ταλάντωσης,   y(x,t) 

= Σn [An cos(knx)+ Bnsin(knx)]sin(ωnt+φn), 

iii) Εξηγήστε γιατί οι οριακές συνθήκες στα δύο άκρα είναι αντίστοιχα, στο x=0 [y(x=0,t)=0] και 

στο x=L [dy/dx(x=L,t)=0], και εφαρµόστε τις για να υπολογίσετε τις σταθερές An  και kn 

αντίστοιχα 

iv) από τις τιµές των kn υπολογίστε τις συχνότητες όλων των κανονικών τρόπων ταλάντωσης ωn, 

και σχεδιάστε την παραµόρφωσης της ράβδου για τις δύο χαµηλώτερες συχνότητες 

v) εφαρµόστε τις αρχικές συνθήκες του βήµατος (i) για να υπολογίσετε τις υπόλοιπες σταθερές 

του προβλήµατος Bn και φn, 

 

3. Σε ένα πείραµα δύο σχισµών που απέχουν µεταξύ τους 1mm και φωτίζονται από 

µονοχρωµατική ακτινοβολία λ=500 nm, καλύπτουµε τη µία από τις δύο σχισµές µε πλακίδιο 

δείκτη διάθλασης n=1.5. Υπολογίστε το πάχος του πλακιδίου έτσι ώστε το κεντρικό µέγιστο (στο 

επίπεδο παρατήρησης) να µετατοπιστεί στη θέση που βρισκόταν το επόµενο µέγιστο όταν και οι 

δύο τρύπες ήταν ακάλυπτες. 

 

4. ∆έκτης ραδιοφωνικών κυµάτων λαµβάνει ταυτοχρόνως δύο σήµατα. Το ένα σήµα προέρχεται 

κατ’ ευθείαν από έναν ποµπό ο οποίος απέχει 500 km. Το δεύτερο σήµα προέρχεται από το ίδιο 

ποµπό µέσω ανάκλασής του σε τµήµα της ιονόσφαιρας το οποίο ευρίσκεται σε ύψος 200 km, από 

την επιφάνεια της γής. Οταν η συχνότητα του εκπεµπόµενου σήµατος είναι 10 MHz, στον δέκτη 

παρατηρείται µία αργή αυξοµείωση της έντασης µε ρυθµό 6 πλήρης αυξοµειώσεις σε ένα λεπτό. 

Υπολογίστε την κατακόρυφη συνιστώσα κίνησης της ιονόσφαιρας. ∆εχθείτε ότι η επιφάνεια της 

Γης είναι επίπεδη και ότι η ιονόσφαιρα λειτουργεί, για το εκπεµπόµενο σήµα, ως ιδανικός 

ανακλαστήρας παράλληλος στην επιφάνειας της Γης. 


	fysikh3-1o_set_askhsevn-09
	2o_Set_Askhsevn_(Xeim._08-09)
	3o_Set_Askhsevn_(Xeim._08-09)
	4o_Set_Askhsevn_(Xeim._08-09)

