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Παράρτηµα
     

Υπενθυµίσεις Μηχανικής
 Παραµορφωσίµων Στερεών

1. ΤΑΣΕΙΣ

Οι εξωτερικές δυνάµεις που επιβάλλονται σ’ ένα σώµα µπορούν να χωρισθούν σε
δύο κατηγορίες, τις καθολικές δυνάµεις και τις επιφανειακές δυνάµεις. Οι
καθολικές δυνάµεις, όπως η βαρύτητα, οι αδρανειακές και οι µαγνητικές
δυνάµεις, επενεργούν αµέσως επί των µορίων του σώµατος. Οι επιφανειακές
δυνάµεις επενεργούν αµέσως στην επιφάνεια του σώµατος και µεταβιβάζονται
εµµέσως στο εσωτερικό του µε τη βοήθεια του πλέγµατος των συνδέσµων µεταξύ
των µορίων και ατόµων του σώµατος.

Οι τάσεις σ’ ένα στοιχειώδη όγκο ενός φορτισµένου σώµατος ορίζονται µε τη
µορφή διανύσµατος, ως εξής:

[ ]σΤ = σ σ σ σ σ σxx yy zz xy yz zx (1)

όπου,  σxx , σyy και σzz είναι οι ορθές συνιστώσες των τάσεων και σxy ,  σyz , σzx οι
διατµητικές συνιστώσες των τάσεων, ως προς τους άξονες x,y,z.

Εάν πάρουµε την ισορροπία ενός στοιχειώδους παραλληλεπίπεδου βρίσκουµε
τις παρακάτω σχέσεις
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(2)

όπου, fT=[fx, fy, fz] το διάνυσµα των ανά µονάδα όγκου εφαρµοσµένων καθολικών
δυνάµεων.

Οι σχέσεις αυτές λέγονται διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας και είναι οι
διαφορικές εξισώσεις που επιλύουν το πρόβληµα ενός παραµορφώσιµου
σώµατος.
Ας υποθέσουµε ότι στο σύνορο του σώµατος εφαρµόζονται οι κατανεµηµένες

δυνάµεις ΤT=[Τx ,Τy ,Τz] αυτές συνδέονται µε τις τάσεις που αναπτύσσονται στο
σώµα µε τη σχέση τις σχέσεις:

T σ n σ n σ n
T σ n σ n σ n
T σ n σ n σ n

x xx x yx y zx z

y xy x yy y zy z

z xz x yz y zz z

= + +

= + +

= + +

(3)

όπου nx ,ny ,nz τα συνηµίτονα κατεύθυνσης σ’ ένα δεδοµένο σηµείο της επιφάνειας
του σώµατος.

Ένα πεδίο που ικανοποιεί τις (2) και (3) λέγεται πεδίο των τάσεων στατικά
αποδεκτό.

2. ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΙΣ

Η ύπαρξη δυνάµεων που επενεργούν επί ενός σώµατος έχει σαν συνέπεια την
δηµιουργία µετατοπίσεων και παραµορφώσεων στα σηµεία του σώµατος. Εάν οι
µετατοπίσεις ενός σηµείου του σώµατος κατά τις διευθύνσεις x,y,z είναι
αντίστοιχα u,υ,w, τότε η τριδιάστατη παραµορφωσιακή κατάσταση σ' αυτό το
σηµείο µπορεί να ορισθεί µε τη µορφή διανύσµατος, ως εξής:

[ ]εΤ = ε ε ε γ γ γxx yy zz xy yz zx (1)

όπου, εxx ,εyy και εzz είναι οι ορθές συνιστώσες των παραµορφώσεων και γxy, γyz, γzx
οι διατµητικές συνιστώσες των παραµορφώσεων.

Αν το σύστηµα είναι κύριο, το διάνυσµα των παραµορφώσεων παίρνει τη
µορφή

[ ]εΤ I I I I I I= ε ε ε 0 0 0 (2)

Οι σχέσεις µεταξύ των παραµορφώσεων και των µετατοπίσεων u,υ,w ενός
δοθέντος σηµείου, είναι
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Οι (3) ισχύουν µε την προϋπόθεση ότι οι µετατοπίσεις u,υ,w είναι απειροστές,
ώστε τα γινόµενα των παραγώγων τους να είναι αµελητέες ποσότητες, καθώς και
ότι οι u,υ,w είναι συνεχείς συναρτήσεις των συντεταγµένων x,y,z.

3. ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΑΣΕΩΝ −−−− ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ

Οι σχέσεις που συνδέουν τις τάσεις µε τις παραµορφώσεις για ένα γραµµικό,
ελαστικό ανισότροπο και οµογενές υλικό, συνιστούν το γενικευµένο νόµο του
Hooke. Οι σχέσεις αυτές σ' ένα τριδιάστατο σώµα [1], είναι
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ή
σ Dε= (1΄)

ανάλογα, οι παραµορφώσεις συνδέονται µε τις τάσεις, ως εξής
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ή

ε Cσ= (2΄)

όπου, σ και ε είναι τα µητρώα τάσεων και παραµορφώσεων, αντίστοιχα.
Οι συντελεστές Dij των σχέσεων (1) καλούνται ελαστικές σταθερές ενώ οι

συντελεστές Cij των σχέσεων (2) καλούνται ελαστικοί συντελεστές. Τα µητρώα
D και C είναι συµµετρικά [2,3], εποµένως για την πλήρη περιγραφή ενός
ανισότροπου υλικού απαιτείται η εκτίµηση των 21 ελαστικών σταθερών Dij ή των
21 ελαστικών συντελεστών Cij.
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Στην περίπτωση ενός γραµµικού, ισότροπου και ελαστικού υλικού δηλαδή
ενός κρυσταλλικού υλικού που παρουσιάζει παντός είδους συµµετρία η (1)
γίνεται συµµετρικό
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ή, ως προς τις συνιστώσες των παραµορφώσεων η (3) γίνεται

( )

( )

( )

ε
ε
ε
γ
γ
γ

E ν E ν E
E ν E

E
ν

E

συµµετρικό
ν

E
ν

E

σ
σ
σ
σ
σ
σ

xx

yy

zz

xy

yz

zx

xx

yy

zz

xy

yz

zx





























=

− −
−

+

+

+



























































1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
2 1

0 0

2 1
0

2 1

/ / /
/ /

/

(4)

όπου, Ε το µέτρο του Young και ν ο λόγος του Poisson.

∆Ι∆ΙΑΣΤΑΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ
ΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

3.1. Επίπεδη Εντατική Κατάσταση

Η επίπεδη εντατική κατάσταση χαρακτηρίζεται από την πολύ µικρότερη z-
διάσταση του σώµατος σε σχέση µε τις x,y διαστάσεις του. Επίσης, οι
εφαρµοσµένες δυνάµεις στα σύνορα του σώµατος, είναι παράλληλες προς το
επίπεδο (x,y) και επιπλέον είναι συµµετρικά κατανεµηµένες ως προς το µέσο
επίπεδό του. Οπότε, ισχύει [1]:

σ σ σzz zx zy= = = 0 (1)

Οι συνιστώσες της παραµόρφωσης γzx, γzy εξαφανίζονται ενώ η εzz δίνεται από
την σχέση

( )ε
v

v
ε εzz xx yy= −

−
+

1
(2)

Η σχέση τάσεων - παραµορφώσεων γίνεται
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3.2. Επίπεδη Παραµορφωσιακή Κατάσταση

Αντίθετα από την επίπεδη εντατική κατάσταση, η επίπεδη παραµορφωσιακή
κατάσταση χαρακτηρίζεται από την πολύ µεγαλύτερη z-διάσταση του σώµατος
σε σχέση µε τις x,y διαστάσεις του. Επίσης, η φόρτιση λαµβάνει χώρα µόνο
κάθετα προς τα επιµήκη στοιχεία του σώµατος και δεν µεταβάλλεται σηµαντικά
κατά το µήκος του. Εάν επιπλέον θεωρηθεί ότι η µετακίνηση w του σώµατος κατά
την z-διεύθυνση είναι µηδέν σε κάθε εγκάρσια διατοµή, προκύπτει [1]:

ε γ γzz yz zx= = = 0 (4)

Οπότε η συνιστώσα της τάσης σzz δίνεται από τη σχέση

( )σ v σ σzz xx yy= + (5)

Η σχέση τάσεων - παραµορφώσεων γίνεται
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4. ΑΡΧΗ ΤΩΝ ∆ΥΝΑΤΩΝ ΕΡΓΩΝ

Θεώρηµα που εκφράζει την ισορροπία του σώµατος1.

Προκύπτει µετά από αλγεβρικές πράξεις από τις εξισώσεις ισορροπίας του
σώµατος.

Λέει: Το δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάµεων είναι ίσο µε το δυνατό έργο των

εσωτερικών δυνάµεων.

Τα δυνατά έργα δεν είναι πραγµατικά έργα.

Το δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάµεων δΕ είναι το γινόµενο των
πραγµατικών δυνάµεων επί δυνατές (δηλαδή, φανταστικές) µετατοπίσεις που
σέβονται τις συνθήκες στήριξης. Έτσι, οι δυνατές µετατοπίσεις µηδενίζονται στις
στηρίξεις (Σχ.1(β)).

                                                
1 Ισορροπία ενός κόκκου     ⇒      διαφορική εξίσωση ισορροπίας.

  Ισορροπία εξωτερικών φορτίων εσωτερικών τάσεων     ⇒      συνοριακές συνθήκες
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Sσ

(Β)

(β)(α)

S

S΄

Το στοιχειώδες έργο των εσωτερικών δυνάµεων είναι ίσο µε το γινόµενο των
πραγµατικών τάσεων επί τις δυνατές παραµορφώσεις2 και επί τον στοιχειώδη
όγκο dV στον οποίο ενεργούν. Άρα, όλο το δυνατό έργο των εσωτερικών
δυνάµεων δU είναι το ολοκλήρωµα του δW σ΄ όλο τον όγκο του σώµατος

δ δU W dV
V

= ∫
Επιβάλλουµε τώρα στον φορέα µια κινηµατικά αποδεκτή µεταβολή των

µετατοπίσεων u(x), το πεδίο αυτό που είναι απολύτως φανταστικό, σέβεται τη
συνέχεια του φορέα καθώς και τις συνθήκες στήριξης. Τέλος, θεωρούµε ότι αυτή
η µετατόπιση δu(x) δεν προκαλεί µεταβολή των τάσεων σij. Η δu(x) που λέγεται
δυνατή µετατόπιση, προκαλεί τις δυνατές παραµορφώσεις (δεij ).

pi

εij δεij

δεi

dui

ui

u

σij

δW

(β)(α)

Στο Σχ.2(α) φαίνεται σχηµατικά το διάγραµµα των pi  και ui καθώς και η
δυνατή µετατόπιση δui. To γραµµοσκιασµένο τµήµα, που έχει εµβαδό δui
παριστάνει το δυνατό έργο δEi που παράγει η pi κατά τη δυνατή µετατόπιση δui.
Είναι σαφές ότι, το συνολικό δυνατό έργο δE θα είναι

                                                
2 Οι δυνατές παραµορφώσεις προκύπτουν από τις δυνατές µετατοπίσεις µε παραγώγιση.

Σχ. 1: (α) Φορέας S  που φορτίζεται στο τµήµα Sσ από το φορτίο p(x).
(β) S΄: σύνορο µετά από κινηµατικά αποδεκτή µετατόπιση
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E δ S
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= ∫ p ud (1)

Το δυνατό έργο δE ξεχωρίζει από το πραγµατικό E γιατί το πρώτο δεν υπάρχει
φυσικά αλλά είναι ένα φανταστικό µαθηµατικό εύρηµα.

Το Σχ.2(β) παρουσιάζει συµβολικά το διάγραµµα των σij - εij καθώς και τη
δυνατή παραµόρφωση δεij. Το γραµµοσκιασµένο τµήµα, που έχει εµβαδόν σij δεij
παριστάνει την δυνατή πυκνότητα παραµορφωσιακής ενέργειας δW, οπότε

δ δ σ δεU W V V
V

ij
V

ij= =∫ ∫d d (2)

παριστάνει την δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης. Και η δυνατή ενέργεια
παραµόρφωσης δεν υπάρχει φυσικά αλλά είναι ένα µαθηµατικό εύρηµα.

Το δυνατό έργο δE πρέπει να είναι ίσο µε την δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης

δ δ σ δε δ
σ

E = =∫ ∫U V Sij
V

ij
S

, d dp u (3)

Η σχέση αυτή παριστάνει την αρχή των δυνατών έργων όταν στο σώµα
επιβάλλονται δυνατές µετατοπίσεις. Για να αποδείξουµε τη σχέση βασισθήκαµε
στο γεγονός ότι ο φορέας βρίσκεται σε ισορροπία. Αποδεικνύεται όµως και το
αντίστροφο, ότι δηλαδή, όταν ισχύει η αρχή των δυνατών έργων ο φορέας
ισορροπεί. (Για πιο πολλές λεπτοµέρειες πρβλ. §25.4).

Έτσι, µπορούµε να διατυπώσουµε ως εξής την αρχή των δυνατών έργων:

Αρχή των

δυνατών

έργων

Η αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε ένας φορέας να
βρίσκεται σε ισορροπία, είναι το έργο που εκτελούν τα
εξωτερικά φορτία αν επιβληθεί στο φορέα ένα πεδίο
δυνατών µετατοπίσεων, κινηµατικά παραδεκτών, να ισούται
µε τη δυνατή παραµορφωσιακή ενέργεια

Η αρχή των δυνατών έργων έχει πολύ µεγάλη σηµασία, δεδοµένου ότι ισχύει
για οποιοδήποτε νόµο συµπεριφοράς του υλικού της κατασκευής. Η αρχή των
δυνατών έργων δεν αποτελεί µία πρόσθετη σχέση της θεωρίας των
παραµορφωσίµων σωµάτων αλλά την ολοκληρωµατική έκφραση των εξισώσεων
ισορροπίας. ∆ιαφέρει από τις εξισώσεις ισορροπίας στο γεγονός ότι, αυτές
εκφράζουν την ισορροπία σε κάθε σηµείο ξεχωριστά του σώµατος, ενώ η αρχή
των δυνατών έργων σ’ ολόκληρο το σώµα. Αυτήν την διαφορά µπορούµε να την
εκµεταλλευτούµε και να αναπτύξουµε µεθόδους υπολογιστικές πολύ πιο απλές
απ’  ότι αν χρησιµοποιήσουµε τις κλασικές εξισώσεις ισορροπίας. Έτσι, µε τη
βοήθεια της αρχής των δυνατών έργων αναπτύχθηκε η µητρωϊκή ανάλυση των
κατασκευών για τον υπολογισµό οποιασδήποτε κατασκευής. Σηµειώνουµε
πάντως ότι, η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων µπορεί να προκύψει και από
το θεώρηµα του ελάχιστου της δυναµικής ενέργειας.
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ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΗΣ ΑΡΧΗΣ ΤΩΝ ∆ΥΝΑΤΩΝ ΕΡΓΩΝ(*)

1. ΣΤΑΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΚΤΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΤΑΣΕΩΝ ΚΑΙ ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΚΤΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ
ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ

Θα εξετάσουµε το ίδιο πρόβληµα οριακής τιµής που περιγράφηκε στην προηγούµενη παράγραφο

µε την διαφορά όµως ότι όλα τα µεγέθη (εξωτερικές δυνάµεις, µετατοπίσεις, τάσεις,

παραµορφώσεις), είναι ανεξάρτητα του χρόνου t.

Ονοµάζουµε στατικά παραδεκτό ένα πεδίο τάσεων σij που ικανοποιεί:

1.  Τις συνθήκες ισορροπίας σε κάθε σηµείο του σώµατος

∂σ
∂

ij

j
ix

F+ =0 (4)

1.  Τις επιφανειακές συνθήκες στο τµήµα της επιφάνειας Sσ του σώµατος

t ni ij j− =σ 0 (5)

Ονοµάζουµε κινηµατικά παραδεκτό ένα πεδίο µετατοπίσεων u(x), δύο φορές παραγωγίσιµο, που

οι παραµορφώσεις εij προκύπτουν από την ακόλουθη σχέση µετατοπίσεων - παραµορφώσεων

ε ∂
∂

∂
∂ij

i

j

j

i

u
x

u
x

= +










1
2

(6)

ενώ στο τµήµα της επιφάνειας Su του σώµατος ικανοποιούνται οι συνοριακές συνθήκες

( ) ( )u x g x x Si i u− = ∈0 , (7)

Εξυπακούεται ότι τότε θα ικανοποιούνται και οι συνθήκες συµβιβαστού των παραµορφώσεων.

Από τη στατικά παραδεκτή κατανοµή τάσεων (σij) προκύπτει µε τη βοήθεια των καταστατικών

εξισώσεων ένα πεδίο παραµορφώσεων. Αν το πεδίο αυτό των παραµορφώσεων είναι κινηµατικά

παραδεκτό, τότε το πεδίο σij αποτελεί την πραγµατική λύση του προβλήµατος. Αντίστροφα, από

ένα κινηµατικά παραδεκτό πεδίο µετατοπίσεων u προκύπτουν οι παραµορφώσεις και στη συνέχεια

οι τάσεις. Αν το πεδίο αυτό των τάσεων είναι στατικά παραδεκτό, το πεδίο u αποτελεί την

πραγµατική λύση του προβλήµατος.

Το κινηµατικά παραδεκτό πεδίο είναι εντελώς αυθαίρετο. Ο µόνος περιορισµός είναι να µην

επιβάλλουµε µετακίνηση που να παραβιάζει το σύνδεσµο (π.χ. σε µια κύλιση να επιβάλλουµε

µετακίνηση κάθετη στο επίπεδο κύλισης κ.ο.κ.).

                                                
(*) Αυτή απευθύνεται σε όσους θα ήθελαν να δουν την απόδειξη της προηγούµενης παραγράφου. Οι
υπόλοιποι «µπορούν να την παραλείψουν χωρίς καµία απώλεια».
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2. ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΗΣ ΣΧΕΣΗΣ

Θα εξετάσουµε το γενικό πρόβληµα οριακής τιµής που περιγράφηκε στην προηγούµενη

παράγραφο. Έστω σij , ui , εij  το πεδίο των πραγµατικών τάσεων µετατοπίσεων και

παραµορφώσεων αντίστοιχα3.

Θεωρούµε τώρα ένα πεδίο κινηµατικά παραδεκτών µετατοπίσεων δui που όµως πάνω στο Su

ικανοποιούν τις οµογενείς οριακές συνθήκες

( )δu Si ux x= ∈0 , (8)

Μετατοπίσεις αυτού του είδους λέγονται δυνατές µετατοπίσεις. (Θα δούµε, πιο κάτω, ότι οι

δui(x) µπορούν να θεωρηθούν σαν µεταβολές (variations) του πραγµατικού πεδίου των

µετατοπίσεων).

Ας υποθέσουµε ότι επιβάλλουµε στο σώµα Β, χωρίς να µεταβληθούν τα πεδία σij , uij , εij και τα

πεδία των φορτίσεων Fi και ti να εκτελέσει τις µετατοπίσεις δui και φυσικά να υποστεί τις

παραµορφώσεις δεij.

Όπως κάναµε για το απόλυτα στερεό, θα πολλαπλασιάσουµε τις σχέσεις ισορροπίας (4) και (5) µε

δuij. Στη συνέχεια, θα πάρουµε το άθροισµα των ολοκληρωµάτων τους πάνω στον όγκο V του

σώµατος και πάνω στην επιφάνεια Sσ αντίστοιχα:

( )∂σ
∂

δ σ δ
σ

ij

j
i

V
i i ij j

S
ix

F u V t n u S+








 + − =∫ ∫d d 0 (9)

Επειδή ισχύει η (8) µπορούµε να αφαιρέσουµε από την προηγούµενη σχέση το ολοκλήρωµα πάνω

στην Su της ποσότητας σijnjui οπότε, λαµβάνοντας υπόψη ότι Su∪ Sσ = S, βρίσκουµε

∂σ
∂

δ σ δ δ δij

j
i

V
ij j i

S
i i

V
i j i

Sx
u V n u S F u V t n u S∫ ∫ ∫ ∫+ + + =d d d d 0 (10)

Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Green - Gauss στο δεύτερο όρο της (10) βρίσκουµε

( )∂σ
∂

δ
∂σ
∂

δ σ ∂δ
∂

δ δ
σ

ij

jV
i

ij

jV
i ij

i

jV
i

V
i i

S
x

u V
x

u V u
x

V F u V t u S
i∫ ∫ ∫ ∫ ∫− − + + − =d d d d d 0 (11)

Αν πάρουµε υπόψη τη συµµετρία του τανυστή των τάσεων, θα έχουµε (πρβλ. (265.8))

σ ∂δ
∂

σ ∂δ
∂

σ
∂δ
∂

σ ∂δ
∂

∂δ
∂

σ δεij
i

j
ij

i

j
ij

j

i
ij

i

j

j

i
ij ij

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

= +








 = +









 =

1
2

1
2

(12)

                                                
3 Στην πραγµατικότητα δεν είναι απαραίτητο το πεδίο των τάσεων σij να είναι πραγµατικό, αλλά µόνο στατικά παραδεκτό.
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Οπότε, η σχέση (11) λόγω και της (12) γράφεται

σ δε δ δ σ δ
σ

ij
V

ij i
V

i i i
S

ij j i
S

V F u V t u S n u S
u

∫ ∫ ∫ ∫= + +d d d d (13)

Το δεύτερο µέλος παριστάνει το δυνατό έργο δE των δυνάµεων ti και Fi δηλαδή το έργο που

παράγεται όταν οι δυνάµεις Fi και ti παραµένουν σταθερές και µεταβληθεί κατά δu η µετατόπιση

ui. Στο Σχ.3(α) δείχνουµε ενδεικτικά το δάγραµµα των δυνάµεων Fi και σηµειώνουµε το δυνατό

έργο Fiδui. Το πρώτο µέλος παριστάνει τη δυνατή παραµορφωτική ενέργεια δU

δ δ δ σ δεU W V W
V

ij ij= =∫ d , (14)

όπου δW η πυκνότητα δυνατής παραµορφωτική ενέργειας. Όπως βλέπουµε και από το Σχ.3(β), η

δW είναι η αύξηση της πυκνότητας ενέργειας παραµόρφωσης όταν η σij διατηρηθεί σταθερή και

µεταβληθεί κατά εij η παραµόρφωση από τη θέση ισορροπίας εij.

σ ij

σ ijF i

u i

u i δu i

F i δu i δW =σ ij ε ij

δε ijε ij

ε ij

(β )(α )

Σχήµα 3

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι, η απειροστή µεταβολή dui του πεδίου των πραγµατικών µετατοπίσεων

ui είναι προφανώς, ένα κινηµατικά παραδεκτό πεδίο το οποίο ικανοποιεί και την οµογενή συνθήκη

(8) στο όριο Su. Έτσι, αν πάρουµε σαν δυνατό πεδίο το πεδίο των απειροστών µεταβολών

( )δ δε εu du di i ij ij= =,  και περιοριστούµε στα ελαστικά (γραµµικά µη-γραµµικά) υλικά, τότε η

πυκνότητα της δυνατής ενέργειας παραµόρφωσης δW, λαµβάνοντας υπόψη και την (13) γράφεται

δ σ ε ∂
∂ε

εW W Wij ij
ij

ij= = =d d d (15)
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δηλαδή  η δW παριστάνει σ΄ αυτήν την περίπτωση, την απειροστή µεταβολή dw της πυκνότητας

της ενέργειας παραµόρφωσης W. Ακόµα, η δU παριστάνει την απειροστή µεταβολή dU της

ενέργειας παραµόρφωσης U.

Η σχέση (13) εκφράζει την αρχή των δυνατών έργων, όταν στο σώµα επιβάλλονται δυνατές

µετατοπίσεις. (Το δυνατό έργο των εσωτερικών δυνάµεων, δηλαδή η δυνατή ενέργεια, είναι ίση µε

το δυνατό έργο των εξωτερικών δυνάµεων). Η διαδικασία που ακολουθήσαµε απέδειξε ότι, όταν

ισχύουν οι εξισώσεις ισορροπίας (14) και (15) τότε αναγκαστικά θα ισχύει και η σχέση (13). Άρα

η αρχή των δυνατών έργων - (αρχή των δυνατών µετατοπίσεων) (13) και αντιστρέφοντας την

πορεία των πράξεών µας καταλήγουµε στη σχέση (19) που ικανοποιείται για αυθαίρετα δui

µόνον όταν οι παρενθέσεις είναι ίσες µε µηδέν, δηλαδή ικανοποιούνται οι συνθήκες ισορροπίας

(14) και (15).

Έτσι, µπορούµε να διατυπώσουµε ως εξής την αρχή των δυνατών έργων:

Αρχή των

δυνατών

έργων

Η αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε ένα παραµορφώσιµο σώµα να βρίσκεται

σε ισορροπία είναι το έργο που εκτελούν τα εξωτερικά φορτία αν επιβληθεί

στο σώµα ένα πεδίο δυνατών µετατοπίσεων, κινηµατικά  παραδεκτών, να

ισούται µε τη δυνατή ενέργεια παραµόρφωσης.

Η αρχή των δυνατών έργων έχει πολύ µεγάλη σηµασία δεδεµένου ότι, ισχύει για οποιοδήποτε

νόµο συµπεριφοράς του υλικού.
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