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Κεφάλαιο     

∆ΟΚΟΙ - ΠΛΑΙΣΙΩΤΟΙ  ΦΟΡΕΙΣ

3.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων όπως γνωρίζουµε προήλθε από µια
γενίκευση των µεθόδων επίλυσης των ραβδωτών φορέων, σε προβλήµατα
µηχανικής που αφορούν τα επίπεδα παραµορφώσιµα σώµατα [1-5]. Στη συνέχεια
η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων απέκτησε οικουµενικό χαρακτήρα σε
τρόπο που να µπορεί πλέον να επιλύει µια µεγάλη σειρά προβληµάτων των
παραµορφώσιµων σωµάτων. Οι µέθοδοι αυτοί είναι εφαρµόσιµοι και στην
περίπτωση των ραβδωτών φορέων. Έτσι οι ακαµψίες των στοιχείων (ράβδων)
προκύπτουν µε τη βοήθεια των παρεµβολικών τύπων που περιγράψαµε και όχι
βάσει θεωρήσεων που στηρίζονται στην αντοχή των υλικών (δηλαδή στις σχέσεις
κοµβικών φορτίων-κοµβικών µετατοπίσεων που δίνει η εξίσωση ελαστικής
γραµµής).

3.2. ΡΑΒ∆ΟΙ ΣΕ ΣΤΡΕΨΗ 

Θα µελετηθεί η καταπόνηση µιας ευθύ-
γραµµης ράβδου µε κυκλική διατοµή Α και
µήκος s που υποβάλλεται στα άκρα της i,j
στις στρεπτικές ροπές Mi,Mj (Σχ. 3.1),
(όπου για λόγους ισορροπίας Mi=−Mj).

Όπως στην §1.2, θεωρούµε το τοπικό
σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το
σηµείο i τέτοιο ώστε ο άξονας των x να
συµπίπτει µε τη διεύθυνση της ράβδου και
µε φορά από i προς j. Εποµένως, µια
οποιαδήποτε στροφή της διατοµής στο το-
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Σχήµα 3.1 Ράβδος σε στρέψη
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πικό σύστηµα αξόνων είναι
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Οι παραµορφώσεις θα δίνονται από τη σχέση
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ή σε µητρωϊκή µορφή

ε B θ= 1
e (3.3)

όπου γ η διατµητική παραµόρφωση, r η ακτίνα και φ η ανά µονάδα µήκους
στροφή (συστροφή). Και οι τάσεις είναι

[ ]σ Dε θ= = −µr
s

e1 1

ή

σ DB θ= 1
e (3.4)

όπου D είναι ένα µητρώο (1×1), δηλαδή

D = µ (3.5)

Με µ συµβολίζουµε το µέτρο διάτµησης. Παρατηρούµε την αναλογία που
υπάρχει µεταξύ ράβδου σε στρέψη και ράβδου δικτυώµατος, οπότε κατ’ αναλογία
το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου e (πρβλ. σχέση (3.19)) θα είναι
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(3.6)

όπου, µJ η ακαµψία της δοκού σε στρέψη και J η πολική ροπή αδράνειας.
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3.3. ∆ΟΚΟΣ ΣΕ ΑΠΛΗ ΚΑΜΨΗ

∆ίνεται µια δοκός e µήκους s,
σταθερής διατοµής Α, µέτρου
ελαστικότητας Ε, αφόρτιστη
στο άνοιγµά της (ij). Θεωρεί-
ται όπως και προηγούµενα
ένα τοπικό σύστηµα αξόνων
µε αρχή το σηµείο i τέτοιο
ώστε ο άξονας των x να
συµπίπτει µε τη ράβδο ij µε
φορά από το i στο j. Οι άξο-
νες y,z συµπίπτουν µε τους
κύριους άξονες της διατοµής
(Σχ. 1.2).

Το πεδίο των µετατοπί-
σεων ορίζεται από µια αξο-
νική µετατόπιση δx κατά την
διεύθυνση του άξονα Οx και
ένα βέλος δy κατά τον άξονα
Oy. Έστω ότι προσωρινά
αγνοούµε τις αξονικές επιδρά-
σεις. Οπότε, η δοκός θα έχει
σε κάθε άκρο της δυο βαθ-
µούς ελευθερίας (Σχ. 1.3),
δηλαδή τα βέλη δyi,δyj και τις
στροφές θzi,θzj, όπου

θ
dδ
dx

θ
dδ
dxzi

yi
zj

yj= =,
(3.7)

Το βέλος δy(x) εκφράζεται από τη σχέση

( )δ x a +a x+a x +a xy = 1 2 3
2

4
3 (3.8)

Εφαρµόζοντας τις οριακές συνθήκες βρίσκουµε

( ) ( ) ( ) ( ) ( )δ x ξ ξ δ +ξ ξ δ +sξ ξ+ξ θ +sξ ξ θy yi yj zi zj= − + − − −1 3 2 3 2 1 2 12 3 2 2 2 (3.9)

όπου

ξ x
s

= (3.10)

Αν λάβουµε υπόψη και την αξονική δύναµη, τότε σύµφωνα µε τη σχέση (1.6)
η αξονική µετατόπιση είναι

( ) ( )δ x = ξ δ +ξδx xi xj1− (3.11)

Εποµένως η συνολική έκφραση για τη µετατόπιση είναι
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Οπότε, οι παραµορφώσεις δίνονται από τη σχέση 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ε =
−





























=
−

− − − − − − − −








































∂
∂

∂
∂

δ x
x
δ x
x

y s
s s

ξ y s ξ y ξ y s ξ y

δ
δ
θ
δ
δ
θ

x

y

xi

yi

zi

xj

yj

zj

2

2

2
1 0 0 0 0

0 6 2 1 2 3 2 0 6 1 2 2 3 1

ή

ε B δ= 1
e (3.13)

Επίσης, οι τάσεις δίνονται από τη σχέση
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Υποθέτοντας ότι η δοκός e αποτελεί
τµήµα ενός επίπεδου φορέα (η παραδοχή
αυτή είναι απόλυτα δικαιολογηµένη αφού
οι τάσεις και οι µετατοπίσεις ενεργούν
πάνω σ’ ένα επίπεδο), το διάνυσµα των
τοπικών µετατοπίσεων δe συνδέεται µε το
διάνυσµα των µετατοπίσεων στο καθο-
λικό σύστηµα qe (Σχ. 3.4) µε µια σχέση
της µορφής
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δ a qe e= 1 (3.15)

όπου α1 το µητρώο στροφής από το τοπικό σύστηµα στο καθολικό και

l = =
−

= =
−

cos sinφ
X X

s
m φ

Y Y
s

j i j i (3.16)

τα συνηµίτονα κατεύθυνσης της δοκού.

Αντικαθιστώντας τη σχέση (3.16) στις σχέσεις (3.13) και (3.14) έχουµε

ε B a q Bq= =1 1
e e

σ DB a q DB q= =1 1
e e

Εποµένως το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου είναι ίσο µε
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όπου k e  το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου στο τοπικό σύστηµα αξόνων.

Η σχέση (3.17) µπορεί να χρησιµοποιηθεί απ’ ευθείας (χωρίς να αποδειχθεί)
και επιτρέπει την αναγωγή ενός µητρώου-τανυστή από ένα σύστηµα αξόνων σε
ένα άλλο. Άρα, το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου µπορεί να υπολογισθεί κατ’
αρχάς στο τοπικό σύστηµα αξόνων και κατόπιν µε τη βοήθεια του τύπου
αναγωγής (3.17) να προσδιορισθεί στο καθολικό σύστηµα συντεταγµένων(*).

Η αναλυτική έκφραση του µητρώου ακαµψίας k e  στο τοπικό σύστηµα
αξόνων δίνεται από τη σχέση
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(3.18)

                                                
(*) Όπως µπορεί να γίνει εύκολα κατανοητό, η πρώτη από τις σχέσεις (3.17) για αναγωγή από το
τοπικό στο καθολικό σύστηµα έχουν γενική εφαρµογή και ισχύει για κάθε είδος στοιχείου.
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όπου, Ι η κύρια ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα z της διατοµής.

Οπότε, το µητρώο ακαµψίας στο καθολικό σύστηµα συντεταγµένων είναι
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Επίσης οι κοµβικές δυνάµεις του στοιχείου e που οφείλονται σε κατανεµηµένα
φορτία [Τx , Ty]T είναι
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Στην περίπτωση οµοιόµορφα κατανεµηµένων φορτίων Τx  και Ty  η (3.20)
παίρνει τη µορφή
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(3.21)

3.4. ∆ΟΚΟΣ ΣΕ ΣΥΝΘΕΤΟ ΚΑΜΨΗ ΚΑΙ ΣΤΡΕΨΗ

Η γενική αυτή περίπτωση µπορεί να θεωρηθεί απλά σαν επαλληλία των
προηγούµενων περιπτώσεων (§3.2 και 3.3). Αν λοιπόν το µητρώο των
µετατοπίσεων στο τοπικό σύστηµα συντεταγµένων είναι (Σχ. 3.5)
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[ ]δ e T = δ δ δ θ θ θ δ δ δ θ θ θxi yi zi xi yi zi xj yj zj xj yj zj (3.22)

Τότε το µητρώο ακαµψίας στο τοπικό σύστηµα αξόνων [6] είναι
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Παράδειγµα 3.1

Να λυθεί η αµφίπακτη δοκός του σχήµατος που φορτίζεται µε το φορτίο P .

Για την
ανάλυση µε
τη µέθοδο

των

X

Y

y

i θyj

θzj
δyj

δxj

δzj

x

Z

z

j θxj

Σχήµα 3.5

BA Γ

P

L1 L2

X

Y

1

P

2 3

(1) (2)
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πεπερασµένων στοιχείων η δοκός χωρίζεται σε δυο πεπερασµένα στοιχεία, που
ορίζονται από τους κόµβους 1,2 και 2,3 αντίστοιχα. Επίσης θεωρείται το καθολικό
σύστηµα συντεταγµένων XAY.

Θεωρώντας τις σχέσεις (3.18), (3.19) ή ακόµα την (3.23) και λαµβάνοντας
υπόψη ότι οι στρεπτικές και αξονικές δυνάµεις δεν υπεισέρχονται στο πρόβληµα
(και άρα οι βαθµοί ελευθερίας του κάθε κόµβου είναι 2), το µητρώο ακαµψίας των
στοιχείων (1) και (2) είναι

k k1

1

1
2

1

1
2

1 1
2

1 1

2

2

2
2

2

2
2

2 2
2

2 2

12

6 4

12 6 12

6 2 6 4

12

6 4

12 6 12

6 2 6 4

=
− −

−





























=
− −

−





























EI
L

L

L
συµµετρικό

L L L

L L

EI
L

L

L
συµµετρικό

L L L

L L

Έτσι η σχέση που συνδέει τις µετατοπίσεις στους κόµβους µε τα εξωτερικά
φορτία που ασκούνται στους κόµβους είναι

0
0

0
0
0

12 6 12 6 0 0

6 4 6 2 0 0

12 6 12 1 1 6 1 1 12 6

6 2 6 1 1 4 1 1 6

1
3

1
2

1
3

1
2

1
2

1 1
2

1

1
3

1
2

1
3

2
3

2
2

1
2

2
3

2
2

1
2

1 2
2

1
2

1 2

−





























=

−

−

− − +






 +







 −

+






 +







 −

P
EI

L L L L

L L L L

L L L L L L L L

L L L L L L L L

L L L L

L L L L

υ
θ

2
2

2

2
3

2
2

2
3

2
2

2
2

2 2
2

2

2

22

0 0 12 6 12 6

0 0 6 2 6 4

0
0

0
0− − −

−





































































Η επίλυση του συστήµατος δίνει

( )[ ]
( )

( )[ ]

υ PL L
EI L L L L L L

θ P
EI

L L L L
L L L L L L

2
1
3

2
3

1
3

2
3

1 1 1 2

2
1 2 1 2

1
3

2
3

1 2 1 2

3 3

1
2 3

= −
+ + +

=
−

+ + +

Έχοντας υπολογίσει τις µετατοπίσεις των κόµβων, οι δυνάµεις που
αναπτύσσονται σε µεµονωµένα στοιχεία προκύπτουν από τη σχέση (2.60), που
συνδέει τις δυνάµεις µε τις µετατοπίσεις των κόµβων του στοιχείου. Στην
περίπτωση του στοιχείου (1) προκύπτει
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Q
M
Q
M

EI
L

L L L L

L L

L L L L

L L

υ
θ

1

1

2

2

1

1
2

1 1
2

1

1 1

1
2

1 1
2

1

1 1

2

2

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 12 6

6 2 6 4

0
0



















=

−

−

− − −

−















































Αντίστοιχα, υπολογίζονται και οι δυνάµεις που αναπτύσσονται στον κόµβο 3
χρησιµοποιώντας την εξίσωση που αφορά το στοιχείο (2).

Παράδειγµα 3.2

∆ίδεται το πλαίσιο του σχήµατος,
όπου Α=0,1 m2, I=0,00133 m4 και
Ε=20GN/m2 σταθερά για όλα τα
µέλη του πλαισίου.

Το πλαίσιο υποδιαιρείται σε
τρία πεπερασµένα στοιχεία. Έστω
(XY) το καθολικό σύστηµα συντε-
ταγµένων στο οποίο αναφέρεται το
πλαίσιο και (xi,yi) τα τοπικά συστή-
µατα συντεταγµένων των
στοιχείων.

Λαµβάνοντας υπόψη την
(3.19), τα µητρώα ακαµψίας των
στοιχείων του πλαισίου στο καθο-
λικό σύστηµα συντεταγµένων είναι

5 kNm
5 kN

2 k
N/

m

4 
m

60o

B

A

Γ

∆
4 m

1

2 3

4

(2)

(3)
(1)

X

Y

x1

x2

x3

y3

y2

y1
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k

k

1 7

2 7

20 10

0 55341
0 93049 1 62785
0 0324 0 01870 0 11518
0 55341 0 93049 0 03240 0 55341
0 93049 1 62785 0 01870 0 93049 1 62785
0 03234 0 01870 0 05759 0 03234 0 01870 0 11518

20 10

2 16507
0 0 0162
0 0 03741 0 1518

2 16507 0 0 2 16057
0 0 0162 0 3741 0 0

= ×
−
− − −
− − −
− −



























= ×
−

− −

,
, ,
, , ,
, , , ,
, , , , ,
, , , , , ,

,
,
, ,

, ,
, , ,

συµµετρικό

συµµετρικό

0162
0 0 03741 0 05759 0 0 03741 0 11518

20 10

0 0162
0 2 16507

0 03741 0 0 11518
0 0162 0 0 03741 0 0162

0 2 16507 0 0 2 16507
0 03741 0 0 05759 0 03741 0 0 11518

2 7

, , , ,

,
,

, ,
, , ,

, ,
, , , ,

−



























= ×

−

−
−

−



























k

συµµετρικό

Το οµοιόµορφο φορτίο στο στοιχείο 1 κατανέµεται εξίσου στους κόµβους 1 και
2. ∆ηλαδή, το µητρώο των εξωτερικών φορτίων στο στοιχείο 1 στο τοπικό
σύστηµα του στοιχείου, είναι

S1

0
4618 8
3555 6

0
4618 8
3555 6

=

−
−

−





























,
,

,
,

Εποµένως, το µητρώο των εξωτερικών φορτίων του στοιχείου 1 στο καθολικό
σύστηµα είναι (για φ=60ο).

F α S1
1

1

60 60 0 0 0 0
60 60 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 60 60 0
0 0 0 60 60 0
0 0 0 0 0 1

0
4618 8

0
0

4618 8
0

4000 0
2309 4
3555 6

4000 0
2309 4

3555 6

= =

−

−



























−

−





























=

−
−

−

























Τ

o o

o o

o o

o o

cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

,

,

,
,
,

,
,

,





Οπότε η σχέση που συνδέει τις µετατοπίσεις στους κόµβους µε τα εξωτερικά
φορτία που εξασκούνται σ’ αυτούς είναι
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4000
2309 4
3555 6
4000
7309 4
3555 6

0
0

500
0
0
0

20 10

0 55341 0 9 304 9 0 032 40 0 55341 0 9 304 9 0 03234 0 0 0 0 0 0
0 9 304 9 1 62 785 0 0187 0 0

7

−
−

−

















































= ×

− − − −
−.

.

.
.

. . . . . .
. . . . . .

. . . . . .
. . . . . . .
. . . . .

9 304 9 1 62 785 0 01870 0 0 0 0 0 0
0 0324 0 01870 0 11515 0 032 4 0 0187 0 05759 0 0 0 0 0 0
0 55341 0 93049 0 0324 2 71848 0 93049 0 032 34 2 16507 0 0 0 0 0
0 93049 1 62785 0 0187 0 93049 1

−
− − −
− − − −
− − − 644 05 0 01871 0 0 0162 0 03741 0 0 0

0 03234 0 01870 0 05759 0 03234 0 01871 0 2 3036 0 0 037 41 0 05759 0 0 0
0 0 0 2 16057 0 0 2 1812 7 0 0 03741 0 0162 0 0 037 41
0 0 0 0 0 0162 0 037 41 0 2 18127 0

. . .
. . . . . . . .

. . . . .
. . . .

−
− −

− −
− − − 037 41 0 2 16507 0

0 0 0 0 0 037 41 0 05759 0 037 41 0 037 41 0 2 3036 0 03741 0 0 05759
0 0 0 0 0 0 0 0162 0 0 03741 0 0162 0 0 03741
0 0 0 0 0 0 0 2 16507 0 0 2 16507 0
0 0 0 0 0 0 0 037 41 0 0 05759 0

−
−

− −
−

−

.
. . . . . . .

. . . .
. .

. . .037 41 0 0 11518

0
0
0

0
0
0

2

2

2

3

3

3

.





























































































u
υ
θ
u
υ
θ

Από την επίλυση του συστήµατος προκύπτουν τα u2, υ2, θ2, u3, υ3, θ3.

Κατόπιν χρησιµοποιώντας την σχέση S α k qe
1

e e  =

[ ]( )SeT  = N Q M N Q Mi i i j j j υπολογίζονται οι εσωτερικές δυνάµεις

που αναπτύσσονται στους κόµβους των στοιχείων.

3.5. ΛΟΞΕΣ ΣΤΗΡΙΞΕΙΣ

Έστω ότι το επίπεδο πλαίσιο του Σχ. 3.6α, ή στην επίπεδη εν γένει κατασκευή του

X

Y

x

y

x
y

φ

φ

X

Y

Z

i

i
i

x

z

y
(γ)

(α)
(β)

Σχήµα 3.6 Σχηµατισµός µε λοξές στηρίξεις
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Σχ. 3.6β (δες επίσης Σχ.3.6γ) είναι γνωστές οι µετατοπίσεις του κόµβου i στο
τοπικό σύστηµα x,y,z. Η κύλιση του κόµβου i που το επίπεδο κύλισής της δεν
είναι κάθετο σ' έναν από τους άξονες του καθολικού συστήµατος συντεταγµένων
ονοµάζεται λοξή στήριξη. Στην περίπτωση αυτή πρέπει να γίνει στροφή του
συστήµατος και µετά να εισαχθούν οι οριακές συνθήκες στο τοπικό σύστηµα.

Η σχέση που συνδέει τις µετατοπίσεις των λοξών στηρίξεων ( , , , )u υ wi i i K  στο
τοπικό σύστηµα x,y,z µε τις µετατοπίσεις στο καθολικό σύστηµα X,Y,Z, ενός
οποιουδήποτε στοιχείου e είναι

q α qe e= 1 (3.24)

όπου α1 είναι το µητρώο στροφής που στη γενικότερη µορφή του, δίνεται από τη
σχέση

α

T
T

T1

1

1

1

0 0
0 0
0 0

=



















K

K

K

M M M O

(3.25)

όπου

T1 =
















l

l

l

x x x

y y y

z z z

m n
m n
m n

(3.26)

και (lx ,mx ,nx), (ly ,my ,ny), (lz ,mz ,nz), τα διευθύνοντα συνηµίτονα των αξόνων x,y,z
ως προς το καθολικό σύστηµα συντεταγµένων X,Y,Z. Στην περίπτωση επίπεδου
προβλήµατος

Τ1= −










cos sin
sin cos
φ φ
φ φ

(3.27)

Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο µητρωϊκός πολλαπλασιασµός (3.24) επηρεάζει
µόνον εκείνους τους κόµβους του e όπου υπάρχουν λοξές στηρίξεις.

Οπότε, η σχέση (2.26) που συνδέει τις γενικευµένες κοµβικές δυνάµεις του e
µε τις γενικευµένες µετατοπίσεις παίρνει τη µορφή

k q Fe e e= (3.28)

όπου

k α k α F α Fe e e e= =1 1 1
Τ , (3.29)

Ο µετασχηµατισµός (3.28) πρέπει να εφαρµόζεται σε κάθε στοιχείο όπου οι
λοξές στηρίξεις εµφανίζονται πριν να προχωρήσουµε στο σχηµατισµό του ολικού
µητρώου ακαµψίας.

3.6. ΕΠΙ∆ΡΑΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΤΜΗΣΗΣ ΣΤΗΝ ΚΑΜΨΗ

Βλέπε σχετική παράγραφο στο βιβλίο.
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