
Κεφάλαιο     

Γενική Περιγραφή της Μεθόδου των Πεπερα-
σµένων Στοιχείων. Μέθοδος Μετατοπίσεων

2.1. ΓΕΝΙΚΑ

Στο κεφάλαιο Εισαγωγή παράγραφο δείξαµε τη συσχέτιση µεταξύ της µεθόδου
των πεπερασµένων στοιχείων και της µητρωϊκής ανάλυσης των κατασκευών.
Αναφέραµε επίσης ότι η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων ακολουθεί
(σχεδόν) τα ίδια βήµατα µε τη µητρωϊκή ανάλυση των κατασκευών.

Στο Κεφάλαιο αυτό δίνουµε λεπτοµερέστερη περιγραφή των επιµέρους
βηµάτων και θεµελιώνουµε, µε γενικό τρόπο τη µέθοδο των πεπερασµένων
στοιχείων. Η εξειδίκευση της µεθόδου σε επιµέρους κατασκευές (ραβδωτοί
φορείς, επιφανειακοί φορείς, πλάκες κελύφη κλπ) γίνεται στα επόµενα Κεφάλαια.
Όλη όµως η ανάπτυξη θα στηρίζεται ουσιαστικά σε αυτό το Κεφάλαιο.

Η θεµελίωση της µεθόδου µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια των γενικών µεθόδων
µεταβολών που βέβαια καλύπτει και την επίλυση διαφορετικών εξισώσεων από
αυτές που επιλύουν το πρόβληµα της ελαστικότητας. Προτιµήθηκε όµως η
ανάπτυξη να βασισθεί στην αρχή των δυνατών έργων που είναι πιο οικεία στον
Μηχανικό. Εδώ πρέπει να τονισθεί ότι η αρχή των δυνατών έργων δεν εισάγει
καµία απλοποίηση και µάλιστα µπορεί να θεωρηθεί πολύ πιο γενική από την
ανάπτυξη που βασίζεται στην ελαχιστοποίηση της δυναµικής ενέργειας. Αυτό
είναι κατανοητό γιατί η αρχή των δυνατών έργων ισχύει και στην πλαστικότητα
ενώ η αρχή του ελάχιστου της δυναµικής ενέργειας ισχύει µόνο στην περίπτωση
ελαστικών υλικών. Τέλος από µαθηµατική άποψη η αρχή των δυνατών έργων
συµπίπτει µε τη µέθοδο Galerkin [1-5].
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2.2. ∆ΙΑΚΕΚΡΙΜΕΝΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ

Όπως περιγράψαµε και στην §1.3, ο φορέας D, υποδιαιρείται µε τη βοήθεια
ιδεατών γραµµών ή επιφανειών σ’ έναν αριθµό στοιχείων (Σχ.1.3). Πρέπει στο
σηµείο αυτό να επισηµάνουµε ότι η υποδιαίρεση αυτή συνήθως να δεν αναπαρι-
στά µε απόλυτη ακρίβεια την κατασκευή, π.χ. το καµπύλο σύνορο του σώµατος
δεν µπορεί να παρασταθεί µε απόλυτη ακρίβεια (Σχ.1.3α και 1.3β). Άρα η
διακεκριµενοποίηση της κατασκευής οδηγεί στον υπολογισµό µιας κατασκευής
Dh που µοιάζει µε την αρχική D αλλά δεν ταυτίζεται απόλυτα µε αυτήν. Η
κατασκευή Dh µπορεί να έχει απλοποιηθεί όσον αφορά και την παράσταση των
οριακών συνθηκών (π.χ. αντικατάσταση κατανεµηµένων φορτίων µε συγκεντρω-
µένα φορτία στους κόµβους κλπ).

Τα στοιχεία θεωρούνται ότι συνδέονται µεταξύ τους σε διακριτά σηµεία τους
κόµβους. Αυτό σηµαίνει ότι κατά κάποιο τρόπο η κατασκευή µετασχηµατίζεται
σε ένα είδος δικτυώµατος. Το σχήµα βέβαια στην πραγµατικότητα είναι πολύ πιο
σύνθετο, δεδοµένου ότι µπορεί να υπάρχουν και εσωτερικοί κόµβοι (Σχ.2.1) ή οι
παράµετροι στους κόµβους µπορεί να µην επιτρέπουν την παρουσίαση της
κατασκευής ως δικτυώµατος. Η διαφορά µε τη µητρωϊκή ανάλυση των κατα-
σκευών είναι ότι στη θέση των ράβδων έχουµε στοιχεία. Σε κάθε κόµβο κάθε
στοιχείου αντιστοιχεί ένας αριθµός κοµβικών παραµέτρων. Οι κοµβικές παράµε-
τροι είναι γενικευµένες µετατοπίσεις (δηλ. µετατοπίσεις και παράγωγοί τους).
Στην περίπτωση των καµπτόµε-

νων κατασκευών (δοκοί, πλάκες,
κελύφη) η ύπαρξη των παραγώγων
των µετατοπίσεων είναι υποχρεω-
τική. Στις άλλες κατασκευές η προ-
σθήκη των παραγώγων στις απαραί-
τητες κοµβικές παραµέτρους απλά
αυξάνουν την ακρίβεια του στοι-
χείου. Ακόµα η προσθήκη επιπλέον
κοµβικών παραµέτρων (δηλαδή πα-
ράγωγοι µετατοπίσεων) σε κόµβους
µπορεί να µην είναι οµοιόµορφη.

Σχήµα 2.1. Στοιχεία συνδεδεµένα
µεταξύ τους.

τυπικός κόµβος

τυπικό στοιχείο

Σχήµα 1.3
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Έτσι είναι δυνατόν µερικοί να περιλαµβάνουν και παραγώγους των µετατοπίσεων
και µερικοί όχι. Επίσης µπορεί να έχουµε κόµβους, στους οποίους υπάρχουν µόνο
παράγωγοι των µετατοπίσεων (κάτι τέτοιο χρησιµοποιείται συχνά στην
περίπτωση των πλακών (βλ. Κεφάλαιο 9)).
Από την παραπάνω ανάπτυξη βλέπουµε ότι ο αριθµός k των κοµβικών

παραµέτρων κάθε κόµβου µπορεί να είναι διαφορετικός από το βαθµό m της
ελευθερίας κίνησης του κάθε κόµβου (και συνήθως k≥m).
Έστω τώρα Ν ο συνολικός αριθµός των στοιχείων στα οποία υποδιαιρείται η

κατασκευή και n ο συνολικός αριθµός κόµβων της κατασκευής. Τότε, ο
συνολικός αριθµός των κοµβικών παραµέτρων της κατασκευής είναι Μ, όπου το
Μ συνήθως είναι ίσο µε kn.

2.3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΟΥ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ

2.3.1. Προσδιορισµός των µετατοπίσεων σε κάθε στοιχείο

Ήδη έχει αναφερθεί ότι οι µετατοπίσεις σε κάθε σηµείο του στοιχείου
εκφράζονται συναρτήσει των µετατοπίσεων των κόµβων µε τη βοήθεια κάποιου
παρεµβολικού τύπου. Συνήθως για την παρεµβολή χρησιµοποιούνται πολυώνυµα.
Η επιλογή αυτή γίνεται γιατί οι αλγεβρικές πράξεις µε τα πολυώνυµα (όπως η
ολοκλήρωση, ή η παραγώγιση) είναι σχετικά εύκολες και έτσι µπορούµε να
δώσουµε τις τελικές εκφράσεις σε κλειστή µορφή. Φυσικά όσο µεγαλύτερου
βαθµού πολυώνυµο εκλέγεται για την προσεγγιστική έκφραση των µετατοπίσεων
τόσο πιο κοντά στην πραγµατική λύση βρισκόµαστε.
Έχοντας λοιπόν υιοθετήσει

ένα παρεµβολικό τύπο για κάθε
στοιχείο, το πεδίο των µετατο-
πίσεων ορίζεται ξεχωριστά σ’
αυτό. Στην περίπτωση ενός µο-
νοδιάστατου στοιχείου e (Σχ.
2.2) (ράβδος δικτυώµατος ή
δοκός σε κάµψη) η γενική µορ-
φή του πολυωνύµου παρεµ-
βολής που δίνει τη µετατόπιση
q(x)=u(x) κατά τη διεύθυνση του στοιχείου είναι:

( ) ( )q x u x a +a x+a x + +a x +m+
m= = … …1 2 3

2
1 (2.1)

όπου q(x) η µετατόπιση ενός σηµείου του e. 
Η (2.1) γράφεται

( ) [ ]q x x x x
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Σχήµα 2.2. Ένα µονοδιάστατο στοιχείο
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ή

( ) ( )q x x=M α (2.2)

Οι όροι αi είναι σταθεροί, προκύπτουν ανάλογα µε το στοιχείο και ονοµάζο-
νται γενικευµένες συντεταγµένες, επειδή δεν είναι απαραίτητα µόνο συνδεδεµέ-
νοι µε τις µετατοπίσεις των κόµβων του στοιχείου. Αυτές µπορεί να είναι ένας
γραµµικός συνδυασµός ορισµένων κοµβικών µετατοπίσεων και ενδεχοµένως
παραγώγων τους όπως συµβαίνει στα καµπτόµενα στοιχεία (δηλαδή δοκούς,
πλάκες και κελύφη). Ο αριθµός των όρων αι πρέπει να είναι ίσος µε τον συνολικό
αριθµό των κοµβικών παραµέτρων του στοιχείου. Οι συναρτήσεις Μ(x)
ονοµάζονται συναρτήσεις µετατόπισης.

Στην περίπτωση της επίπεδης έντασης ή της επίπεδης παραµόρφωσης
υπάρχουν δύο συνιστώσες u(x,y) και υ(x,y) της µετατόπισης. Το πολυώνυµο της
παρεµβολής για κάθε µετατόπιση είναι της µορφής

( )
( )

u x y a a x a y a x a x y a y

υ x y b b x b y b x b x y b y
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(2.3)

που µε µητρωϊκή γραφή είναι
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(2.5)

Τελικά η (2.4) µπορεί να τεθεί υπό τη µορφή

( ) ( )q M αx x y= , (2.6)

Αντίστοιχα, στην τρισδιάστατη κατάσταση ισχύει
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µε
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( ) [ ]G α b cx y z x y z x xy
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Σηµειώνεται ότι ο αριθµός των συντεταγµένων ai όπως και των bi και ci των
σχέσεων (2.5) και (2.8) είναι ίσος µε τον αριθµό των κόµβων του στοιχείου.

Η (2.7) γράφεται

( ) ( )q M αx y z x y z, , , ,= (2.9)

όπου, α είναι το µητρώο στήλη των συντελεστών ai,bi,ci. Παρατηρείται ότι η (2.9)
είναι ανάλογη µε τη σχέση (2.2) που βρέθηκε για τα µονοδιάστατα στοιχεία.

Η σχέση (2.9) δίνει τις µετατοπίσεις κάθε σηµείου ενός στοιχείου e (στην
περίπτωση της τρισδιάστατο ελαστικότητας και όχι στην περίπτωση των καµπτό-
µενων κατασκευών). Εποµένως δίνει τις µετατοπίσεις qi,qj,qm,,… των κόµβων
i,j,m,… του στοιχείου e, αν εφαρµοσθεί για τιµές των (x,y,z) ίσες µε τις συντεταγ-
µένες (xi,yi,zi), (xj,yj,zj), (xm,ym,zm),… των κόµβων του e. Προκύπτουν λοιπόν οι
σχέσεις
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ή σε πιο συµπυκνωµένη µορφή

q Aαe = (2.10)

Στη γενική περίπτωση η σχέση (2.10) µπορεί να αντιστραφεί, εκφράζοντας τις
γενικευµένες συντεταγµένες συναρτήσει των µετατοπίσεων των κόµβων έχουµε

α A q= −1 e (2.11)

όπου, Α−1 είναι ένα µητρώο µετασχηµατισµού των µετατοπίσεων. Από την σχέση
(2.11) φαίνεται ότι ο ολικός αριθµός των γενικευµένων συντεταγµένων είναι ίσος
µε τον συνολικό αριθµό των βαθµών ελευθερίας του στοιχείου e.
Αντικαθιστώντας τη σχέση (2.11) στ σχέση (2.9) βρίσκουµε

( ) ( )q N qx y z x y z e, , , ,= (2.12)

ή



Γενική Περιγραφή της Μεθόδου των Π. Σ. Μέθοδος των Μετατοπίσεων 6

( ) ( ) ( ) ( )[ ]q N N N

q
q
qx y z x y z x y z x y zi j m

i

j

m
, , , , , , , ,=

















K

M
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( ) ( )N M Ax y z x y z, , , ,= −1 (2.13)

Τα Νl (x,y,z) (l=i,j,m,K) γράφονται
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(2.14)

όπου, Ι το µοναδιαίο µητρώο.

Οι συναρτήσεις νl (x,y,z) (l=i,j,m,K) είναι πολυώνυµα και ονοµάζονται
συναρτήσεις σχήµατος και εξαρτώνται από τη γεωµετρία του στοιχείου και τον
παρεµβολικό τύπο που χρησιµοποιήθηκε. Από την (2.14) προκύπτει ότι οι
συναρτήσεις νl (x,y,z) (l=1, 2,K,n) ικανοποιούν τις σχέσεις

( )
( ) ( )

ν x y z

ν x y z ν x y z
i i i i

j i i i m i i i

, ,

, , , ,

=

= = =

1

0L
(2.15)

Η (2.12) δίνει κατευθείαν τις µετατοπίσεις µέσα στο τυχόν στοιχείο e
συναρτήσει των µετατοπίσεων των κόµβων του στοιχείου. Το βασικό πρόβληµα
της προτεινόµενης διαδικασίας είναι ότι δεν είναι πάντα δυνατή η αντιστροφή του
µητρώου Α. Λύση στο πρόβληµα αποτελεί η απ’ ευθείας εισαγωγή της συνάρτη-
σης σχήµατος χωρίς να χρησιµοποιήσουµε τις γενικευµένες συντεταγµένες.
∆ηλαδή η εισαγωγή µιας συνάρτησης που να πληροί τις συνθήκες (2.15) ενώ
συγχρόνως θα ικανοποιεί τις απαιτήσεις σύγκλισης. Η τελευταία αυτή διαδικασία
προτιµάται εκτός των άλλων και για λόγους οικονοµίας (δεν απαιτείται ο
σχηµατισµός του Α).

2.3.2. Παραµορφώσεις και τάσεις του στοιχείου

Οι παραµορφώσεις στο τυχόν στοιχείο e συνδέονται, ως γνωστόν, µε τις µετα-
τοπίσεις q(x,y,z) (στην περίπτωση της τρισδιάστατης ελαστικότητας) µε την
σχέση
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Η σχέση (2.16) σε τελεστική γραφή παίρνει τη µορφή

( )
( )
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( )ε q=ℵ
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όπου, ℵ  ένα µητρώο τελεστής της µορφής
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(2.18)

Αντίστοιχα ορίζονται οι παραµορφώσεις στη µονοδιάστατη κατάσταση ή στην
διδιάστατη. ∆ηλαδή η σχέση (2.17) αποτελεί µια γενική έκφραση. Αντικαθιστώ-
ντας στην (2.18) τις µετατοπίσεις q(x,y,z) από την σχέση (2.12) έχουµε

ε B q= e (2.19)

όπου

B=ℵ N(x,y,z) (2.20)

Από τη σχέση (2.19) έχουµε τις παραµορφώσεις στο τυχόν στοιχείο e
συναρτήσει των µετατοπίσεων των κόµβων qe και του µητρώου Β που όµως
προσδιορίζεται πολύ απλά εφόσον οι µετατοπίσεις έχουν εκφρασθεί συναρτήσει
των κοµβικών παραµέτρων και των συναρτήσεων σχήµατος. Αν µάλιστα οι
συναρτήσεις σχήµατος Ν(x,y,z) είναι γραµµικές τότε οι παραµορφώσεις θα είναι
σταθερές σε κάθε σηµείο του e.
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Αν ε0 οι αρχικές παραµορφώσεις του στοιχείου e δηλαδή οι παραµορφώσεις
που οφείλονται στην ανοµοιόµορφη αλλαγή της θερµοκρασίας στη συστολή ή
διόγκωση, κλπ, στις οποίες είναι δυνατό να έχει υποβληθεί ο χώρος Dh, τότε οι
τάσεις θα προέρχονται από την διαφορά µεταξύ πραγµατικών και αρχικών
παραµορφώσεων. Οπότε

( )σ D ε ε= − 0 (2.21)

όπου, D το µητρώο των ελαστικών σταθερών (Παράρτηµα Ι).

2.3.3. Υπολογισµός του µητρώου ακαµψίας του στοιχείου

Στην περίπτωση των ραβδωτών φορέων ανάλογα µε το είδος του στοιχείου (ρά-
βδος δικτυώµατος, δοκός σε επίπεδη κάµψη, δοκός στο χώρο, κλπ) προκύπτουν
αναλυτικά (κάνοντας χρήση απλών θεωρηµάτων της αντοχής υλικών) το µητρώο
ακαµψίας και οι δράσεις στους κόµβους.

Στην περίπτωση επιφανειακών κλπ φορέων το
µητρώο ακαµψίας του στοιχείου δεν µπορεί να
προκύψει αναλυτικά. Το µητρώο ακαµψίας θα
προκύψει από την εφαρµογή της αρχής δυνατών
έργων στο στοιχείο e.

Για το λόγο αυτό αποµονώνουµε από την
κατασκευή ένα στοιχείο e (Σχ. 1.4). Τότε στο
σύνορο του στοιχείου θα δρουν κάποιες τάσεις
που προέρχονται από τα γειτονικά στοιχεία. Τις
τάσεις αυτές µπορούµε να τις θεωρήσουµε σαν
µια κατανοµή επιφανειακών τάσεων
T=[Tx,Ty,Tz]T. Ακόµα στο στοιχείο e δρα και το
διάνυσµα f=[fx,fy,fz]T των καθολικών δυνάµεων.
Τέλος έστω ότι στον κάθε κόµβο i του στοιχείου δρουν οι συγκεντρωµένες
δυνάµεις Pi=[Pxi,Pyi,Pzi]T(*) οπότε σε όλους τους κόµβους του στοιχείου θα δρουν

οι δυνάµεις [ ]F P P PP
e

i j m= , , ,K
T .

Εφαρµόζοντας τώρα την αρχή των δυνατών έργων στο στοιχείο e που έχει
όγκο Ve  και συνολική επιφάνεια Se βρίσκουµε

{ }δ δ dV δ dS δ dVe
P
e

V S Ve e e

q F q f q T ε σ
T Τ Τ Τ+ + =∫ ∫ ∫ (2.22)

Οι δυνατές µετατοπίσεις δq και οι δυνατές παραµορφώσεις δε δίνονται από
τους ίδιους τύπους (2.12), (2.19) µε τις πραγµατικές µετατοπίσεις και παραµορ-
φώσεις µε αντικατάσταση του qe µε δqe. ∆ηλαδή,

δq=Nδqe

δε=Βδqe

                                                
(*) Πρέπει να τονίσουµε ότι στην περίπτωση της κάµψης στις δυνάµεις Pi

  περιλαµβάνονται και οι
ροπές Μxi,Μyi,Μzi.

x

y
j

σn

i

m

τn

Σχήµα 1.4. Ένα επίπεδο
στοιχείο e και τα φορτία µε
τα οποία καταπονείται.
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Εποµένως ο δεύτερος όρος του αριστερού µέλους της (2.22) που παριστάνει
το δυνατό έργο των καθολικών δυνάµεων γράφεται

( )δ dV δ dVe

VV ee

q f q N fT T T= ∫∫ (2.23)

Το διάνυσµα

F N ff
e

V e

dV= ∫ T

όπως φαίνεται από την (2.23), παριστάνει τις στατικά ισοδύναµες κοµβικές
δυνάµεις. ∆ηλαδή δυνάµεις εφαρµοσµένες στους κόµβους του στοιχείου e που
παράγουν ισοδύναµο έργο µε τις καθολικές f που δρουν σε όλους τους κόκκους
του στοιχείου e. Μ’ αυτό τον τρόπο µπορούν να αντικατασταθούν οι καθολικές
δυνάµεις f µε δυνάµεις Ff

e .

Με την ίδια διαδικασία µπορούν να αντικατασταθούν και οι επιφανειακές
τάσεις Τ µε τις στατικά ισοδύναµες κοµβικές δυνάµεις

F N TT
Te

S e

dS= ∫
Εποµένως, η σχέση (2.22) λαµβάνοντας υπόψη και την (2.21) παίρνει τη

µορφή

( ) ( )δ e
f
e

T
e

ε
e

P
e e e

0
q F F F F k q

T
+ + + − =0 (2.24)

όπου

F B Dεε
e

V
0

e

dV= ∫ T
0

οι στατικά ισοδύναµες κοµβικές δυνάµεις που ισορροπούν το έργο των αρχικών
παραµορφώσεων και

k B DBe

V e

dV= ∫ T (2.25)

παριστάνει το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου e.

Εφόσον το δqe είναι τυχαίο διάνυσµα διάφορο του µηδενός η (2.24) γράφεται

F k qe e e= (2.26)

όπου

F F F F Fe
f
e

T
e

P
e

ε
e
0

= + + + (2.27)

είναι το διάνυσµα της συνισταµένης των γενικευµένων κοµβικών δυνάµεων του
στοιχείου e.

Παρατηρείται ότι χρησιµοποιώντας την αρχή των δυνατών έργων στο τυχαίο
στοιχείο e, οι γενικοί τύποι για το µητρώο ακαµψίας και τα διανύσµατα των
γενικευµένων κοµβικών δυνάµεων παραµένουν οι ίδιοι ανεξάρτητα από το
στοιχείο που χρησιµοποιείται.
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2.3.4. Παρατηρήσεις σχετικά µε το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου

Με βάση τα όσα αναφέραµε στη §1.3.4 παραπάνω µπορούµε να εκφράσουµε
µερικά γενικά συµπεράσµατα σχετικά µε το µητρώο ακαµψίας:

i. Τα στοιχεία kij του µητρώου ακαµψίας είναι η δύναµη Pi που απαιτείται για
µετατόπιση του κόµβου j ίση µε µονάδα (δj=1) όταν οι υπόλοιποι κόµβοι
θεωρούνται παγιωµένοι (δi=0, ∀ i≠j).

ii. Kάθε στήλη του µητρώου ακαµψίας ke του στοιχείου παριστάνει δυνάµεις που
ισορροπούν.

Ισχύει δηλαδή ότι το άθροισµα των στοιχείων κάθε στήλης είναι µηδέν:

kij
j

∑ = 0 (2.28)

iii. Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου είναι συµµετρικό δηλαδή, kij=kji. Το
συµπέρασµα αυτό προκύπτει από το θεώρηµα της αµοιβαιότητας.

iv.Το µητρώο ακαµψίας είναι ηµιθετικά ορισµένο(*) αφού αν πολλαπλασιάσουµε
την (2.26) επί (qe)T/2 έχουµε

( ) ( )1
2

1
2

q k q q Fe e e e eT T
=

∆εδοµένου ότι το δεύτερο µέλος παριστάνει ενέργεια άρα είναι θετικό ή
µηδέν, έπεται ότι και το πρώτο είναι θετικό ή µηδέν (όταν qe=0).

v. Όλοι οι διαγώνιοι συντελεστές είναι θετικοί αφού σε θετική µετατόπιση
αντιστοιχεί θετική δύναµη.

vi. Το µητρώο ακαµψίας είναι ιδιόµορφο. Αυτό είναι κατανοητό αφού αν
προσθέσουµε κατά στήλες τα στοιχεία του ke λόγω της (2.28) έχουµε ότι οι
γραµµές του ke είναι γραµµικά εξαρτηµένες. Η φυσική επεξήγηση είναι ότι αν
δεν µπουν οι κατάλληλες συνθήκες στήριξης το στοιχείο έχει δυνατότητα
µετατόπισης στερεού σώµατος.

2.4. ∆ΙΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΤΕΛΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΑΚΑΜΨΙΑΣ

Η διαµόρφωση του τελικού συστήµατος ακαµψίας µπορεί να γίνει είτε µε τη
διαδικασία ισορροπίας των επιµέρους κόµβων είτε µε την εφαρµογή της αρχής
των δυνατών έργων, όπως είπαµε και στην §1.3. Η διαδικασία της ισορροπίας των
επί µέρους κόµβων περιγράφτηκε και είδαµε ότι καταλήγει στο γραµµικό
σύστηµα Kr=R, όπου K το µητρώο ακαµψίας όλου του φορέα, r διάνυσµα των
µετατοπίσεων των κόµβων και R οι ισοδύναµες εξωτερικές δυνάµεις στους
κόµβους.
Στην επόµενη παράγραφο περιγράφεται η διαµόρφωση του τελικού

συστήµατος ακαµψίας µε τη βοήθεια της αρχής των δυνατών έργων. Η αρχή των

                                                
(*) ∆ηλαδή για κάθε διάνυσµα x ισχύει η σχέση xTkex≥0.
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δυνατών έργων, όπως έχουµε τονίσει , εκφράζει την ισορροπία του συνόλου του
σώµατος ή καλύτερα την ισορροπία του συνόλου των κόµβων του σώµατος. Άρα,
δεν διαφέρει θα έλεγε κανένας, από την κόµβο προς κόµβο ισορροπία.

2.4.1. Σχηµατισµός του ολικού µητρώου ακαµψίας µε εφαρµογή της αρχής των
δυνατών έργων σ’ ολόκληρο το σώµα ¶

2.4.1.1. Συναθροισµένο µητρώο ακαµψίας

Η διαµόρφωση του τελικού συστήµατος ακαµψίας µπορεί όπως είπαµε να βασισθεί σε
µια εφαρµογή της αρχής των δυνατών έργων σε όλη την κατασκευή. Μ’ αυτόν τον τρόπο
είναι δυνατό να αποφύγουµε και όλα τα ενδιάµεσα στάδια. Για το σκοπό αυτό
υποθέτουµε ότι η κατασκευή έχει χωρισθεί σε Ν πεπερασµένα στοιχεία και ότι τα πεδία
µετατοπίσεων, παραµορφώσεων και τάσεων είναι αρκούντως οµαλά(*) ώστε να
µπορούµε να θεωρήσουµε τα δυνατά έργα ως άθροισµα των δυνατών έργων των
επιµέρους στοιχείων.

δ dV δ dS δ dV
SVe

N

Ve

N

ee e

q f q T ε σT T T+












=∫∫∑ ∫∑
= =1 1

(2.29)

Οπότε, λαµβάνοντας υπόψη τις (2.19), (2.21) προκύπτει

( )δ dV dS dV dVe

V

e

VSVe

N

eeee

q N f N T B Dε B DB q
T T T Τ Τ+ + −
























=∫∫∫∫∑

=
0

1

0 (2.30)

Αν Fe το διάνυσµα της συνισταµένης του ισοδύναµου συστήµατος των γενικευµένων
κοµβικών δυνάµεων του στοιχείου e, η (2.30) γράφεται (θεωρώντας την ίδια διαδικασία
όπως και στην §2.3.3).

( ) ( )δ e e e e

e

N

q F k q
T

− =
=

∑
1

0 (2.31)

Επίσης, η (2.31) µπορεί να γραφεί
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δ
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F
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e
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0

0 0
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=0

ή σε πιο συµπυκνωµένη µορφή

( )δq F K qT − =* 0 (2.32)

                                                
¶ Μπορείτε να παραλείψετε όλη την §2.4.1 χωρίς καµία απώλεια.

(*) Η οµαλότητα των πεδίων αυτών θα εξετασθεί στα κριτήρια σύγκλισης της µεθόδου.
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όπου, Κ* συµβολίζει το διαγώνιο υπερµητρώο (δηλαδή το µητρώο τα στοιχεία του
οποίου είναι µητρώα) µε στοιχεία τα

k k k k1 2, , , , ,K Ke N

Επίσης, F είναι το υπερ-µητρώο διάνυσµα µε στοιχεία F1,…,Fe,…,FN δηλαδή τις
γενικευµένες κοµβικές δυνάµεις των Ν πεπερασµένων στοιχείων και q το υπερ-µητρώο
διάνυσµα µε στοιχεία q1,…,qe,…,qN δηλαδή τις γενικευµένες κοµβικές µετατοπίσεις των
Ν πεπερασµένων στοιχείων. Τα µητρώα F,K* και q λέγονται συναθροισµένα.

2.4.1.2. Σχηµατισµός του ολικού µητρώου ακαµψίας από το συναθροισµένο του.

Τα στοιχεία του µητρώου q (σχέση (2.32)) δεν είναι µεταξύ τους εντελώς ανεξάρτητα
(επειδή κάθε κόµβος ανήκει σε περισσότερα από ένα στοιχεία). Έστω r το µητρώο-
διάνυσµα των kn µετατοπίσεων των n κόµβων του σώµατος (όπου k ο αριθµός των
κοµβικών παραµέτρων κάθε κόµβου) και R το µητρώο διάνυσµα των kn κοµβικών
δυνάµεων. Το διάνυσµα q συνδέεται µε το διάνυσµα r µε µια σχέση της µορφής

q=t1r (2.33)

όπου, t1 είναι ένα λογικό µητρώο (Boolean) συνδέσεως (connectivity) ή µετασχηµα-
τισµού (transformation) ανάλογα µε την περίπτωση, διαστάσεων (2sN×2n) (όπου, s ο
αριθµός των κόµβων κάθε στοιχείου). Άρα το δυνατό έργο που παράγουν οι δυνάµεις F
κατά τις δυνατές µετατοπίσεις δq θα πρέπει να είναι ίσο µε το έργο των δυνάµεων R
κατά τις δυνατές µετατοπίσεις δr. ∆ηλαδή

δqTF=δrTR (2.34)

ή χρησιµοποιώντας την (2.33)

( )δr t F RT
1
T − =0 (2.35)

οπότε προκύπτει

R t F= 1
T (2.36)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (2.33), (2.36) στην (2.33) βρίσκουµε

( )δr R t K t rT
1
T− =*

1 0 (2.37)

Έχοντας ότι το δr είναι ένα τυχαίο διάνυσµα διάφορο του µηδενός, έχουµε

Kr R= (2.38)

όπου

K t K t= 1
T *

1 (2.39)

είναι το ολικό µητρώο ακαµψίας της κατασκευής.
Στην ουσία το µητρώο t1 δεν κάνει τίποτα άλλο στην σχέση (2.39) παρά να

δηµιουργεί ένα µητρώο Κ διαστάσεων (kn×kn) που αποτελεί σύνθεση των µητρώων
ακαµψίας ke των επιµέρους στοιχείων. Όπως είδαµε στην §2.4.1 το µητρώο Κ επίσης
µπορεί να δηµιουργηθεί χρησιµοποιώντας την απ’ ευθείας µέθοδο ακαµψίας (παίρνοντας
την ισορροπία κάθε κόµβου της κατασκευής).
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Παράδειγµα

Θεωρείται η επίπεδη αµφιέρειστη δοκός
στο παράδειγµα της §1.4.1, µε δεδοµένη
φόρτιση που διαιρείται σε 4 τριγωνικά
πεπερασµένα στοιχεία.

Ο σχηµατισµός του ολικού µητρώου
ακαµψίας θα γίνει βάσει του µητρώου
συνδέσεως t1.
Το συναθροισµένο µητρώο q µε στοιχεία

τις κοµβικές µετατοπίσεις κάθε στοιχείου
είναι

[ ]qT = q q q q q q q q q q q q1 3 2 2 3 4 4 3 5 4 5 6

(Οι διακεκοµµένες γραµµές καθορίζουν εποπτικά το διάνυσµα µετατοπίσεων κάθε
στοιχείου).
Επαληθεύοντας την σχέση (2.33) προκύπτει ότι το µητρώο t1 είναι της µορφής

t1

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

=













































Οπότε, το ολικό µητρώο ακαµψίας προκύπτει από τη σχέση (2.39). Το µητρώο
αυτό είναι

k k k
k k k k k k
k k k k k k k k k
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2.4.2. Παρατηρήσεις σχετικά µε το ολικό µητρώο ακαµψίας

Το ολικό µητρώο ακαµψίας της κατασκευής παρουσιάζει ακριβώς τα ίδια
χαρακτηριστικά µε το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου. Έτσι σε σχέση µε όσα
είπαµε στην §1.3.4, το µόνο που αλλάζει είναι ότι αντί για ένα στοιχείο σε αυτή
την παράγραφο µιλάµε για όλη την κατασκευή. Φυσικά τα συµπεράσµατα
παραµένουν τα ίδια.

(1)

(2) (3)

(4)

1

2

3

4

6

5 x, u

Py4Py2 Py6

Px6

y, υ
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Επιπλέον όµως το ολικό µητρώο ακαµψίας έχει πολλά µηδενικά στοιχεία
αφού στην ισορροπία κάθε κόµβου συµµετέχουν µόνο τα στοιχεία που περι-
λαµβάνουν τον υπόψη κόµβο (βλ. §1.4.1). Τα µηδενικά αυτά στοιχεία, ανάλογα
µε τον τρόπο αρίθµησης των κόµβων καταλαµβάνουν το άνω δεξιά και κάτω
αριστερά τριγωνικό µέρος του µητρώου ακαµψίας, δηλαδή το ολικό µητρώο
ακαµψίας έχει τη µορφή µητρώου-λωρίδα. Το πλάτος της λωρίδας µπορεί µε
κατάλληλη αρίθµηση (όπως θα δούµε στο Κεφάλαιο 17) να µειωθεί.

2.4.3. Υπολογισµός των ανηγµένων µητρώων φορτίσεως και ακαµψίας

Όπως είπαµε στην §2.4.2 το ολικό µητρώο ακαµψίας είναι ιδιάζον. Αυτό οφείλε-
ται στο γεγονός ότι χωρίς να µπουν οι οριακές συνθήκες του προβλήµατος
(στηρίξεις) το σώµα εµφανίζει κινητότητα.

Αν σε έναν αριθµό σηµείων (επαρκή για το εξεταζόµενο πρόβληµα) είναι
γνωστές οι µετατοπίσεις (πχ. µηδέν, αν οι στηρίξεις είναι ανένδοτες) τότε το
πρόβληµα (2.38) επιδέχεται µοναδική λύση.

Βέβαια αν οι l µετατοπίσεις ri1,K,ril  είναι γνωστές(*), τότε οι άγνωστοι στο
σύστηµα (2.38) από kn γίνονται (kn−l). Οι γραµµές i1, i2,K,il του συστήµατος
προσδιορίζουν τις αντιδράσεις Ri1,Ri2,K,Ril των στηρίξεων. Άρα αυτές οι
γραµµές πρέπει να απαλειφούν από το αρχικό σύστηµα. Κάτι τέτοιο όµως θα
απαιτούσε πλήρη αναδιάταξη του συστήµατος και το κόστος στον υπολογιστή θα
ήταν µεγάλο. Έτσι όταν γίνεται απ’ ευθείας επίλυση του συστήµατος (2.38)
χρησιµοποιούνται δύο τεχνικές που θα περιγράψουµε πιο κάτω.

Για την περιγραφή των µεθόδων θεωρείται ένα σύστηµα n εξισώσεων
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(2.40)

Έστω ότι η µετατόπιση rj είναι γνωστή και ίση µε c που µπορεί να είναι ίση µε
το µηδέν ή όχι.

1η Μέθοδος

Η πρώτη µέθοδος συνίσταται στο να µεταβάλλουµε το διάνυσµα φόρτισης
παίρνονται σαν καινούρια στοιχεία τα

                                                
(*) Στην παράγραφο αυτή υποθέτουµε ότι είναι γνωστές οι µετατοπίσεις στο καθολικό σύστηµα
συντεταγµένων. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις (πχ. λοξές κυλίσεις κλπ.) όπου οι µετατοπίσεις είναι
γνωστές σ'ένα τοπικό σύστηµα. Σ'αυτή την περίπτωση πρέπει να γίνει στροφή του συστήµατος (µε
τους αντίστοιχους µετασχηµατισµούς της εξίσωσης (2.38)) και να εισαχθούν οι οριακές συνθήκες
στο τοπικό σύστηµα. Περισσότερες λεπτοµέρειες δίνονται στην §2.5.
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( )R c R R K c jj i i ij= = − ≠, i (2.41)

Μηδενίζεται στη συνέχεια η γραµµή και η στήλη στο µητρώο ακαµψίας Κ που
αντιστοιχεί στη γνωστή µετατόπιση ενώ τίθεται ο διαγώνιος όρος ίσος µε τη
µονάδα (στο παράδειγµά µας όπου rj=c, Kij=Kji=0 (i≠j), (Kjj=1).

Η µέθοδος αυτή στην ουσία δεν είναι τίποτα άλλο από µια αντικατάσταση του
rj µε τη δεδοµένη τιµή του c και τη µεταφορά του γινοµένου Kijc στο δεύτερο
µέλος.

Στην περίπτωση, όπου c=0, η σχέση δεν αλλάζει αλλά όπως φαίνεται και από
τη σχέση (2.41) δεν χρειάζεται να µεταβληθεί παρά µόνο το j στοιχείο του
διανύσµατος φόρτισης που επιπλέον είναι ίσο µε το µηδέν.

2η Μέθοδος

Η δεύτερη αυτή µέθοδος συνίσταται από δύο βήµατα:

α. Να πολλαπλασιασθεί ο διαγώνιος όρος του µητρώου ακαµψίας Κ που θα
αντιστοιχεί στη µετατόπιση που έχει δοθεί µε αριθµό κατάλληλα µεγάλο (το
µέγεθός του εξαρτάται από την ικανότητα της µηχανής) ας πούµε 108 και

β. να µεταβληθεί το αντίστοιχο στοιχείο του µητρώου φόρτισης.

Στην περίπτωσή µας θα έχουµε δηλαδή

( ) ( )
K K R K c
K K i m j R R i j

jj jj j jj

im im i i

= =
= = ≠ = ≠
10 108 8

Η µέθοδος αυτή οδηγεί σε µια λύση που το rj  είναι πάρα πολύ κοντά στο c.
Επιπλέον, είναι πολύ εύκολη στον προγραµµατισµό και µπορεί εύκολα να
εφαρµοσθεί για µητρώα που αποθηκεύονται σαν µητρώα-λωρίδες.

Οπότε, χρησιµοποιώντας µια οποιαδήποτε από τις µεθόδους που περιγράψαµε
πιο πάνω η σχέση (2.34) γίνεται

R K r= (2.42)

όπου, οι επιγραµµίσεις σηµαίνουν τα ανηγµένα µεγέθη που ήδη έχουµε ορίσει.
Από την (2.42) προκύπτει

r D R= (2.43)

όπου, D K= −1  είναι το ανηγµένο µητρώο ευκαµψίας.

Εάν ζητούνται οι αντιδράσεις των στηρίξεων (πχ. στις στηρίξεις των γεφυρών
κλπ) τότε αφού υπολογισθούν οι άγνωστες µετατοπίσεις αντικαθίστανται στην
αρχική εξίσωση και έχουµε πχ για την αντίδραση στον κόµβο j

R K rj ji i
i

n

=
=
∑
1

(2.44)

όπου, rj=c.
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2.5. ΤΟ ΦΥΣΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΚΑΙ Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ Π.Σ.

Μία κατασκευή ή ένα στοιχείο κατασκευής που υποβάλλεται σε φόρτιση
αποτελεί το «φυσικό πρόβληµα» που καλείται να υπολογίσει ένας µηχανικός. Για
να µπορέσει κανείς να υπολογίσει την κατασκευή πρέπει να κατασκευασθεί το
µαθηµατικό µοντέλο. Πρέπει να παρασταθεί η γεωµετρία του σώµατος. Η
διαδικασία αυτή εµπεριέχει προσέγγιση αφού η επιφάνεια προσεγγίζεται από ένα
πολυώνυµο. Πρέπει ακόµα να παρασταθεί η συµπεριφορά του υλικού µε τα
υπάρχοντα µοντέλα. Το ίδιο πρέπει να γίνει µε την παράσταση των φορτίων και
των συνοριακών συνθηκών.

Η διαδικασία συνολικά παριστάνεται στο Σχ. 2.3. Μετά τις προσεγγίσεις αυτές
είναι δυνατό να κατασκευασθεί το µαθηµατικό µοντέλο δηλαδή να βρεθεί η
διαφορική εξίσωση που διέπει το πρόβληµα. Είναι βέβαια κατανοητό ότι και το
πιο εξελιγµένο µαθηµατικό µοντέλο δεν αναπαράγει ακριβώς το φυσικό πρό-
βληµα. Εκείνο που ελπίζουµε είναι να το προσεγγίσει κατά τον καλύτερο τρόπο.

Πρέπει βέβαια το µαθηµατικό µοντέλο να είναι «αποτελεσµατικό», δηλαδή να
πετυχαίνει τη λύση µε ικανοποιητική ακρίβεια και λογικό κόστος. Πρέπει επίσης
να είναι «αξιόπιστο», δηλαδή να µπορεί να πετύχει τη λύση µε µία προκαθορι-
σµένη ακρίβεια.

Είναι επικύνδυνο να ξεκινήσει κανείς από ένα πολύ σύνθετο µοντέλο γιατί
τότε δεν µπορεί να ελέγξει καθόλου το αποτέλεσµα. Συνήθως ξεκινάµε από ένα
απλοϊκό µοντέλο για να καταλήξουµε στο πιο σύνθετο µε διαδοχικά βήµατα. Το
απλοϊκό µοντέλο χρησιµοποιείται για να έχουµε ένα πρώτο έλεγχο του
αποτελέσµατος.

Γενικά θεωρούµε ότι το πιο αποτελεσµατικό µοντέλο είναι αυτό που µας δίνει
απαντήσεις στο πρόβληµά µας µε τον πιο αξιόπιστο τρόπο (δηλαδή µε ένα
αποδεκτό σφάλµα) και µε την λιγότερη προσπάθεια.

Είναι προφανές ότι η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων εφαρµόζεται στο
µαθηµατικό πρόβληµα που επιλέξαµε και δεν µπορεί να δώσει λύση στο αρχικό,
φυσικό πρόβληµα. Όπως δείχνουµε στο σχήµα, αν η ακρίβεια στα αποτελέσµατα
του µαθηµατικού προβλήµατος που επιλέξαµε δεν είναι επαρκής τότε
προσφεύγουµε σε πύκνωση των στοιχείων και νέα επίλυση του προβλήµατος. Η
διαδικασία αυτή µπορεί να εφαρµοσθεί 2-3 φορές. Αν τα αποτελέσµατα της
τελευταίας επίλυσης και της προηγούµενης δεν διαφέρουν σηµαντικά, θεωρούµε
ότι η επίλυση συνέκλινε, αλλοιώς επαναλαµβάνουµε την διαδικασία πύκνωσης -
επίλυσης.
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Μεταβολές στο φυσικό
πρόβληµα

Εκτίµηση της ακρίβειας του
αποτελέσµατος

Βελτίωση παραδοχών
µαθηµατικού µοντέλου

Επάρκεια κατασκευής.
Βελτιστοποίηση του σχεδιασµού

(µείωση διατοµών όπου
υπερεπάρκεια υλικού)

Πύκνωση Στοιχείων

Επιλογή Παραµέτρων
Πεπερασµένων Στοιχείων

•  Μορφή στοιχείων
•  Είδος στοιχείων
•  Εισαγωγή οριακών συνθηκών
•  Πυκνότητα στοιχείων
•  κ.λπ.

Μαθηµατικό µοντέλο:
∆ιαφορική εξίσωση

Παραδοχές
•  Γεωµετρίας
•  Συµπεριφοράς υλικού
•  Κινηµατικές (στατικό-
δυναµικό πρόβληµα)

•  Φορτίων
•  Οριακών Συνθηκών (π.χ.
θέµατα επαφής)

•  Συνθηκών στήριξης
•  κλπ.

Τέλος ∆ιαδικασίας

Αποτίµηση αποτελεσµάτων

Φυσικό Πρόβληµα

Σχήµα 2.3
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Ένα άλλο σηµείο που πρέπει να ελεγχθεί είναι η επάρκεια των διατοµών που
έχουµε επιλέξει για τα κατασκευαστικά µας στοιχεία. Είναι πολύ πιθανό σε
κάποια διατοµή οι τάσεις να ξεπερνούν τις ανεκτές. Τότε πρέπει να γίνει
επανασχεδιασµός της κατασκευής. Σε επανασχεδιασµό της κατασκευής καταλήγει
και η τυχόν βελτιστοποίηση του σχεδιασµού, δηλαδή η µείωση της διατοµής στα
σηµεία που υπάρχει υπερεπάρκεια υλικού και άρα µικρές τάσεις και ενίσχυση της
διατοµής όπου οι τάσεις είναι εξαιρετικά ψηλές.

Σε περιπτώσεις σαν αυτές που περιγράψαµε, προβαίνουµε σε νέα κατάρτιση
και του µαθηµατικού µοντέλου και του µοντέλου των Πεπερασµένων Στοιχείων.

Αν παρ’ όλα αυτά τα αποτέλεσµατα δεν ικανοποιούν βασικές προϋποθέσεις
του φυσικού προβλήµατος ή καταλήγουν σε «αφύσικα» παράλογα¶ αποτελέ-
σµατα τότε είναι αναγκάιο να καταφύγουµε σ’ ένα βελτιωµένο µαθηµατικό
µοντέλο.

2.6. Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ Π.Σ. ΣΑΝ ΣΥΣΤΑΤΙΚΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ ΤΟΥ
ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΥ ΜΕ ΤΗΝ ΒΟΗΘΕΙΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΗ

Αν και είναι ένα πολύ ενδιαφέρον πεδίο δραστηριότητας, η ανάλυση των
κατασκευών αποτελεί µόνον ένα µικρό µέρος της διαδικασίας που λέγεται
"Σχεδιασµός των Κατασκευών". Η ανάλυση βοηθάει στον εντοπισµό αξιόλογων
νέων µεθόδων σχεδιασµού και µπορεί να οδηγήσει στην βελτίωση του
σχεδιασµού, σε σχέση µε την απόδοση και το κόστος.

Στα πρώτα χρόνια εφαρµογής της, η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων
(ΜΠΣ), χρησιµοποιήθηκε κυρίως για την ανάλυση αεροσκαφών και κατασκευών
πολιτικού µηχανικού. Από τη στιγµή όµως που αποκαλύφθηκαν οι µεγάλες
δυνατότητες της ΜΠΣ και οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές µπήκαν δυναµικά σον
σχεδιασµό των κατασκευών, δόθηκε έµφαση στην ένταξη της ΜΠΣ στον
συνολικό σχεδιασµό των κατασκευών, µηχανολόγου, πολιτικού και αεροναυπη-
γού µηχανικού.

Η εικόνα δείχνει σχηµατικά τα βήµατα σε έναν τυπικό σχεδιασµό µε την
βοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή. Η ΜΠΣ περιλαµβάνεται σ' αυτόν. Βλέπουµε
ότι το πρώτο βήµα στην εικόνα είναι η δηµιουργία µιας γεωµετρικής αναπα-
ράστασης της κατασκευής που πρόκειται να σχεδιαστεί. Πολλά και διαφορετικά
προγράµµατα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για το σκοπό αυτό. Το πιο δηµοφιλές
απ' αυτά είναι το AutoCAD. Σ’ αυτό το βήµα ορίζονται, οι ιδιότητες του υλικού,
τα επιβαλλόµενα φορτία και οι συνοριακές συνθήκες της κατασκευής. Επειδή η
γεωµετρία και άλλα χαρακτηριστικά της πραγµατικής κατασκευής µπορεί να είναι
αρκετά πολύπλοκα, είναι συνήθως αναγκαίο να απλοποιήσουµε τη γεωµετρία και
τα επιβαλλόµενα φορτία, έτσι ώστε να προκύψει ένα σχετικά απλό µαθηµατικό

                                                
¶ Πολλές φορές εµφανίζουµε ως συγκεντρωµένη δύναµη τη επαφή δύο σωµάτων όταν η επιφάνεια
είναι σχετικά µικρή ως προς τις διαστάσεις της κατασκευής. Μια συγκεντρωµένη δύναµη όµως
σύµφωνα µε τη θεωρία της ελαστικότητας δηµιουργεί στο εξεταζόµενο σώµα άπειρες τάσεις.
Μάλιστα οι τάσεις απειρίζονται και όταν ακόµα η ένταση της συγκεντρωµένης δύναµης είναι
σχετικά µικρή.
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προσοµοίωµα. Βέβαια αυτό το µαθηµατικό προσοµοίωµα πρέπει να είναι
αξιόπιστο για την ανάλυση που κάνουµε. Η ΜΠΣ λύνει αυτό το µαθηµατικό
προσοµοίωµα, το οποίο και µπορούµε να τροποποιήσουµε στην πορεία.

Σ' αυτή τη διαδικασία, που γενικά πραγµατοποιείται από σχεδιαστές και όχι
µόνο από εξειδικευµένους µηχανικούς, διαπιστώνουµε ότι η ΜΠΣ πρέπει να είναι
αξιόπιστη και αποτελεσµατική. Η αξιοπιστία της ΜΠΣ σηµαίνει ότι στην λύση
ενός καλά ορισµένου προβλήµατος, η ΜΠΣ πάντα θα δώσει µε µια αποδεκτή
διακεκριµενοποίηση µιά αποδεκτή λύση. Παραπέρα αν η διακεκριµενοποίηση
είναι λεπτοµερής, θα επιτευχθεί µιά ακριβής λύση. Η αποτελεσµατικότητα της
µεθόδου σηµαίνει ότι η ΜΠΣ θα πρέπει να δίνει µικρές αλλαγές στην λύση για
µικρές αλλαγές των ιδιοτήτων του υλικού, των συνοριακών συνθηκών και των
επιβαλλόµενων φορτίων.

Έτσι µιά αναξιόπιστη διακριτοποιήση ΠΣ µπορεί να οδηγήσει σε αποδεκτές
λύσεις για µερικούς κανάβους στοιχείων, ενώ για αλλους κανάβους µπορεί να

ΒΑΣΗ
∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ
ΤΟΥ ΠΑΡΑΠΑΝΩ
ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ

ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ

ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΟΡΕΑ

ΜΕΘΟ∆ΟΣ
ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ
ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ

CAD

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ
ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ
ΦΟΡΕΑ

ΑΥΤΟΜΑΤΗ ∆ΙΑΧΕΙΡΙΣΗ
ΤΗΣ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑΣ

∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ
ΣΥΝΘΕΣΗΣ
ΤΟΥ ΦΟΡΕΑ

ΡΟΜΠΟΤΙΚΗ

CAM

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΣ
ΕΛΕΓΧΟΣ

Σχήµα 2.4
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οδηγήσει σε µη αποδεκτές λύσεις. Όµοια, αν µια διακεκριµενοποίηση ΠΣ δίνει
ακριβή αποτελέσµατα για ένα σύνολο ιδιοτήτων υλικού, τότε εφόσον η ίδια
διακεκριµενοποίηση δίνει µικρή αλλαγή στη λύση για µικρή αλλαγή των ιδιοτή-
των, η λύση του προβλήµατος µε το ελαφρά αλλαγµένο υλικό είναι ακριβής.

Στον σχεδιασµό κατασκευών είναι πολύ σηµαντικό, η ΜΠΣ να είναι αξιόπιστη
και αποτελεσµατική. Αποτελεσµατικότητα και αξιοπιστία είναι αναγκαίες διότι ο
µηχανικός έχει σχετικά λίγο χρόνο για την διαδικασία της ανάλυσης και πρέπει να
µπορεί να πετύχει ακριβή λύση στο επιλεγµένο µοντέλο γρήγορα και "µε την
πρώτη".

Σηµαντικό στοιχείο της ΜΠΣ είναι η εκτίµηση του σφάλµατος, δηλαδή η
εκτίµηση του πόσο κοντά είναι η λύση των ΠΣ στην ακριβή λύση του
µαθηµατικού προσοµοιώµατος. Η εκτίµηση αυτή θα δείξει και αν η λύση µε την
ΜΠΣ θα µπορεί να χρησιµοποιηθεί.

Θα θέλαµε να σχολιάσουµε λίγο τις προοπτικές ολοκλήρωσης της ΜΠΣ στον
σχεδιασµό κατασκευών µε την βοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή. Είναι σίγουρο
ότι πολλοί µηχανικοί δεν έχουν το χρόνο να µελετήσουν την ΜΠΣ σε βάθος. Ο
µόνος στόχος τους είναι να χρησιµοποιήσουν την ΜΠΣ για να γίνει βέλτιστη η
κατασκευή που σχεδιάζουν. Έτσι, η ολοκλήρωση της ΜΠΣ στον σχεδιασµό µε
υπολογιστή, θα περιλαµβάνει σε όλο και µικρότερο βαθµό την λεπτοµερή
εξέταση των επιλογών διακεκριµενοποίησης. Αντίθετα προβλέπουµε ότι στην
γραµµικά ελαστική ανάλυση µε ΠΣ, οι κάναβοι ΠΣ θα δηµιουργούνται αυτόµατα
για να ταιριάζουν στο δεδοµένο µαθηµατικό προσοµοίωµα. Οι λύσεις θα
υπολογίζονται µαζί µε την εκτίµηση του σφάλµατος και θα επιλέγεται τελικά η
λύση που δίνει το µικρότερο σφάλµα. Όλα αυτά θα γίνονται χωρίς την παρέµβαση
του µηχανικού. Σε µιά τέτοια προοπτική, ο µηχανικός θα µπορεί να επικεντρώνει
την προσοχή του στην επιλογή του κατάλληλου µαθηµατικού προσοµοιώµατος
για την ανάλυση της κατασκευής, έχοντας στα χέρια του ένα εργαλείο - την ΜΠΣ
- πολύ αποτελεσµατικό. Αντίθετα, η µη γραµµική και η δυναµική ανάλυση
στερεών και ρευστών µε ΠΣ, θα συνεχίσει να απαιτεί µεγαλύτερη παρέµβαση και
γνώση από τον µηχανικό στην διαδικασία της ΜΠΣ, για αρκετά χρόνια ακόµη.

Μ' αυτές τις παρατηρήσεις θέλουµε να αναδείξουµε τις πραγµατικές
σηµερινές δυνατότητες αλλά και τις αξιόλογες µελλοντικές προοπτικές της ΜΠΣ
για την εργασία του µηχανικού.

2.7. ΕΚΛΟΓΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗΣ

Ένα από τα βασικά προβλήµατα που εµφανίζονται στη µέθοδο των πεπερασµέ-
νων στοιχείων είναι η εκλογή της συνάρτησης µετατόπισης. Πράγµατι, εφόσον
εκλεγεί το στοιχείο που θα χρησιµοποιηθεί, το επόµενο βήµα αφορά την
συνάρτηση µετατόπισης που θα χαρακτηρίζει το στοιχείο αυτό. Εάν η συνάρτηση
µετατόπισης έχει τη µορφή ενός απλού πολυωνύµου θα πρέπει ο αριθµός των
σταθερών συντελεστών του πολυωνύµου να είναι ίσος µε τον ολικό αριθµό των
κοµβικών παραµέτρων του στοιχείου. Άρα, η προσοχή θα πρέπει να επικεντρωθεί
στον αριθµό των κοµβικών παραµέτρων που χαρακτηρίζουν κάθε κόµβο. Ο
αριθµός αυτός αφενός δεν θα πρέπει να είναι µικρότερος από έναν ελάχιστο
αριθµό (το βαθµό ελευθερίας κίνησης), που εξασφαλίζει ότι η σχετική παραµόρ-
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φωση του πλέγµατος των πεπερασµένων στοιχείων αναπαριστάνεται ικανοποιη-
τικά, αφετέρου δεν θα πρέπει να είναι πολύ µεγάλος ώστε να κάνει την
υπολογιστική διαδικασία σύνθετη και χρονοβόρα, ακόµη και αν αυτή η αύξηση
των κοµβικών παραµέτρων βελτιώνει την ακρίβεια του χρησιµοποιούµενου
στοιχείου. Πχ. ενώ στα διδιάστατα ή τρισδιάστατα προβλήµατα της ελαστικότη-
τας σαν κοµβικές παράµετροι λαµβάνονται µόνον οι κοµβικές µετατοπίσεις, στα
προβλήµατα δοκαριών και πλακών που καταπονούνται σε κάµψη θα πρέπει εκτός
των κοµβικών µετατοπίσεων να ληφθούν και οι στροφές (πρώτες παράγωγοι των
µετατοπίσεων) σαν κοµβικές παράµετροι έτσι ώστε να εξασφαλίζεται η
διατήρηση της συνέχειας µεταξύ των στοιχείων.

Ένα άλλο σηµείο που θα πρέπει να ληφθεί υπόψη στην εκλογή της
συνάρτησης µετατόπισης είναι το τοπικό σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο αυτή
θα αναπαρασταθεί. Αυτό συµβαίνει γιατί διαφορετικά στοιχεία, απαιτούν για την
καλύτερη αναπαράστασή τους διαφορετικά τοπικά συστήµατα. Πχ. για ένα
στοιχείο σε σχήµα κυκλικού τοµέα (Σχ.2.5α) η συνάρτηση µετατόπισης θα πρέπει
να δοθεί σε πολικές συντεταγµένες και όχι σε καρτεσιανές. Επίσης, για ένα
παραλληλόγραµµο στοιχείο (Σχ.2.5β) θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί ένα τοπικό
πλαγιογώνιο σύστηµα συντεταγµένων ενώ για το ορθογωνικό στοιχείο (Σχ.2.5γ),
το τοπικό καρτεσιανό σύστηµα είναι αυτό που επιβάλλεται, µε τη συνάρτηση
µετατόπισης να έχει τη µορφή a1+a2x1+a3y1+a4x1y1.

∆ηλαδή το τοπικό σύστηµα συντεταγµένων του στοιχείου εκλέγεται λαµβάνο-
ντας υπόψη τη γεωµετρία του στοιχείου και τη συνάρτηση µετατόπισης που θα
χρησιµοποιηθεί σ’ αυτό. Έχοντας εκλέξει το τοπικό σύστηµα συντεταγµένων και
τη συνάρτηση µετατόπισης στη συνέχεια προσδιορίζεται το µητρώο ακαµψίας
του στοιχείου. Για να γίνει όµως η σύνθεση του τελικού συστήµατος των
εξισώσεων θα πρέπει τα µητρώα ακαµψίας των στοιχείων να υπολογισθούν ως
προς ένα καθολικό σύστηµα συντεταγµένων. Εν γένει το καθολικό σύστηµα που
έχει θεωρηθεί για ολόκληρο το σώµα δεν συµπίπτει µε το τοπικό κάθε ενός
στοιχείου. Οπότε το µητρώο ακαµψίας k e  του στοιχείου e υπολογίζεται κατ’
αρχάς στο τοπικό σύστηµα συντεταγµένων που έχει θεωρηθεί στο e και στη
συνέχεια µε στροφή προκύπτει η έκφραση του ke στο καθολικό (βλ. Κεφάλαιο 3),
όπου

k α k αe e= 1
T

1

µε α1 το µητρώο στροφής (η µορφή του µητρώου στροφής φαίνεται στην
παράγραφο 1.4 (σχέσεις (1.6), (1.7), (1.9), (1.10), (1.12)), περισσότερες
λεπτοµέρειες δίνονται στο Κεφάλαιο 3)).

(α)

ξ

x

y

r

θ

η

(β) (γ)
Σχήµα 2.5. ∆ιαφορετικά τοπικά συστήµατα συντεταγµένων σε διαφορετικά στοιχεία.
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Έχοντας τον αριθµό των κοµβικών παραµέτρων δεν είναι πάντα εύκολο να
εκλέξουµε τους ακριβείς πολυωνυµικούς όρους που θα χρησιµοποιηθούν. Πχ.
στην περίπτωση του τριγωνικού καµπτόµενου στοιχείου (Σχ. 2.6) υπάρχουν εννιά
κοµβικοί παράµετροι ενώ το πλήρες κυβικό πολυώνυµο περιέχει δέκα όρους.

Άρα, στην περίπτωση του τριγωνικού καµπτόµενου στοιχείου η εκλογή των
πολυωνυµικών όρων δεν είναι προφανής.

Επιπλέον στις περισσότερες περιπτώσεις η συνάρτηση µετατόπισης θα πρέπει
να εµπεριέχει όρους της ίδιας τάξης ως προς όλες τις διευθύνσεις που
χρησιµοποιείται. Αυτό συµβαίνει επειδή τα περισσότερα στοιχεία θεωρούνται
στοιχεία γενικής χρήσης που µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε πολλές κατηγορίες
προβληµάτων. Άρα εάν στο τριγωνικό καµπτόµενο στοιχείο (Σχ. 2.6) υπάρχει ο
όρος x2y θα πρέπει να υπάρχει και ο όρος xy2. Αυτό βέβαια δεν αποκλείει την
περίπτωση να χρησιµοποιηθούν συναρτήσεις µετατόπισης διαφορετικού βαθµού
σε διαφορετικές διευθύνσεις. (Πχ. βλ. §7.3.1).

2.8. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ.  ΣΥΜΜΟΡΦΗ-ΑΣΥΜΜΟΡΦΗ
ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ

2.8.1. Σύµµορφη Προσέγγιση

Για τον σχηµατισµό της εξίσωσης των δυνατών έργων υπεισέρχονται οι
γενικευµένες τάσεις και οι γενικευµένες παραµορφώσεις. Οι γενικευµένες
παραµορφώσεις σε πολλά προβλήµατα περιλαµβάνουν παραγώγους πέραν της
πρώτης τάξης. Τυπικό παράδειγµα είναι οι πλάκες όπου οι παραµορφώσεις είναι
(Παράρτηµα 3)

εΤ= − − −
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όπου, w είναι το βέλος.

Επίσης, σε προβλήµατα λυγισµού ή προβλήµατα κελυφών συναντούµε
παραγώγους πέραν της πρώτης τάξης στις παραµορφώσεις. Έστω πχ. p η µέγιστη
τάξη της παραγώγου της µετατόπισης που υπεισέρχεται στην παραµόρφωση (p=1:
γενική περίπτωση ελαστικότητας, p=2: περίπτωση λεπτών καµπτόµενων
κατασκευών (δοκοί, πλάκες, κελύφη)).
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Σχήµα 2.6 Τριγωνικό καµπτόµενο στοιχείο.
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Ορισµός: Καλούµε µια προσέγγιση µε πεπερασµένα στοιχεία σύµµορφη (conforme) όταν
οι παραµορφώσεις και οι διαδοχικές παράγωγοί τους µέχρι την τάξη (p−1)
είναι συνεχείς κατά µήκος της κοινής πλευράς δύο στοιχείων. Όταν δεν
ικανοποιείται αυτή η συνθήκη η προσέγγιση λέγεται ασύµµορφη (non-
conforme).

Παραδείγµατα

(α) Στην περίπτωση µεµβράνης (λεπτής κατασκευής µε συνεπίπεδη φόρτιση) η
ασυνέχεια των µετατοπίσεων θα προκαλεί είτε αλληλοεπικάλυψη των
στοιχείων είτε κενά µεταξύ των στοιχείων, µε αλλά λόγια λύση της συνέχειας
της κατασκευής.

(β) Στην περίπτωση πλάκας θα πρέπει:

(β1) Οι µετατοπίσεις (βέλη κάµψης) να είναι συνεχή, γιατί διαφορετικά τα
στοιχεία θα βρίσκονται σε διαφορετικά επίπεδα µεταξύ τους.

(β2) Η κάθετη κλίση µεταξύ των πλευρών των στοιχείων θα πρέπει να είναι ίδια
γιατί διαφορετικά, µετά την παραµόρφωση της πλάκας, θα γινόταν µία
περίεργη τεθλασµένη επιφάνεια, δηλαδή θα είχε καταλυθεί η έννοια της
συνέχειας της επιφάνειας κάµψης. Αυτό σηµαίνει ότι για να εξασφαλίζεται η
συνέχεια των κλίσεων θα πρέπει να εξασφαλίζεται η συνέχεια των πρώτων
παραγώγων των µετατοπίσεων και επειδή όπως είπαµε πιο πάνω, p=2, στην
περίπτωση των πλακών, το p−1=1 και ο ορισµός που δόθηκε είναι αυτόµατα
κατανοητός.

2.8.2. Κριτήρια Σύγκλισης Σύµµορφων Προσεγγίσεων

Όπως είπαµε και στην εισαγωγή η εκλογή ενός ορισµένου αριθµού σηµείων, έστω n, στα
οποία γίνεται η προσέγγιση της συνάρτησης (στην προκειµένη περίπτωση των
µετατοπίσεων) περιορίζει σε kn τους βαθµούς ελευθερίας του αρχικού συστήµατος που
είναι στην πραγµατικότητα άπειρος. Είναι λοιπόν επόµενο ότι την πραγµατική λύση δεν
θα την βρούµε ποτέ, όσο και αν πυκνώσουµε τα σηµεία (δηλαδή µικρύνουµε τις
διαστάσεις των στοιχείων).

Είναι όµως δυνατό να ξέρουµε εκ των προτέρων πιο θα είναι το σφάλµα για
δεδοµένη µορφή στοιχείων και συναρτήσεων σχήµατος. Αλλά αυτό που κυρίως
ενδιαφέρει για τις πρακτικές εφαρµογές, είναι να εξασφαλισθούµε από τυχόν λύσεις που
θα απέχουν πολύ από την πραγµατικότητα ή από λύσεις που όσο και αν πυκνώσουµε τα
σηµεία δεν θα τείνουν προς την πραγµατική λύση του προβλήµατος.

Για ν' αποφύγουµε τέτοια ολισθήµατα πρέπει οι συναρτήσεις των µετατοπίσεων να
ικανοποιούν ορισµένα κριτήρια. Τα κριτήρια αυτά είναι:

Κριτήριο 1−−−− Θα πρέπει τα στοιχεία να είναι σύµµορφα.

Κριτήριο 2−−−− Θα πρέπει οι παράγωγοι των µετατοπίσεων έως την τάξη (p+1) να είναι συνεχείς
µέσα σε κάθε στοιχείο.

Στην περίπτωση που οι συναρτήσεις σχήµατος είναι πολυώνυµα τα παραπάνω
κριτήρια ισοδυναµούν όπως εύκολα µπορούµε να δούµε, µε την παρακάτω πρόταση [5].
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Θεώρηµα 2.1. Μια λύση qh µε τη βοήθεια των πεπερασµένων στοιχείων συγκλίνει προς την
πραγµατική λύση q τότε και µόνο τότε αν οι συναρτήσεις σχήµατος είναι πλήρη
πολυώνυµα m βαθµού µε m>p.

Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να αποτιµήσουµε και την ταχύτητα σύγκλισης [5].
Πράγµατι η ενέργεια παραµόρφωσης ε(q−−−−qh) της διαφοράς (q−−−−qh) ικανοποιεί τη σχέση

( ) ( )ε q q q− ≤ + −
+

h m p
m

Ch2 1
1

2 (2.45)

Άρα η ταχύτητα σύγκλισης όσον αφορά την ενέργεια παραµόρφωσης είναι h2(m+1−p),
όπου h είναι η διάµετρος του στοιχείου (δηλαδή η µεγαλύτερη διάστασή του). Η
ταχύτητα σύγκλισης βλέπουµε ότι εξαρτάται από την σταθερά C και τον όρο q m+1

2 .

Η σταθερά C χαρακτηρίζει την ποιότητα του καννάβου, τη θέση των κόµβων και την
όλη δοµή του στοιχείου. Σηµειώνουµε ότι η C εξαρτάται από το 1/sinθ όπου θ η
µικρότερη οξεία γωνία ή η µεγαλύτερη αµβλεία γωνία των στοιχείων. Ακόµα κόµβοι
πολύ κοντά στις κορυφές δηµιουργούν παθογένειες και επιδρούν πολύ αρνητικά στην
τιµή του C.

Ο όρος q m+1
2  που παριστάνει το µέτρο της (m+1) παραγώγου της q, αντανακλά τις

ιδιότητες του συγκεκριµένου προβλήµατος, αν δηλαδή η λύση είναι οµαλή, χωρίς
ανωµαλίες οπότε και µπορεί να προσεγγισθεί εύκολα, πχ. στην περίπτωση ρωγµών ή
εγκοπών, η µετατόπιση q συµπεριφέρεται σ’ ένα σηµείο που απέχει απόσταση r από την
άκρη της ρωγµής ή της εγκοπής όπως η rλ+1f(θ), όπου f(θ) µία συνάρτηση της πολικής
γωνίας θ και 0≤λ≤1. Στην περίπτωση µιας ρωγµής, (m+1)=2 και λ=1/2, οπότε η δεύτερη
παράγωγος της µετατόπισης απειρίζεται στο άκρο της ρωγµής και άρα το µέτρο q m+1

2

δεν είναι φραγµένο, δηλαδή η κλασική µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων αποκλίνει
(Κεφάλαιο 18).

Σηµειώνουµε ότι για να υπάρχει σύγκλιση πρέπει m+1>p. Αυτό σηµαίνει ότι οι
συναρτήσεις σχήµατος µπορούν να αναπαραστήσουν οποιαδήποτε κατάσταση
µετατοπίσεων του σώµατος που είναι πολυώνυµο (m+1) βαθµού. Αυτό συνεπάγεται ότι
υπολογίζεται µε ακρίβεια από τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων.

i. η κατάσταση µετατόπισης στερεού σώµατος, δηλαδή µία µεταφορά ή (και) µία
περιστροφή όλου του σώµατος.

ii. η κατάσταση σταθερής παραµόρφωσης του σώµατος, δηλαδή η p τάξεως
παράγωγος των µετατοπίσεων να έχει σταθερή τιµή σ' όλο το σώµα.

Στα τεχνικά βιβλία πεπερασµένων στοιχείων αυτά
τα συµπεράσµατα παίρνουν τη µορφή κριτηρίων
σύγκλισης.

Αξίζει να τονίσουµε ότι και ασύµµορφα
στοιχεία µπορεί να συγκλίνουν για ορισµένες
συρραφές στοιχείων(*) αν ικανοποιούνται κάποια
κριτήρια.

Επειδή τα κριτήρια αυτά µπορούν να

                                                
(*) Συρραφή στοιχείων ονοµάζουµε µια επαναλαµβανόµενη, µέσα στην κατασκευή, διάταξη
στοιχείων όπως πχ. στο Σχήµα 2.7.

Σχήµα 2.7 Συρραφή στοιχείων
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χρησιµοποιηθούν για έναν αποτελεσµατικό έλεγχο σύγκλισης των σύµµορφων αλλά και
των ασυµµόρφων στοιχείων θα τα αναφέρουµε και εµείς στην επόµενη παράγραφο.

2.8.3. Εµπειρικά Κριτήρια Σύγκλισης Σύµµορφων και Ασύµµορφων
Στοιχείων

Τεχνικό
κριτήριο
1

Οι συναρτήσεις µετατοπίσεων πρέπει να είναι τέτοιες ώστε να µην
επιτρέπουν να δηµιουργείται ένταση σε οποιοδήποτε στοιχείο όταν οι
κοµβικές µετατοπίσεις οφείλονται σε µια µετατόπιση στερεού σώµατος.

Τεχνικό
κριτήριο
2

Οι συναρτήσεις των µετατοπίσεων πρέπει να έχουν τέτοια µορφή ώστε να
µπορούν να αναπαραστήσουν µια κατάσταση σταθερών γενικευµένων
παραµορφώσεων (δηλαδή παραγώγους των µετατοπίσεων µέχρι p τάξης).

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το τελευταίο κριτήριο περιλαµβάνει και το
προηγούµενο, γιατί σταθερή παραµόρφωση είναι και η µηδενική (δηλαδή η
µετατόπιση στερεού σώµατος).

Αν οι συναρτήσεις των µετατοπίσεων M(x,y,z) είναι απλά πολυώνυµα, το
τεχνικό κριτήριο 1 ικανοποιείται αν περιλαµβάνονται όροι της µορφής (a1+a2x+
a3y+a4z) οι όροι αυτοί µπορούν να παραστήσουν µετατόπιση στερεού σώµατος.
Θυµίζουµε ότι για την περίπτωση καµπτόµενων κατασκευών, γενικευµένες
µετατοπίσεις είναι οι παράγωγοι των µετατοπίσεων µέχρι την (p−1) τάξη, δηλαδή
µέχρι την πρώτη τάξη για δοκούς και πλάκες.

Αν όµως οι µετατοπίσεις δίνονται µε τη βοήθεια των συναρτήσεων σχήµατος,
τότε ο απ’ ευθείας έλεγχος αυτής της συνθήκης είναι σχετικά δύσκολος, γι’ αυτό
καταφεύγουµε στους ακόλουθους δύο ελέγχους:

i. Οι µετατοπίσεις στερεού σώµατος είναι µια σταθερή µεταφορά ή µια
περιστροφή στερεού σώµατος. Στην περίπτωση της µεταφοράς κατά τον
άξονα των x, δηλαδή u=α, οι κόµβοι i=1,2,…,n θα πρέπει να έχουν την
ίδια σταθερή µετατόπιση, u=α, που πρέπει να εµφανίζει και όλο το σώµα.
Αυτό σηµαίνει ότι στη σχέση

q Nq N q= =
=
∑e

i i
e

i

n

1

ή καλύτερα στη

u ν ui i
e

i

n
=

=
∑
1

(2.46α)

πρέπει να αντικαταστήσουµε την u και τις µετατοπίσεις των n κόµβων του
στοιχείου u u ue e

n
e
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ii. Στην περίπτωση σταθερής περιστροφής εy, η µετατόπιση ui
e  κατά τον

άξονα x κάθε κόµβου i µε συντεταγµένες (xi,yi,zi) θα είναι u εyi
e

i= , οπότε
αντικαθιστώντας στη (2.46α) έχουµε

εy εy y yi i
i

n

i i
i

n
= ⇒ =

= =
∑ ∑ν ν
1 1

(2.46γ)

Αντίστοιχα βρίσκουµε βέβαια

x x z zi i
i

n

i i
i

n
= =

= =
∑ ∑ν ν
1 1

, (2.46δ)

Οι σχέσεις (2.46) αποτελούν τις συνθήκες για την ικανοποίηση του
κριτηρίου 3.

Σε στοιχεία όπου ο παραπάνω έλεγχος είναι δύσκολος (όπως πχ. σε
καµπτόµενες κατασκευές) γίνεται ένας έµµεσος έλεγχος. ∆ίνουµε, δηλαδή µια
µετατόπιση στερεού σώµατος στο στοιχείο, οπότε είµαστε σε θέση να γνωρίζουµε
τις αντίστοιχες µετατοπίσεις των κόµβων του στοιχείου. Χρησιµοποιώντας αυτές
τις µετατοπίσεις σαν κοµβικές παραµέτρους εξετάζουµε αν οι συναρτήσεις των
µετατοπίσεων αναπαράγουν την ίδια ακριβώς µετατόπιση στερεού σώµατος που
θεωρήσαµε αρχικά. Ελέγχονται ακόµα οι παραµορφώσεις οι οποίες πρέπει να
είναι µηδενικές.

Τεχνικό
κριτήριο
3

Οι συναρτήσεις των µετατοπίσεων πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε το
στοιχείο να είναι γεωµετρικά ισότροπο, χωρίς κυριαρχούσες διευθύνσεις
(δηλαδή ανεξάρτητο από το σύστηµα αναφοράς).

Αυτό είναι ένα επιθυµητό αλλά όχι απαραίτητο κριτήριο. Στα περισσότερα
στοιχεία οι συναρτήσεις µετατόπισης είναι µη πλήρη αλλά γεωµετρικά ισότροπα
πολυώνυµα. Έτσι π.χ. εάν ο όρος x3y υπάρχει σε ένα στοιχείο πλακών, πρέπει
επίσης να περικλείεται και ο όρος y3x (δες επίσης §2.7). Προφανώς το µητρώο
ακαµψίας του στοιχείου είναι τελικά γεωµετρικά αµετάβλητο ως προς ένα
καθολικό σύστηµα συντεταγµένων (§2.7).

2.8.4. Κριτήρια Σύγκλισης Ασύµµορφων Προσεγγίσεων, Έλεγχος Συρραφής.

Στις περιπτώσεις στοιχείων που δεν εξασφαλίζεται η συνέχεια µεταξύ τους, η
προσέγγιση δεν είναι σύµµορφη (§2.8.1). Έχει αποδειχθεί εν τούτοις ότι η
προσέγγιση που επιτυγχάνει κανείς µ’ αυτά τα στοιχεία είναι πάντα πολύ
αξιόλογη και οπωσδήποτε αρκετή για τις εφαρµογές του µηχανικού. Ο έλεγχος
που χρησιµοποιείται για να µελετηθεί η καταλληλότητα των ασύµµορφων
πεπερασµένων στοιχείων και εποµένως η προσέγγιση που µπορεί να επιτευχθεί µ’
αυτά καλείται έλεγχος συρραφής. Λέγοντας συρραφή εννοείται µία οµάδα
πεπερασµένων στοιχείων συγκεντρωµένων µαζί, άρα ο έλεγχος συρραφής αφορά
την καταλληλότητα των ασύµµορφων στοιχείων στο σύνολο της κατασκευής.

Η συρραφή των στοιχείων πρέπει να έχει τουλάχιστον έναν κόµβο που να
περιβάλλεται εντελώς από στοιχεία. Η διαδικασία εφαρµογής του ελέγχου
συρραφής έχει ως ακολούθως:
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Οι κόµβοι των εξωτερικών συνόρων της συρραφής είτε υποβάλλονται σε
µετατοπίσεις είτε καταπονούνται µε ισοδύναµα εξωτερικά φορτία, που σε ακριβή
ανάλυση έχουν σαν αποτέλεσµα µία κατάσταση σταθερής παραµόρφωσης. Εάν η
ανάλυση των πεπερασµένων στοιχείων δείξει ότι όσο το µέγεθος των
πεπερασµένων στοιχείων µε την συγκεκριµένη συρραφή µικραίνει τόσο η λύση
για τις κοµβικές µετατοπίσεις καταλήγει σε µία κατάσταση σταθερών
παραµορφώσεων µε την απαιτούµενη λόγω υπολογιστή ακρίβεια, τότε η συρραφή
θεωρείται επιτυχηµένη [6,7].

Αν και ο έλεγχος συρραφής απαιτείται µόνον όταν το µέγεθος των στοιχείων
της συρραφής γίνει πάρα πολύ µικρό, εν τούτοις είναι πολύ κοινό να εφαρµόζεται
για κάθε µέγεθος στοιχείων που χρησιµοποιούνται ως µία ένδειξη της
καταλληλότητάς των. Στην πραγµατικότητα το τεστ συρραφής κάνει µία συνολική
εκτίµηση των κριτηρίων που εισήχθησαν στις § 2.6.2 και 2.6.3. Όταν το µέγεθος
του κανάβου των πεπερασµένων στοιχείων γίνει πάρα πολύ µικρό, τότε η
κατάσταση της σταθερής παραµόρφωσης και η µεταξύ των στοιχείων
συµβιβαστότητα συνυπάρχουν. Άρα το να ισχύει το τεστ συρραφής για πάρα πολύ
λεπτούς κανάβους είναι µία ικανή και αναγκαία συνθήκη για σύγκλιση [5].

Ένα στοιχείο που δεν έχει περάσει τον  έ λ ε γ χ ο  σ υ ρ ρ α φ ή ς  δεν πρέπει να
είναι της εµπιστοσύνης µας. Αλλά και ένα στοιχείο που έχει περάσει τον έλεγχο
µπορεί να µην είναι ικανοποιητικό επειδή η ταχύτητα σύγκλισης του (rate of
convergence) είναι πολύ αργή. Άρα η ικανοποίηση ή όχι του ελέγχου συρραφής
αποτελεί µία ένδειξη µόνον για την
καταλληλότητα ή όχι του
στοιχείου.

Στο Σχ. 2.8 φαίνεται ένα απλό
παράδειγµα ελέγχου συρραφής,
όπου µία συρραφή πέντε επιπέδων
τετραπλευρικών στοιχείων υπο-
βάλλεται σε µία οµοιόµορφη µετα-
τόπιση ή καταπονείται από ένα
οµοιόµορφα διανεµηµένο φορτίο
p0 στην πλευρά του, x=s. Στην
περίπτωση ενός ελέγχου συρραφής,
οι εσωτερικοί κόµβοι δεν πρέπει
ούτε να φορτίζονται ούτε να είναι
πακτωµένοι.

2.9. ΠΡΑΚΤΙΚΕΣ  ΣΥΜΒΟΥΛΕΣ  ΓΙΑ  ΤΗΝ  ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ
ΜΕΘΟ∆ΟΥ  ΤΩΝ  ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ  ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ

Ανατρέξτε σχετικά στο CD.

x, u

y,υ

s
∆s

p0

Σχήµα 2.8
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