
ΛΥΣΕΙΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2018 (με κάθε επιφυλαξη) 

ΕΡΩΣΗΜΑ 1: 

Μετατρζπω το πρόγραμμα rk4.m ώςτε να υλοποιεί τθ μζκοδο Runge Kutta 4θσ τάξθσ 

με 5 ςτάδια με ςυντελεςτζσ : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σο νζο πρόγραμμα κα το ονομάςω nrk4.m.  Πρώτα ορίηω τθ ςυνάρτθςθ του Matlab 

rk4 για τθν Runge Kutta τεςςάρων ςταδίων 4θσ τάξθσ και ςτακεροφ βιματοσ και 

επειτα το τροποποιώ κατάλλθλα αλλάηοντασ τουσ πίνακεσ alpha, beta, ceta από το 

πρότυπο που είχα για τθν rk4 ςφμφωνα με τουσ παραπάνω ςυντελεςτζσ και τον 

αρικμό των ςταδίων από 4 ςε 5.  

΢τθ ςυνζχεια επιλφω με τθ νζα μζκοδο το παρακάτω πρόβλθμα αρχικών τιμών:             
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   ςτο διάςτθμα λφςεωσ *1,2]. 

Αρχικά ορίηω τισ ςυναρτιςεισ f0true και f κι ζπειτα γράφω το script  q1.m, το οποίο 

λφνει το πρόβλθμα  με τθ μζκοδο nrk4.m ςτο διάςτθμα [1,2] με βιμα ίςο με 0.1 κι 

εμφανίηει τθ γραφικι παράςταςθ τθσ ακριβοφσ και τθσ αρικμθτικισ λφςθσ ςε ζνα 

γράφθμα. Παρακάτω παρακζτω τουσ αλγορίκμουσ, κακώσ και το γράφθμα που 

επιςτρζφεται αφοφ καλζςω ςτο command window το script q1.m. 

 



 

rk4.m 

function [tout, yout] = rk4(FunFcn,t0,tfinal,step,y0) 
% rk4.m Costant Stepsize 4 step order 4 
% Initialization 
ceta = [1/2  1/2  1]'; 
alpha  = [ [ 1/2      0      0     0    ] 
          [   0      1/2      0    0    ] 
          [   0       0       1   0    ]]'; 
beta =  [1/6  1/3 1/3 1/6 ]'; 
stages=4; 
t = t0; y = y0(:);f = y*zeros(1,stages);tout = t;yout = y.'; 
% The main loop 
while abs(t- tfinal)> 1e-6  
   if t + step > tfinal, step = tfinal - t; end 
  % Compute the slopes      
    temp = feval(FunFcn,t,y); 
    f(:,1) = temp(:); 
    for j = 1:stages-1 
      temp = feval(FunFcn, t+ceta(j)*step, y+step*f*alpha(:,j)); 
      f(:,j+1) = temp(:); 
    end 
    t = t + step; 
    y = y + step*f*beta(:,1); 
    tout = [tout; t]; 
    yout = [yout; y.']; 
end; 
  
 
nrk4.m 
 
function [tout, yout] = nrk4(FunFcn,t0,tfinal,step,y0) 
ceta = [1/3  1/3  1/2 1]'; 
alpha  = [ [ 1/3  0      0    0   0  ] 
          [   1/6      1/6      0    0   0 ] 
          [   1/8      0       3/8   0   0 ] 
          [1/2 0  -3/2  1  0]]'; 
beta =  [1/6  0 0 2/3 1/6 ]'; 
stages=5; 
t = t0; y = y0(:);f = y*zeros(1,stages);tout = t;yout = y.'; 
% The main loop 
while abs(t- tfinal)> 1e-6  
   if t + step > tfinal, step = tfinal - t; end 
  % Compute the slopes      
    temp = feval(FunFcn,t,y); 
    f(:,1) = temp(:); 



    for j = 1:stages-1 
      temp = feval(FunFcn, t+ceta(j)*step, y+step*f*alpha(:,j)); 
      f(:,j+1) = temp(:); 
    end 
    t = t + step; 
    y = y + step*f*beta(:,1); 
    tout = [tout; t]; 
    yout = [yout; y.']; 
end; 
  
  
f0true.m 
 
function ytrue=f0true(t); 
%f0true.m 
ytrue=t/.(1+ln(t));    
                       
 
f.m 
 
function yprime =f(t,y); 
%f.m 
yprime=(y/.t)-(y/.t)^2; 
 
 
q1.m 
 
t0=1;  
tfinal=2; 
y0=1; 
step=0.1; 
[tout,yout]=nrk4('f',t0,tfinal,step,y0); 
plot(tout,yout,'*',tout,f0true(tout),'+') 
xlabel('t'),ylabel('y') 
 
 
  
 

Παρατθροφμε ότι, θ πραγματικι λφςθ (πράςινεσ τιμζσ) είναι μία φκίνουςα 

γραμμικι ςυνάρτθςθ ςε αντίκεςθ με τθν αρικμθτικι λφςθ θ οποία αποτελεί μία 

αφξουςα γραμμικι ςυνάρτθςθ. 

ΕΡΩΣΗΜΑ 2: 



Μετατρζπω το πρόγραμμα ab5sem.m ώςτε να υλοποιεί τθ πολυβθματικι μζκοδο 

τφπου BDF2 με 2 ςτάδια:  

3yn+2 − 4yn+1 + yn = 2hfn+2 , όπου fn+2 = f xn+2, yn+2  

Σο νζο πρόγραμμα κα το ονομάςω bdf2.m. Ορίηω τισ ςυναρτιςεισ του Matlab 

ab5sem, trap, rk4. Έπειτα, υπολογίηω τθν 1θ προςζγγιςθ μζςω τθσ Runge Kutta, 

χρθςιμοποιώντασ τα αρχικα βιματα τθσ ab5sem. Επειδι και θ μζκοδοσ του 

τραπεηίου και θ BDF2 είναι ζμμεςοι μζκοδοι, ςτθ ςυνζχεια ζκανα χριςθ του κώδικα 

trap που περιζχει προςεγγίςεισ του τφπου Newton-Raphson.  

Σζλοσ, επιλφω το ΠΑΣ του 1ου ερωτιματοσ με τθ νζα μζκοδο bdf2.m, κάνοντασ 

χριςθ των ςυναρτιςεων f0true και f επίςθσ του 1ου ερωτιματοσ και φτιάχνοντασ 

καινοφργιο script q2.m, το οποίο κα επιλφει το πρόβλθμα  με τθ μζκοδο bdf2.m ςτο 

διάςτθμα [1,2] με βιμα ίςο με 0.1 και κα εμφανίηει τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

ακριβοφσ και τθσ αρικμθτικισ λφςθσ ςε ζνα γράφθμα. Παρακάτω παρατείκενται οι 

παραπάνω αλγόρικμοι, κακώσ και το 

γράφθμα που παίρνω όταν καλώ το 

script ςτο command window.  

 

 

 

 

 

 

 
ab5sem.m 
 
function [tout, yout] = ab5sem(FunFcn,t0,tfinal,step,y0) 
% ab5sem.m Costant Stepsize 
% Adams Bashforth 5 step Explicit Method order 4 
% calls rk4 for 4 steps 
beta =  [251 -1274  2616 -2774  1901  ]/720; 
stages=5; 
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[tout,yout]=rk4(FunFcn,t0,t0+(stages-1)*step,step,y0); 
tout=tout(1:stages); 
yout=yout(1:stages); 
t = tout(stages); 
y = yout(stages).'; 
% The main loop 
while abs(t- tfinal)> 1e-6  
   if t + step > tfinal, step = tfinal - t; end  
   f=feval(FunFcn,tout(length(tout)-stages+1:length(tout)),yout(length(tout)-
stages+1:length(tout))); 
   y=y+step* beta*f;  
   t = t + step; 
   tout = [tout; t]; 
   yout = [yout; y.']; 
end; 
 
trap.m 
 
function [tout, yout] = trap(FunFcn,t0,tfinal,step,y0) 
% trap.m Implicit trapezium method for scalar systems 
% It will not work with systems 
% Initialization 
tol=1e-9; 
told=1e-6; 
maxiter=30; 
t = t0; 
y = y0(:); 
tout = t; 
yout = y.'; 
% The main loop 
while abs(t- tfinal)> 1e-6  
   if t + step > tfinal, step = tfinal - t; end 
   % Compute the slopes      
   yp0=y; 
   ypf=yp0; 
   yp=inf; 
   iter=0; 
   while (abs(yp-ypf)>=tol)& (iter < maxiter) 
       fyest=(feval(FunFcn,t+step,yp0+told)-feval(FunFcn,t+step,yp0))/told; 
       yp=yp0-(yp0-y-step/2*(feval(FunFcn,t+step,yp0)+feval(FunFcn,t,y)))/(1-
step/2*fyest); 
       ypf=yp0; 
       yp0=yp; 
       iter=iter+1; 
   end 
   if iter == maxiter 
       disp('Maximum number of iteration succeded'); 



       return; 
   end 
   t = t + step; 
   y=yp; 
   tout = [tout; t]; 
   yout = [yout; y.']; 
end; 
 
 
 
bdf2.m 
 
function [tout, yout] = bdf2(FunFcn, t0, tfinal, step, y0) 
% ab5sem.m Costant Stepsize 
% Adams Bashforth 5 step Explicit Method order 4 
% calls rk4 for 4 steps 
    tolbdf2 = 1e-6; 
    tolnr = 1e-9; 
    maxiter = 50; 
    diffdelta = 1e-6; 
  
    beta = [4/3  -1/3  2/3*step]; 
    stages = 2; 
  
    [tout, yout] = rk4(FunFcn, t0, t0+(stages-1)*step, step, y0); 
    tout = tout(1:stages); 
    yout = yout(1:stages); 
    t = tout(stages); 
    y = yout(stages).'; 
  
    while abs(t - tfinal)> tolbdf2  
        if t + step > tfinal, step = tfinal - t; end 
        t = t + step; 
  
        yp0 = y; 
        ypf = yp0; 
        yp = inf; 
        iter = 0; 
        while (abs(yp - ypf)>= tolnr) && (iter < maxiter) 
            df = 1/diffdelta * (feval(FunFcn, t, yp0+diffdelta) - feval(FunFcn, t, yp0)); 
            yp = yp0 - 1/(2/3*step*df - 1) * (4/3*yout(end) - 1/3*yout(end-1) + 
2/3*step*feval(FunFcn, t, yp0) - yp0); 
            ypf = yp0; 
            yp0 = yp; 
            iter = iter + 1; 
        end 
        y = yp; 



        %t = t + step; 
  
        tout = [tout; t]; 
        yout = [yout; y.']; 
    end 
end 
 
 
q2.m 
 
t0=1;  
tfinal=2;  
y0=1; 
step=0.1; 
[tout1,yout1]=bdf2('f',t0,tfinal,step,y0); 
plot(tout1,yout1,'+',tout1,f0true(tout1),'*') 
xlabel('t'),ylabel('y') 
 
 

Παρατθροφμε ότι, θ πραγματικι λφςθ (πράςινεσ τιμζσ) είναι μία φκίνουςα 

γραμμικι ςυνάρτθςθ ςε αντίκεςθ με τθν αρικμθτικι λφςθ θ οποία αποτελεί μία 

αφξουςα γραμμικι ςυνάρτθςθ. 

 

ΕΡΩΤΗΜΑ 3: 

 

Για το ακόλουκο πρόβλθμα αρχικών τιμών 

  
𝑢′ 𝑡 = 𝑣(𝑡)

𝑣 ′ 𝑡 = −0.1𝑣 𝑡 − sin⁡(𝑢 𝑡 )
  ,με αρχικζσ τιμζσ 𝑢 0 =

𝜋

2
 και 𝑣 0 = 0 : 

Υποερώτημα Α 

 Θα λφςω το πρόβλθμα με τθ nrk4.m ςτο διάςτθμα [0,4] με βιματα h=0.3, h=0.03, 

h=0.00003. Στθ ςυνζχεια κα εξετάςω τθ ςυμπεριφορά τθσ λφςθσ κακώσ το βιμα 

μικραίνει. Κάνω χριςθ τθ μζκοδο nrk4.m τθν οποία ζχουμε ιδθ ορίςει, άρα αρκεί να 

ορίςουμε κατάλλθλθ ςυνάρτθςθ.  

Η μζκοδόσ δζχεται ωσ όριςμα μια ςυνάρτθςθ FunFcn, γι’ αυτό ορίηω  μια ςυνάρτθςθ 

y(t)=[y1(t),y2(t)], οπότε το πρόβλθμα  παίρνει τθ μορφι:  



y’(t)=[y1,y2]’=[0 1;0 -0.3]*y+[0 0;-1 0]*sin(y).  

Έπειτα δημιουργώ ζνα script q3a.m  ςτο οποίο κα επιλφεται το πρόβλθμα με τθν nrk4 

ςτο δοκζν διάςτθμα και με τα δοκζντα βιματα, κακώσ και κα δίνονται και οι εντολζσ 

για τθν εμφάνιςθ των γραφθμάτων των λφςεων για τισ διάφορεσ τιμζσ του h.  

Καλώντασ ςτο Command Window το script εμφανίηονται τα παρακάτω γραφιματα : 

 

 

impeuler.m 
 

function [tout, yout] = impeuler(FunFcn,t0,tfinal,step,y0) 
% impeuler.m Costant Stepsize Improved Euler Method 
% Initialization 
t = t0; y = y0(:); tout = t; yout = y.'; 
% The main loop 
while abs(t- tfinal)> 1e-6 
if t + step >= tfinal, step = tfinal - t; end 
% Compute the slopes 
s1 = feval(FunFcn, t, y); s1 = s1(:); 
s2 = feval(FunFcn,t+step, y+step*s1); s2 = s2(:); 
t = t + step; 
y = y + step*(s1 + s2)/2; 
tout = [tout; t]; 
yout = [yout; y.']; 
end; 

 

g.m 
 
function yprime = g(t,y) 
yprime=[0 1;0 -0.1]*y+[0 0;-1 0]*sin(y); 

 

q3a.m 
 
t0=0;  
tfinal=4; 
y0=[0;pi/2]; 
step1=0.3;  
step2=0.03; 
step3=0.00003; 

  
[tout1,yout1]=nrk4('g',t0,tfinal,step1,y0); 
[tout2,yout2]=nrk4('g',t0,tfinal,step2,y0); 
[tout3,yout3]=nrk4('g',t0,tfinal,step3,y0); 

  
subplot(3,1,1); 
plot(tout1,yout1,'*') 
subplot(3,1,2); 
plot(tout2,yout2,'*') 
subplot(3,1,3); 
plot(tout3,yout3,'*') 



 

 
q3b.m 
 
t0=0;  
tfinal=4;  
y0=[0;pi/2]; 
step=0.03; 
[tout1,yout1]=impeuler('g',t0,tfinal,step,y0); 

 plot(tout1,yout1,'-') 
 subplot(3,1,1);  
plot(tout1,yout1,'-') 
 subplot(3,1,2); 
 plot(tout2,yout2,'-') 
 subplot(3,1,3); 
 plot(tout3,yout3,'-') 

 

 

Παρατθροφμε ότι το γράφθμα τθσ λφςθσ μασ δίνει δύο καμπύλεσ. Αυτέσ 

ουςιαςτικά είναι και οι y1,y2. Αυτό είναι απόλυτα λογικό λόγω του οριςμού τησ y 

αφού η y δεν είναι βαθμωτή ςυνάρτηςη. 

Επιπλζον, κακίςταται ςαφζσ ότι και οι 2 ςυνιςτώςεσ τθσ λφςθσ παρουςιάηουν μια 

περιοδικι ςυμπεριφορά με μεγάλθ απόςβεςθ. 

 

ΕΡΩΤΗΜΑ 4: 

 

Είναι γνωςτό ότι για μία πολυβθματικι μζκοδο με τάξθ p για το ολικό ςφάλμα ιςχφει: 

                              𝐺𝐸𝑛+1 =  𝑦𝑛+1 − 𝑦 𝑥𝑛+1  = 𝑂 ℎ𝑝 ≤ 𝐾 ∙ ℎ𝑝  

Χρθςιμοποιώντασ τθ μζκοδο bdf2 που καταςκευάςαμε ςτο Ερώτθμα 2, κα 

εξετάςουμε τθν ςυμπεριφορά τθσ λφςθσ για 9 διαφορετικά βιματα τθσ μορφισ 

ℎ = 2 −𝑘 ,   𝑘 = 2,… ,10. Επιπλζον κα καταςκευάςουμε ζνα διάνυςμα error1 ςτο 

οποίο κα καταχωρείται το μζγιςτο απόλυτο ςφάλμα τθσ μεκόδου ανάλογα με τθν 

επιλογι του βιματοσ h κακώσ και ζνα ακόμα, το error2, που κα καταχωρεί τισ τιμζσ 

των πθλίκων δφο διαδοχικών μζγιςτων ςφαλμάτων. Έτςι, κα μπορζςουμε να 

εκτιμιςουμε προςεγγιςτικά τθν τάξθ τθσ bdf2. Θα δθμιουργιςουμε ζνα οδθγό 

πρόγραμμα (script) με όνομα q4.m το οποίο κα λφνει το πρόβλθμα που ζχει 

χρθςιμοποιθκεί και ςτο Ερώτθμα 1 με τθ μζκοδο bdf2.m ςτο διάςτθμα [0,2] με βιμα 

0.01 και κα εμφανίηει το γράφθμα του διανφςματοσ που ορίςαμε να είναι το πθλίκο 

δυο διαδοχικών ςφαλμάτων τθσ μεκόδου. 

 



 

 

bdf2.m 
 
function [tout, yout] = bdf2(FunFcn, t0, tfinal, step, y0) 
% ab5sem.m Costant Stepsize 
% Adams Bashforth 5 step Explicit Method order 4 
% calls rk4 for 4 steps 
    tolbdf2 = 1e-6; 
    tolnr = 1e-9; 
    maxiter = 50; 
    diffdelta = 1e-6; 

  
    beta = [4/3  -1/3  2/3*step]; 
    stages = 2; 

  
    [tout, yout] = rk4(FunFcn, t0, t0+(stages-1)*step, step, y0); 
    tout = tout(1:stages); 
    yout = yout(1:stages); 
    t = tout(stages); 
    y = yout(stages).'; 

  
    while abs(t - tfinal)> tolbdf2  
        if t + step > tfinal, step = tfinal - t; end 
        t = t + step; 

  
        yp0 = y; 
        ypf = yp0; 
        yp = inf; 
        iter = 0; 
        while (abs(yp - ypf)>= tolnr) && (iter < maxiter) 
            df = 1/diffdelta * (feval(FunFcn, t, yp0+diffdelta) - 

feval(FunFcn, t, yp0)); 
            yp = yp0 - 1/(2/3*step*df - 1) * (4/3*yout(end) - 

1/3*yout(end-1) + 2/3*step*feval(FunFcn, t, yp0) - yp0); 
            ypf = yp0; 
            yp0 = yp; 
            iter = iter + 1; 
        end 
        y = yp; 
        %t = t + step; 

  
        tout = [tout; t]; 
        yout = [yout; y.']; 
    end 
end 

 
 

 

 

 erwtima4.m 
 



 
hold off 
clf 
t0=1; 
tfinal=2; 
y0=1; 
k1=input('enter k1:') 
k2=input('enter k2:') 
logos=zeros(k2-k1,1); 
for k=ki:k2 
h=1/(2^k); 
[tout1,yout1]=bdf2('f',t0,tfinal,h,y0); 
error1=(abs(yout1-fotrue(tout1))); 
z=length(error1); 
y=0; 
for i=1:z 
if error1(i)>y 
y=error1(i); 
thesi=i; 
end  
end  
zz=0; 
error1(thesi)=-100; 
for i=1:z 
end 
end 

  
[tout2,yout2]=bdf2('f',t0,tfinal,h,y0); 
error2=(abs(yout2-f0true(tout2))); 
tout3=t0:0.01:tfinal; 
yout3=f0true(tout3); 
subplot(2,1,1);plot(tout1,yout1,'-',tout3,yout3,'*',tout1,yout1,'+'); 

 

 
 

 

 

 

 

 

 


