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1. ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 
 
1.1 Παραµετρικές Καµπύλες.  

Μια παραµετρική καµπύλη είναι η τροχιά ενός κινητού στο επίπεδο xy. Για να 
περιγράψουµε την τροχιά αυτή δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό: 

Ορισµός 1.1.1 Κάθε διαφορίσιµη απεικόνιση γ:I→R2 όπου το I είναι ένα διάστηµα 
της ευθείας των πραγµατικών αριθµών R ονοµάζεται (επίπεδη) παραµετρική καµπύλη. Η 
εικόνα της απεικόνισης γ(Ι)⊆R2 ονοµάζεται ίχνος της καµπύλης γ.  

∆ιαφορίσιµη εδώ θα σηµαίνει ότι αν γράψουµε γ(t)=(x(t),y(t)) οι πραγµατικές 
συναρτήσεις x,y:Ι→R έχουν συνεχείς παραγώγους όλων των τάξεων, είναι δηλαδή C∞, στο Ι 
(στην περίπτωση που το διάστηµα Ι είναι κλειστό, διαφορίσιµη θα σηµαίνει ότι κάθε 
παράγωγος επεκτείνεται συνεχώς στα άκρα του διαστήµατος). Οι συναρτήσεις x,y:Ι→R 
µπορεί να θεωρηθεί ότι δίνουν τις συντεταγµένες (τετµηµένη και τεταγµένη) της θέσης στην 
οποία βρίσκεται το κινητό την χρονική στιγµή t.  
 Το ίχνος µιας καµπύλης µπορεί να περιγράφεται µε διάφορους τρόπους. Μπορεί 
δηλαδή να δίνεται (α) από µια καρτεσιανή εξίσωση (π.χ. ο κύκλος x2+y2=1), (β) σαν γράφηµα 
µιας διαφορίσιµης συνάρτησης  y=f(x) (π.χ. η παραβολή  y=x2), (γ) από µια εξίσωση σε 
πολικές συντεταγµένες (π.χ. ο κύκλος r=1) κλπ. Σε κάθε περίπτωση πρέπει να βρούµε µια 
κατάλληλη απεικόνιση γ που να δίνει το ζητούµενο ίχνος διαλέγοντας κατάλληλα την 
παράµετρο t. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται παραµετρικοποίηση και µπορεί να γίνει µε 
πολλούς τρόπους. 
 Παραδείγµατα: (1) Ο κύκλος x2+y2=1 µπορεί να παραµετρικοποιηθεί ως εξής: 

γ(t)=(x(t),y(t))=(συνt,ηµt), t∈[0,2π]. 
Στην περίπτωση αυτή το t είναι η γωνία που σχηµατίζει η ακτίνα του κύκλου στο τυχαίο 
σηµείο του µε τον x-άξονα το δε κινητό διαγράφει τον κύκλο µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα 
και µε φορά αντίθετη από αυτήν των δεικτών του ρολογιού. Η παραµετρικοποίηση 
γ1(t)=(συν2t,−ηµ2t), t∈[0,π] περιγράφει επίσης τον κύκλο αλλά τον διαγράφει µε διπλάσια 
γωνιακή ταχύτητα και κατά την φορά των δεικτών του ρολογιού. 

 (2) Η έλλειψη 12
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x  µπορεί να παραµετρικοποιηθεί µε την γ(t)=(aσυνt,bηµt), 

t∈[0,2π]. 
 (3) H γ(t)=(x(t),y(t))=(x0+at,y0+bt), t∈R είναι µια παραµετρικοποίηση της ευθείας 
που περνάει από το σηµείο (x0,y0) και είναι παράλληλη στο διάνυσµα ai+bj διαγράφεται ∆ε 
οµόρροπά προς αυτό καθώς το t αυξάνει. 
 (4) Για να βρούµε την καρτεσιανή εξίσωση του ίχνους µιας παραµετρικής καµπύλης 
πρέπει να απαλείψουµε το t από τις δύο εξισώσεις x=x(t),y=y(t).Έτσι η παραµετρικοποίηση 
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παίρνουµε την εξίσωση 122 =− yx και την συνθήκη x >0  δηλαδή το δεξιό κλάδο µιας 
ισοσκελούς υπερβολής. 
 (5) Το γράφηµα µιας διαφορίσιµης συνάρτησης f:(a,b)→R µπορεί να 
παραµετρικοποιηθεί χρησιµοποιώντας το x σαν παράµετρο δηλαδη µε την γ(t)=(t,f(t)), 
t∈(a,b). Έτσι η γ(t)=(t,t2), t∈R παραµετρικοποιεί το γράφηµα της συνάρτησης y=f(x)=x2 
(δηλαδή µια παραβολή). 
 (6) Το σύνολο που περιγράφεται από µια εξίσωση r=f(θ) σε πολικές συντεταγµένες 
µπορεί να παραµετρικοποιηθεί ως εξής: γ(t)=(x(t),y(t))=(f(t)συνt, f(t)ηµt) χρησιµοποιώντας 
δηλαδή το θ σαν παράµετρο.     
 (7) Η απεικόνιση γ(t)=(t,|t|) δεν είναι διαφορίσιµη αφού η δεύτερη συντεταγµένη της 
δεν έχει παράγωγο στο 0 και άρα δεν είναι παραµετρική καµπύλη. 
 (8) Μια παραµετρική καµπύλη µπορεί να µην έχει εφαπτοµένη µε την έννοια της 
γεωµετρίας. Η γ(t)=(t3,t2), t∈R παραµετρικοποιεί το γράφηµα της συνάρτησης y=f(x)=x2⁄3 το 
οποίο δεν έχει εφαπτοµένη στο x=0. 
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(9) Η κυκλοειδής. Έστω κύκλος ακτίνας 1 ο οποίος αρχικά εφάπτεται του x-άξονα 
στο σηµείο (0,0) και P σταθερό σηµείο του που αρχικά συµπίπτει µε το (0,0). Η τροχιά που 
διαγράφει το P καθώς ο κύκλος κυλάει χωρίς να γλιστράει πάνω στον x-άξονα ονοµάζεται 
κυκλοειδής. Για να παραµετρικοποιήσουµε την παραπάνω τροχιά θεωρούµε ότι η γωνιακή 
ταχύτητα του P κατά την κίνηση του κύκλου είναι σταθερή και ίση µε ένα και 
χρησιµοποιούµε για παράµετρο τον χρόνο t. Τότε κατά την χρονική στιγµή t το σηµείο 
επαφής µεταξύ του κύκλου και του x-άξονα είναι το Α(t,0) το κέντρο του κύκλου βρίσκεται 
στο σηµείο Κ(t,1) η δε γωνία ΑΚP είναι ίση µε t. Συνεπώς το µοναδιαίο διάνυσµα ΚP 

σχηµατίζει γωνία 3
2
π
− t  µε τον x-άξονα άρα ΚP=(−ηµt,−συνt) και άρα ΟP=OK+KP=(t,1)+ 

+(−ηµt,−συνt). ∆ηλαδή η απεικόνιση γ(t)=(t−ηµt,1−συνt), t≥0 παραµετρικοποιεί την 
κυκλοειδή. Παρατηρούµε ότι στην χρονική στιγµή t=2π ο κύκλος θα έχει εκτελέσει µια 
πλήρη περιστροφή και το P θα είναι ξανά στη θέση επαφής του κύκλου µε τον x-άξονα. 
Όµοιως για t=2nπ όπου n ακέραιος. Σχεδιάζοντας δε την τροχιά αυτή παρατηρούµε ότι στις 
θέσεις t=2nπ η τροχιά δεν έχει εφαπτοµένη.  

Βλέπουµε ότι κάποιες από τις καµπύλες των παραδειγµάτων δεν έχουν σε κάποια 
σηµεία τους εφαπτοµένη (µε την έννοια της γεωµετρίας). Ευκολά µπορεί όµως να δει κανείς 
ότι στις περιπτώσεις που δεν υπάρχει εφαπτοµένη έχουµε και ′ =γ ( )t0 0 . Το διάνυσµα 
′γ ( )t0 παριστάνει την ταχύτητα κίνησης. Για να εξασφαλίσουµε την ύπαρξη εφαπτοµένης 

δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό. 
 Ορισµός 1.1.2. Μια καµπύλη γ:I→R2 θα λέγεται οµαλή αν ′ ≠γ ( )t 0  για κάθε t∈Ι 
. 
 Αν τωρα µια καµπύλη είναι οµαλή και t0∈Ι η χορδή που συνδέει τα σηµεία της γ(t0) 

και γ(t0+h) είναι παράλληλη στο διάνυσµα 
γ γ( ) ( )t h t

h
0 0+ −

 το οποίο τείνει στο 

′ ≠γ ( )t0 0
r
καθώς το h→0 και άρα η παραπάνω χορδή έχει σαν οριακή θέση για h→0 την 

ευθεία που περνάει από το γ(t0) και είναι παράλληλη στο διάνυσµα ′ ≠γ ( )t0 0 . Η ευθεία αυτή 
που ονοµάζεται εφαπτοµένη της καµπύλης στο γ(t0) έχει παραµετρική εξίσωση 

)()()()( 000 ttsts γγε ′−+= , s∈R. 
Συνεπώς αν µια καµπύλη είναι οµαλή έχει εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο της. Το αντίστροφο 
δεν ισχύει όµως. ∆ηλαδή µια παραµετρική καµπύλη µπορεί να έχει εφαπτοµένη χωρίς να 
είναι οµαλή π.χ. η παραµετρικοποίηση γ(t)=(t3,t3), t∈R της ευθείας y=x δεν είναι οµαλή στο 
t=0. Στην συνέχεια θα θεωρούµε µόνο οµαλές καµπύλες. Για αυτές ισχύει το εξής, 
 Πρόταση 1.1.1 Έστω γ:I→R2 µια οµαλή καµπύλη και a∈Ι ένα εσωτερικό σηµείο του 
πεδίου ορισµού της. Τότε υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε το (a−δ,a+δ)⊆I και το σύνολο 
γ((a−δ,a+δ))⊆ R2 να είναι γράφηµα διαφορίσιµης συνάρτησης της µορφής y=f(x) ή της 
µορφής x=g(y) (η και των δύο). 

Απόδειξη. Γράφοντας γ(t)=(p(t),q(t)) η σχέση ′ ≠γ ( )a 0 συνεπάγεται ότι τουλάχιστον 
ένας από τους αριθµούς ′ ′p a q a( ), ( ) δεν είναι 0. Έστω π.χ. ότι ′ >p a( ) 0 . Τότε υπάρχει ένα 
ανοικτό διάστηµα (a−δ,a+δ)⊆I µε ′ >p t( ) 0 για κάθε t∈(a−δ,a+δ). Συνεπώς η συνάρτηση p 
είναι γνησίως αύξουσα στο (a−δ,a+δ) και έχει διαφορίσιµη αντίστροφη p−1:J→(a−δ,a+δ). 
Θέτουµε τώρα f(x)=q(p−1(x)). Η f:J→R είναι διαφορίσιµη και επιπλέον ισχύει 
''(x,y)=(p(t),q(t)) µε t∈(a−δ,a+δ)'' αν και µόνο αν ''y=f(x)'' (όπου x= p(t)) δηλαδή το σύνολο 
γ((a−δ,a+δ))⊆R2 είναι το γράφηµα της διαφορίσιµης συνάρτησης y=f(x), x∈J. Ανάλογα 
εργάζεται κανείς στις άλλες περιπτώσεις (αν ′ ≠q a( ) 0 τότε θα προκύψει γράφηµα της µορφής 
x=g(y)).  
 Παράδειγµα. Για τον κύκλο γ(t)=(x(t),y(t))=(συνt,ηµt), t∈[0,2π] και t=π         

(γ(π)=(−1,0)) βλέπουµε ότι το τόξο του ⎟⎟
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συνάρτησης x y= − −1 2 , y∈(−1,1) αλλά κανένα τόξο γύρω από το γ(π) δεν είναι γράφηµα 
της µορφής y=f(x) διότι για κάθε ε∈(0,1) η ευθεία x=−1+ε τέµνει τον κύκλο σε δύο σηµεία. 
 
1.2 Μήκος Τόξου Καµπύλης. Αλλαγή Παραµέτρου.  
 Για να βρούµε την απόσταση που έχει διανύσει ένα κινητό ολοκληρώνουµε το µέτρο 
της ταχύτητάς του στο χρονικό διάστηµα της κίνησης. Ορίζουµε δηλαδή το µήκος µιας 
καµπύλης ως εξής: 

Ορισµός 1.2.1 Έστω γ:[a,b]→R2 οµαλή καµπύλη (γ(t)=(x(t),y(t))). Το µήκος της l(γ) 
ορίζεται ως εξής: 

l t dt x t y t dt
a

b

a

b( ) ( ) ( ( )) ( ( ))γ γ= ′ = ′ + ′∫∫ 2 2 . 

Παράδειγµα Για την κυκλοειδή γ(t)=(t−ηµt,1−συνt), t∈[0,2π] έχουµε: 

∫∫∫ ==−=+−=
πππ

γ
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2
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2

0
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2
ηµ2)συν1(2ηµ)συν1()( dttdttdtttl  

Ορισµός 1.2.2 Έστω β:I→R2, γ:J→R2, οµαλές καµπύλες. Θα λέµε ότι η β προκύπτει 
από την γ µε αλλαγή της παραµέτρου αν υπάρχει διαφορίσιµη, γνησίως µονότονη και επί 
συνάρτηση φ:I→J µε φ′(s)≠0 στο I (άρα η φ−1 ορίζεται και είναι διαφορίσιµη) τέτοια ώστε: 

β(s)=γ(φ(s)) για κάθε s∈J. 
Αν η φ είναι γνησίως αύξουσα θα λέµε ότι οι β,γ έχουν την ίδια φορά ενώ αν είναι 

γνησίως φθίνουσα , αντίθετη φορά. Όσο για τα µήκη των καµπύλων β,γ ισχύει: 
l(β)=∫I |β′(s)|ds=∫I |γ′(φ(s))||φ′(s)|ds=∫J |γ′ (t)|dt=l(γ), έχουν δηλαδή το ίδιο µήκος. 

Παράδειγµα. H β(s)=(συν2s,ηµ2s), s∈[0,π] προκύπτει από την γ(t)=(συνt,ηµt), 
t∈[0,2π] µε την αλλαγή παραµέτρου φ: [0,π]→[0,2π] όπου φ(s)=2s. 
 Για την µελέτη της γεωµετρίας µιας καµπύλης είναι σηµαντικό να έχουµε |γ′(t)|=1 για 
κάθε t. ∆ηλαδή η κίνηση πάνω στην καµπύλη γίνεται µε σταθερή ταχύτητα 1. 
 Ορισµός 1.2.3 Θα λέµε ότι η οµαλή καµπύλη γ:I→R2 είναι παραµετρικοποιηµένη ως 
προς το µήκος τόξου αν |γ′(t)|=1 για κάθε t∈I. 

Στην περίπτωση αυτή για κάθε [α,β]⊆I το µήκος του τόξου της γ για α≤t≤β είναι ίσο 
µε β−α. 
 Πρόταση 1.2.1 Έστω γ:I→R2 οµαλή καµπύλη. Το η γ µπορεί να παραµετρικοποιηθεί 
ως προς το µήκος τόξου δηλαδή υπάρχει οµαλή καµπύλη β:J→R2 παραµετρικοποιηµένη ως 
προς το µήκος τόξου, και τέτοια ώστε η β να προκύπτει από την γ µε αλλαγή παραµέτρου. 

Απόδειξη. Έστω α∈Ι σταθερό. Θεωρούµε την συνάρτηση: 
λ γ( ) ( )t u dua

t= ′∫ για t∈I. 
Αφού η καµπύλη είναι οµαλή έχουµε λ′(t)=|γ′(t)|≠0 για κάθε t∈I. Συνεπώς η 

λ:I→λ(I)=J είναι γνησίως αύξουσα µε διαφορίσιµη αντίστροφη φ=λ−1:J→I. Η καµπύλη β:J→I 
µε β(s)=γ(φ(s)) προκύπτει από την γ µεαλλαγή παραµέτρου και επιπλέον έχουµε 
|β′(s)|=|γ′ (φ(s))||φ′(s)|=(παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης)=|γ′(φ(s))||λ′(φ(s))|−1=1 για κάθε 
s∈J, συνεπώς η β είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου.  

Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης δίνει και την µέθοδο εύρεσης της 
παραµετρικοποίησης ως προς το µήκος τόξου όπως φαίνεται στο επόµενο. 

Παράδειγµα. Θέλουµε να παραµετρικοποιοήσουµε ως προς το µήκος τόξου την 
λογαριθµική σπείρα γ(t)=(etσυνt,etηµt), t∈[0,+∞). Έχουµε |γ′(t)|2=                                  
=[et(−συνt+ηµt)]2+[et(ηµt+συνt)]2=2e2t. Άρα λ(t)= 2 2 10 eudu ett

∫ = −( ) και συνεπώς 

φ(s)= log( )s
2

1+ και η ζητούµενη παραµετρικοποίηση είναι: 

))1
2

log(ηµ)1
2

(),1
2

log(συν)1
2

(()( ++++=
sssssβ  s∈[0,+∞). 

 
1.3 Καµπυλότητα επίπεδης καµπύλης. 
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 Έστω γ:I→R2 οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου. Τότε 
για s∈I το (µοναδιαίο) διάνυσµα T(s)=γ′(s) ονοµάζεται µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα της 
καµπύλης στο αντίστοιχο σηµείο. Ορίζεται επίσης µονοσήµαντα το διάνυσµα n(s) έτσι ώστε 
τα (T(s), n(s)) να αποτελούν µια θετικά προσανατολισµένη ορθοκανονική βάση του R2 (δηλ. 
που προκύπτει από στροφή της κανονικής βάσης (i, j)), το οποίο ονοµάζεται µοναδιαίο 
κάθετο διάνυσµα. Οι T,n είναι διαφορίσιµες διανυσµατικές συναρτήσεις του s. Αν 
γ(s)=(x(s),y(s)) τότε έχουµε: 

T(s)=(x′(s),y′(s)) και n(s)=(−y′(s), x′(s)) για κάθε s∈I. 
Πρόταση 1.3.1 Αν η διαφορίσιµη διανυσµατική συνάρτηση α:I→R2 ικανοποιεί την 

σχέση |α(s)|=1 για κάθε s∈I τότε α(s).α′(s)=0 για κάθε s∈I δηλαδή για κάθε s∈I  το α′(s) 
είναι ή κάθετο στο α(s) ή το µηδενικό διάνυσµα.  

Η παραπάνω πρόταση αποδεικνύεται παραγωγίζοντας την σχέση 
α(s).α(s)=|α(s)|2=σταθ.=1. Για την περίπτωση της T συµπεραίνουµε ότι το διάνυσµα της 
επιτάχυνσης T′(s)=γ′ ′ (s)=(x′ ′(s),y′ ′(s)) είναι συγγραµµικό µε το n(s) και άρα υπάρχει µια 
διαφορίσιµη (γιατί;) συνάρτηση k:I→R τέτοια ώστε T′(s)=k(s)n(s) για κάθε s∈I. 
 Ορισµός 1.3.1 Ονοµάζουµε καµπυλότητα της οµαλής (παραµετρικοποιηµένης ως 
προς το µήκος τόξου) καµπύλης γ:I→R2 την συνάρτηση k:I→R τέτοια ώστε T′(s)=k(s)n(s) 
για κάθε s∈I. 

Η απόλυτη τιµή της καµπυλότητας δίνει το µέτρο της κεντροµόλου επιταχύνσεως 
κατά την κίνηση πάνω στην καµπύλη µε σταθερή ταχύτητα 1. Όσο γοα το πρόσηµό της είναι 
+ αν κινούµενοι κατά µήκος της καµπύλης, η καµπύλη στρέφει τα κοίλα προς τα αριστερά 
µας αλλιώς είναι  −.  

Αφού έχουµε T×n=k (εξωτερικό γινόµενο) προκύπτει ότι 
γ′(s)×γ′ ′(s).k=T(s)×k(s)n(s).k=k(s). Άρα k(s)=x′ (s)y′′(s)−x′′(s)y′(s). Επειδή όµως συνήθως το 
να παραµετρικοποιήσει κανείς µια καµπύλη ως προς το µήκος τόξου είναι υπολογιστικά 
δυσχερές (ή και αδύνατο) η ακόλουθη πρόταση µας επιτρέπει να υπολογίζουµε την 
καµπυλότητα για οποιαδήποτε οµαλή καµπύλη. 

Πρόταση 1.3.2 Έστω γ:I→R2 οµαλή καµπύλη (όχι αναγκαστικά παραµ. ως προς το 
µήκος τόξου) γ(t)=(x(t),y(t)). Τότε η καµπυλότητά της δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 

k t x t y t x t y t
x t y t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) /=
′ ′′ − ′′ ′
′ + ′2 2 3 2  για κάθε t∈I. 

Απόδειξη. Έστω β καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου που 
προκύπτει από την γ µε αλλαγή παραµέτρου (Πρόταση 1.2.1). Τότε η καµπυλότητα της β στο 
s είναι ίση µε β′(s)×β’’(s).k. ∆εδοµένου ότι β(s)=γ(φ(s)) έχουµε β′(s)=γ′ (φ(s))φ′(s) και 
β′ ′(s)=γ′ ′(φ(s))(φ′(s))2+γ′ (φ(s))φ′′ (s) και αφού γ′(φ(s))×γ′ (φ(s))=0 παίρνουµε  
β′(s)×β′ ′(s).k=(γ′(φ(s))×γ′ ′(φ(s)).k)(φ′ (s))3=(x′(φ(s))y′ ′(φ(s))−x′′(φ(s))y′(φ(s))) (φ′(s))3. 
Επίσης από την απόδειξη της πρότασης 1.2.1 έχουµε αν t=φ(s) τότε φ′(s)=|γ′(t)|−1 και άρα η 
καµπύλότητα της γ στο t=φ(s) θα δίνεται από την σχέση k(t)=(x′(t)y′′(t)−x′′( t)y′(t)) |γ′(t)|−3.  

Παραδείγµατα. 1) Κάθε ευθεία γ(t)=(x0+at,y0+bt) έχει προφανώς καµπυλότητα 
ταυτοτικά 0. Αντιστρόφως αν η γ έχει καµπυλότητα ταυτοτικά 0 και β είναι 
παραµετρικοποίηση της γ ως προς το µήκος τόξου τότε β′′=0 και άρα αν s0 είναι σταθερό 
σηµείο του πεδίου ορισµού της β τότε β(s)=β(s0)+(s−s0)β′(s0) και άρα η γ έχει ίχνος τµήµα 
ευθείας. ∆ηλαδή µια οµαλή καµπύλη έχει καµπυλότητα ταυτοτικά 0 αν και µόνο αν το ίχνος 
της περιέχεται σε µία ευθεία. 
2) Ο κύκλος γ(t)=(ρσυνt,ρηµt) ακτίνας ρ έχει σταθερή καµπυλότητα ίση µε 1/ρ όπως εύκολα 
προκύπτει από την παραπάνω πρόταση.  
3) Το γράφηµα µιας συνάρτησης y=f(x) µπορεί να παραµετρικοποιηθεί ως (t,f(t)) και άρα η 

καµπυλότητα δίνεται από τον τύπο: k x f x
f x

( ) ( )
( ( ) ) /=

′′
+ ′1 2 3 2 . 

Έστω γ:I→R2 οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου. Η 
καµπυλότητα k(s) της γ µπορεί να ερµηνευτεί γεωµετρικά γράφοντας T(s)=(συνθ(s),ηµθ(s)), 
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αφού το T είναι µοναδιαίο, όπου θ:I→R είναι διαφορίσιµη. (η γωνία θ(s) ορίζεται µόνο ως 
προς ακέραια πολλαπλάσια του 2π. Παρόλα αυτά αποδεικνύεται ότι αν επιλέξουµε θ0 και s-
0∈I ώστε T(s0)=(συνθ0,ηµθ0) τότε υπάρχει µοναδική και διαφορίσιµη θ:I→R µε 
T(s)=(συνθ(s),ηµθ(s)) και θ(s0)=θ0). Θα έχουµε άρα n(s)=(−ηµθ(s),συνθ(s)) ενώ γ′ ′ (s)=T′(s)= 
(−θ′ (s)ηµθ(s),θ′(s)συνθ(s)) συνεπώς  

k(s)=θ′(s) για κάθε s∈I. 
∆ηλαδή η καµπυλότητα µιας καµπύλης είναι ίση µε το ρυθµό µεταβολής της γωνίας 

που σχηµατίζει η εφαπτοµένη της µε τον άξονα των x καθώς κινούµαστε πάνω στην καµπύλη 
µε σταθερή ταχύτητα. Η παραπάνω σχέση µας επιτρέπει να αποδείξουµε το ακόλουθο: 

Θεώρηµα 1.3.1 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της θεωρίας των επίπεδων καµπύλων) Έστω 
I διάστηµα και k:I→R µια διαφορίσιµη συνάρτηση. Τότε υπάρχει οµαλή καµπλύλη γ:I→R2 
παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε καµπυλότητα ίση µε k. Αν β:I→R2 είναι 
άλλη µια τέτοια καµπύλη τότε η β προκύπτει από την γ µε κάποια στερεά κίνηση δηλαδή 
συνδιασµό στροφής και µεταφορά 

Απόδειξη. Γράφοντας T(s)=(συνθ(s),ηµθ(s)) θα έχουµε k(s)=θ′ (s) για κάθε s∈I. 
Συνεπώς θ(s)=! k(s)ds+C όπου C είναι µια αυθαίρετη σταθερά. Αφού όµως T(s)=(x′(s),y′ (s)) 
παίρνουµε τελικά γ(s)=(!συν(! k(s)ds+C)ds+a, !ηµ(! k(s)ds+C)ds+b) όπου a,b είναι 
αυθαίρετες σταθερές. ∆ηλαδή αφ'ενός µεν υπάρχει τουλάχιστον µια καµπύλη γ όπως στο 
θεώρηµα αφ'ετέρου δε κάθε άλλη καµπύλη µε τις ίδιες ιδιότητες προκύπτει από την γ µε 
αλλαγή κάποιων από τις τρείς αυθαίρετες σταθερές a,b και C. Είναι επίσης εύκολο να δει 
κανείς ότι µεταβολή των a,b αντιστοιχεί σε µεταφορά της γ ενώ µεταβολή της C σε στροφή 
της.  

Ορισµός 1.3.2 Η εξίσωση k=k(s) (καµπυλότητα σαν συνάρτηση του µήκους τόξου) 
ονοµάζεται φυσική εξίσωση της αντίστοιχης καµπύλης. 

Το Θεώρηµα 1.3.1 συνεπώς λέει ότι κάθε εξίσωση k=k(s) περιγράφει µια µοναδική, 
εκτός από στροφές και µεταφορές καµπύλη, συνεπώς περιγράφει την καµπύλη ανεξάρτητα 
από το σύστηµα συντεταγµένων. Έτσι µπορεί να µιλάει κανείς για την φυσική εξίσωση του 
κύκλου ακτίνας 1 κλπ. Η απόδειξη του θεωρήµατος µας δίνει ένα τρόπο υπολογισµού της 
αντίστοιχης καµπύλης. Π.χ. αν θέλουµε να βρούµε την καµπύλη µε φυσική εξίσωση k=1 
έχουµε θ(s)=s+C και άρα γ(s)=(ηµ(s+C)+a,−συν(s+C)+b) δηλαδή (ανάλογα µε το πεδίο 
ορισµού για το s) τόξα κύκλων ακτίνας 1. Μερικές όµως φορές είναι πιο εύκολο να βρούµε 
παραµετρικοποίηση της γ όχι αναγκαστικά ως προς το µήκος τόξου ως εξής. 

Αν k≠0 στο I κάνουµε την αντικατάσταση θ=θ(s)=∫k(s)ds οπότε dθ=k(s)ds 
εκφράζουµε την k συναρτήσει του θ,  k=k(θ), και παίρνουµε την παραµετρική καµπύλη: 

γ(θ)=( ∫R(θ)συνθdθ, ∫R(θ)ηµθdθ )  όπου R(θ)= 1
k ( )θ

. 

Παράδείγµα. Για να βρούµε µια καµπύλη µε φυσική εξίσωση k=1/s, s>0, παίρνουµε 
(διαλέγοντας κατάλληλα τις σταθερές ολοκλήρωσης) θ(s)=logs άρα s=eθ, θ∈R και k(θ)=e−θ. 

Συνεπώς γ(θ)=( ∫eθσυνθdθ, ∫eθηµθdθ)=( 1
2

eθ(συνθ+ηµθ), 1
2

eθ(−συνθ+ηµθ)), θ∈R. 

Το |R(s)| ονοµάζεται ακτίνα καµπυλότητος στο γ(s). Για να βρούµε την γεωµετρική 
της σηµασία θεωρούµε s0∈I τέτοιο ώστε k(s0)≠0. Παίρνουµε s1,s2,s3∈I αρκετά κοντά στο s0 
και τέτοια ώστε τα αντίστοιχα σηµεία της καµπύλης να µην είναι συνευθεικά οπότε και 
ορίζεται ο κύκλος κέντρου C(s1,s2,s3) και ακτίνας r(s1,s2,s3) που διέρχεται από τα 
γ(s1),γ(s2),γ(s3). Αποδεικνύεται ότι µε την υπόθεση k(s0)≠0 οι κύκλοι αυτοί καθώς τα 
s1,s2,s3→s0 τείνουν σε κάποιον οριακό κύκλο ο οποίος προσεγγίζει την καµπύλη κοντά στο s0 
καλύτερα από κάθε άλλο κύκλο. Ο κύκλος αυτός ονοµάζεται εγγύτατος κύκλος της γ στο s0. 
Έστω C(s0) το κέντρο του και r(s0) η ακτίνα του. Για να υπολογίσουµε τα παραπάνω 
παρατηρούµε ότι η συνάρτηση f(s)=|γ(s)−C(s1,s2,s3)| 2 ικανοποιεί την f(s1)=f(s2)=f(s3) και άρα 
υπάρχουν s*,s** στο διάστηµα που ορίζουν τα s1,s2,s3 τέτοια ώστε f′ (s*)=f′′(s**)=0. 
Υπολογίζοντας τις δύο παραγώγους της f παίρνουµε f′(s)=2γ′(s).(γ(s)−C(s1,s2,s3)) και 
f′′(s)=2γ′′(s).(γ(s)−C(s1,s2,s3))+2|γ′(s)| 2=2k(s)n(s).(γ(s)−C(s1,s2,s3))+2 
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συνεπώς Τ(s*).(γ(s*)−C(s1,s2,s3))=0 και k(s**)n(s**).(γ(s**)−C(s1,s2,s3))+1=0. Επίσης 
s*,s**→s0 καθώς τα s1,s2,s3→s0. Άρα Τ(s0).(γ(s0)−C(s0))=0 και k(s0)n(s0).(γ(s0)−C(s0))=−1. 
Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι  

γ(s0)−C(s0)= −
1

0k s( )
n(s0)=−R(s0)n(s0) και r(s0)=|γ(s0)−C(s0)|=|R(s0)|.  

Συµπεραίνουµε άρα ότι ο εγγύτατος κύκλος της γ στο s0 έχει κέντρο το σηµείο  
C(s0)=γ(s0)+R(s0)n(s0)  

(ονοµάζεται κέντρο καµπυλότητος) και ακτίνα ίση µε την ακτίνα καµπυλότητος |R(s0)|. Η 
εξίσωσή του άρα είναι |x−γ(s0)−R(s0)n(s0)|=|R(s0)|. Ο εγγύτατος κύκλος έχει επίσης την 
ακόλουθη ιδιότητα: κατά την κίνηση κατά µήκος της γ µε σταθερή ταχύτητα 1 η κεντροµόλος 
επιτάχυνση στο s0 είναι ίση (σαν διάνυσµα) µε την αντίστοιχη κεντροµόλο επιτάχυνση στο 
γ(s0) της οµαλής κυκλικής κίνησης µε ταχύτητα 1 πάνω στον αντίστοιχο εγγύτατο κύκλο. 
Έχει δηλαδή κατεύθυνση προς το κέντρο καµπυλότητος και µέτρο 1⁄|R(s0)|. 
 
1.4 Κλειστές Καµπύλες. 
 Ορισµός 1.4.1 Η οµαλή καµπύλη γ:[a,b]→R2 ονοµάζεται κλειστή αν ισχύουν οι εξής 
σχέσεις: γ(a)=γ(b), γ′ (a)=γ′ (b), γ′′(a)=γ′′(b),..., γ(n)(a)=γ(n)(b),... . 

Πρέπει δηλαδή όλες οι παράγωγοι της να συµφωνούν στο αρχικό και τελικό σηµείο. 
Αυτό συνεπάγεται ότι η γ είναι ο περιορισµός µίας περιοδικής απεικόνισης Γ:R→R2 (µε 
περίοδο b−a). Έτσι ο κύκλος γ(t)=(συνt,ηµt), t∈[0,2π] είναι κλειστή καµπύλη ενώ η 
β(t)=(ηµ2tσυνt, ηµ2tηµt), t∈[0,π/2] δεν είναι παρόλο που β(0)=β(π/2).  

Ορισµός 1.4.2 Η οµαλή καµπύλη γ:[a,b]→R2 ονοµάζεται απλή αν γ(t1)≠γ(t2) για κάθε 
t1,t2∈[a,b) µε t1≠t2. 

Αν τώρα γ:[0,l]→R2 είναι µια κλειστή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το 
µήκος τόξου τότε έχουµε γ′(s)=(συνθ(s),ηµθ(s)) όπου θ(s)= ∫k(s)ds+C. Η σχέση άρα 
γ′(0)=γ′ ( l) δίνει θ(l)−θ(0)=2mπ όπου ο m είναι ακέραιος. Ο m µετράει πόσες φορές το 
εφαπτόµενο διάνυσµα T(s)=γ′(s) στέφεται γύρω από τον εαυτό του καθώς διατρέχουµε την 
κλειστή καµπύλη. 

Ορισµός 1.4.3 Ο ακέραιος αριθµός m= 1
2 0π

k s dsl ( )∫ ονοµάζεται δείκτης στροφής της 

καµπύλης. 

Τα επόµενα Θεωρήµατα (των οποίων οι αποδείξεις παραλείπονται) είναι βασικά για 
την θεωρία των κλειστών καµπύλων. 

Θεώρηµα 1.4.1 (Jordan) Αν γ:[0,l]→R2 είναι µια απλή και κλειστή καµπύλη τότε το 
ανοικτό σύνολο R2\γ([0,l]) έχει ακριβώς δύο συνεκτικές συνιστώσες (εκ των οποίων η µια 
είναι φραγµένη και η άλλη όχι) οι οποίες έχουν κοινό σύνορο το γ([0,l]). 

Θεώρηµα 1.4.2 (Θεώρηµα των στρεφόµενων εφαπτοµένων) Αν γ:[0,l]→R2 είναι µια 
απλή και κλειστή καµπύλη τότε ο δείκτης στροφής της είναι ίσος µε ±1. ∆ηλαδή 

∫ ±=
l dssk
0

2)( π . 
Θεώρηµα 1.4.3 (Ισοπεριµετρική ανισότητα) Αν l είναι το µήκος µιας απλής κλειστής 

καµπύλης γ και A είναι το εµβαδόν της φραγµένης συνεκτικής συνιστώσας του R2\γ([0,l]) 
τότε ισχύει η ανισότητα l2≥4πA µε τον ίσον αν και µόνον αν η γ είναι κύκλος. ∆ηλαδή από 
όλες τις απλές κλειστές καµπύλες µε το ίδιο µήκος ο κύκλος περικλείει το µέγιστο εµβαδόν. 
 Ορισµός 1.4.3 Η οµαλή καµπύλη γ:[a,b]→R2 ονοµάζεται κυρτή αν για κάθε t∈[a,b] 
το ίχνος της γ([a,b]) βρίσκεται εξ ολοκλήρου στο ένα από τα δύο (κλειστά) ηµιεπίπεδα που 
ορίζει η εφαπτοµένη της στο γ(t). 

Ισχύει το ακόλουθο (η απόδειξη παραλείπεται): 
Θεώρηµα 1.4.3 Μια οµαλή κλειστή καµπύλη είναι κυρτή αν και µόνο αν είναι απλή 

και η καµπύλότητά της k δεν αλλάζει πρόσηµο, το οποίο συµβαίνει αν και µόνο αν η 
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φραγµένη συνεκτική συνιστώσα του συµπληρώµατος του ίχνους της είναι ένα κυρτό 
υποσύνολο του R2. 

Σηµεία µιας καµπύλης όπου η καµπυλότητα έχει τοπικό ακρότατο, δηλαδή η 
καµπύλη στρέφεται ή πιο απότοµα ή το λιγότερο απότοµα από ότι στα κοντινά τους σηµεία 
ονοµάζονται κορυφές. Γενικώτερα δίνουµε τον ακόλουθο: 

Ορισµός 1.4.4 Έστω η οµαλή καµπύλη γ:[a,b]→R2. Το σηµείο της γ(t0), t0∈[a,b] 
ονοµάζεται κορυφή της γ αν το t0 είναι στάσιµο σηµείο για την καµπυλότητά της γ δηλαδή αν 
k′ (t0)=0. 

Παραδείγµατος χάριν µπορεί να δεί κανείς ότι η έλλειψη 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  (a<b) έχει 

ακριβώς τέσσερεις κορυφές (τα σηµεία τοµής της µε τους άξονες) ενώ φυσικά κάθε σηµείο 
ενός κύκλου είναι κορυφή. Σχετικώς θα αποδείξουµε το ακόλουθο: 

Θεώρηµα 1.4.4 (Το Θεώρηµα των τεσσάρων κορυφών) Κάθε (οµαλή) απλή κλειστή 
και κυρτή καµπύλη έχει τουλάχιστον τέσσερεις κορυφές. 

Απόδειξη. Έστω γ:[0,l]→R2 γ(s)=(x(s),y(s)) είναι µια απλή κλειστή και κυρτή 
καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου. Αφού η καµπυλότητά της k είναι 
συνεχής συνάρτηση θα παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. Θα υπάρχουν άρα s1,s2∈[0,l] µε 
k(s1) µέγιστο και k(s2) έλάχιστο. Τα σηµεία p=γ(s1) και q=γ(s2) είναι προφανώς κορυφές της γ 
και αφού η καµπύλη είναι κυρτή η ευθεία pq τέµνει την γ µόνο στα p,q. Με στροφή και 
µεταφορά της καµπύλης µπορούµε να υποθέσουµε ότι η ευθεία αυτή συµπίπτει µε τον x-
άξονα. Έστω τώρα γ+ το τόξο της καµπύλης που βρίσκεται στο πάνω ηµιεπίπεδο {y>0} και γ− 
το τόξο που βρίσκεται στο κάτω ηµιεπίπεδο η δεύτερη συντεταγµένη της γ ικανοποιεί τις 
σχέσεις y(s)>0 στο γ+ και y(s)<0 στο γ−. Αν η καµπύλη δεν είχε άλλες κορυφές τότε η k′ δεν 
θα αλλάζει πρόσηµο ούτε στο γ+ ούτε στο γ−. Άρα θα έχουµε: 

0)0(συν)(συν)(ηµ)(')()(')0()0()()()(')(0
0 00

=−=−=−−=≠ ∫ ∫∫ ϑϑϑϑ ldssssksykylklydssksy l ll

άτοπο. Άρα η γ έχει µία τουλάχιστον κορυφή ακόµη, έστω στο γ+ και η k′ αλλάζει πρόσηµο 
στο γ+. Αφού όµως το p είναι σηµείο µεγίστου και το q σηµείο ελαχίστου για την k η k′ 
πρέπει να αλλάζει και δεύτερη φορά πρόσηµο στο γ+. Συνεπώς η γ έχει τουλάχιστον 
τέσσερεις κορυφές. (Έχουµε δείξει ότι η k έχει τουλάχιστον δύο σχετικά µέγιστα και 
τουλάχιστον δύο σχετικά ελάχιστα).  
 Το παραπάνω θεώρηµα ισχύει για απλές κλειστές καµπύλες γενικά αλλά η απόδειξη 
είναι πιο δύσκολη.  
 

Ασκήσεις 
1.  Να σχεδιάσετε καθεµιά από τις παρακάτω καµπύλες: (i) γ(t)=(συν3tσυνt,συν3tηµt), t∈[0,2π], (ii) 

γ(t)=(συν4tσυνt,συν4tηµt), t∈[0,2π], (iii) γ(t)=(t−2,t2+1), t∈R και να υπολογίσετε την 
καµπυλότητά τους. 

2.  Για τις διάφορες τιµές του a≥0 να σχεδιαστεί η καµπύλη γa(t)=((a+συνt)συνt,(a+συνt)ηµt), 
t∈[0,2π] και να βρεθούν όλες οι τιµές του a για της οποίες η καµπύλη γa είναι οµαλή. 

3.  Να βρείτε παραµετρικοποίηση ως προς το µήκος τόξου της καµπύλης που προκύπτει από σηµείο 
P κύκλπου ακτίνας 1 που κυλάει χωρίς να ολισθαίνει (µένοντας εξωτερικά εφαπτόµενος) πάνω σε 
κύκλο ακτίνας a>1. Πότε είναι η καµπύλη αυτή κλειστή; (Η αρχική θέση του P είναι στο (a,0)). 
Να υπολογίσετε την καµπυλότητά της όπου ορίζεται. 

4.  Να βρείτε την φυσική εξίσωση των παρακάτω καµπύλων: (i) Της κυκλοειδούς 
γ(t)=(t−ηµt,1−συνt), t∈(0,2π), (ii) Του γραφήµατος της y=coshx=(ex+e−x)⁄2, x∈R. 

5.  (i) Να βρεθεί καµπύλη γ:(−1,1)→R2 µε φυσική εξίσωση (1−s2)1⁄2 k(s)=1. (ii) Οµοίως για την 
2sk(s)2=1, s>0. 

6.  Να δείξετε ότι αν όλες οι εφαπτόµενες ευθείες µιας οµαλής καµπύλης διέρχονται από σταθερό 
σηµείο τότε η καµπύλη περιέχεται σε µια ευθεία. 

7.  Να βρείτε ποιες οµαλές καµπύλες έχουν την ιδιότητα όλες οι κάθετες τους να διέρχονται από 
σταθερό σηµείο (κάθετος είναι η ευθεία που διέρχεται από το γ(s) και είναι παράλληλη στο n(s)). 

8.  Αν γ:I→R2 είναι µια οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου και Τ(s), n(s) 
είναι τα αντίστοιχα µοναδιαία εφαπτόµενα και κάθετα διανύσµατα να υπολογίσετε το n′ (s ) .  
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9.  Αν γ:I→R2 είναι µια οµαλή καµπύλη µε k(t)≠0 στο I θεωρούµε την καµπύλη β γ( ) ( )
( )

t t
k t

= +
1 n(t) 

που γράφουν τα κέντρα καµπυλότητας της γ. (i) Να δείξετε ότι αν k′ (t)≠0 η εφαπτοµένη της β στο 
β(t) ταυτίζεται µε την κάθετη της γ στο γ(t). (ii) Να βρείτε και να σχεδιάσετε την β που αντιστοιχεί 
στην έλλειψη γ(t)=(aσυνt,bηµt), t∈[0,2π]. 

10.  Υπάρχει απλή κλειστή (οµαλή) καµπύλη γ:[0,ð]→R2 µε φυσική εξίσωση: (i) k(s)=2+ηµ2s, (ii) 
k(s)=1+ηµ8s, (iii) k(s)=4(s+συν16s)⁄π; 

11.  *Να υπολογίσετε την καµπυλότητα µιας οµαλής καµπύλης που δίνεται από την καρτεασιανή 
εξίσωση f(x,y)=0 (υποθέτοντας ότι ∇f(x,y)≠0 για κάθε (x,y) µε f(x,y)=0). 

12.  Έστω γ:[0,l]→R2 οµαλή και απλή κλειστή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος 
τόξου τέτοια ώστε 0<k(s)≤1 για κάθε s. Να δείξετε ότι για το µήκος της l ισχύει η ανισότητα l≥2π. 

13.  Έστω γ:[0,l]→R2 οµαλή καµπύλη και s0∈[0,l] τέτοια ώστε το γ(s0) να απέχει από την αρχή των 
αξόνων την µέγιστη απόσταση. Να δείξετε ότι |k(s0)|≥1⁄|γ(s0)|. 

14.  *Έστω γ:R→R2 οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου τέτοια ώστε 

0<k(s)≤ 1
1 2+ s

 για κάθε s∈R. Να δείξετε ότι η γ είναι απλή δηλαδή γ(s1)≠γ(s2) αν s1,s2∈R, s1≠s2. 

15.  Οι παραβολή y=x2 προκύπτει από την y= x  µε στροφή κατά 90ο. Συνεπώς και οι δύο θα 
ικανοποιούν την ίδια φυσική εξίσωση. Να δείξετε ότι η εξίσωση αυτή µπορεί να γραφεί στην 

µορφή ( ) ( )dR
ds

R2 239 4 1= − όπου R=1⁄k είναι η ακτίνα καµπυλότητας. 

16.  *Έστω γ1,γ2:I→R2 οµαλές καµπύλες παραµετρικοποιηµένες ως προς το µήκος τόξου. Υποθέτουµε 
ότι η καµπύλη γ(s)=γ1(s)+γ2(s), s∈I είναι οµαλή. Αν k1(s),k2(s),k(s) είναι οι καµπυλότητες των 
γ1(s),γ2(s),γ(s) αντίστοιχα και φ(s)∈[0,π) η γωνία που σχηµατίζουν οι εφαπτόµενες των γ1,γ2 στα 

σηµεία γ1(s),γ2(s) αντίστοιχα να δείξετε ότι: k s
k s k s

s
( )

( ) ( )
( ( )/ )

=
+1 2

4 2συν ϕ
. 

 
 
 

2. ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ 
 

2.1 Παρεµατρικές καµπύλες. Καµπυλότητα. 
 Παραµετρική καµπύλη στον χώρο θα λέγεται κάθε διαφορίσιµη απεικόνιση γ:I→R3 
όπου το I είναι ένα διάστηµα της ευθείας των πραγµατικών αριθµών R ονοµάζεται 
παραµετρική καµπύλη στον χώρο. Η εικόνα της απεικόνισης γ(Ι)⊆R3 ονοµάζεται ίχνος της 
καµπύλης γ. Όπως και στις επίπεδες καµπύλες η γ θα λέγεται οµαλή αν ′ ≠γ ( )t 0  για κάθε t∈Ι. 
 Αν τωρα µια καµπύλη είναι οµαλή και t0∈Ι η ευθεία που έχει παραµετρική εξίσωση 
ε γ γ( ) ( ) ( ) ( )s t s t t= + − ′0 0 0 , s∈R ονοµάζεται εφαπτοµένη της καµπύλης στο γ(t0). Αν I=[a,b] 
και γ(t)=(x(t),y(t),z(t)) το µήκος της θα δίνεται από την 

 dttztytxdttl b

a

b

a∫ ∫ ′+′+′=′= 222 ))(())(())(()()( γγ . 
Θα λέµε ότι η οµαλή καµπύλη γ:I→R3 είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος 

τόξου αν |γ′ (t)|=1 για κάθε t∈I. Στην περίπτωση αυτή για κάθε [α,β]⊆I το µήκος του τόξου 
της γ για α≤t≤β είναι ίσο µε β−α. Όπως και στις επίπεδες καµπύλες κάθε οµαλή καµπύλη γ 
µπορεί να παραµετρικοποιηθεί ως προς το µήκος τόξου δηλαδή υπάρχει οµαλή καµπύλη 
β:J→R3 παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου, και τέτοια ώστε η β να προκύπτει 
από την γ µε αλλαγή παραµέτρου δηλαδή υπάρχει µια διαφορίσιµη, γνησίως µονότονη και επί 
συνάρτηση φ:I→J µε φ′(s)≠0 στο I και τέτοια ώστε: β(s)=γ(φ(s)) για κάθε s∈J. Η απόδειξη 
καθώς και η µέθοδος ευρέσεως της παραµετρικοποίησης αυτής είναι όµοια µε την περίπτωση 
των επίπεδων καµπύλων. 

Παραδείγµατα. 1) H γ(t)=(x(t),y(t),z(t))=(x0+at,y0+bt,z0+ct),t∈R είναι µια παρα-
µετρικοποίηση της ευθείας που περνάει από το σηµείο (x0,y0,z0) και είναι παράλληλη στο 
διάνυσµα ai+bj+ck.  
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2) Η έλικα γ(t)=(x(t),y(t),z(t))=(aσυνt,aηµt,bt), t∈R προκύπτει από την σύνθεση µιας 
οµαλής κυκλικής κίνησης στο xy-επίπεδο και µιας ευθύγραµµης οµαλής κίνησης στην 
διεύθυνση του z-άξονα. Το µήκος του τόξου της για θα δίνεται από την s=λ(t)= 

′∫ γ ( )u dut
0 =t 22 ba + απ' όπου προκύπτει και η αντίστοιχη παραµετρικοποίηση της ως προς 
το µήκος τόξου. 

Έστω τώρα γ:I→R3 οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου. 
Τότε για s∈I το (µοναδιαίο) διάνυσµα T(s)=γ′(s) ονοµάζεται µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα 
της καµπύλης στο αντίστοιχο σηµείο. ∆εδοµένου όµως ότι στον χώρο δεν µπορεί να οριστεί 
κάθετο διάνυσµα n µονοσήµαντα η καµπυλότητα ορίζεται ως εξής: 

Ορισµός 2.1.1 Ονοµάζουµε καµπυλότητα της οµαλής (παραµετρικοποιηµένης ως 
προς το µήκος τόξου) καµπύλης γ:I->R3 την συνάρτηση k:I→R τέτοια ώστε 
k(s)=|T′ (s)|=|γ′ ′(s) |  για κάθε s∈I.  

Θα ασχοληθούµε µόνο µε καµπύλες στο χώρο για τις οποίες k(s)≠0 για κάθε s∈I. 
(Σηµεία µιας καµπύλης στον χώρο όπου η καµπυλότητα µηδενίζεται ονοµάζονται ιδιάζοντα 
τάξης 1). Για µια τέτοια καµπύλη αφού γ′(s) .γ′ ′(s)=0 και γ′ ′(s)≠0  συµπεραίνουµε ότι 
υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα n(s) κάθετο στο T(s) µε 

γ′ ′ (s)=T′(s)=k(s)n(s). 
Το n(s) ονοµάζεται το µοναδιαίο κάθετο (ή πρώτο κάθετο) διάνυσµα της καµπύλης. 
Ορισµός 2.1.1 Το επίπεδο που διέρχεται από το γ(s) και είναι παράλληλο στα T(s) 

και n(s) ονοµάζεται εγγύτατο επίπεδο της γ στο s. 
Ο όρος εγγύτατο επίπεδο µπορεί να δικαιολογηθεί όπως και στην περίπτωση του 

εγγύτατου κύκλου στις επίπεδες καµπύλες. Πράγµατι έστω s0∈I τέτοιο ώστε k(s0)≠0. 
Παίρνουµε s1,s2,s3∈I αρκετά κοντά στο s0 και τέτοια ώστε τα αντίστοιχα σηµεία της 
καµπύλης να µην είναι συνεπίπεδα οπότε και ορίζεται το κύκλος επίπεδο που διέρχεται από 
τα γ(s1),γ(s2),γ(s3). Έστω a(s1,s2,s3).x=c(s1,s2,s3) η εξίσωσή του µε το a(s1,s2,s3) µοναδιαίο. 
Αποδεικνύεται ότι µε την υπόθεση k(s0)≠0 τα επίπεδα αυτά καθώς τα s1,s2,s3→s0 τείνουν σε 
κάποιο οριακό επίπεδο το οποίο προσεγγίζει την καµπύλη κοντά στο s0 καλύτερα από κάθε 
άλλο. Έστω a(s0).x=c(s0) η εξίσωσή του οριακού αυτού επιπέδου. Για να το υπολογίσουµε 
παρατηρούµε ότι η συνάρτηση f(s)=a(s1,s2,s3).γ(s) ικανοποιεί την f(s1)=f(s2)=f(s3) και άρα 
υπάρχουν s*, s** στο διάστηµα που ορίζουν τα s1,s2,s3 τέτοια ώστε f′(s*)=f′ ′ (s**)=0. Αφού 
s*,s**→s0 καθώς τα s1,s2,s3→s0 συµπεραίνουµε ότι a(s0).γ′(s0)=a(s0).γ′′(s0)=0 δηλαδή αφού 
k(s0)≠0 ότι a(s0).T(s0)=a(s0).n(s0)=0. Συνεπώς το οριακό αυτό επίπεδο είναι αυτό που 
ορίστηκε σαν το εγγύτατο επίπεδο της γ στο γ(s0). Όπως προκύπτει από τα παραπάνω η 
εξίσωση του εγγύτατου επιπέδου θα είναι: 

γ′(s0)×γ′′(s0).(x−γ(s0))=0 
ή σε µορφή ορίζουσας: 

0
)()()(
)()()(

)()()(

000

000

000

=
′′′′′′
′′′
−−−

szsysx
szsysx

szzsyysxx
. 

 Ορισµός 2.1.3 Το µοναδιαίο διάνυσµα b(s)=T(s)×n(s), κάθετο στο εγγύτατο επίπεδο 
της γ στο γ(s) ονοµάζεται δεύτερο κάθετο διάνυσµα της γ στο γ(s). Ο κύκλος του εγγύτατου 
επιπέδου µε κέντρο γ(s)+R(s)n(s) και ακτίνα R(s)=1⁄k(s) (ακτίνα καµπυλότητας) ονοµάζεται 
εγγύτατος κύκλος της γ στο s. 
 Αν η καµπύλη ανήκει σε κάποιο επίπεδο τότε προφανώς αυτό θα συµπίπτει µε το 
εγγύτατό επίπεδό της και άρα το b θα είναι σταθερό. 
 Σχετικά µε τον υπολογισµό της καµπυλότητας για κάθε οµαλή καµπύλη 
παρατηρώντας ότι k(s)=|T′ (s)×T(s)|=|γ′(s)×γ′′(s) |  έχουµε την ακόλουθη: 

Πρόταση 2.1.1 Έστω γ:I→R3 οµαλή καµπύλη (όχι αναγκαστικά παραµ. ως προς το 
µήκος τόξου), γ(t)=(x(t),y(t),z(t)). Τότε η καµπυλότητά της δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 
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k t
t t

t

x t y t z t
x t y t z t

x t y t z t
( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ) /=
′ × ′′

′
=

′ ′ ′
′′ ′′ ′′

′ + ′ + ′

γ γ

γ 3 2 2 2 3 2

i j k

 για κάθε t∈I. 

 Η απόδειξη του παραπάνω είναι όµοια µε αυτή της Πρότασης 1.3.2. 
 
2.2 Στρέψη. Το τρίεδρο Frene't. 

Έστω τώρα γ:I→R3 οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου 
µε k(s)≠0 για κάθε s∈I και έστω b(s) το αντίστοιχο δεύτερο κάθετο διάνυσµα. Το b′ (s) είναι 
ουσιαστικά η ταχύτητα µεταβολής του εγγύτατου επιπέδου της γ. Το |b′ (s)| µετράει δηλαδή 
την τάση της καµπύλης να µην είναι επίπεδη. Έχουµε τώρα b′ .b=0 (αφού το b είναι 
µοναδιαίο) και επιπλέον 
b′=(T×n)′=T′ ×n+T×n′= T×n′   αφού T′=kn άρα b′ .T=0. Συνεπώς το b′  είναι παράλληλο 
του n. 
 Ορισµός 2.2.1 Ονοµάζουµε στρέψη της καµπύλης γ:I→R3 µε  k(s)≠0 για κάθε s∈I 
την διαφορίσιµη συνάρτηση τ:I→R µε 

b′ (s)=−τ(s)n(s) για κάθε s∈I. 
 Για κάθε τώρα s∈I ορίζεται η θετικά προσανατολισµένη ορθοκανονική βάση 
<T(s),n(s),b(s)>  η οποία είναι προσαρµοσµένη στην καµπύλη στο s. Το σύστηµα των τριών 
διανυσµατικών συναρτήσεων <T,n,b> ονοµάζεται το τρίεδρο Frene't της γ.  
 Θέλουµε να βρούµε τώρα τις εξισώσεις που περιγράφουν την κίνηση του τριέδρου 
αυτού καθώς το κινητό κινείται πάνω στην καµπύλη. Έχουµε ήδη δεί ότι T′(s)=k(s)n(s) και 
b′ (s)=−τ(s)n(s). Όσο για το n′ (s)  παρατηρούµε ότι n=b×T και άρα 
n′ (s)= b′ (s)×T(s)+b(s)×T′(s)=−τ(s)n(s)×T(s)+k(s)b(s)×n(s). Συνεπώς έχουµε τις εξής 
βασικές εξισώσεις της κίνησης του τριέδρου: 

d
ds

k

d
ds

k

d
ds

T n

n T b

b n

=

= − +

= −

τ

τ

 

 Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν την γεωµετρία της καµπύλης γ. Το αντίστοιχο 
τρίεδρο ορίζει τρία χαρακτηριστικά για την καµπύλη επίπεδα. 
 Ορισµός 2.2.2 (i) Το επίπεδο που διέρχεται από το γ(s) και είναι παράλληλο στα 
T(s), n(s) ονοµάζεται εγγύτατο επίπεδο της γ στο s. Η εξίσωσή του είναι b(s).(x−γ(s))=0.  
 (ii) Το επίπεδο που διέρχεται από το γ(s) και είναι παράλληλο στα n(s), b(s) 
ονοµάζεται κάθετο επίπεδο της γ στο s. Η εξίσωσή του είναι T(s).(x−γ(s))=0. 

(iii) Το επίπεδο που διέρχεται από το γ(s) και είναι παράλληλο στα b(s), T(s) 
ονοµάζεται ευθειοποιόν επίπεδο της γ στο s. Η εξίσωσή του είναι n(s).(x−γ(s))=0. 

Για να υπολογίσουµε την στρέψη της γ έχουµε γ′=T, γ′′=kn άρα kb=γ′×γ′′  και 
k′ b+kb′=γ′′×γ′′+γ′×γ′′′ .  Συνεπώς τk2=−kn.(k′ b+kb′)=−γ′′ .(γ′×γ′′′)=(γ′×γ′′) .γ′′ ′ . Άρα 

τ ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

s
k s

x s y s z s
x s y s z s
x s y s z s

=
′ ′ ′
′′ ′′ ′′
′′′ ′′′ ′′′

1
2 . 

 Για τον υπολογισµό της στρέψης για καµπύλες όχι αναγκαστικά 
παραµετρικοποιηµένες ως προς το µήκος τόξου έχουµε την εξής: 

Πρόταση 2.2.1 Έστω γ:I→R3 οµαλή καµπύλη (όχι αναγκαστικά παραµ. ως προς το 
µήκος τόξου), γ(t)=(x(t),y(t),z(t)). Τότε η στρέψη της δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 
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τ γ γ γ

γ γ γ γ
( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
t t t t

t t

x t y t z t
x t y t z t
x t y t z t

t t
=

′ × ′′ ⋅ ′′′

′ × ′′
=

′ ′ ′
′′ ′′ ′′
′′′ ′′′ ′′′

′ × ′′2 2 . 

Απόδειξη. Έστω β καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου που 
προκύπτει από την γ µε αλλαγή παραµέτρου. Τότε η στρέψη της β στο s είναι ίση µε  
k(s)−2(β′(s)×β′′(s)) .β′′′ (s) όπου k(s)=|β′ (s)×β′′(s) | .∆εδοµένου ότι β(s)=γ(φ(s)) έχουµε 
β′(s)=γ′ (φ(s))φ′(s), β′ ′ (s)=γ′ ′(φ(s))(φ′(s))2+γ′(φ(s))φ′′(s) και β′′ ′(s)=γ′′ ′(φ(s))(φ′(s))3+ 
+3γ′′(φ(s))φ′ (s)φ′′(s)+γ′(φ(s))φ′′′ (s). Άρα (β′(s)×β′′(s)) .β′′′(s)= 
=(γ′ (φ(s))φ′(s)×γ′ ′(φ(s))(φ′(s))2).γ′′ ′(φ(s))(φ′(s))3=(γ′(φ(s))×γ′ ′ (φ(s))).γ′′ ′φ(s))(φ′(s))6. Επίσης 
|β′(s)×β′′ (s) |= |γ′ (φ(s))×γ′ ′(φ(s))|(φ′(s))3. Άρα  
τ(φ(s))=|β′(s)×β′′(s) | − 2(γ′(φ(s))×γ′ ′(φ(s))).γ′′ ′φ(s))(φ′ (s))6= 
=|γ′(φ(s))×γ′ ′ (φ(s))|−2(γ′(φ(s))×γ′ ′ (φ(s))).γ′′ ′φ(s)) και θέτοντας t=φ(s) έχουµε το ζητούµενο.  

Γνωρίζουµε ότι µια καµπύλη µε καµπυλότητα παντού 0 περιέχεται σε ευθεία. 
Σχετικά µε τον µηδενισµό της στρέψης έχουµε την ακόλουθη: 

Πρόταση 2.2.2 Έστω γ:I→R3 οµαλή καµπύλη µε  k(s)≠0 για κάθε s∈I. Τότε η γ 
περιέχεται σε ένα επίπεδο αν και µόνο αν τ(s)=0 για κάθε s∈I. 

Απόδειξη. (Υποθέτουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η γ είναι παραµετρικοποιη-
µένη ως προς το µήκος τόξου). Αν η γ ανήκει στο επίπεδο a.x=b θα έχουµε a.γ(s)=b για κάθε 
s∈I και άρα a.γ′ (s)=a.γ′′(s)=a.γ′′′(s)=0 για κάθε s∈I δηλαδή τα γ′(s),γ′′(s),γ′′′(s) είναι 
γραµµικώς εξαρτηµένα. Συνεπώς (γ′(s)×γ′′(s)).γ′′′(s)=0 που δίνει τ(s)=0 για κάθε s∈I. 
Αντιστρόφως αν τ(s)=0 για κάθε s∈I τότε το b(s) θα είναι σταθερό έστω b(s)=a για κάθε s∈I. 
Άρα a.γ′(s)=b(s).T(s)=0 δηλαδή το a.γ(s)=b=σταθ. για κάθε s∈I και η καµπύλη ανήκει στο 
επίπεδο a.x=b.  

Η παραπάνω πρόταση χρησιµοποιείται σε µερικές περιπτώσεις για τον γρήγορο 
υπολογισµό της στρέψης. Πράγµατι κάθε καµπύλη της µορφής γ(t)=f(t)a1+g(t)a2+a3 όπου τα 
διανύσµατα a1,a2,a3 είναι σταθερά είναι επίπεδη και άρα έχει στρέψη παντού (όπου k≠0) 
µηδέν. 

Η καµπυλότητα και η στρέψη σαν συναρτήσεις του µήκους τόξου, ανάλογα µε την 
περίπτωση των επίπεδων καµπύλων, καθορίζουν την καµπύλη µονοσήµαντα εκτός από 
στροφές και µεταφορές στο χώρο. Έχουµε δηλαδή το ακόλουθο:  

Θεώρηµα 2.2.1 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της θεωρίας των καµπύλων) Έστω I 
διάστηµα και k,τ:I→R µια διαφορίσιµες συναρτήσεις µε k(s)>0 για κάθε s∈I. Τότε υπάρχει 
οµαλή καµπλύλη γ:I→R3 παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε καµπυλότητα ίση 
µε k και στρέψη ίση µε τ. Αν β:I→R3 είναι άλλη µια τέτοια καµπύλη τότε η β προκύπτει από 
την γ µε κάποια στερεά κίνηση δηλαδή συνδιασµό στροφής και µεταφοράς στον χώρο. 

Απόδειξη. Έστω s0∈I σταθερό. Από την θεωρία των γραµµικών διαφορικών 
εξισώσεων προκύπτει ότι υπάρχουν µοναδικές διανυσµατικές συναρτήσεις T,n,b:I→R3 που 
ικανοποιούν τις εξισώσεις  

d
ds

k

d
ds

k

d
ds

T n

n T b

b n

=

= − +

= −

τ

τ

 

µε T(s0)=i,n(s0)=j,b(s0)=k. Θα δείξουµε ότι για κάθε s∈I το <T(s),n(s),b(s)> αποτελεί µια 
θετικά προσανατολισµένη ορθοκανονική βάση του R3. Πράγµατι αυτό ισχύει για s=s0 και οι 
έξι συναρτήσεις (T.n,n.b,T.b,T.T,n.n,b.b) ικανοποιούν το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων: 
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d
ds

k k

d
ds

k

d
ds

k

T n n n T T T b

n b T b n n b b

T b n b T n

. . . .

. . . .

. . .

= − +

= − − +

= −

τ

τ τ

τ

           

d
ds

k

d
ds

k

d
ds

T T T n

n n T n n b

b b n b

. .

. . .

. .

=

= − +

= −

2

2 2

2

τ

τ

στο I  

µε (T.n,n.b,T.b,T.T,n.n,b.b)(s0)=(0,0,0,1,1,1) (π.χ. (n.b)′=n′.b+n.b′=(−kT+τb).b+n.(−τn)). 
Αφού όµως οι σταθερές συναρτήσεις (0,0,0,1,1,1) ικανοποιούν και το σύστηµα και τις 
αρχικές συνθήκες συµπεραίνουµε ότι (T.n,n.b,T.b,T.T,n.n,b.b)=(0,0,0,1,1,1) στο I και άρα 
για κάθε s∈I το <T(s),n(s),b(s)> αποτελεί µια θετικά προσανατολισµένη ορθοκανονική βάση 
του R3. Θεωρούµε τώρα την καµπύλη: 

γ ( ) ( )s s ds= ∫T  . 
Αφού γ′  =T είναι µοναδιαίο η γ είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου και άρα 
έχει καµπυλότητα |T′(s)|=|k(s)n(s)|=k(s) αφού k(s)>0 και το n είναι µοναδιαίο. Επίσης έχουµε 
γ′′′=(kn)′ =k′n+kn′=k′n−k2T+kτb και άρα η στρέψη της γ θα είναι   
k−2(γ′×γ′′).γ′′′=k−2(T×kn).(k′n−k2T+kτb)=τ αφού τα T,n,b είναι ορθοκανονικά.  
 Αν τώρα β:I→R3 είναι άλλη µια τέτοια καµπύλη τότε µετά από ένα συνδιασµό 
µεταφοράς και στροφής A της µπορούµε να υποθέσουµε ότι Aβ(s0)=γ(s0) και ότι τα 
αντίστοιχα τρίεδρα των Aβ,γ στο s0 συµπίπτουν. ∆ηλαδή τα τρίεδρα των Aβ,γ θα ικανοποιούν 
τις ίδιες εξισώσεις και αρχικές συνθήκες και άρα θα ταυτίζονται σε όλο το I. Αφού επιπλέον 
Aβ(s0)=γ(s0) οι καµπύλες Aβ και γ συµπίπτουν. Συνεπώς η β προκύπτει από την γ µε κάποια 
στερεά κίνηση δηλαδή συνδιασµό στροφής και µεταφοράς στον χώρο.  

Ορισµός 2.2.3 Η εξισώσεις k=k(s),τ=τ(s) (καµπυλότητα και στρέψη σαν συναρτήσεις 
του µήκους τόξου) ονοµάζονται φυσικές εξισώσεις της αντίστοιχης καµπύλης. 

 
Το Θεώρηµα 1.3.1 συνεπώς λέει ότι κάθε ζεύγος εξισώσεων k=k(s),τ=τ(s) 

περιγράφουν µια µοναδική, εκτός από στροφές και µεταφορές καµπύλη, συνεπώς 
περιγράφουν την καµπύλη ανεξάρτητα από το σύστηµα συντεταγµένων. Από την απόδειξη 
προκύπτει µια µέθοδος υπολογισµού της καµπύλης. Συνήθως όµως το σύστηµα διαφορικών 
εξισώσεων που εµφανίζεται δεν µπορεί να λυθεί µε στοιχειώδεις µεθόδους. Παραδείγµατος 
χάριν οι φυσικές εξισώσεις της έλικας είναι  

k a
a b

b
a b

=
+

=
+2 2 2 2, τ . 

Τοπική συµπεριφορά καµπύλης στον χώρο.  
 Έστω γ:I→R3 οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε 
k(s)≠0 για κάθε s∈I µε 0∈I και έστω ότι (µετά ίσως από στροφή και µεταφορά της καµπύλης) 
έχουµε γ(0)=(0,0,0), T(0)=i,n(0)=j,b(0)=k, δηλαδή η καµπύλη διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων και το αντίστοιχο τρίεδρο συµπίπτει µε την κανονική βάση του R3. Τότε από τον 
τύπο του Taylor έχουµε: 

γ(s)=γ(0)+γ′(0)s+γ′′ (0) s2

2
+γ′′′ (0) s3

6
+Ο(s4) 

για s κοντά στο 0 όπου Ο(s4) σηµαίνει µια συνάρτηση r(s) µε |r(s)|≤Cs4 για κάθε s κοντά στο 
0. Επίσης γ′(0)=T(0)=i, γ′′(0)=k(0)n(0)=k(0)j και 
γ′′′(0)=k′ (0)n(0)+k(0)n′(0)=k′ (0)n(0)+k(0)(−k(0)T(0)+τ(0)b(0))=−k(0)2i+k′(0)j+τ(0)k. Άρα 
θέτοντας k=k(0),τ=τ(0),k′=k′(0) παίρνουµε 

γ(s)=(s−k2 s3

6
,k s2

2
+k′  s3

6
,τk s3

6
)+Ο(s4) 

 Κρατώντας σε κάθε συντεταγµένη τους όρους µε την µικρότερη δύναµη στο s 
συµπεραίνουµε ότι η καµπύλη γ για µικρά s προσεγγίζεται από την: 
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=)(sγ (s, k s2

2
, τk s3

6
). 

 Η προσέγγιση αυτή µας βοηθάει να καταλάβουµε την τοπική συµπεριφορά της γ 
γύρω από το 0 για την περίπτωση που τk≠0. Έτσι η προβολή της γ στο εγγύτατο επίπεδο 

(δηλαδή το xy-επίπεδο) µοιάζει µε την καµπύλη γxy(s)=(s, k s2

2
,0) δηλαδή την παραβολή 

y= 1
2

kx2, η προβολή της γ στο κάθετο επίπεδο (δηλαδή το yz-επίπεδο) µοιάζει µε την καµπύλη 

γyz(s)=(0, k s2

2
, τk s3

6
) δηλαδή την µη οµαλή καµπύλη z2= 2

9

2τ
k

x3 και τέλος η προβολή της γ 

στο ευθειοποιόν επίπεδο (δηλαδή το zx-επίπεδο) µοιάζει µε την καµπύλη γzx(s)=(s, 0, τk s3

6
) 

δηλαδή την κυβική καµπύλη z= 1
6
τkx3.  Βλέπουµε άρα ότι η στρέψη τ είναι θετική αν καθώς 

κινούµαστε πανω στην καµπύλη (µε την φορά του T) τέµνουµε το εγγύτατο επίπεδο από 
''κάτω προς τα επάνω'' όπως ορίζεται από το b ενώ αλλιώς είναι αρνητική. Επίσης από όλα τα 
επίπεδα από το 0 το ευθειοποιόν έχει την ιδιότητα η προβολή της γ σε αυτό να είναι ''ευθεία'' 
µε την καλύτερη δυνατή ακρίβεια κοντά στο 0 (ακρίβεια της τάξης x3) γεγονός που 
δικαιολογεί τον όρο ''ευθειοποιόν''. Τέλος η καµπυλότητα της γ σε κάποιο σηµείο της ισούται 
µε την καµπυλότητα της προβολής της στο εγγύτατο επίπεδο στο αντίστοιχο σηµείο.  

Εγγύτατη σφαίρα. 
Έστω γ:I→R3 οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου. 

Θεωρούµε s0∈I τέτοιο ώστε k(s0)τ(s0)≠0. Παίρνουµε s1,s2,s3,s4∈I αρκετά κοντά στο s0 και 
τέτοια ώστε τα αντίστοιχα σηµεία της καµπύλης να µην είναι συνεπίπεδα οπότε και ορίζεται 
η σφαίρα κέντρου C(s1,s2,s3,s4) και ακτίνας r(s1,s2,s3,s4) που διέρχεται από τα 
γ(s1),γ(s2),γ(s3),γ(s4). Αποδεικνύεται ότι µε την υπόθεση k(s0)τ(s0)≠0 οι σφαίρες αυτές καθώς 
τα s1,s2,s3,s4→s0 τείνουν σε κάποια οριακή σφαίρα. Η σφαίρα αυτή ονοµάζεται εγγύτατη 
σφαίρα της γ στο s0. Έστω C(s0) το κέντρο της και r(s0) η ακτίνα της. Για να τα  
υπολογίσουµε παρατηρούµε ότι η συνάρτηση f(s)=|γ(s)−C(s1,s2,s3,s4)|2 ικανοποιεί την 
f(s1)=f(s2)=f(s3)=f(s4) και άρα υπάρχουν s*,s**,s*** στο διάστηµα που ορίζουν τα s1,s2,s3,s4 
τέτοια ώστε f′(s*)=f′′(s**)=f′′′(s***)=0. Υπολογίζοντας τις τρείς παραγώγους της f έχουµε 
f′ (s)=2γ′ (s).(γ(s)−C(s1,s2,s3,s4)),  
f′′(s)=2γ′′(s).(γ(s)−C(s1,s2,s3,s4))+2|γ′(s)|2=2k(s)n(s).(γ(s)−C(s1,s2,s3,s4))+2 και 
 f′′′(s)=2γ′′′(s).(γ(s)−C(s1,s2,s3,s4))+4γ′(s).γ′′(s)=2γ′′′(s).(γ(s)−C(s1,s2,s3,s4)).  
Αλλά γ′′′=(kn)′=k′n+kn′=k′n−k2T+kτb. Άρα αφού s*,s**,s***→s0 καθώς τα s1,s2,s3,s4→s0 
θα έχουµε 

Τ(s0).(γ(s0)−C(s0))=0, k(s0)n(s0).(γ(s0)−C(s0))=−1 και 
(k′(s0)n(s0)−k2(s0)T(s0)+k(s0)τ(s0)b(s0)).(γ(s0)−C(s0))=0. 

 ∆ηλαδή θέτοντας R s
k s

( )
( )

=
1 παίρνουµε 

Τ(s0).(γ(s0)−C(s0))=0, n(s0).(γ(s0)−C(s0))=−R(s0) και b(s0).(γ(s0)−C(s0))=−
′R s
s
( )

( )
0

0τ
. 

 Συνεπώς το κέντρο της εγγύτατης σφαίρας δίνεται από την σχέση 

C(s0)=γ(s0)+R(s0)n(s0)+ ′R s
s
( )

( )
0

0τ
b(s0) 

η δε ακτίνα της από την  

r s R s
R s

s
( ) ( ) (

( )
( )

)0 0
2 0

0

2= +
′

τ
. 
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 Πρόταση 2.2.3 Μια οµαλή καµπύλη γ:I→R3 παραµετρικοποιηµένη ως προς το 
µήκος τόξου µε k(s).k′ (s).τ(s)≠0 για κάθε s∈I βρίσκεται εξ ολοκλήρου πάνω σε µια σφαίρα 
αν και µόνο αν ισχύει: 

R s R s
s

c( ) ( ( )
( )

)2 2+ ′ = =
τ

σταθ. για κάθε s∈I. 

 Απόδειξη. Αν η καµπύλη βρίσκεται πάνω σε µια σφαίρα τότε αυτή θα συµπίπτει µε 
την εγγύτατη σφαίρα σε κάθε σηµείο της απ' όπου προκύπτει το ζητούµενο. 

 Αντιστρόφως έστω ότι R s R s
s

c( ) ( ( )
( )

)2 2+
′

= =
τ

σταθ. για κάθε s∈I. Τότε 

παραγωγίζοντας παίρνουµε 2RR′  +2τ−2R′ R′′ −2τ−3(R′ )2 τ′  =0 δηλαδή τ−1R′ (Rτ+(R′ ⁄τ)′ )=0   και 
αφού τ,R′ ≠0 στο I έχουµε Rτ+(R′ ⁄τ)′ =0 στο I. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση 
β(s)=γ(s)+R(s)n(s)+τ(s)−1R′ (s)b(s). Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις του τριέδρου παίρνουµε 
β′ =T+R′ n+R(−kT+τb)+τ−1R′  (−τn)+(R′ ⁄τ)′  b=(Rτ+(R′ ⁄τ)′)b=0 στο I. Άρα β(s)=a=σταθερό 

και συνεπώς |γ(s)−a|= R s R s
s

c( ) ( ( )
( )

)2 2+
′

= =
τ

σταθ. για κάθε s∈I δηλαδή η καµπύλη γ 

βρίσκεται εξ ολοκλήρου πάνω στην σφαίρα κέντρου a και ακτίνας c.  
 Η συνθήκη k′ (s)≠0 δεν µπορεί να παραληφθεί τελείως. Παραδείγµατος χάριν αν 
a2+b2=1, ab≠0 η έλικα γ(s)=(aσυνs,aηµs,bs) είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος 
τόξου και έχει k=σταθ.≠0, τ=σταθ.≠0 άρα το R2+(R′⁄τ)2 είναι σταθερό χωρίς φυσικά η 
καµπύλη να βρίσκεται πάνω σε σφαίρα. 

 
Ασκήσεις 

1.  Να υπολογίσετε την καµπυλότητα και την στρέψη καθεµιάς από τις παρακάτω καµπύλες: (i) 
γ(t)=(a(t−ηµt),a(1−συνt),bt), t∈R, (ii) γ(t)=(3t−t3,3t2,3t+t3). 

2.  Έστω η καµπύλη γ(t)=(ηµ2t,συνtηµt,συνt), t∈[0,2π]. Να δείξετε ότι όλα τα κάθετα επίπεδα της γ 
διέρχονται από την αρχη των αξόνων.  

3.  Έστω γ:I→R3 µια οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου. Να δείξετε ότι 
αν όλα τα εγγύτατα επίπεδα της γ διέρχονται από σταθερό σηµείο τότε η καµπύλη περιέχεται σε 
ένα επίπεδο. 

4.  Αν η καµπύλη γ έχει σταθερή στρέψη τ≠0, να δείξετε ότι και η καµπύλη β(s)=−τ−1n(s)+!b(s)ds 
έχει σταθερή καµπυλότητα |τ|. 

5.  Μια καµπύλη γ:I→R3 ονοµάζεται ''έλικα'' αν οι εφαπτόµενές της σχηµατίζουν σταθερή γωνία µε 
κάποιο (σταθερό) διάνυσµα του χώρου. Αν ισχύει τ(s)≠0 για κάθε s∈I να δείξετε ότι η γ είναι 
έλικα αν και µόνον αν ο λόγος k(s)⁄τ(s) είναι σταθερός. Να δείξετε ότι η καµπύλη γ(t)=(6t,3t2,t3), 
είναι έλικα. 

6.  Να βρεθεί καµπύλη µε φυσικές εξισώσεις: k(s)=τ(s)= 2
2s

, s>0. 

7.  Να δείξετε ότι γνωρίζοντας την διανυσµατική συνάρτηση b=b(s) (δεύτερο κάθετο διάνυσµα σαν 
συνάρτηση του µήκους τόξου) µιας καµπύλης γ µε στρέψη τ≠0, µπορούµε να βρούµε την 
καµπυλότητα της καθώς και την απόλυτη τιµή της στρέψης της. 

8.  Να βρείτε όλες τις οµαλές καµπύλες γ:I→R3 (µε k≠0) όλες οι πρώτες κάθετες των οποίων 
διέρχονται από σταθερό σηµείο (πρώτη κάθετος είναι η ευθεία που διέρχεται από το γ(s) και είναι 
παράλληλη στο n(s)). 

9.  Να εξετάσετε αν υπάρχει οµαλή καµπύλη γ:I→R3 (µε k≠0) όλες οι δεύτερες κάθετες της οποίας να 
διέρχονται από σταθερό σηµείο (δεύτερη κάθετος είναι η ευθεία που διέρχεται από το γ(s) και 
είναι παράλληλη στο b(s)). 

10.  *Έστω γ:R→R3 µια οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου για την οποία 

υπάρχει συνάρτηση φ:R->R µε γ(s)= s
2

T(s)+φ(s)n(s)+ s
2

b(s), για κάθε s∈R. Αν γ(0)=( 2
2

,0,0) 

να υπολογίσετε την καµπυλότητα και την στρέψη της γ καθώς και την συνάρτηση φ.  
11.  Να δείξετε ότι η καµπυλότητα k(t0)≠0 στο σηµείο γ(t0) µιας οµαλής καµπύλης στον χώρο είναι ίση 

µε την καµπυλότητα της επίπεδης καµπύλης που είναι η ορθή προβολή της γ στο εγγύτατο επίπεδο 
της στο σηµείο γ(t0). 
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12.  Να δείξετε ότι ο εγγύτατος κύκλος µιας οµαλής καµπύλης σε κάποιο σηµείο της βρίσκεται πάνω 
στην εγγύτατη σφαίρα της στο σηµείο αυτό.  

13.  ∆ίνεται η καµπύλη γ(t)=(συνt,2ηµt,t), t∈R (έλικα πάνω σε ελλειπτικό κύλινδρο). Για t=π⁄4 να 
βρείτε: (i) την καµπυλότητα και την στρέψη της, (ii) τις εξισώσεις των χαρακτηριστικών επιπέδων 
της (εγγύτατου κλπ) και *(iii) την εξίσωση της εγγύτατης σφαίρας της. 

14.  Έστω β,γ:I→R3 οµαλές καµπύλες παραµετρικοποιηµένες ως προς το µήκος τόξου και τέτοιες 
ώστε για κάθε s∈I οι αντίστοιχες εφαπτόµενες ευθείες των β,γ στο s να ταυτίζονται. Να δείξετε ότι 
οι β και γ ταυτίζονται. 

15.  *Έστω γ οµαλή καµπύλη τέτοια ώστε για οποιαδήποτε δύο σηµεία τις οι αντίστοιχες εφαπτόµενες 
ευθείες έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σηµείο (δηλ. τέµνονται ή ταυτίζονται). Να δείξετε ότι η γ 
είναι επίπεδη. 

16.  Έστω γ:I→R3 µια οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου (µε k(s)≠0 για 
κάθε s∈I). Υποθέτουµε ότι υπάρχει σταθερό επίπεδο Π στον χώρο τέτοιο ώστε το σηµείο γ(s)+b(s) 
να ανήκει στο Π για κάθε s∈I. Αν η στρέψη της γ είναι σταθερή και ίση µε 1 να υπολογίσετε την 
καµπυλότητά της. 

17.  Έστω γ:I→R3 µια οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε σταθερή 

καµπυλότητα k≠0. Να δείξετε ότι και η καµπύλη β(s)=γ(s)+ 1
k

n(s) έχει επίσης σταθερή 

καµπυλότητα ίση µε k.  
18.  Έστω γ:I→R3 µια οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε καµπυλότητα 

k(s)>0 και στρέψη τ(s)>0. Να βρείτε την καµπυλότητα την στρέψη και το αντίστοιχο τρίεδρο της 
καµπύλης β(s)=b(s). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

3. ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΣΤΟΝ ΧΩΡΟ 
 
3.1 Παραµετρικές Επιφάνειες. Οµαλές Επιφάνειες. 
 Ανάλογα µε τις καµπύλες ορίζουµε τις παραµετρικές παραστάσεις σαν απεικονίσεις 
X:U→R3 όπου το U⊆R2 ανοικτό και η X(u,υ)=(x(u,υ),y(u,υ),z(u,υ)) έχει συνιστώσες µε 
συνεχείς µερικές κάθε τάξης στο U. Οι επιφάνειες δηλαδή θα εξαρτώνται από δύο 
παραµέτρους. Για ευκολία θα συµβολίζουµε µε Xu και Xυ τα 
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Επίσης θα χρησιµοποιούµε τον εξής συµβολισµό: 
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 Παράδειγµα. Η απεικόνιση X:R2→R3 µε 
 X(u,υ)=(x0+a1u+b1υ,y0+a2u+b2υ,z0+a3u+b3υ)  

παριστάνει παραµετρικά το επίπεδο που διέρχεται από το σηµείο X0=(x0,y0,z0) και είναι 
παράλληλο στα διανύσµατα a=(a1,a2,a3) και b=(b1,b2,b3) µε την προυπόθεση όµως ότι τα 
διανύσµατα a,b είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Αν όµως τα a και b είναι γραµµικώς 
εξαρτηµένα τότε  το X(R2) εκφυλίζεται σε ευθεία ή σηµείο και άρα δεν µοιάζει µε διδιάστατο 
αντικείµενο. 
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 Για να εξασφαλίσουµε το ότι µια παραµετρική παράσταση παραµετρικοποιεί µια 
επιφάνεια δηλαδή ένα διδιάστατο αντικείµενο θα δώσουµε µια συνθήκη µη εκφυλισµού στον 
επόµενο: 
 Ορισµός 3.1.1 Παραµετρική επιφάνεια στο χώρο ονοµάζεται κάθε διαφορίσιµη 
απεικόνιση X:U→R3 όπου το U⊆R2 ανοικτό, τέτοια ώστε για κάθε q=(u0,υ0)∈U τα 
διανύσµατα Xu(q) και Xυ(q) του R3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. ∆ηλαδή Xu(q)×Xυ(q)≠0 για 
κάθε q∈U. 
 Η Xu(q)×Xυ(q)≠0 ισχύει αν και µόνο αν τουλάχιστον µια από τις ορίζουσες  
∂
∂ υ

∂
∂ υ

∂
∂ υ

( , )
( , )

( ), ( , )
( , )

( ), ( , )
( , )

( )x y
u

q y z
u

q z x
u

q δεν είναι µηδέν. 

 Αν τώρα X:U→R3 είναι µια παραµετρική επιφάνεια και q=(u0,υ0)∈U τότε από τον 
τύπο του Taylor για συναρτήσεις δύο µεταβλητών έχουµε: 

X(u,υ)=X(u0,υ0)+(u−u0)Xu(u0,υ0)+(υ−υ0)Xυ(u0,υ0)+R(u,υ) 
όπου |R(u,υ)|≤C(|u−u0| 2+|υ−υ0| 2) για (u,υ) κοντά στο (u0,υ0). Η απεικόνιση τώρα  

 Εq(u,υ)=X(u0,υ0)+(u−u0)Xu(u0,υ0)+(υ−υ0)Xυ(u0,υ0) 
παριστάνει επίπεδο λόγω της γραµµικής ανεξαρτησίας των Xu(u0,υ0) και Xυ(u0,υ 0) και αφού  
|X(u,υ)−Εq(u,υ)|≤C(|u−u0| 2+|υ−υ0| 2) για (u,υ) κοντά στο q=(u0,υ0) το Εq είναι το επίπεδο που 
προσεγγίζει την X κατά τον καλύτερο τρόπο κοντά στο (u0,υ0). 
 Το διάνυσµα  

N( )
( ) ( )
( ) ( )

q
X q X q
X q X q

u

u

=
×
×

υ

υ

 

θα ονοµάζεται το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα της παραµετρικής επιφάνειας X στο q. Η 
καρτεσιανή εξίσωση του αντίστοιχου εφαπτόµενου επιπέδου άρα είναι: 

N(q).(x−X(q))=0. 
 Παράδειγµα. Για την παραµετρική επιφάνεια X(u,υ)=(u,υ,u2+υ2) και q=(1,2) έχουµε 

Xu(q)=(1,0,2), Xυ(q)=(0,1,4) και N(q)= 1
21

(−2,−4,1). Συνεπώς το αντίστοιχο εφαπτόµενο 

επίπεδο έχει παραµετρική παράσταση Εq(u,υ)=(u,υ,2u+4υ−5) και καρτεσιανή εξίσωση  
−2x−4y+z=−3. 
 Ένα διάνυσµα w του R3 θα λέγεται εφαπτόµενο της παραµετρικής επιφάνειας X στο 
q αν είναι παράλληλο στο αντίστοιχο εφαπτόµενο επίπεδο. ∆ηλαδή αν υπάρχουν λ,µ∈R 
τέτοια ώστε w=λXu(q)+µXυ(q). Το σύνολο άρα όλων των εφαπτόµενων διανυσµάτων είναι 
ένας διδιάστατος υπόχωρος του R3 και τα διανύσµατα Xu(q) και Xυ(q) αποτελούν µια βάση 
του. Θα συµβολίζουµε τον υπόχωρο αυτό µε TqX και θα τον ονοµάζουµε επίσης εφαπτόµενο 
επίπεδο της X στο q. Αν θεωρήσουµε επίσης το διαφορικό (DX)q:R2→R3 (το οποίο είναι µια 
γραµµική και βάση του ορισµού 3.1.1 ένα προς ένα απεικόνιση) της απεικόνισης X στο q 
παρατηρούµε ότι (DX)q((1,0))=Xu(q) και (DX)q((0,1))=Xυ(q) συµπεραίνουµε ότι  

TqX=(DX)q(R2) 
δηλαδή το εφαπτόµενο επίπεδο της X στο q ταυτίζεται µε την εικόνα του διαφορικού της X 
στο q. 
 Οι καµπύλες που είναι εικόνες των ευθύγραµµων τµηµάτων u=σταθ. και υ=σταθ. 
µέσω της X ονοµάζονται συντεταγµένες γραµµές της επιφάνειας. Η συντεταγµένη γραµµή  
γ(u)=X(u,c1) (δηλαδή υ=c1 σταθερό) έχει εφαπτόµενο διάνυσµα το Xu ενώ η β(υ)=X(c2,υ) 
(δηλαδή u=c2 σταθερό) έχει εφαπτόµενο διάνυσµα το Xυ. 
 Σχετικά µε την αλλαγή παραµέτρου έχουµε τον ακόλουθο: 
 Ορισµός 3.1.2 Θα λέµε ότι η Y:V→R3 προκύπτει από την παραµετρική επιφάνεια 
X:U�R3 µε αλλαγή των παραµέτρων αν υπάρχει µια (C∞) αµφιδιαφόριση φ:V�U (επί) τέτοια 
ώστε  

Y(s,t)=X(φ(s,t)) για κάθε (s,t)∈V. 
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 Προφανώς οι X,Y παραµετρικοποιούν το ίδιο σύνολο. Όσο για τα εφαπτόµενα 
επίπεδα γράφουµε φ(s,t)=(u(s,t),υ(s,t)) και χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας 
παίρνουµε: 
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αφού η φ είναι αµφιδιαφόριση. Συνεπώς η Y είναι επίσης παραµετρική επιφάνεια και 
επιπλέον οι X,Y έχουν στα αντίστοιχα σηµεία το ίδιο εφαπτόµενο επίπεδο, δηλαδή 

TbY≡Tφ(b)X  για κάθε b∈V. 
Για τους παραπάνω λόγους θα θεωρούµε τις παραµετρικές επιφάνειες X,Y ισοδύναµες.  
 Παράδειγµα. Οι X(u,υ)=(u,υ,uυ) και Y(s,t)=(s+t,s−t,s2−t2) σχετίζονται µε την 
αλλαγή παραµέτρων u=s+t,υ=s−t (δηλαδή φ(s,t)=(s+t,s−t)) που είναι προφανώς µια 
αµφιδιαφόριση του R2. 
 ∆εδοµένου ότι µια παραµετρική επιφάνεια εν γένει µπορεί να τέµνει τον εαυτό της 
(δηλαδή η απεικόνιση X µπορεί να µην είναι ένα προς ένα) δεν µπορούµε να µιλάµε για το 
εφαπτόµενο επίπεδο της X στο σηµείο της p∈X(U) (διότι το p µπορεί να είναι εικόνα 
περισσότερων από ενός σηµείου του U). Για αυτό τον λόγω, συν το γεγονός ότι είναι γενικά 
δύσκολο να µελετηθεί το πώς µια επιφάνεια µπορεί να τέµνει τον εαυτό της, θα 
περιοριστούµε στην µελέτη των ακόλουθων επιφανειών: 
 Ορισµός 3.1.3 Η παραµετρική επιφάνεια X:U→R3 θα ονοµάζεται οµαλή αν η 
απεικόνιση X:U→X(U) είναι ένας οµοιοµορφισµός του ανοικτού υποσυνόλου U του R2 µε το 
X(U) εφοδιασµένο µε την σχετική από τον R3 τοπολογία. Το υποσύνολο S=X(U) του R3 
ονοµάζεται ίχνος της παραµετρικής επιφάνειας X. 
 ∆ηλαδή εκτός από τις συνθήκες του ορισµού 3.1.1 θέλουµε η X:U→R3 να είναι ένα 
προς ένα και η X−1:X(U)→U να είναι συνεχής. Το τελευταίο συµβαίνει αν και µόνο αν για 
κάθε V⊆U ανοικτό το X(V) είναι ένα σχετικώς ανοικτό υποσύνολο του X(U), δηλαδή υπάρχει 
W⊆R3 ανοικτό τέτοιο ώστε X(V)=X(U)∩W.  
 Παρατήρηση. Η απαίτηση η X να είναι ένα προς ένα δεν αρκεί. Παραδείγµατος 
χάριν η παραµετρική επιφάνεια του παρακάτω σχήµατος είναι ένα προς ένα αλλά δεν είναι 
οµαλή. 
 
 Παραδείγµατα. 1) Γράφηµα. Αν U⊆R2 είναι ανοικτό και f:U→R είναι διαφορίσιµη 
τότε το ''γράφηµά'' της X:U→R3 µε X(u,υ)=(u,υ,f(u,υ)) είναι οµαλή επιφάνεια. Πράγµατι τα 
Xu=(1,0,fu), Xυ=(1,0,fυ) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα η X είναι ένα προς ένα και η                 
X−1:X(U)→U είναι συνεχής ως ο περιορισµός της προβολής pr:R3→R2 µε pr(x,y,z)=(x,y) στο 
X(U). 
2) Η X:U(=(0,2π)×(0,π))→R3 µε X(u,υ)=(συνuηµυ,ηµuηµυ,συνυ) είναι οµαλή παραµετρική 
επιφάνεια. Το ίχνος της είναι η µοναδιαία σφαίρα S2={(x,y,z)∈R3:x2+y2+z2=1} εκτός από ένα 
ηµικύκλιο. Υπολογίζοντας το κάθετο διάνυσµα βρίσκουµε N(u,υ)=−X(u,υ) δηλαδή την 
γνωστή ιδιότητα ότι κάθε ακτίνα της σφαίρας είναι κάθετη στο αντίστοιχο εφαπτόµενο 
επίπεδο της σφαίρας. Τα u,υ σχετίζονται µε τις γεωγραφικές συντεταγµένες της σφαίρας. 
Έτσι οι συντεταγµένες γραµµές u=σταθ. ονοµάζονται µεσηµβρινοί και οι υ=σταθ. 
παράλληλοι. Όλη η σφαίρα S2 δεν µπορεί να παρουσιαστεί σαν το ίχνος οµαλής 
παραµετρικής επιφάνειας αφού το συµπαγές σύνολο S2 δεν µπορεί να είναι οµοιοµορφικό µε 
κάποιο ανοικτό υποσύνολο του R2. 
 Η χρησιµότητα των γραφηµάτων προκύπτει από το επόµενο (αντίστοιχο της 
πρότασης 1.1.1): 
 Θεώρηµα 3.1.1 Έστω η παραµετρική επιφάνεια X:U→R3 και το σηµείο q∈U. Τότε 
υπάρχει ανοικτή περιοχή V⊆U του q τέτοια ώστε η παραµετρική επιφάνεια X|V:V→R3 
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(περιορισµός της X στο V) να είναι ισοδύναµη (να προκύπτει δηλαδή µε αλλαγή παραµέτρων) 
µε το γράφηµα διαφορίσιµης συνάρτησης τουλάχιστον µιας από τις µορφές z=f(x,y), x=g(y,z), 
y=h(z,x). Ειδικότερα αν η X:U→R3 είναι οµαλή τότε για κάθε p∈X(U) υπάρχει W⊆R3 
ανοικτό µε p∈W και τέτοιο ώστε το σύνολο X(U)∩W να είναι το γράφηµα διαφορίσιµης 
συνάρτησης τουλάχιστον µιας από τις παραπάνω µορφές. 

Απόδειξη. Ως γνωστόν τουλάχιστον µια από τις ορίζουσες ∂
∂ υ
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q ≠0. Θεωρούµε την προβολή pr:R3→R2 µε pr(x,y,z)=(x,y) και 

ορίζουµε την απεικόνιση φ:U→R2 µε φ(u,υ)=proX(u,υ)=(x(u,υ),y(u,υ)). Η Ιακωβιανή 

ορίζουσα της φ στο q είναι  ∂
∂ υ
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q ≠0. Συνεπώς από το Θεώρηµα Αντίστροφης 

Απεικόνισης υπάρχει ανοικτή περιοχή V⊆U του q τέτοια ώστε η φ:V→φ(V) να είναι µια 
αµφιδιαφόριση του V επί του ανοικτού A=φ(V)⊆R2. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση 
Y:A→R3 µε  

Y(s,t)=X(φ−1(s,t)) για κάθε (s,t)∈A. 
H Υ προκύπτει από την X|V µε αλλαγή παραµέτρων, είναι άρα παραµετρική επιφάνεια. Θα 
δείξουµε ότι η Y προέρχεται από γράφηµα. Πράγµατι για κάθε (s,t)∈A έχουµε  

 proY(s,t)= proX(φ−1(s,t))=φ(φ−1(s,t))=(s,t) 
άρα Y(s,t)=(s,t,f(s,t)) όπου η f:A→R είναι διαφορίσιµη. 
 Οµοίως εργαζόµαστε αν κάποια άλλη από τις τρείς ορίζουσες δεν µηδενίζεται. Αν 
∂
∂ υ

( , )
( , )

( )y z
u

q ≠0 θα έχουµε γράφηµα της µορφής x=g(y,z) (δηλαδή Y(s,t)=(g(s,t),s,t)) ενώ αν 

∂
∂ υ

( , )
( , )

( )z x
u

q ≠0 της µορφής y=h(z,x) (δηλαδή Y(s,t)=(t,h(s,t),s)). 

 Αν τωρα η X είναι οµαλή παραµετρική επιφάνεια αρκεί να παρατηρήσουµε ότι το 
αντίστοιχο X(V) είναι ένα σχετικώς ανοικτό υποσύνολο του X(U), δηλαδή υπάρχει W⊆R3 
ανοικτό τέτοιο ώστε X(V)=X(U)∩W.   
 Επειδή όπως είδαµε η σφαίρα S2 δεν µπορεί να παρασταθεί από µια οµαλή 
παραµετρική επιφάνεια, θέλουµε όµως να την συµπεριλάβουµε στις επιφάνειες, δίνουµε τον 
ακόλουθο: 
 Ορισµός 3.1.3 Το υποσύνολο S του R3 θα ονοµάζεται οµαλή επιφάνεια αν για κάθε 
p∈S υπάρχει ανοικτή περιοχή W⊆R3 του p και οµαλή παραµετρική επιφάνεια X:U→R3 
τέτοια ώστε για το ίχνος της έχουµε X(U)=S∩W. Η X:U→R3 θα ονοµάζεται 
παραµετρικοποίηση της S κοντά στο p. Η X−1:S∩W→U ονοµάζεται χάρτης ή σύστηµα 
συντεταγµένων. 
 Για να δείξουµε άρα ότι το S είναι οµαλή επιφάνεια αρκεί να βρούµε µια οικογένεια 
από οµαλές παραµετρικές επιφάνειες {Xi:Ui→R3, i∈Ι} (όπου το σύνολο δεικτών I µπορεί να 
είναι πεπερασµένο ή άπειρο) τέτοια ώστε τα αντίστοιχα ίχνη {Xi(Ui), i∈Ι} να αποτελούν µια 
σχετικώς ανοικτή κάλυψη του S. Έτσι κάθε οµαλή παραµετρική επιφάνεια είναι και οµαλή 
επιφάνεια (η κάλυψη αποτελείται από ένα µόνο σύνολο). 
 Παράδειγµα. Η µοναδιαία σφαίρα S2={(x,y,z)∈R3:x2+y2+z2=1} είναι οµαλή 
επιφάνεια. Πράγµατι αρκεί να θέσουµε U={(u,υ)∈R2: u2+υ2<1} και να θεωρήσουµε τις 
οµαλές παραµετρικές επιφάνειες (γραφήµατα) Xi:U→R3 (i=1,2,...,6) µε: 

).,1,(),(),,1,(),(),,,1(),(

),,,1(),(),1,,(),(),1,,(),(
22

6
22

5
22

4

22
3

22
2

22
1

uuuXuuuXuuuX

uuuXuuuXuuuX

υυυυυυυυυ

υυυυυυυυυ

−−−=−−=−−−=

−−=−−−=−−=

 



 20

Καθεµιά από τις παραπάνω παραµετρικοποιεί ένα ανοικτό ηµισφαίριο η ένωση των οποίων 
καλύπτει την σφαίρα. 
 Περισσότερα παραδείγµατα προκύπτουν από σύνολα που ικανοποιούν µια 
καρτεσιανή εξίσωση. Αν W⊆R3 ανοικτό και F:W→R είναι διαφορίσιµη θα λέµε ότι το 
a∈F(W) είναι οµαλή τιµή της F αν για κάθε p∈W µε F(p)=a ισχύει ∇F(p)≠0 (δηλαδή µια 
τουλάχιστον από τις µερικές παραγώγους Fx(p),Fy(p),Fz(p) είναι διάφορη του µηδενός).  
 Θεώρηµα 3.1.2 Έστω W⊆R3 ανοικτό, F:W→R διαφορίσιµη και a∈F(W) οµαλή τιµή 
της F. Τότε το σύνολο  

S=F−1({a})={(x,y,z)∈W : F(x,y,z)=a} 
είναι οµαλή επιφάνεια. Επιπλέον για κάθε p∈S=F−1({a}) το διάνυσµα ∇F(p)(≠0) είναι κάθετο 
στην S στο p. 
 Απόδειξη. Έστω p=(x0 ,y0 ,z0)∈S. Υποθέτουµε ότι Fz(p)≠0. Τότε από το Θεώρηµα Πε-
πλεγµένης Συνάρτησης συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν ανοικτές περιοχές W1⊆W του p και 
U⊆R2 του (x0 ,y0) καθώς και µια διαφορίσιµη συνάρτηση g:U→R µε g(x0 ,y0)= z0 και τέτοια 
ώστε ''(x,y,z)∈W1 και F(x,y,z)=a'' αν και µόνο αν ''(x,y)∈U και z=g(x,y)''. Συνεπώς η X:U→R3 
µε X(u,υ)=(u,υ,g(u,υ)) είναι µια οµαλή παραµετρική επιφάνεια (γράφηµα) µε X(U)=S∪W1. 

Σχετικά µε το κάθετο διάνυσµα παρατηρούµε καταρχήν ότι το 
Xu(x0,y0)×Xυ(x0,y0)=(1,0,gx(x0,y0))×(0,1,gy(x0,y0))=(−gx(x0,y0),−gy(x0,y0),1) είναι κάθετο στην S 
στο p. Εξάλλου παραγωγίζοντας την σχέση F(x,y,g(x,y))=a παίρνουµε 

 Fx(x,y,g(x,y))+Fz(x,y,g(x,y))gx(x,y)=0 και Fy(x,y,g(x,y))+Fz(x,y,g(x,y))gy(x,y)=0. 
Άρα το ∇F(x0 ,y0 ,z0) είναι συγγραµµικό µε το Xu(x0,y0)×Xυ(x0,y0): 

∇F(x0 ,y0 ,z0)=Fz(x0 ,y0 ,z0)Xu(x0,y0)×Xυ(x0,y0)≠0. 
Ανάλογα εργαζόµαστε αν Fx(p)≠0 ή Fy(p)≠0.  

 Παραδείγµατα. 1) Έστω W=R3\{0} a>0 και η διαφορίσιµη F:W→R µε  
F x y z x y a z x y z a a x y( , , ) ( )= + − + = + + + − +2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 . 

Αν 0<r<a θα δείξουµε ότι το r 2 είναι οµαλή τιµή της F. Πράγµατι αν 

F x ax

x y
F y ay

x y
F zx y z= −

+
= = −

+
= = =2 2 0 2 2 0 2 0

2 2 2 2
, ,  

τότε z=0 και x x y a y x y a( ) ( )2 2 2 2 0+ − = + − =  άρα αφού (x,y)≠(0,0), x y a2 2+ = . 
∆ηλαδή F(x,y,z)=0≠r 2. Αφού r<a θα έχουµε F(x,y,z)≠r 2 σε µια περιοχή της ευθείας (0,0,z) απ' 
όπου προκύπτει ότι η οµαλή επιφάνεια T=F−1({r 2}) είναι συµπαγής. Η T ονοµάζεται σπείρα 
(torus) και µπορεί να προκύψει από τον κύκλο (y−a)2+z2=r 2 του yz-επιπέδου µε περιστροφή 
γύρω από τον άξονα των z. (Αν a<r το σύνολο που προκύπτει µε ανάλογο τρόπο δεν είναι 
οµαλή επιφάνεια εξαιτίας των σηµείων που τέµνεται µε τον άξονα των z.) 
 2) Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει. Παραδείγµατος χάριν αν 
F(x,y,z)=z2 τότε το 0 δεν είναι οµαλή τιµή της αλλά το F−1({a})=το xy-επίπεδο, είναι οµαλή 
επιφάνεια. 
 3) Αν F(x,y,z)=x2+y2−z2 τότε το a∈R είναι οµαλή τιµή της F αν και µόνο αν a≠0. Ως 
γνωστόν η S=F−1({a}) είναι µονόχωνο υπερβολοειδές αν a>0, δίχωνο υπερβολοειδές αν a<0 
και δίχωνος κώνος (που δεν είναι οµαλή επιφάνεια) αν a=0. 
 Συνδιάζοντας το Θεώρηµα 3.1.1 και τον Ορισµό 3.1.3 συµπεραίνουµε ότι αν η S 
είναι οµαλή επιφάνεια τότε για κάθε p∈S υπάρχει ανοικτή περιοχή W⊆R3 του p τέτοια ώστε 
το S∪W να είναι γράφηµα (ενός τουλάχιστον από τους τρείς τύπους). Συνεπώς κάθε οµαλή 
επιφάνεια τοπικά είναι γράφηµα διαφορίσιµης συνάρτησης. Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα 
αυτή µπορούµε να δείξουµε ότι κάποια σύνολα δεν είναι οµαλές επιφάνειες. Παραδείγµατος 
χάριν ο µονόχωνος κώνος K={(x,y,z)∈R3 : x2+y2−z2 και z≥0} δεν είναι οµαλή επιφάνεια. 
Πράγµατι θεωρώντας το σηµείο του p=(0,0,0) παρατηρούµε ότι σε καµία περιοχή του p ο K 
δεν µπορεί να είναι γράφηµα της µορφής x=g(y,z) ή της µορφής y=h(z,x) αφού οι προβολες 
από τον K στα επίπεδα yz και zx δεν είναι ένα προς ένα σε καµία περιοχή του p. Εξάλλου ο K 
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είναι το γράφηµα της συνάρτησης f x y x y( , )= +2 2 η οποία όµως δεν είναι διαφορίσιµη 
στο (0,0). Άρα ο K δεν είναι οµαλή επιφάνεια. 
 Θα δείξουµε τώρα ότι όλες οι παραµετρικοποιήσεις κοντά σε κάποιο σηµείο µιας 
οµαλής επιφάνειας είναι ουσιαστικά ισοδύναµες. 
 Θεώρηµα 3.1.3 (Αλλαγής Παραµέτρων) Έστω S οµαλή επιφάνεια, p∈S και X:U→S 
και Y:V→S οµαλές παραµετρικοποιήσεις της S γύρω από το p, δηλαδή p∈X(U) ∩Y(V)=A. 
Τότε η απεικόνιση  

h=X−1oY : Y−1(A)→X−1(A) 
είναι µια αµφιδιαφόριση µεταξύ ανοικτών υποσυνόλων του R2. Συνεπώς οι 
παραµετρικοποιήσεις X:U→S και Y:V→S είναι ισοδύναµες σε µια περιοχή του p.  
 Απόδειξη. Το A είναι σχετικώς ανοικτό υποσύνολο του S και αφού οι X,Y είναι 
οµοιοµορφισµοί συµπεραίνουµε ότι τα Y−1(A),X−1(A) είναι ανοικτά υποσύνολα του R2 και ότι 
η h=X−1oY είναι οµοιοµορφισµός. Έστω τώρα q∈Y−1(A) και Z µια παραµετρικοποίηση της S 
γύρω από το Y(q)∈A η οποία προέρχεται από γράφηµα διαφορίσιµης συνάρτησης 
(χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.1.1). Υποθέτουµε ότι το γράφηµα είναι της µορφής z=f(x,y) 
δηλαδή Z(s,t)=(s,t,f(s,t)) σε µια περιοχή του q (ανάλογα εργαζόµαστε στις άλλες περιπτώ-
σεις). Επειδή h=(Z−1οX)−1ο(Z−1οY) κοντά στο q αρκεί να δείξουµε ότι οι Z−1οX και Z−1οY είναι 
αµφιδιαφορίσεις σε µια περιοχή του q. 
 Αν λοιπόν X(u,υ)=(x(u,υ),y(u,υ),z(u,υ)) τότε, z(u,υ)=f(x(u,υ),y(u,υ)) κοντά στο q άρα 

Z−1οX(u,υ)=Z−1(x(u,υ),y(u,υ),f(x(u,υ),y(u,υ)))=(x(u,υ),y(u,υ)) 

και η Ιακωβιανή της ορίζουσα στο q είναι ίση µε ∂
∂ υ

( , )
( , )

( )x y
u

q . Αν η ορίζουσα αυτή ήταν 0 

τότε ο Ιακωβιανός πίνακας της (DX)q ο οποίος είναι ίσος µε (αν q1=(x(q),y(q))) 
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και θα έχει άρα βαθµό µικρότερο από 2, αφού η τρίτη γραµµή του είναι γραµµικός 

συνδιασµός των δύο πρώτων οι οποίες έχουν ορίζουσα µηδέν, άτοπο. Άρα ∂
∂ υ

( , )
( , )

( )x y
u

q ≠0 και 

συνεπώς από το Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης η Z−1οX είναι αµφιδιαφόριση σε µια 
περιοχή του q. Οµοίως αποδεικνύεται ότι και η Z−1οY είναι αµφιδιαφόριση σε µια περιοχή του 
q.  
 Πόρισµα 3.1.1 Έστω X:U→R3 οµαλή παραµετρική επιφάνεια και α:I→R3 
διαφορίσιµη παραµετρική καµπύλη µε α(I)⊆X(U) (δηλαδή η α βρίσκεται πάνω στην 
επιφάνεια). Τότε η καµπύλη β=X−1οα:I→R2 είναι µια διαφορίσιµη παραµετρική καµπύλη. 
 Απόδειξη. Η β είναι συνεχής αφού η X:U→X(U) είναι οµοιοµορφισµός. Έστω t0∈I 
και Z παραµετρικοποίηση ''γράφηµα'' γύρω από το γ(t0) της οµαλής επιφάνειας X(U) 
(Θεώρηµα 3.1.1). Τότε σε µια περιοχή του t0 θα έχουµε β(t)=(X−1οZ)ο(Z−1ογ)(t) και αφού από 
το Θεώρηµα 3.1.3 η X−1οZ είναι τοπική αµφιδιαφόριση αρκεί να δείξουµε ότι η Z−1ογ είναι 
διαφορίσιµη σε µια περιοχή του t0. Αυτό όµως προκύπτει από το γεγονός ότι η Z−1 είναι 
προβολή σε κάποιο από τα συντεταγµένα επίπεδα. Π.χ. αν Z(u,υ)=(u,υ,f(u,υ)) τότε για κάθε 
p=(x,y,z)∈X(U) κοντά στο γ(t0) θα έχουµε  Z−1(p)=(x,y).  
 Έτσι κάθε καµπύλη πάνω σε µια οµαλή επιφάνεια µπορεί να γραφεί τοπικά στην 
µορφή α(t)=X(u(t),υ(t)). Θα λέµε ότι η α δίνεται παραµετρικά. 
 Παράδειγµα. Η σφαίρα S2 µπορεί να καλυφθεί µε δύο µόνο παραµετρικοποιήσεις 
(µε µια δεν µπορεί) ως εξής. Έστω N=(0,0,1) ο ''βόρειος πόλος'' της και S=(0,0,−1) ο ''νότιος''. 
Θεωρούµε τις κεντρικές προβολές από τους δύο πόλους στο επίπεδο xy. Αυτές ονοµάζονται 
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''στερεογραφικές προβολές'' και δίνονται από τις απεικονίσεις πN :S2\{N}→R2 και 
πS :S2\{S}→R2 όπου 

π πN Sx y z x
z

y
z

x y z x
z

y
z

( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ).=
− −
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+ +1 1 1 1

 

 Οι απεικονίσεις X=πN
−1:R2→S2\{N} και Y=πS

−1:R2→S2\{S} είναι δύο οµαλές 
παραµετρικοποιήσεις της σφαίρας που την καλύπτουν. Έχουµε 
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Επίσης  X(R2) ∩Y(R2)=S2\{N,S}, X−1(S2\{N,S})=Y−1(S2\{N,S})=R2\{(0,0)} και η απεικόνιση 
αλλαγής παραµέτρων h=X−1oY : R2\{(0,0)}→R2\{(0,0)} είναι η αµφιδιαφόριση: 

h s t s
s t

t
s t

( ,. ) ( , )=
+ +2 2 2 2  για (s,t)∈R2\{(0,0)}. 

 Συνδιάζοντας το παραπάνω Θεώρηµα µε το γεγονός ότι ισοδύναµες οµαλές 
παραµετρικοποιήσεις έχουν στα αντίστοιχα σηµεία το ίδιο εφαπτόµενο επίπεδο µπορούµε να 
δώσουµε τον ακόλουθο: 
 Ορισµός 3.1.4 Αν S είναι οµαλή επιφάνεια και p∈S τότε ονοµάζουµε εφαπτόµενο 
επίπεδο της S στο σηµείο της p και το συµβολίζουµε µε TpS τον υπόχωρο (διάστασης 2) TqX 
του R3 όπου X:U→R3 µια παραµετρικοποίηση της S κοντά στο p και X(q)=p. ∆ηλαδή 

TpS=(DX)q(R2). 
 Το γεγονός ότι το TpS είναι ανεξέρτητο της παραµετρικοποίησης προκύπτει από τα 
παραπάνω. Η επόµενη πρόταση χαρακτηρίζει τον TpS ανεξάρτητα από παραµετρικοποιήσεις. 
 Πρόταση 3.1.1 Το TpS είναι το σύνολο όλων των διανυσµάτων w του R3 για τα 
οποία υπάρχει ε>0 και διαφορίσιµη καµπύλη α:(−ε,ε)→S⊆R3 τέτοια ώστε  

α(0)=p και α′(0)=w. 
 Απόδειξη. Έστω X:U→S οµαλή παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p. Αν w∈TpS 
θα υπάρχουν λ,µ∈R µε w=λXu(q)+µXυ(q) όπου q=X−1(p). Έστω γ(t)=X(q+(λ,µ)t), |t|<ε (όπου 
το ε>0 είναι αρκετά µικρό ώστε το q+(λ,µ)t∈U για |t|<ε). Τότε α(0)=p και από τον κανόνα της 
αλυσίδας έχουµε α′(0)=λXu(q)+µXυ(q)=w. 
 Αντιστόφως αν α:(−ε,ε)→S⊆R3 διαφορίσιµη καµπύλη τέτοια ώστε α(0)=p τότε 
υπάρχει 0<δ<ε τέτοιο ώστε α((−δ,δ))⊆X(U) (η α είναι συνεχής) και άρα σύµφωνα µε το 
Πόρισµα 3.1.1 η β=X−1οα:(−δ,δ)→U είναι διαφορίσιµη. Γράφοντας β(t)=(u(t),υ(t)) παίρνουµε 
α(t)=X(u(t),υ(t)) και αφού β(0)=q θα έχουµε α′(0)= u′(0)Xu(q)+υ′(0)Xυ(q)∈TpS.  
 
3.2 ∆ιαφορικός λογισµός σε οµαλές επιφάνειες. 
 Πολλές έννοιες του ∆ιαφορικού λογισµού γενικεύονται για απεικονίσεις µεταξύ 
οµαλών επιφανειών. Καταρχήν έχουµε τον εξής: 
 Ορισµός 3.2.1 (1) Έστω S οµαλή επιφάνεια και p∈S. Η συνάρτηση f:S→R θα 
λέγεται διαφορίσιµη στο p αν υπάρχει (οµαλή) παραµετρικοποίηση X:U→S της S γύρω από 
το p τέτοια ώστε η foX:U→R να είναι διαφορίσιµη C∞ σε µια περιοχή του q=X−1(p). 
 (2) Έστω S1,S2 οµαλές επιφάνειες και p∈S1. Η απεικόνιση f:S1→S2 θα λέγεται 
διαφορίσιµη στο p αν υπάρχουν (οµαλές) παραµετρικοποιήσεις X:U→S1,Y:V→S2 των S1,S2 
γύρω από τα p,f(p) αντίστοιχα τέτοιες ώστε f(X(U))⊆Y(V) και η Y−1ofoX:U→V να είναι 
διαφορίσιµη C∞ σε µια περιοχή του q=X−1(p). Η h=Y−1ofoX:U→V θα λέγεται τοπική 
παράσταση της f ως προς τις παραµετρικοποιήσεις X,Y. 
 Μια f όπως παραπάνω θα λέγεται διαφορίσιµη αν είναι διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο 
του πεδίου ορισµού της. 
 Παρατήρηση. Ο ορισµός είναι ανεξάρτητος των παραµετρικοποιήσεων. Πράγµατι 
αν X1:U1→S1,Y1:V1→S2 είναι δύο άλλες παραµετρικοποιήσεις µε p∈X1(U1)), f(X1(U1))⊆Y1(V1) 
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τότε η Y1
−1ofoX1=(Y1

−1oY)o(Y−1ofoX)o(X−1oX1) είναι διαφορίσιµη C∞ σε µια περιοχή του X1
−1(p) 

αφού οι (X−1oX1), (Y1
−1oY) είναι τοπικές αµφιδιαφορίσεις. 

 Παράδειγµα. Η f:S2→S2 µε f(x,y,z)=(−x,−y,−z) είναι διαφορίσιµη. Παίρνοντας π.χ. 
την X u u u( , ) ( , , )υ υ υ= − −1 2 2 για το πεδίο ορισµού της (άνω ηµισφαίριο) η Y θα πρέπει να 
παραµετρικοποιεί το κάτω ηµισφαίριο άρα µπορούµε να πάρουµε την 
Y u u u( , ) ( , , )υ υ υ= − − −1 2 2 οπότε η αντίστοιχη τοπική παράσταση είναι Y−1ofoX(u,υ)=      
=(−u,−υ) που είναι διαφορίσιµη. 
 Γενικώτερα ισχύει η ακόλουθη: 
 Πρόταση 3.2.1 Έστω F:W→R3 διαφορίσιµη C∞ στο ανοικτό W⊆R3 και S1,S2 οµαλές 
επιφάνειες τέτοιες ώστε S1⊆W και F(S1)⊆S2. Τότε η απεικόνιση f= F S1

:S1→S2 είναι 

διαφορίσιµη. Οµοίως αν η F:W→R είναι C∞ τότε η απεικόνιση f= F S1
:S1→R είναι 

διαφορίσιµη. 
 Απόδειξη. Η f είναι προφανώς συνεχής και άρα για κάθε p∈S1 υπάρχουν (οµαλές) 
παραµετρικοποιήσεις X:U→S1,Y:V→S2 των S1,S2 γύρω από τα p,f(p) αντίστοιχα τέτοιες ώστε 
f(X(U))⊆Y(V) και η Y:V→S2 να είναι γράφηµα. Τότε η Y−1 είναι προβολή σε κάποιο από τα 
συντεταγµένα επίπεδα και η FοX:U→R3 είναι C∞ σαν σύνθεση τέτοιων. Η σχέση F(S1)⊆ S2 
δίνει Y−1ofoX= Y−1oFoX στο U και άρα η τοπική παράσταση είναι C∞. Η απόδειξη της 
δεύτερης πρότασης είναι παρόµοια.  
 Παράδειγµα. Για κάθε p0,u∈R3 και κάθε οµαλή επιφάνεια S οι συναρτήσεις 
f,h:S→R µε f(p)=|p−p0|2 και h(p)=u.(p−p0) είναι διαφορίσιµες ως περιορισµοί C∞ 
συναρτήσεων του R3. 
 Ορισµός 3.2.2 Η απεικόνιση f:S1→S2 θα λέγεται αµφιδιαφόριση αν είναι διαφορίσιµη 
ένα προς ένα και επί και η απεικόνιση f:S1→S2 είναι επίσης διαφορίσιµη. Σε αυτή την 
περίπτωση οι οµαλές επιφάνειες S1,S2 θα λέγονται αµφιδιαφορικές. 

Παράδειγµα. Η σφαίρα S2 και το ελλειψοειδές S={(x,y,z)∈R3: 12
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είναι επιφάνειες αµφιδιαφορικές. Πράγµατι η f:S2→S µε f(x,y,z)=(ax,by,cz) είναι διαφορίσιµη 
(από την Πρόταση 3.2.1) ένα προς ένα και επί και η αντίστροφή της f −1(x,y,z)= =(x⁄a,y⁄b,z⁄c) 
είναι επίσης διαφορίσιµη. 

Έχοντας ορίσει το εφαπτόµενο επίπεδο σαν την καλύτερη ''γραµµική προσέγγιση'' 
µιας επιφάνειας γύρω από ένα σηµείο της µπορούµε τώρα να ορίσουµε το διαφορικό µιας 
διαφορίσιµης απεικόνισης f:S1→S2 στο σηµείο p∈S1 ως την καλύτερη γραµµική απεικόνιση 
µεταξύ των αντίστοιχων εφαπτόµενων επιπέδων που ''προσεγγίζει'' την f κοντά στο p. 

Ορισµός 3.2.3 Έστω η διαφορίσιµη απεικόνιση f:S1→S2 και το σηµείο p∈S1. Τότε το 
διαφορικό της f στο p, (df)p:TpS1→Tf(p)S2 ορίζεται ως εξής: Για κάθε w∈TpS1 παίρνουµε µια 
διαφορίσιµη καµπύλη α:(−ε,ε)→S1 τέτοια ώστε α(0)=p και α′(0)=w και θέτουµε 
(df)p(w)=β′(0) όπου β=foα:(−ε,ε)→S2. 

Πρόταση 3.2.2 Η απεικόνιση (df)p:TpS1→Tf(p)S2 είναι καλά ορισµένη και γραµµική. 
Απόδειξη. Έστω X:U→S1,Y:V→S2 (οµαλές) παραµετρικοποιήσεις των S1,S2 γύρω από 

τα p,f(p) αντίστοιχα τέτοιες ώστε f(X(U))⊆Y(V) και h=(h1,h2)=Y−1ofoX:U→V η αντίστοιχη 
τοπική παράσταση της f. Έστω w=λXu(q)+µXυ(q)∈TpS1, q=X−1(p) και µια καµπύλη          
α:(−ε,ε)→S1 τέτοια ώστε α(0)=p και α′(0)=w. Τότε για µικρά t η α θα δίνεται παραµετρικά ως 
α(t)=X(u(t),υ(t)) και άρα  w=α′(0)=u′(0)Xu(q)+υ′(0)Xυ(q) απ' όπου παίρνουµε 
λ=u′(0),µ=υ′(0). Συνεπώς β(t)=foα(t)=foX(u(t),υ(t))=Yoh(u(t),υ(t))=Y(h1(u(t),υ(t)),h2(u(t),υ(t))) 
και άρα από τον κανόνα της αλυσίδας θα έχουµε  

(df)p(w)=β′(0)=Ys(h(q)) ( ( ) ( ) )
∂
∂

λ
∂
∂υ

µ
h
u

q
h

q1 1+ +Yt(h(q)) ( ( ) ( ) )∂
∂

λ ∂
∂υ

µh
u

q h q2 2+ . 

 Άρα το (df)p(w) εξαρτάται µόνο από τα λ,µ και όχι την καµπύλη α και είναι γραµµική 
συνάρτηση του (λ,µ).  
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 Παρατήρηση. Από την απόδειξη προκύπτει ότι ο πίνακας της γραµµικής 
απεικόνισης (df)p:TpS1→Tf(p)S2 ως προς τις βάσεις <Xu(q),Xυ(q)> και <Ys(h(q)),Yt(h(q))> που  
ορίζουν οι παραµετρικοποιήσεις στα αντίστοιχα εφαπτόµενα επίπεδα είναι ίσος µε  
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δηλαδή µε τον Ιακωβιανό πίνακα της αντίστοιχης τοπικής παράστασης της f. 
Οµοίως ορίζεται και το διαφορικό µιας διαφορίσιµης συνάρτησης f:S→R στο σηµείο 

p∈S ως η γραµµική απεικόνιση (απόδειξη ανάλογα) (df)p:TpS→R µε (df)p(w)=(foα)′(0) για 
κάθε w∈TpS και κάθε διαφορίσιµη καµπύλη α:(−ε,ε)→S τέτοια ώστε α(0)=p και α′(0)=w. 
Πολλές από τις ιδιότητες των διαφορίσιµων απεικονίσεων µεταξύ Ευκλειδίων χώρων (π.χ. ο 
κανόνας της αλυσίδας) γενικεύονται και για απεικονίσεις µεταξύ οµαλών επιφανειών. Το 
θεώρηµα της αντίστροφης απεικόνισης γίνεται: 

Πρόταση 3.2.3 Έστω η διαφορίσιµη απεικόνιση f:S1→S2 και το σηµείο p∈S1. Αν το 
διαφορικό της f στο p, (df)p:TpS1→Tf(p)S2 είναι ένας γραµµικός ισοµορφισµός τότε η f είναι 
µια τοπική αµφιδιαφόριση. 

Παραδείγµατα. 1) Έστω L:R3→R3 µια γραµµική απεικόνιση και S1,S2 οµαλές 
επιφάνειες µε L(S1)⊆S2. Τότε από την Πρόταση 3.2.1 η απεικόνιση L:S1→S2 είναι 
διαφορίσιµη. Έστω w∈TpS1 και διαφορίσιµη καµπύλη α:(−ε,ε)→S1 τέτοια ώστε α(0)=p και 

α′(0)=w. Τότε (dL)p(w)= lim ( ( ( )) ( ( )) ) lim ( ( ) ( ) ) ( ( ))t t
L t L

t
L t

t
L→ →

− = − = ′0 0
0 0 0α α α α α =L(w) 

δηλαδή το (dL)p είναι ο περιορισµός της L στον υπόχωρο TpS1 του R3. 
2) Έστω η διαφορίσιµη συνάρτηση f:S→R µε f(p)=|p−p0|2. Τότε αν w∈TpS και     

α:(−ε,ε)→S διαφορίσιµη µε α(0)=p και α′(0)=w έχουµε  

(df)p(w)=(foα)′(0)= d
dt t=0

|α(t)−p0|2=2(α(0)− p0).α′(0)=2(p− p0).w. 

Γενικώτερα ισχύει η ακόλουθη: 
 Πρόταση 3.2.4 Έστω F:W→R3 διαφορίσιµη στο ανοικτό W⊆R3 και S1,S2 οµαλές 
επιφάνειες µε S1⊆W, F(S1)⊆S2 και η απεικόνιση f= F S1

:S1→S2. Τότε το διαφορικό  

(df)p:TpS1→Tf(p)S2 της f στο σηµείο p∈S1 είναι ίσο µε τον περιορισµό του διαφορικού 
(DF)p:R3→R3 στον υπόχωρο TpS1 του R3. 
 Απόδειξη. Αν w∈TpS1 και α:(−ε,ε)→S1 διαφορίσιµη καµπύλη µε α(0)=p και α′(0)=w 
τότε από τον κανόνα της αλυσίδας παίρνουµε (df)p(w)=(foα)′(0)=(Foα)′(0)=(DF)α(0)(α′(0))= 
=(DF)p(w).  
 
3.3 Η απεικόνιση Gauss και ο ''τελεστής σχήµατος''. 
 Ιδιαίτερη για την γεωµετρία µιας οµαλής εποφάνειας S σηµασία έχει το πως 
µεταβάλλεται το εφαπτόµενο επίπεδό της καθώς κινούµαστε πάνω σε αυτήν. Αυτό µπορεί να 
περιγραφεί αν έχουµε µια διαφορίσιµη απεικόνιση N:S→S2⊆R3 τέτοια ώστε για κάθε p∈S το 
N(p) να είναι ένα µοναδιαίο κάθετο στο TpS διάνυσµα. Τέτοια απεικόνιση όµως δεν υπάρχει 
πάντα, π.χ. για την ταινία του Mobius δεν υπάρχει ούτε συνεχής N. Οµαλές επιφάνειες για τις 
οποίες υπάρχει διαφορίσιµη (αρκεί να υποθέσουµε συνεχής) απεικόνιση N όπως παραπάνω 
ονοµάζονται προσανατολίσιµες. Αποδεικνύεται ότι κάθε συµπαγής οµαλή επιφάνεια είναι 
προσανατολίσιµη. Στην συνέχεια θα ασχοληθούµε µόνο µε προσανατολίσιµες οµαλές 
επιφάνειες. 
 Ορισµός 3.3.1 Μια διαφορίσιµη απεικόνιση N:S→S2⊆R3 τέτοια ώστε για κάθε p∈S 
το N(p) είναι ένα µοναδιαίο κάθετο στο TpS διάνυσµα η N ονοµάζεται απεικόνιση Gauss της 
S. 
 Αν η S είναι συνεκτική τότε υπάρχουν µόνο δύο δυνατές επιλογές για την N. 
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 Παραδείγµατα. 1) Αν X:U→R3 είναι µια οµαλή παραµετρική επιφάνεια και S=X(U) 

τότε η S είναι προσανατολίσιµη και µπορούµε να πάρουµε  ))(()( 1 pX
XX
XX

p
u

u −

×
×

=
υ

υN . Στην 

περίπτωση αυτή θα γράφουµε για ευκολία N(u,υ) αντί για το N(X(u,υ)), (u,υ)∈U. 
2) Κάθε οµαλή επιφάνεια S που δίνεται από µια καρτεσιανή εξίσωση F(x,y,z)=a όπως 

στο Θεώρηµα 3.1.2 είναι προσανατολίσιµη αφού µπορούµε να πάρουµε N( ) ( )p F
F

p= ∇
∇

 για 

κάθε p∈S. 
Η συµπεριφορά της απεικόινισης Gauss N κοντά στο σηµείο p∈S µας δίνει 

πληροφορίες για το πως και για το πόσο καµπυλώνεται η S στο p. Επειδή όµως µπορούµε να 
µεταβάλλουµε το N κατά άπειρες διευθύνσεις (κάθε διεύθυνση που ανήκει στον TpS) οι 
πληροφορίες αυτές δεν θα δίνονται από έναν αριθµό (όπως στις καµπύλες) αλλά από την 
γραµµική απεικόνιση (dN)p:TpS→TN(p)S2. ∆εδοµένου όµως ότι   

TN(p)S2={w∈R3:w.N(p)=0}=TpS, 
µπορούµε να δούµε την απεικόνιση αυτή σαν ένα γραµµικό τελεστή (dN)p:TpS→TpS.  

Ορισµός 3.3.2 Ο γραµµικός τελεστής (dN)p:TpS→TpS ονοµάζεται τελεστής σχήµατος 
της οµαλής επιφάνειας S στο σηµείο της  p. 

Η υλοποίηση του τελεστή αυτού γίνεται ως εξής: Αν w∈TpS θεωρούµε µια καµπύλη 
α:(−ε,ε)→S⊆R3 τέτοια ώστε α(0)=p και α′(0)=w, και θέτουµε N(t)=Noα(t). ∆εδοµένου ότι το 
N(t) είναι µοναδιαίο συµπεραίνουµε ότι το (dN)p(w)=N′(0) είναι κάθετο στο N(0)=N(p) και 
άρα ανήκει στο TpS. Αν X:U→S είναι µια οµαλή παραµετρικοποίηση της S γύρω από το 
σηµείο της  p τότε για w=λXu(q)+µXυ(q)∈TpS, q=X−1(p) οπότε χρησιµοποιώντας µια καµπύλη 
α:(−ε,ε)→S τέτοια ώστε α(0)=p και α′(0)=w που δίνεται παραµετρικά ως α(t)=X(u(t),υ(t)) µε 
λ=u′(0),µ=υ′(0) παίρνουµε (dN)p(w)=λNu(q)+µNυ(q) (γράφοντας N(u,υ) αντί για N(X(u,υ)). 
Συνεπώς 

 (dN)p(λXu(q)+µXυ(q))=λNu(q)+µNυ(q) για κάθε λ,µ∈R. 
 Στην περίπτωση που η επιφάνεια S δίνεται από µια καρτεσιανή εξίσωση F(x,y,z)=a 
όπως στο Θεώρηµα 3.1.2 µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την Πρόταση 3.2.4 για τον 

υπολογισµό του (dN)p:TpS→TpS αφού το N( ) ( )p F
F

p= ∇
∇

 ορίζεται σε µια ανοικτή (στον R3) 

περιοχή της S. 
 Παραδείγµατα. 1) Για την µοναδιαία σφαίρα µπορούµε να πάρουµε N( )p p= −  και 
άρα από την Πρόταση 3.2.4 (dN)p=−id T Sp

2 . Η ισότητα αυτή συνεπάγεται ότι η σφαίρα 

καµπυλώνεται το ίδιο προς κάθε (εφαπτόµενη) κατεύθυνση. 
 2) Αν S είναι ο κύλινδρος µε εξίσωση x2+y2=1 και p=(1,0,0) τότε µπορούµε να 
πάρουµε N(x,y,z)=(−x,−y,0) για κάθε (x,y,z)∈S και άρα από την Πρόταση 3.2.4 
(dN)p(α,β,γ)=(−α,−β,0) για κάθε (α,β,γ)∈TpS={(λ,µ,ν)∈R3:λ=0}. Άρα (dN)p(j)=−j και 
(dN)p(k)=0 που σηµαίνει ότι στο p ο κύλινδρος καµπυλώνεται κατά την κατεύθυνση του y-
άξονα αλλά δεν καµπυλώνεται κατά την κατεύθυνση του z-άξονα. 
 

Ασκήσεις 
1.  Έστω P={(x,y,z)∈R3:x=y}. Να εξετάσετε αν η απεικόνιση X:U→P µε U={(u,υ)∈R2:u>υ} και 

X(u,υ)=(u+υ,u+υ,uυ) είναι (οµαλή) παραµετρικοποίηση της P. 
2.  Ποιές από τις παρακάτω εξισώσεις παριστάνουν οµαλή επιφάνεια και γιατί; (i) x4+y6+z2=1, (ii) 

(x+y)3+y3+(z−x)3=2, (iii) x4=(y+z)4, (iv) exy+eyz+ezx=4, (v) x2+xy+y2=z3. 
3.  Θεωρούµε τις ευθείες l1,l2 όπου η l1 είναι ο άξονας των z και η l2 δίνεται από τις y=1,z=0. Έστω S 

το σύνολο όλων των σηµείων του χώρου που δεν ανήκουν σε καµιά από τις δύο ευθείες l1 και l2 
και έχουν την ιδιότητα το άθροισµα των αποστάσεών τους από τις l1 και l2 είναι σταθερό και ίσο 
µε 2. (i) Να δείξετε ότι το S είναι µια οµαλή επιφάνεια. *(ii) Να δείξετε ότι το σύνολο 
S∩{(0,0, 3 )} δεν είναι οµαλή επιφάνεια. 
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4.  Να δείξετε ότι το ελλειπτικό παραβολοειδές z x
a

y
b

= +
2

2

2

2  και το επίπεδο z=0 είναι 

αµφιδιαφορικές οµαλές επιφάνειες. 
5.  Έστω N=(0,0,1) ο βόρειος πόλος της S2, πN :S2\{N}→R2 η αντίστοιχη στερεογραφική προβολή και 

X=πN
−1:R2→S2\{N}. Έστω επίσης η απεικόνιση h:R2→R2 µε h(x,y)=(ax2+by2,xy) όπου a,b∈R. Να 

βρείτε όλα τα a,b ώστε η απεικόνιση f:S2→S2 µε f(p)= X h X p p S N
N p N

o o − ∈
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1 2( ) \{ }αν
αν

  να είναι 

διαφορίσιµη στο σηµείο N. 
6.  Να βρείτε την εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου στο τυχαίο σηµείο p=(x0,y0,z0) για κάθε µια από 

τις παρακάτω επιφάνειες: (i) x4+y4+z4=1, (ii) x2+2y2−z2=2, (iii) z=ηµ(xy).  
7.  Να δείξετε ότι αν S είναι µια οµαλή επιφάνεια και P είναι ένα επίπεδο µε S∩P={p} τότε το P 

συµπίπτει µε το εφπτόµενο επίπεδο της S στο p. 
8.  ∆ίνεται η παραµετρική επιφάνεια X:R2→R3 µε X(u,υ)=(uυ,u+υ,2u2+υ2) και το σηµείο 

q=(1,1)∈R2. Να βρείτε περιοχή V του q και γράφηµα διαφορίσιµης συνάρτησης (πάνω από κάποιο 
από τα συντεταγµένα επίπεδα) ισοδύναµο µε την X|V:V→R3. 

9.  Αφού δείξετε ότι το S={(x,y,z)∈R3:x2y+y2z+z2x=6} είναι οµαλή επιφάνεια να παρουσιάσετε 
κατάλληλη περιοχή του σηµείου της p=(2,2,−1) σαν γράφηµα διαφορίσιµης συνάρτησης. 

10.  Αν η S είναι µια συνεκτική οµαλή επιφάνεια και η f:S→R είναι διαφορίσιµη και τέτοια ώστε 
(df)p=0 για κάθε p∈S, να δείξετε ότι η f είναι σταθερή. 

11.  Έστω S οµαλή επιφάνεια και p∈S. (i) Αν η f:S→R είναι διαφορίσιµη και το p είναι τοπικό 
ακρότατο της f να δείξετε ότι (df)p=0. (ii) Να βρείτε την µέγιστη και την ελάχιστη τιµή που παίρνει 
η συνάρτηση f(x,y,z)=xyz πάνω στην µοναδιαία σφαίρα S2. 

12.  Θεωρούµε την απεικόνιση f:S2→S από την σφαίρα S2 στο ελλειψοειδές S= 
={(x,y,z)∈R3:4x2+2y2+z2=1} όπου f(p)=''το σηµείο τοµής του ελλειψοειδούς S µε την ηµιευθεία 
0p'' για κάθε p∈S2. Να δείξετε ότι η f είναι µια αµφιδιαφόριση και να υπολογίσετε το διαφορικό 
της (df)p:TpS2→Tf(p)S στο τυχαίο σηµείο p∈S2. 

13.  Αν η S είναι µια συνεκτική οµαλή επιφάνεια τέτοια ώστε όλες οι κάθετες ευθείες της να διέρχονται 
από σταθερό σηµείο να δείξετε ότι η S περιέχεται στην επιφάνεια µιας σφαίρας. 

14.  Έστω S=X(R2) όπου X(u,υ)=(υσυν u,υηµ u,u). (i) Να δείξετε ότι η S είναι µια οµαλή επιφάνεια. 
(ii) Να υπολογίσετε το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα N(u,υ) της S. (iii) Αν p=(−1,0,π), w=(3,−2,2) 
να δείξετε ότι w∈TpS και να εκφράσετε το w ως γραµµικό συνδιασµό των διανυσµάτων Xu(q), 
Xυ(q) όπου q=X−1(p). 

  
3.4 Η πρώτη θεµελιώδης µορφή. 
 Ο υπολογισµός µηκών και γωνιών διανυσµάτων του R3 γίνεται ως γνωστόν µε χρήση 
του εσωτερικού γινοµένου. Περιορίζοντας το εσωτερικό αυτό γινόµενο σε κάθε εφαπτόµενο 
επίπεδο µιας οµαλής επιφάνειας µας επιτρέπει να µετράµε µήκη και γωνίες πάνω σ' αυτή. Για 
κάθε p που ανήκει στην οµαλή επιφάνεια S θεωρούµε το εσωτερικό γινόµενο                         
< , >p:TpS×TpS→R που είναι ο περιορισµός του εσωτερικού γινοµένου του R3 στον υπόχωρο 
TpS. Το εσωτερικό αυτό γινόµενο µεταβάλλεται µε το p, αν και το εσωτερικό γινόµενο του R3 
είναι σταθερό, διότι µεταβάλλεται το πεδίο ορισµού του. 
 Ορισµός 3.4.1 Η αντίστοιχη του παραπάνω εσωτερικού γινοµένου θετικά ορισµένη 
τετραγωνική µορφή Ip:TpS→R µε Ip(w)=<w,w>p=w.w≥0 για κάθε w∈TpS ονοµάζεται η πρώτη 
θεµελιώδης µορφή  της οµαλής επιφάνειας S στο p∈S. 
 Έστω τώρα X:U→S (οµαλή) παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p. Τότε αν 
w=λXu(q)+µXυ(q)∈TpS, q=X−1(p) θα έχουµε  

Ip(w)=(λXu(q)+µXυ(q)).(λXu(q)+µXυ(q))=λ2Xu(q).Xu(q)+2λµXu(q).Xυ(q)+µ2Xυ(q).Xυ(q). 
 Ορίζοντας λοιπόν τις συναρτήσεις E,F,G:U→R µε  

E(u,υ)=Xu(u,υ).Xu(u,υ), F(u,υ)=Xu(u,υ).Xυ(u,υ), G(u,υ)=Xυ(u,υ).Xυ(u,υ), (u,υ)∈U, 
θα έχουµε 

Ip(λXu(q)+µXυ(q))=λ2E(q)+2λµF(q)+µ2G(q) για κάθε q∈U, p=X(q)∈S, λ,µ∈R. 
όσο για το αντίστοιχο εσωτερικό γινόµενο αν w1=λ1Xu(q)+µ1Xυ(q),w2=λ2Xu(q)+µ2Xυ(q)∈TpS, 

<w1,w2>p=λ1λ2E(q)+(λ1µ2+λ2µ1)F(q)+µ1µ2G(q). 
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 Οι διαφορίσιµες συναρτήσεις E,F,G:U→R που καθορίζουν πλήρως την πρώτη 
θεµελιώδη µορφή στο X(U) ονοµάζονται συνιστώσες της πρώτης θεµελιώδους µορφής της S 
ως προς την παραµετρικοποίηση X:U→S. Αυτές µας επιτρέπουν να υπολογίζουµε µήκη και 
γωνίες καµπύλων που βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια S. 
 Αν η διαφορίσιµη καµπύλη α:I→S δίνεται παραµετρικά στην µορφή α(t)=X(u(t),υ(t)) 
τότε α′(t)=Xu(u(t),υ(t))u′(t)+Xυ(u(t),υ(t))υ′(t) και άρα το µήκος της για a≤t≤b θα δίνεται από 
την σχέση: 

dttttuGttuttuFtuttuEdttl b

a

b

a p ∫∫ ′+′′+′=′Ι= 22 )())(),(()()())(),((2)())(),(())(()( υυυυυαα

 Επίσης αν φ είναι η γωνία των διανυσµάτων w1,w2∈TpS τότε  

συνφ=
< >w w

w w
1 2

1 2

,

( ) ( )
p

p pΙ Ι
 

απ' όπου µπορεί κανείς να βρεί την γωνία υπό την οποία τέµνονται δυο καµπύλες της S. Οι 
συντεταγµένες γραµµές u=u0 και υ=υ0 ως προς την παραµετρικοποίηση X:U→S θα τέµνονται 
στο p=X(u0,υ0) υπό γωνία φ µε  

συνφ=
),(),(

),(
)()(

,

0000

00

υυ
υ

υ

υ

uGuE
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pu =
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 Άρα οι συντεταγµένες γραµµές µιας παραµετρικοποίησης X:U→S θα είναι παντού 
ορθογώνιες αν και µόνο αν για την αντίστοιχη συνιστώσα της πρώτης θεµελιώδους µορφής 
έχουµε F(q)=0 για κάθε q∈U. Μια τέτοια παραµετρικοποίηση θα λέγεται ορθογώνια. 
 Η πρώτη θεµελιώδης µορφή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του 
εµβαδού τµήµατος µιας επιφάνειας ως εξής. Ως γνωστόν αν K συµπαγές υποσύνολο του X(U) 
τότε το εµβαδόν του ισούται µε X u X u duduX K ( , ) ( , )( ) υ υ υυ×−∫∫ 1  . Η σχέση όµως 

|Xu×Xυ|2+(Xu.Xυ)2=|Xu|2.|Xυ|2 συνεπάγεται ότι το εµβαδόν αυτό θα είναι ίσο µε  
A(K)= E u G u F u dud

X K
( , ) ( , ) ( , )

( )
υ υ υ υ−−∫∫ 2

1 . 

 Αν θέλουµε να βρούµε το εµβαδόν όλης της επιφάνειας (αν αυτή είναι συµπαγής) 
τότε ή την χωρίζουµε σε ξένα µεταξύ τους τµήµατα το καθένα από τα οποία περιέχεται στην 
εικόνα κάποιας παραµετρικοποίησης ή προσπαθούµε να βρούµε παραµετρικοποίηση X:U→S 
τέτοια ώστε το S\X(U) να είναι ''διδιάστατου µέτρου µηδέν'' (π.χ. ένωση πεπερασµένου 
πλήθους καµπύλων ή µεµονοµένων σηµείων) και να εφαρµόσουµε κατόπιν τον παραπάνω 
τύπο αλλά θέτοντας για K το ανοικτό U. 
 Γενικώτερα αν f:K→R είναι συνεχής τότε το ολοκλήρωµά της πάνω στο K ορίζεται 
ως εξής: 

∫∫∫∫ − −=
)(

2
1 ),(),(),(),)((

KXK
duduFuGuEuXffdA υυυυυo . 

 Παραδείγµατα 1) Θεωρούµε την παραµετρικοποίηση X:U→S2 της σφαίρας S2 µε 
X(u,υ)=(ηµυσυνu,ηµυηµu,συνυ), U={(u,υ)∈R2:0<u<2π, 0<υ<π} (σφαιρικές συντεταγµένες). 
Έχουµε Xu=(−ηµυηµu,ηµυσυνu,0), Xυ=(συνυσυνu,συνυηµu,−ηµυ) και άρα 

E(u,υ)=ηµ2υ, F(u,υ)=0, G(u,υ)=1, 
η παραµετρικοποίηση αυτή είναι άρα ορθογώνια. 
(α) Το µήκος της καµπύλης α της σφαίρας που δίνεται παραµετρικά από τις u=2t, υ=π⁄4, 
0<t<π, θα είναι άρα l t u t t dt( ) ( ( )) ( ) ( )α ηµ υ υ ππ= ′ + ′ =∫

2 2 2
0 2 . 

(β) Για να βρούµε την γωνία θ υπό την οποία τέµνονται οι καµπύλη α µε u(t)=t, υ(t)=t, 0<t<π, 
και ο ισηµερινός υ=π⁄2, παρατηρούµε ότι η α θα τέµνει τον ισηµερινό όταν το υ(t)=π⁄2 άρα 
για t=π⁄2 και για την α έχουµε u′(π⁄2)=υ′(π⁄2)=1 ενώ για τον ισηµερινό (u1(s)=s, υ1(s)=π⁄2) 
έχουµε u1′(π⁄2)=1, υ1′(π⁄2)=0 και άρα  

συνθ =
2

1

)2/(ηµ1)2/(ηµ

)2/(ηµ
22

2

=
+ ππ

π  δηλαδή θ=π⁄4. 
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(γ) Αφού η X καλύπτει όλη την σφαίρα εκτός από ένα ηµικύκλιο µπορούµε να την 
χρησιµοποιήσουµε για να βρούµε το εµβαδόν της σφαίρας. Θα έχουµε άρα 

πυυυυ
π ππ π 4ηµ01.ηµ)(
0

2

00

2

0
22 ∫ ∫∫ ∫ ==−= duddudSA . 

 2) Επιφάνειες εκ περιστροφής. Θεωρούµε µια απλή οµαλή καµπύλη C: x=φ(υ), 
z=ψ(υ), υ∈(a,b) στο xz-επίπεδο µε φ>0 στο (a,b). Η επιφάνεια S που προκύπτει από την 
περιστροφή της καµπύλης C γύρω από τον άξονα των z µπορεί να παραµετρικοποιηθεί µε την 
X(u,υ)=(φ(υ)συνu,φ(υ)ηµu,ψ(υ)), u∈(0,2π), υ∈(a,b) και την 
Y(u,υ)=(φ(υ)συνu,φ(υ)ηµu,ψ(υ)), u∈(−π,π), υ∈(a,b) που αποδεικνύεται ότι είναι οµαλές 
παραµετρικοποιήσεις. Άρα η S είναι µια οµαλή επιφάνεια. Οι συντεταγµένες γραµµές 
u=σταθ. ονοµάζονται µεσηµβρινοί και οι υ=σταθ. παράλληλοι. Ως προς την 
παραµετρικοποίηση X της επιφάνειας που καλύπτει το S\C έχουµε 
Xu(u,υ)=(−φ(υ)ηµu,φ(υ)συνu,0), Xυ(u,υ)=(φ′(υ)συνu,φ′(υ)ηµu,ψ′(υ)) και άρα 

Ν(u,υ)=
22 )()(

1
υϕυψ ′+′

 (ψ′(υ)συνu,ψ′(υ)ηµu,−φ′(υ)). Προκύπτει άρα ότι κάθε επίπεδο 

της µορφής y=λx τέµνει την S κάθετα κατά µήκος κάποιου µεσηµβρινού και κάθε επίπεδο της 
µορφής z=ψ(υ0) τέµνει την S κατά µήκος κάποιου παράλληλου και την τέµνει κάθετα αν και 
µόνο αν φ′(υ0)=0 δηλαδή αν και µόνο αν η εφαπτοµένη της C στο υ0 είναι παράλληλη στον 
άξονα των z. Οι συνιστώσες της πρώτης θεµελιώδους µορφής ως προς την παραπάνω 
παραµετρικοποίηση είναι  

E(u,υ)=φ(υ)2, F(u,υ)=0, G(u,υ)=φ′(υ)2+ψ′(υ)2, 
η X άρα είναι ορθωγώνια. Το εµβαδόν άρα της S (αν είναι πεπερασµένο) µπορεί να 
υπολογιστεί από τον τύπο 

∫∫ ∫ ′+′=′+′=
b

a

b

a
ddudSA υυψυϕυϕπυυψυϕυϕ

π 222

0
22 )()()(2)()()()( . 

Αν η καµπύλη C είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου τότε ο τύπος αυτός 
δίνει ∫=

b

a
dSA υυϕπ )(2)( =2π(b−a).(µέση τιµή της απόστασης του τυχαίου σηµείου της C 

από τον άξονα των z). 
 3) Γραφήµατα. Έστω S η οµαλή επιφάνεια που είναι το γράφηµα της διαφορίσιµης 
συνάρτησης h:U→R, όπου U⊆R2 ανοικτό. Ως προς την παραµετρικοποίηση X:U→R3 µε 
X(x,y)=(x,y,h(x,y)) θα έχουµε Xx(x,y)=(1,0,hx(x,y)), Xy(x,y)=(0,1,hy(x,y)) και 

N= 1

1 2 2+ +h hx y

(−hx,−hy,1). Οι συνιστώσες άρα της πρώτης θεµελιώδους µορφής ως προς 

την παραπάνω παραµετρικοποίηση είναι  
E h F h h G hx x y y= + = = +1 12 2, , . 

Για την  γωνία θ υπό την οποία τέµνονται οι συντεταγµένες γραµµές x=σταθ. και y=σταθ. θα 
έχουµε  

συνθ=
22 11 yx

yx

hh

hh

++
 

η παραµετρικοποίηση άρα εν γένει δεν είναι ορθογώνια. Επίσης αφού 
EG F h h h h h hx y x y x y− = + + − = + +2 2 2 2 2 21 1 1( )( ) ( ) , το εµβαδόν του τµήµατος της S που 

βρίσκεται πάνω από το συµπαγές χωρίο R⊆U θα είναι 
A(X−1(R))= ∫∫ ++

R yx dxdyhh 221 . 

 Βλέπουµε άρα ότι η πρώτη θεµελιώδης µορφή καθορίζει την ''µετρική δοµή'' µιας 
επιφάνειας. ∆ηλαδή αν ξέρουµε τις συναρτήσεις E,F,G:U→R (συνιστώσες) της πρώτης 
θεµελιώδους µορφής της S ως προς µια παραµετρικοποίηση X:U→S χωρίς αναγκαστικά να 
γνωρίζουµε την παραµετρικοποίηση X µπορούµε να υπολογίσουµε µήκη και γωνίες καµπύλων 
καθώς και εµβαδά χωρίων που βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια S αν δίνονται υπό 
παραµετρική µορφή.  
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 Ορισµός 3.4.2 Μια αµφιδιαφόριση f:S1→S2 λέγεται ισοµετρία αν για κάθε p∈S1 και 
w1,w2∈TpS1 έχουµε  

< > =< >w w w w1 2 1 2, ( ) ( ),( ) ( ) ( )p p p f pdf df  . 

Αν U⊆S1 είναι ανοικτό, µια ισοµετρία f:U→S2 ονοµάζεται τοπική ισοµετρία. 
 Παρατήρηση. Αρκεί να υποθέσουµε ότι για κάθε p∈S1 και w∈TpS1 έχουµε 
Ip(w)=If(p)((df)p(w)) (χρησιµοποιώντας την ταυτότητα 2<a,b>=<a+b,a+b>−<a,a>−<b,b> που 
ισχύει για κάθε εσωτερικό γινόµενο). 
 Παράδειγµα. Αν A:R3→R3 είναι µια ορθογώνια γραµµική απεικόνιση τότε η A 
διατηρεί τα µήκη και άρα η απεικόνιση A:S2→S2 είναι µια ισοµετρία. 
 Πρόταση 3.4.1 Αν S,S* είναι δύο οµαλές επιφάνειες, U⊆R2 είναι ανοικτό και 
X:U→S, X*:U→S* είναι οµαλές παραµετρικοποιήσεις τέτοιες ώστε να έχουµε E=E*, F=F*, 
G=G* στο U  τότε η απεικόνιση  f=X*oX−1:X(U)→S* είναι µια τοπική ισοµετρία. 
 Απόδειξη. Η f είναι µία τοπική αµφιδιαφόριση αφού η τοπική της παράσταση ως προς 
τις παραπάνω παραµετρικοποιήσεις είναι X*−1ofoX=idU. Αν τώρα p∈S και 
q=X−1(p)=X*−1(f(p)) τότε ο πίνακας του (df)p ως προς τις βάσεις που ορίζουν οι παραπάνω 
παεαµετρικοποιήσεις είναι ίσος µε τον Ιακωβιανό πίνακα της idU στο q δηλαδή 
(df)p(λXu(q)+µXυ(q))=λXu*(q)+µXυ*(q) για κάθε λ,µ∈R. Επίσης  
Ip(λXu(q)+µXυ(q))=λ2E(q)+2λµF(q)+µ2G(q) και  
If(p)(λXu*(q)+µXυ*(q))=λ2E*(q)+2λµF*(q)+µ2G*(q) και αφού E=E*, F=F*, G=G* στο U  
συµπεραίνουµε ότι Ip(w)=If(p)((df)p(w)) για κάθε p∈S. Άρα η f είναι µια τοπική ισοµετρία.  
 Παράδειγµα. Αν S είναι το xy-επίπεδο και S* ο κύλιδρος x2+y2=1 θεωρούµε τις 
παραµετρικοποιήσεις X:U→S, X*:U→S* µε U=(0,2π)×R και X(u,υ)=(u,υ,0), X(u,υ)= 
=(συνu,ηµu,υ) έχουµε E=E*=G=G*=1, F=F*=0, στο U άρα η X*oX−1:X(U)→S* είναι µια 
τοπική ισοµετρία. 
 

Ασκήσεις 
1.  Να υπολογίσετε τις πρώτες θεµελιώδεις µορφές για τις παρακάτω παραµετρικοποιήσεις:            (i) 

X(u,υ)=(aηµυσυνu,bηµυηµu,cσυνυ) (ελλειψοειδές), (ii) X(u,υ)=(aυσυνu,bυηµu,υ2) (ελλειπτι-κό 
παραβολοειδές), (iii) X(u,υ)=(συνu−υηµu,ηµu+υσυνu,υ). Να εκφράσετε το εµβαδόν του ελ-
λειψοειδούς στο (i) στην µορφή απλού ολοκληρώµατος. 

2.  (i) Να βρείτε την πρώτη θεµελιώδη µορφή της σφαίρας S2 ως προς την παραµετρικοποίηση 

(στερεογραφικής προβολής) X u
u

u u
u

u
( , ) ( , , )υ

υ
υ
υ

υ
υ

=
+ + + +

− + +
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2
1

2
1

1
12 2 2 2

2 2

2 2 , (u,υ)∈R2. (ii) Να 

υπολογίσετε το µήκος της καµπύλης πάνω στην S2 που δίνεται παραµετρικά από τις u(t)=2+t, 
υ(t)=3t, t∈R. (iii) Αν A={(u,υ)∈R2:u>0, 0<υ<λu} (λ>0 σταθερό) να περιγράψετε το υποσύνολο 
B=X(A) της S2 και να υπολογίσετε το εµβαδόν του. 

3.  Αν η f:S2→R δίνεται από την f(x,y,z)=|x| να υπολογίσετε το fdA
S 2∫∫ . 

4.  Θεωρούµε την παραµετρικοποίηση X της σφαίρας S2 µε X(u,υ)=(ηµυσυνu,ηµυηµu,συνυ), 
0<u<2π, 0<υ<π. Να βρείτε καµπύλη α:I→S2 µε α(0)=(0,1,0) µε την ιδιότητα η α να τέµνει τους 
µεσηµβρινούς u=σταθ. υπό σταθερή γωνία ίση µε π⁄/4. Nα βρεθεί η α στην µορφή 
α(t)=X(u(t),υ(t)). 

5.  Θεωρούµε την παραµετρικοποίηση X της σφαίρας S2 µε X(u,υ)=(ηµυσυνu,ηµυηµu,συνυ), 
0<u<2π, 0<υ<π. (i) Να υπολογίσεται το εµβαδόν του καµπυλόγραµµου τριγώνου της S2 που έχει 
πλευρές τον παράλληλο u=π⁄4, τον µεσηµβρινό υ=0 και την καµπύλη σε παραµετρική µορφή 
u=t,υ=t. (ii) Να βρείτε την γωνία υπό την οποία τέµνονται οι καµπύλες που έχουν παραµετρική 

µορφή α1: u1(t)=6t,υ1(t)=
π
6
−t, 0<t<π⁄12 και α2: u2(s)=s,υ2(s)=s2⁄π, 0<s<π. *(iii) Να βρείτε την 

καµπύλη πάνω στην σφαίρα που συνδέει τα σηµεία µε σφαιρικές συντεταγµένες (u,υ)=(0,0) και 
(u,υ)=(π⁄2,π⁄2) και έχει το ελάχιστο δυνατό µήκος. 

6.  Να βρείτε καµπύλη πάνω στο υπερβολοειδές εκ περιστροφής x2+y2−z2=1 που να διέρχεται από το 
σηµείο (1,0,0) και να τέµνει τις παραλλήλους υπό σταθερή γωνία φ∈(0,π⁄2). 
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7.  Θεωρούµε το παραβολοειδές z=x2+y2. (i) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τµήµατος του 
παραβολοειδούς που βρίσκεται στον ηµιχώρο z≤a2. (ii) Να βρεθούν οι καµπύλες πάνω στο 
παραβολοειδές που τέµνουν τις συντεταγµένες γραµµές x=σταθ. κάθετα. 

8.  ∆ίνεται η παραµετρική επιφάνεια X(u,υ)=(uσυνυ,uηµυ,logσυνυ+u), − < <
π υ π
2 2

. Να δείξετε ότι 

για σταθερά a,b οι συντεταγµένες γραµµές X(a,υ) και X(b,υ) ορίζουν τµήµατα ίσου µήκους σε 
καθεµία από τις συντεταγµένες γραµµές της µορφής X(u,σταθ.). 

9.  (i) Έστω S οµαλή επιφάνεια, X:U→S και Y:V→S οµαλές παραµετρικοποιήσεις της S µε X(U) 
∩Y(V)=A≠∅ και h=X−1oY : Y−1(A)→X−1(A) η απεικόνιση αλλαγής παραµέτρων. Να βρείτε την 
σχέση που έχουν οι συνιστώσες E,F,G:X−1(A)→R της πρώτης θεµελιώδους µορφής της S ως προς 
την παραµετρικοποίηση X µε τις αντίστοιχες συνιστώσες E*,F*,G*:Y−1(A)→R ως προς την Y. (ii) 
Να δείξετε ότι κάθε επιφάνεια εκ περιστροφής µπορεί να παραµετρικοποιηθεί έτσι ώστε E=E(υ), 
F=0, G=1. 

10.  Να δείξετε ότι αν αν S είναι οµαλή επιφάνεια, K⊆S συµπαγές και  f:K→R συνεχής τότε ο ορισµός 
του ολοκληρώµατος fdAK∫∫  είναι ανεξέρτητος της παραµετρικοποίησης που χρησιµοποιείται. 

11.  Να βρείτε µια τοπική ισοµετρία µεταξύ του κώνου (χωρίς την κορυφή) K={(x,y,z)∈R3:z>0 και 
x2+y2−z2=0} και του xy-επιπέδου. 

12.  *Να δείξετε ότι δεν υπάρχει παραµετρικοποίηση X:U→S2 τµήµατος της σφαίρας ως προς την 
οποία η πρώτη θεµελιώδης µορφή να έχει συνιστώσες E(u,υ)=G(u,υ)=1, F(u,υ)=0 για κάθε 
(u,υ)∈U. Να συµπεράνετε ότι δεν υπάρχει τοπική ισοµετρία µεταξύ του επιπέδου και της σφαίρας. 

 
 
3.5 Η δεύτερη θεµελιώδης µορφή 

Ο τελεστής σχήµατος (dN)p:TpS→TpS µιας οµαλής επιφάνειας S στο σηµείο της  p 
και η αντίστοιχη πρώτη θεµελιώδης µορφή Ip συνδέονται ως εξής: 

Θεώρηµα 3.5.1 Ο τελεστής σχήµατος (dN)p:TpS→TpS της οµαλής επιφάνειας S στο 
σηµείο της  p είναι συµµετρικός (αυτοσυζυγής) ως προς το εσωτερικό γινόµενο <,>p του TpS. 

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι <(dN)p(w1),w2>p=<(dN)p(w2),w1>p για κάθε 
w1,w2∈TpS. Έστω X:U→S µια οµαλή παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p. Αφού όµως 
(dN)p(λXu(q)+µXυ(q))=λNu(q)+µNυ(q) για κάθε λ,µ∈R όπου q=X−1(p) αρκεί να δείξουµε ότι  

 Nu(q).Xυ(q)=Nυ(q).Xu(q). 
Παραγωγίζοντας όµως την σχέση N.Xυ=0 ως προς u παίρνουµε Nu.Xυ+N.Xυ u=0 και οµοίως 
παραγωγίζοντας την N.Xu=0 ως προς υ παίρνουµε Nυ.Xu+N.Xuυ=0. Αφού λοιπόν ισχύει 
Xυ u=Xuυ  στο U συµπεραίνουµε ότι Nu.Xυ=−N.Xυ u=−N.Xuυ=Nυ.Xu  στο U και άρα ο (dN)p 
είναι συµµετρικός.  
 Ορισµός 3.5.1 Η τετραγωνική µορφή IIp:TpS→R (αντίστοιχη του συµµετρικού 
τελεστή −(dN)p) µε IIp(w)=−<(dN)p(w),w>p για κάθε w∈TpS ονοµάζεται η δεύτερη 
θεµελιώδης µορφή  της οµαλής επιφάνειας S στο p∈S. 
 Η τετραγωνική αυτή µορφή δεν είναι αναγκαστικά θετικά ορισµένη. Αν X:U→S είναι 
µια οµαλή παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p τότε για κάθε λ,µ∈R θα έχουµε: 

IIp(λXu(q)+µXυ(q))=−(λNu(q)+µNυ(q)).(λXu(q)+µXυ(q)) και άρα 
IIp(λXu(q)+µXυ(q))=λ2N(q).Xu u(q)+2λµN(q).Xuυ(q)+µ2N(q).Xυυ(q).  

 Οι συναρτήσεις e,f,g:U→R µε 
e(u,υ)=N(u,υ).Xu u(u,υ), f(u,υ)=N(u,υ).Xuυ(u,υ),  g(u,υ)=N(u,υ).Xυυ(u,υ) 

ονοµάζονται συνιστώσες της δεύτερης θεµελιώδους µορφής της S ως προς την 
παραµετρικοποίηση X:U→S και θα έχουµε: 

IIp(λXu(q)+µXυ(q))=λ2e(q)+2λµf(q)+µ2g(q) για κάθε q∈U, p=X(q)∈S, λ,µ∈R. 
Παράδειγµα. Για την µοναδιαία σφαίρα (µε N( )p p= − ) έχουµε (dN)p=−id T Sp

2 και 

άρα IIp=Ip για κάθε p∈S2. 
Χρησιµοποιώντας τώρα γνωστές ιδιότητες των συµµετρικών γραµµικών τελεστών 

συµπεραίνουµε τα εξής: 
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α) Ο τελεστής σχήµατος (dN)p:TpS→TpS είναι διαγωνοποιήσιµος. Υπάρχει µάλιστα µια 
ορθοκανονική βάση <w1(p),w2(p)> του TpS και δύο πραγµατικοί αριθµοί  k1(p),k2(p) 
(k1(p)≥k2(p)) (ιδιοτιµές του −(dN)p) τέτοια ώστε (dN)p(w1(p))=−k1(p)w1(p) και 
(dN)p(w2(p))=−k2(p)w2(p). 
β) Οι αριθµοί k1(p) και k2(p) είναι αντίστοιχα η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή που παίρνει η 
δεύτερη θεµελιώδης µορφή IIp πάνω στον µοναδιαίο κύκλο {w∈TpS : Ip(w)=1} του TpS. 
 Ορισµός 3.5.2 α) Τα διανύσµατα w1(p),w2(p) της παραπάνω ορθοκανονικής βάσης 
του ονοµάζονται κύριες διευθύνσεις της S στο p. Γενικώτερα κάθε ιδιοδιάνυσµα του (dN)p 
θα λέγεται κύριο διάνυσµα. 
β) Οι πραγµατικοί αριθµοί  k1(p), k2(p) (k1(p)≥k2(p)) (ιδιοτιµές του −(dN)p) ονοµάζονται 
κύριες καµπυλότητες της S στο p. 
γ) Το γινόµενο των κύριων καµπυλοτήτων K(p)=k1(p)k2(p)=det((dN)p) ονοµάζεται καµπυλό-
τητα Gauss της S στο p. 

δ) Το ηµιάθροισµα των κύριων καµπυλοτήτων H(p)= 1
2

(k1(p)+k2(p))=− 1
2

tr((dN)p) ονοµά-

ζεται µέση καµπυλότητα της S στο p. 
 Θα υπολογίσουµε τώρα τις παραπάνω ποσότητες χρησιµοποιώντας µια οµαλή 
παραµετρικοποίηση X:U→S της S γύρω από το p. Αφού  
(dN)p(λXu(q)+µXυ(q))=λNu(q)+µNυ(q) για κάθε λ,µ∈R (όπου q=X−1(p)) για να βρούµε τον 
πίνακα της (dN)p ως προς την βάση Xu(q),Xυ(q) του TpS αρκεί να βρούµε τους συντελεστές 
στις παρακάτω σχέσεις:  

Nu ua X a X= +11 21 υ , 
Nυ υ= +a X a Xu12 22 . 

Θα έχουµε τότε  
(dN)p(λXu(q)+µXυ(q))=λ(a11(q)Xu(q)+a21(q)Xυ(q))+µ(a12(q)Xu(q)+a22(q)Xυ(q)) για κάθε λ,µ∈R 
δηλαδή  

(dN)p(λXu(q)+µXυ(q))=(λa11(q)+µa12(q))Xu(q)+(λa21(q)+µa22(q))Xυ(q) για κάθε λ,µ∈R  
και άρα ο πίνακας της (dN)p ως προς την βάση Xu(q),Xυ(q) του TpS θα είναι ο 

a q a q
a q a q

11 12

21 22

( ) ( )
( ) ( )

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ . 

 Ο πίνακας αυτός δεν είναι συµµετρικός εκτός αν η βάση Xu(q),Xυ(q) του TpS είναι 
ορθοκανονική. 
 Για να βρούµε τις συναρτήσεις aij:U→R πολλαπλασιάζουµε εσωτερικά µε Xu και µε 
Xυ  και παίρνουµε το σύστηµα: 

− = ⋅ = ⋅ + ⋅ = +
− = ⋅ = ⋅ + ⋅ = +
− = ⋅ = ⋅ + ⋅ = +
− = ⋅ = ⋅ + ⋅ = +

e X a X X a X X a E a F
f X a X X a X X a F a G
f X a X X a X X a E a F
g X a X X a X X a F a G

u u u u u

u u

u u u u

u

N
N
N
N

11 21 11 21

11 21 11 21

12 22 12 22

12 22 12 22

υ

υ υ υ υ

υ υ

υ υ υ υ υ

,
,
,
,

 

και άρα  
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⎜
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⎠
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απ' όπου παίρνουµε 
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F G

e f
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. . . 

Έχουµε λοιπόν τις σχέσεις 
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N

N

u u u

u u

fF eG
EG F

X eF fE
EG F

X

gF fG
EG F

X fF gE
EG F

X

= −
−

+ −
−

= −
−

+ −
−

2 2

2 2

,

,υ

 

οι οποίες ονοµάζονται εξισώσεις Weingarten. 
 Από αυτές παίρνουµε για την καµπυλότητα Gauss: 

K=det(ai j)=
eg f
EG F

−
−

2

2 , 

και για την µέση καµπυλότητα: 

H=− 1
2

tr(ai j)= − 1
2

(a1 1+a2 2 )= eG fF gE
EG F
− +

−
2

2 2( )
. 

Οι κύριες καµπυλότητες k1, k2 (k1≥k2) θα είναι ρίζες της εξίσωσης k2−2Hk+K=0 και άρα: 
k H H K k H H K1

2
2

2= + − = − −, . 
 Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι οι κύριες καµπυλότητες k1, k2 (k1≥k2) είναι 
συνεχείς συναρτήσεις πάνω στην S και µάλιστα διαφορίσιµες σε κάθε σηµείο µε k1>k2 δηλαδή 
µε H2>K. Σηµεία της S για τα οποία έχουµε k1(p)=k2(p) ονοµάζονται οµφαλικά. Προφανώς 
σε κάθε οµφαλικό σηµείο θα έχουµε για τον τελεστή σχήµατος (dN)p=−kid T Sp

 (όπου 

k=k1(p)=k2(p)) δηλαδή η S στο p καµπυλώνεται το ίδιο προς κάθε (εφαπτόµενη) κατεύθυνση.  
Για να βρούµε τώρα τις κύριες διευθύνσεις αρκεί να βρούµε δύο µοναδιαία 

ιδιοδιανύσµατα του −(dN)p που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές k1(p), k2(p). Αν το 
w=λXu(q)+µXυ(q) είναι ιδιοδιάνυσµα του (dN)p τότε θα έχουµε 

−k(λXu(q)+µXυ(q))=(dN)p(λXu(q)+µXυ(q))=λNu(q)+µNυ(q) 
και άρα πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά µε Xu(q) και µε Xυ(q) παίρνουµε: 

λe(q)+µf(q)=k(λE(q)+µF(q)) και λf(q)+µg(q)=k(λF(q)+µG(q)) 
και απαλείφοντας το k παίρνουµε (λE(q)+µF(q))(λf(q)+µg(q))=(λF(q)+µG(q))(λe(q)+µf(q)) 
που δίνει λ2(E(q)f(q)−F(q)e(q))+λµ(E(q)g(q)−G(q)e(q))+µ2(F(q)g(q)−G(q)f(q))=0 ή 
ισοδύναµα 

µ λµ λ2 2

0
−

=E q F q G q
e q f q g q

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

.  

Η σχέση αυτή µας επιτρέπει να βρούµε όλα τα κύρια διανύσµατα. Για τις κύριες 
διευθύνσεις πρέπει να την συνδιάσουµε µε την Ip(w)=λ2E(q)+2λµF(q)+µ2G(q)=1.  

Το σηµείο p της επιφάνειας S είναι οµφαλικό αν και µόνο αν η παραπάνω ορίζουσα 
µηδενίζεται για κάθε λ,µ∈R δηλαδή αν και µόνο αν υπάρχει κ∈R µε  

e(q)=κE(q), f(q)=κF(q), g(q)=κG(q).  
 Έχουµε ακόµη την ακόλουθη: 
 Πρόταση 3.5.1 Έστω ότι το σηµείο p=X(q) της επιφάνειας S δεν είναι οµφαλικό. Τότε 
τα διανύσµατα Xu(q) και Xυ(q) είναι κύρια αν και µόνο αν f(q)=F(q)=0. Στην περίπτωση αυτή 

οι αντίστοιχες κύριες καµπυλότητες είναι e q
E q

( )
( )

και g q
G q

( )
( )

. 

 Απόδειξη. Τα Xu(q) και Xυ(q) είναι κύρια αν και µόνο αν είναι ορθωγώνια δηλαδή 
F(q)=Xu(q).Xυ(q)=0 (αφού το σηµείο δεν είναι οµφαλικό) και επιπλέον 
µ λµ λ2 2

0
−

=E q F q G q
e q f q g q

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

 για (λ,µ)=(1,0) και (0,1) δηλαδή f(q)=0. Θα έχουµε άρα: 
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που αποδεικνύει τον ισχυρισµό για τις κύριες καµπυλότητες. 
 Επίσης για τα οµφαλικά σηµεία ισχύει το ακόλουθο: 
 Θεώρηµα 3.4.2 Έστω S συνεκτική οµαλή επιφάνεια όλα τα σηµεία της οποίας είναι 
οµφαλικά. Τότε η S περιέχεται ή σε ένα επίπεδο ή σε µια σφαίρα. 
 Απόδειξη. Αφού η S είναι συνεκτική αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε οµαλή 
παραµετρικοποίηση X:U→S της S µε το U συνεκτικό το X(U) περιέχεται ή σε ένα επίπεδο ή σε 
µια σφαίρα. Θα έχουµε όµως αφού για κάθε q=(u,υ)∈U το p=X(q) είναι οµφαλικό ότι 

Nu(q)=(dN)p(Xu(q))=−k(q)Xu(q) και Nυ(q)=(dN)p(Xυ(q))=−k(q)Xυ(q) 
όπου η k:U→R είναι διαφορίσιµη. Παραγωγίζοντας ως προς u και υ παίρνουµε 

−kυXu=Nuυ+kXuυ=Nυu+kXυu=−kuXυ 
στο U και αφού τα Xu,Xυ είναι γραµµικώς ανεξάρτητα έχουµε ότι ku=kυ στο U και αφού το U 
είναι συνεκτικό ότι η kείναι σταθερή στο U. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 
α) k=0 στο U. Τότε Nu=Nυ=0 στο U και άρα το N=a είναι σταθερό. Άρα (a.X)u=N.Xu=0 και 
οµοίως (a.X)υ=N.Xυ=0 στο U δηλαδή το a.X=c είναι σταθερό και συνεπώς το X(U) περιέχεται  
στο επίπεδο a.x=c. 
β) k≠0 στο U. Τότε από τις (N+kX)u=(N+kX)υ=0 στο U παίρνουµε ότι το N+kX=b είναι 

σταθερό, X
k k k

− = =
1 1 1b N  και συνεπώς το X(U) περιέχεται  στην σφαίρα x b− =

1 1
k k

.  

 ΄Εστω τώρα α:(−ε,ε)→S οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος 
τόξου, που βρίσκεται πάνω στην επιφάνεια, µε α(0)=p. Θέτοντας N(s)=Noα(s) και 
παραγωγίζοντας την σχέση N(s).α′(s)=0 παίρνουµε N′(s).α′(s)+N(s).α′′(s)=0. Έχουµε όµως 
α′′(0)=k(0)n(0) (όπου k η καµπυλότητα της α) και N′(0)=(dN)p(α′(0)) και άρα 
(dN)p(α′(0)).α′(0)+k(0)n(0).N(p)=0 που δίνει την σχέση: 

k(0)n(0).N(p)=IIp(α′(0)). 
 Η ποσότητα kn=k(0)n(0).N(p)=k(0)συνω (όπου ω∈(0,π) είναι η γωνία που 
σχηµατίζουν τα διανύσµατα n(0) και N(p)) είναι η προβολή του διανύσµατος της 
επιτάχυνσης της α στο κάθετο στην S διάνυσµα και ονοµάζεται κάθετη καµπυλότητα της 
καµπύλης α στο p. ∆ηλαδή η κάθετη  καµπυλότητα είναι η συνιστώσα της επιτάχυνσης που 
είναι κάθετη στην επιφάνεια και άρα εξαρτάται και από την καµπύλη και από την επιφάνεια. 
Παρατηρούµε όµως ότι η kn αντίθετα µε την καµπυλότητα της α εξαρτάται µόνο από το 
εφαπτόµενο διάνυσµα α′(0) και όχι από το α′′(0). Έχουµε δηλαδή το ακόλουθο: 
 Θεώρηµα 3.5.3 (Meusnier) Όλες οι καµπύλες της S που διέρχονται από το p και 
έχουν το ίδιο εφαπτόµενο διάνυσµα στο p θα έχουν και την ίδια κάθετη καµυλότητα στο p. 
 Μπορούµε άρα να γράψουµε kn(w) για την κοινή κάθετη καµπυλότητα όλων των 
οµαλών καµπύλων της S που διέρχονται από το p και έχουν ως εφαπτόµενο το µοναδιαίο 
διάνυσµα w∈TpS.  

Συµπεραίνουµε άρα ότι η κάθετη καµπυλότητα kn(w) είναι ίση µε την καµπυλότητα 
στο p της επίπεδης καµπύλης που είναι η τοµή της S µε το επίπεδο που διέρχεται από το p και 
είναι παράλληλο στα διανύσµατα w και N(p) (κάθετη τοµή της S). Συνεπώς το kn(w) µετράει 
το πόσο και το πώς καµπυλώνεται η επιφάνεια S κατά την κατεύθυνση του w. Έτσι αν 
kn(w)>0 η αντίστοιχη κάθετη τοµή στρέφει τα κοίλα στο p µε κατεύθυνση οµόρροπη του 
N(p) ενώ αν kn(w)<0 µε κατεύθυνση αντίρροπη του N(p). Κατευθύνσεις w για τις οποίες  
kn(w)=0 ονοµάζονται ασυµτωτικές. Η αντίστοιχη κάθετη τοµή σε αυτή την περίπτωση θα 
έχει στο p καµπυλότητα µηδέν. 

Γενικώτερα αν το w∈TpS (w≠0) δεν είναι µοναδιαίο τότε για την αντίστοιχη κάθετη 
καµπυλότητα θα έχουµε: 
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 Έτσι η κάθετη καµπυλότητα κατά κάποιο εφαπτόµενο διάνυσµα είναι ίση µε τον 
λόγο των δύο θεµελιωδών µορφών. Π.χ. για την σφαίρα όπου IIp=Ip για κάθε p∈S2 όλες οι 
καµπύλες πάνω σε αυτήν θα έχουν κάθετη καµπυλότητα ίση µε 1 ενώ στο επίπεδο (όπου 
IIp=0 για κάθε p) όλες οι καµπύλες θα έχουν κάθετη καµπυλότητα ίση µε µηδέν. Επίσης όλες 
οι διευθύνσεις πάνω στην σφαίρα είναι κύριες ενώ πάνω στο επίπεδο ασυµτωτικές. 
 Για να υπολογίσουµε την κάθετη καµπυλότητα κατά την κατεύθυνση του µοναδιαίου 
διανύσµατος w∈TpS θεωρούµε µια ορθοκανονική βάση <w1,w2> του TpS αποτελούµενη από 
κύρια διανύσµατα και θέτουµε  

w=συνθw1+ηµθw2 
και έχουµε kn(w)=IIp(w)=−<(dN)p(συνθw1+ηµθw2),συνθw1+ηµθw2>p=k1συν2θ+k2ηµ2θ όπου 
k1,k2 είναι οι αντίστοιχες κύριες καµπυλότητες. Έχουµε δηλαδή: 

 kn(συνθw1+ηµθw2)=k1συν2θ+k2ηµ2θ. 
 Η σχέση αυτή που ονοµάζεται εξίσωση του Euler συνεπάγεται ότι οι κύριες 
διευθύνσεις είναι εκείνες κατά τις οποίες η κάθετη καµπυλότητα παίρνει την µέγιστη και την 
ελάχιστη τιµή της και οι τιµές αυτές είναι ίσες µε τις αντίστοιχες κύριες καµπυλότητες. 
 Βλέπουµε λοιπόν ότι αν K=k1k2>0 (τα k1,k2 είναι οµόσηµα) τότε όλες οι κάθετες 
τοµές της S στρέφουν τα κοίλα στο p προς την ίδια κατεύθυνση ανάλογα µε το κοινό 
πρόσηµο των k1,k2 (αυτό συµβαίνει π.χ. σε κάθε σηµείο ενός ελλειψοειδούς). Ένα τέτοιο 
σηµείο p θα ονοµάζεται ελλειπτικό. Αντίθετα αν K=k1k2<0 (τα k1,k2 είναι ετερόσηµα) τότε 
υπάρχουν κάθετες τοµές που στρέφουν τα κοίλα στο p οµόρροπα του N(p), κάθετες τοµές 
που στρέφουν τα κοίλα αντίρροπα του N(p) και κάθετες τοµές µε καµπυλότητα 0 στο p που 

αντιστοιχούν στις ασυµπτωτικές διευθύνσεις w=συνθw1+ηµθw2 όπου εφθ=
2

1

k
k

−± (αυτό 

συµβαίνει π.χ. σε κάθε σηµείο ενός µονόχωνου υπερβολοειδούς). Ένα τέτοιο σηµείο p θα 
ονοµάζεται υπερβολικό. Επίσης αν K=k1k2=0 αλλά |k1|+|k2|>0 (άρα υπάρχει µια µόνο 
ασυµπτωτική διεύθυνση) το p θα ονοµάζεται παραβολικό (π.χ. σε κάθε σηµείο του 
κυλίνδρου). Αν δε k1=k2=0 (άρα όλες οι διευθύνσεις είναι ασυµπτωτικές) το p θα ονοµάζεται 
επίπεδο (π.χ. σε κάθε σηµείο ενός επιπέδου). 
 Θα εξετάσουµε τώρα τις παραπάνω ποσότητες για µερικές περιπτώσεις επιφανειών. 
 1) Επιφάνειες εκ περιστροφής. Έχουµε δεί ότι ως προς την παραµετρικοποίηση 
X(u,υ)=(φ(υ)συνu,φ(υ)ηµu,ψ(υ)), u∈(0,2π), υ∈(a,b) θα είναι 
Xu(u,υ)=(−φ(υ)ηµu,φ(υ)συνu,0), Xυ(u,υ)=(φ′(υ)συνu,φ′(υ)ηµu,ψ′(υ)), 

Ν(u,υ)= 1
2 2′ + ′ψ υ ϕ υ( ) ( )

(ψ′(υ)συνu,ψ′(υ)ηµu,−φ′(υ)) και E(u,υ)=φ(υ)2, F(u,υ)=0, 

G(u,υ)=φ′(υ)2+ψ′(υ)2. Επίσης Xuu(u,υ)=(−φ(υ)συνu,−φ(υ)ηµu,0), 
Xuυ(u,υ)=(−φ′(υ)ηµu,φ′(υ)συνu,0) και Xυυ(u,υ)=(φ′′(υ)συνu,φ′′(υ)ηµu,ψ′′(υ)). Άρα: 

e u f u g u( , ) ( ) ( )

( ) ( )
, ( , ) , ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.υ ϕ υ ψ υ

ϕ υ ψ υ
υ υ ψ υ ϕ υ ϕ υ ψ υ

ϕ υ ψ υ
= −

′

′ + ′
= =

′ ′′ − ′ ′′

′ + ′2 2 2 2
0  

Από την πρόταση 3.5.1 προκύπτει άρα ότι τα διανύσµατα Xu και Xυ εφαπτόµενα στους 
µεσηµβρινούς και παραλλήλους αντίστοιχα είναι κύρια και οι αντίστοιχες κύριες 
καµπυλότητες είναι: 

k e
E

k g
Gµ π

ψ
ϕ ϕ ψ

ψ ϕ ϕ ψ
ϕ ψ

= = − ′
′ + ′

= = ′ ′′ − ′ ′′
′ + ′(( ) ( ) )

,
(( ) ( ) ) /2 2 1/2 2 2 3 2

 

και η καµπυλότητα Gauss είναι: 

K k k= = − ′ ′ ′′ − ′ ′′
′ + ′

µ π
ψ ψ ϕ ϕ ψ
ϕ ϕ ψ

( )
(( ) ( ) )2 2 2

. 
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 Ειδικότερα στην περίπτωση που η καµπύλη C είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το 
µήκος τόξου θα έχουµε G=(φ′)2+(ψ′)2=1 και παραγωγίζοντας την παίρνουµε 
φ′φ′′=−ψ′ψ′′, ′ ′ ′′ − ′ ′′ = ′′ ′ + ′ = ′′ψ ψ ϕ ϕ ψ ϕ ϕ ψ ϕ( ) (( ) ( ) )2 2  και άρα στην περίπτωση αυτή 
έχουµε: 

E F G e f g

k k

K H

= = = = − ′ = = ′ ′′ − ′ ′′

= −
′

= ′ ′′ − ′ ′′

= −
′′

=
′ ′′ − ′ ′′ − ′

ϕ ϕψ ψ ϕ ϕ ψ
ψ
ϕ

ψ ϕ ϕ ψ

ϕ
ϕ

ϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ
ϕ

µ π

2 0 1 0

2

, , , , , ,

, ,

, ( ) .

 

Σαν εφαρµογή θα βρούµε όλες τις καµπύλες C  οι οποίες παράγουν µια επιφάνεια εκ 
περιστροφής µε σταθερή καµπυλότητα Gauss ίση µε 1. Αφού µπορούµε να 
παραµετρικοποιήσουµε την C ως προς το µήκος τόξου θέλουµε δύο διαφορίσιµες 

συναρτήσεις φ,ψ µε φ>0, (φ′)2+(ψ′)2=1 και ′′
= = −

ϕ
ϕ

K 1. Η τελευταία δίνει (διαλέγοντας την 

παράµετρο κατάλληλα) φ(υ)=Aηµυ µε A>0 και το υ περιορισµένο στο υποδιάστηµα του (0,π) 
όπου φ<1. Η σχέση (φ′)2+(ψ′)2=1 τώρα δίνει ψ υ υ υ( )= −∫ 1 2 2A dηµ . Η περίπτωση A=1 
µας δίνει την σφαίρα. 
 2) Γράφηµα της διαφορίσιµης συνάρτησης h:U→R (U⊆R2 ανοικτό). Ως προς την 
παραµετρικοποίηση X:U→R3 µε X(x,y)=(x,y,h(x,y)) έχουµε δεί ότι Xx=(1,0,hx), Xy=(0,1,hy), 

N= 1

1 2 2+ +h hx y

(−hx,−hy,1) και E h F h h G hx x y y= + = = +1 12 2, , . Επίσης Xxx=(0,0,hxx), 

Xxy=(0,0,hxy), Xyy=(0,0,hyy) και: 

e h

h h
f

h

h h
g

h

h h
xx

x y

xy

x y

yy

x y

=
+ +

=
+ +

=
+ +1 1 12 2 2 2 2 2

, , .  

 
Συνεπώς:  

K eg f
EG F

h h h

h h
H

h h h h h h h

h h

k H H K k H H K

xx yy xy

x y

x yy x y xy y xx

x y

=
−
−

=
−

+ +
=

+ − + +

+ +

= + − = − −

2

2

2

2 2 2

2 2

2 2 3 2

1
2

2
2

1

1 2 1

2 1( )
,

( ) ( )

( )
,

, .

/  

Το εφαπτόµενο διάνυσµα w=λXx+µXy=(λ,µ,λhx+µhy) θα είναι: 
α) Κύριο αν και µόνο αν έχουµε 

µ λµ λ2 2

2 21 1 0
−

+ + =h h h h
h h h

x x y y

xx xy yy

.   

β) Ασυµπτωτικό αν και µόνο αν έχουµε 
h h hxx xy yyλ λµ µ2 22 0+ + = .  

 Επίσης το αντίστοιχο σηµείο του γραφήµατος είναι οµφαλικό αν και µόνο αν υπάρχει 
κ∈R µε  h h h h h h hxx x xy x y yy y= + = = +κ κ κ( ), , ( )1 12 2  . 
 Σαν εφαρµογή των παραπάνω θεωρούµε µια οµαλή επιφάνεια S και το σηµείο της p. 
Σύµφωνα µε το 3.1.1 η S κοντά στο p µπορεί να παραµετρικοποιηθεί ως γράφηµα. Κάνοντας 
µια µεταφορά και στροφή του συστήµατος συντεταγµένων µπορούµε να υποθέσουµε ότι 
p=(0,0,0) ότι το TpS είναι το xy-επίπεδο η X:U→S µε X(x,y)=(x,y,h(x,y)) είναι οµαλή 
παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p και τέλος ότι οι διευθύνσεις i,j είναι κύριες. Θα 
έχουµε άρα hx(0,0)=hy(0,0)=0 (αφού το TpS είναι το xy-επίπεδο), E(0,0)=G(0,0)=1, F(0,0)=0. 
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Επίσης f(0,0)=hxy(0,0)=0 (αφού τα Xx(0,0)=(1,0,0), Xy(0,0)=(0,1,0) είναι κύρια) και 
k1(p)=hxx(0,0), k2(p)=hyy(0,0). Από τον τύπο του Taylor έχουµε τώρα: 

h x y k x k y R x y x y R x yp( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )= + + = +
1
2

1
21

2
2

2 ΙΙ   

για κάθε (x,y)∈U κοντά στο (0,0) όπου για το υπόλοιπο R(x,y) έχουµε: lim ( , )
( , ) ( , )x y

R x y
x y→ +

=
0 0 2 2 0 . 

α) Το IIp(x,y) προσεγγίζει την απόσταση του σηµείου (x,y,h(x,y)) της επιφάνειας από το 
εφαπτόµενο επίπεδο TpS. 
β) Αν K=k1k2≠0 οι τοµές της επιφάνειας S µε τα επίπεδα z=α παράλληλα στο TpS και κοντάσε 
αυτό (δηλ. το α αρκετά µικρό) δείχνουν κατά προσέγγιση κοντά στο p σαν τα σηµειοσύνολα 
του xy-επιπέδου που ικανοποιούν την:  

k x k y1
2

2
2 2+ = α  

τα οποία είναι:  
(i) Αν το p είναι ελλειπτικό: ελλείψεις για α οµόσηµο των k1,k2, το p για α=0 και το κενό 
σύνολο για α ετερόσηµο των k1,k2 δηλαδή το τµήµα της S κοντά στο p βρίσκεται στο ένα 
µέρος του εφαπτόµενου επιπέδου TpS που τέµνει την S κοντά στο p µόνο στο p (σχετικό 
ακρότατο). Ειδικώτερα αν το σηµείο είναι οµφαλικό τότε οι τοµές αυτές µοιάζουν µε 
κύκλους. 

(ii) Αν το p είναι υπερβολικό: υπερβολές για α≠0, και οι δύο ευθείες y k
k

x= ± − 1

2

 για α=0 

που είναι οι κοινές ασύπτωτες των υπερβολών και επίσης είναι παράλληλες των 
ασυµπτωτικών διευθύνσεων και άρα το τµήµα της S κοντά στο p βρίσκεται και στα δύο µέρη 
που ορίζει το εφαπτόµενο επιπέδο TpS (σαγµατικό σηµείο).  
 Στην περίπτωση του παραβολικού σηµείου οι καµπύλες προσεγγίζονται κοντά στο 
(0,0) από δύο παράλληλες ευθείες για α οµόσηµο της κύριας καµπυλότητας που δεν είναι 
µηδέν, µια ευθεία για α=0 και το κενό σύνολο αλλιώς (δεν µπορούµε όµως να βγάλουµε 
συµπέρασµα για την σχέση της S µε το TpS). Για επίπεδα σηµεία όµως δεν µπορούµε να 
βγάλουµε συµπέρασµα για την µορφή των τοµών αυτών. 
 3) Καρτεσιανή εξίσωση. Έστω ότι η επιφάνεια δίνεται από µια καρτεσιανήεξίσωση 
S=F−1({a})={(x,y,z)∈W : F(x,y,z)=a} όπως στο θεώρηµα 3.1.2 (το a οµαλή τιµή της F). Τότε 
για κάθε p∈S το διάνυσµα ∇F(p)(≠0) είναι κάθετο στην S στο p και άρα: 

T S F p a a a a Fp i i= ⋅∇ = = =∑{ : ( ) } {( , , ): }w w 0 01 2 3  
όπου για ευκολία θέτουµε F1=Fx(p), F2=Fy(p), F3=Fz(p), F11=Fxx(p), F12=Fxy(p) κ.ο.κ.. Επίσης 

έχουµε για την απεικόνιση Gauss N=
∇
∇

F
F

 και άρα για κάθε w=(a1,a2,a3)∈TpS έχουµε: 

ΙΙ p p p

p i j i j

d
F p

D F
F

F p

F p
D F

F p
a a F

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
.

w N w w w w w w

w w

= − ⋅ = −
∇

∇ ⋅ −
∇

∇ ⋅ =

= −
∇

∇ ⋅ = −
∇

∑

1 1

1 1
 

Συνεπώς για να βρούµε τις κύριες καµπυλότητες αρκεί να βρούµε τις ακρότατες τιµές της πα-
ράστασης a a Fi j i j∑ υπό τις συνθήκες a Fi i =∑ 0 (αφού (a1,a2,a3)∈TpS) και ai

2 1=∑ (αφού 
το (a1,a2,a3) πρέπει να είναι µοναδιαίο). Χρησιµοποιώντας την µέθοδο των πολλαπλασιαστών 
Lagrange (και αφού Fi j=Fj i) θέλουµε a1,a2,a3,λ,µ∈R τέτοια ώστε: 

a F a F j

a F a
i ij j j

i i i

= + =

= =

∑
∑∑

λ µ , , ,

, .

1 2 3

0 12
 

Το σύστηµα αυτό δίνει: 
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F F F F
F F F F
F F F F
F F F

a
a
a

ai

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

1

2

3

2

0

0
0
0
0

1

−
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

=∑

λ
λ

λ
µ

. , .  

Από το οµογενές σύστηµα παίρνουµε άρα ότι θα πρέπει: 

P

F F F F
F F F F
F F F F
F F F

( ) .λ

λ
λ

λ
=

−
−

−
=

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3 0

0  

Αντιστρόφως αν το λ∈R ικανοποιεί την παραπάνω εξίσωση τότε µπορούµε να βρούµε 
a1,a2,a3,µ∈R τέτοια ώστε τα a1,a2,a3,λ,µ να ικανοποιούν το αρχικό σύστηµα. Παρατηρούµε 
επίσης ότι στην περίπτωση αυτή θα ισχύει: 

a a F a a Fi j i j j j j= + =∑ ∑∑ λ µ λ2  

και άρα η αντίστοιχη κύρια καµπυλότητα θα είναι ίση µε −
∇
λ

F p( )
. 

 Συνεπώς οι κύριες καµπυλότητες είναι οι αριθµοί: 

k
F F F

ii
i= −

+ +
=

λ

1
2

2
2

3
2

1 2, ,  

όπου λ1,λ2 είναι οι ρίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης P(λ)=0. Χρησιµοποιώντας τους τύπους 
για το γινόµενο και το ηµιάθροισµα των ριζών µιας δευτεροβάθµιας εξίσωσης µπορούµε να 
υπολογίσουµε τα K,H. Ειδικώτερα αν  

F F F
F F F
F F F

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

2

3

0 0
0 0
0 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
=
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

µ
µ

µ
 

τότε η εξίσωση P(λ)=0 γράφεται  
F F F1

2
2 3 2

2
3 1 3

2
1 2 0( )( ) ( )( ) ( )( )λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ− − + − − + − − =  

και άρα 

K
F F F

F F F

H
F F F

F F F

=
+ +
+ +

=
+ + + + +

+ +

1
2

2 3 2
2

3 1 3
2

1 2

1
2

2
2

3
2 2

1
2

2 3 2
2

3 1 3
2

1 2

1
2

2
2

3
2 3 22

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

( )
,

( ) ( ) ( )
( )

./

 

 Το διάνυσµα w=(a1,a2,a3)∈TpS είναι ασυµπτωτικό αν και µόνο αν: 
a a Fi j ij =∑ 0 και a Fi i =∑ 0.  

 Για να βρούµε τα κύρια διανύσµατα παρατηρούµε ότι το w=(a1,a2,a3)∈R3 είναι κύριο 
αν και µόνο αν w.N(p)=0 (αφού w∈TpS) και ((dN)p(w)×w).N(p)=0 (αφού το (dN)p(w)∈TpS 
και είναι συγγραµικό µε το w αν και µόνο αν το w είναι κύριο) δηλαδή: 

a a a
a F a F a F
F F F

i i i i i i

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0∑ ∑ ∑ =  και a Fi i =∑ 0.  

 Το p θα είναι οµφαλικό αν και µόνο αν η παραπάνω ορίζουσα είναι µηδέν για κάθε 
(a1,a2,a3)∈R3 µε a Fi i =∑ 0.  
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 Έτσι π.χ. για το ελλειψοειδές S={(x,y,z)∈R3: x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ + = } παίρνουµε F(x,y,z)= 

= 1
2

2

2

2

2

2

2( )x
a

y
b

z
c

+ + και έχουµε ∇ =F x
a

y
b

z
c

( , , )2 2 2  και ( )
/

/
/

F
a

b
c

i j =

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2

2

2

. Άρα η 

καµπυλότητα Gauss θα δίνεται από την σχέση: 

K
a b c

x
a

y
b

z
c

= + + −1
2 2 2

2

4

2

4

2

4
2.( ) . 

 Τα κύρια διανύσµατα στο (x,y,z) θα είναι αυτά που ικανοποιούν το σύστηµα: 

 
a a a

a a a b a c
x a y b z c

a x
a

a y
b

a z
c

1 2 3

1
2

2
2

3
2

2 2 2

1
2

2
2

3
2 0/ / /

/ / /
= + + = . 

 
Ασκήσεις 

1.  Θεωρούµε την οµαλή επιφάνεια S µε παραµετρικοποίηση X(u,υ)=(u−υ2,2uυ− u2 2

2
+υ

−2u+υ,    

−u2+υ), (u,υ)∈U όπου U µια περιοχή του q=(0,1) και το σηµείο p=X(q)∈S. Να υπολογίσετε τις 
κύριες καµπυλότητες, τις κύριες και τις ασυµπτωτικές διευθύνσεις καθώς και την καµπυλότητα 
Gauss της S στο p. 

2.  Θεωρούµε την οµαλή επιφάνεια S µε παραµετρικοποίηση X(u,υ)=(u+uυ2,υ+u2+υ2,2uυ+2υ2−υ), 
(u,υ)∈U όπου U µια περιοχή του q=(0,0) και το σηµείο p=X(q)∈S. Να υπολογίσετε τις κύριες 
καµπυλότητες της S στο p, το είδος του σηµείου p καθώς και µια ορθοκανονική βάση του TpS που 
να αποτελείται από κύρια διανύσµατα. 

3.  (i) Να βρείτε τα οµφαλικά σηµεία του ελλειψοειδούς {(x,y,z)∈R3: x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ + = } αν 0<a<b<c. 

*(ii) Να δείξετε ότι η τοµές του ελλειψοειδούς µε επίπεδα παράλληλα των εφαπτό-µενων 
επιπέδων στα οµφαλικά σηµεία (και προς το µέρος του ελλειψοειδούς) είναι κύκλοι. 

4.  Να υπολογίσετε τις κύριες καµπυλότητες για το ελλειψοειδές εκ περιστροφής µε 
παραµετρικοποίηση X(u,υ)=(aηµυσυνu,aηµυηµu,bσυνυ), (a<b). 

5.  Για την σπείρα µε παραµετρικοποίηση X(u,υ)=((a+rσυνυ)συνu,(a+rσυνυ)ηµu,rσυνυ), 0<u,υ<2π 
να βρείτε την καµπυλότητα Gauss σε κάθε σηµείο και τα ελλειπτικά υπερβολικά και παραβολικά 
σηµεία. Υπάρχουν οµφαλικά σηµεία; 

6.  (i) Να βρείτε όλες τις επιφάνειες εκ περιστροφής µε σταθερή καµπυλοτητα Gauss ίση µε µηδέν. 
(ii) Να βρείτε όλες τις επιφάνειες εκ περιστροφής µε σταθερή καµπυλοτητα Gauss ίση µε −1. 

7.  * Να βρείτε όλες τις επιφάνειες εκ περιστροφής µε σταθερή µέση καµπυλοτητα ίση µε µηδέν. 
8.  Να δείξετε ότι το σηµείο p=(0,0,0) είναι επίπεδο για την οµαλή επιφάνεια S µε 

παραµετρικοποίηση X(x,y)=(x,y,x3−3xy2) και να βρείτε τι µορφή έχουν οι τοµές της S µε τα 
επίπεδα z=α παράλληλα στο TpS. 

9.  Για τις παρακάτω οµαλές επιφάνεις να βρείτε τις κύριες καµπυλότητες τις κύριες και 
ασυµπτωτικές διευθύνσεις  (όπου υπάρχουν) και την καµπυλότητα Gauss στο τυχαίο σηµείο τους 

καθώς και τα οµφαλικά σηµεία τους (αν υπάρχουν). (i) x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ − = (µονόχωνο ελλειπτικό 

υπερβολοειδές), (ii) x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2 1+ − = − (δίχωνο ελλειπτικό υπερβολοειδές), (iii) z x
a

y
b

= +
2

2

2

2  

(ελλειπτικό παραβολοειδές), (iv) z x
a

y
b

= −
2

2

2

2  (υπερβολικό παραβολοειδές). 

10.  Στην οµαλή επιφάνεια µε καρτεσιανή εξίσωση x3+y3+z3=1 να βρείτε τα ελλειπτικά και τα 
υπερβολικά σηµεία, τα οµφαλικά σηµεία και τα ασυµπτωτικά διανύσµατα (όπου υπάρχουν). 

11.  Έστω ότι οι οµαλές επιφάνειες S1,S2 τέµνονται κατά µια οµαλή καµπύλη C. Αν p∈C, k είναι η 
καµπυλότητα της C στο p, κ1,κ2 οι κάθετες καµπυλότητες της C στο p ως προς τις επιφάνειες S1,S2 



 39

αντίστοιχα και θ η γωνία που σχηµατίζουν τα µοναδαία κάθετα διανύσµατα N1(p) και N2(p) των 
S1,S2 αντίστοιχα να δείξετε ότι: k 2 2

1
2

2
2

1 22ηµ συνθ κ κ κ κ θ= + − . 
12.  Έστω S οµαλή επιφάνεια N:S→S2 η απεικόνιση Gauss της p ένα µη επίπεδο  σηµείο της τέτοιο 

ώστε H(p)=0. (i) Να δείξετε ότι στο p µπορούµε να βρούµε δύο ορθογώνιες ασυµτωτικές 
διευθύνσεις. (ii) Να δείξετε ότι για κάθε w1,w2∈TpS έχουµε (dN)p(w1).(dN)p(w2)=−K(p)w1.w2. 

13.  (i) Έστω S οµαλή επιφάνεια και p0∈S τέτοιο ώστε |p0|≥|p| για κάθε p∈S. Να δείξετε ότι για την 
καµπυλότητα Gauss έχουµε |p0| 2K(p0)≥1. (ii) Να δείξετε ότι κάθε συµπαγής οµαλή επιφάνεια έχει 
τουλάχιστον ένα ελλειπτικό σηµείο. 

14.  Έστω S συµπαγής οµαλή επιφάνεια και N:S→S2 η απεικόνιση Gauss της. *(i) Να δείξετε ότι 
υπάρχει ε0>0 τέτοιο ώστε για κάθε 0<ε<ε0 το σύνολο Sε={p+εN(p):p∈S} είναι οµαλή επιφάνεια. 
(ii) Αν ki, i=1,2 είναι οι κύριες καµπυλότητες της S στο p∈S τότε οι κύριες καµπυλότητες της Sε 

στο p+εN(p) είναι 
k

k
i

i1+ ε
, i=1,2. (iii) Να βρείτε την σχέση που έχουν οι µέσες καµπυλότητες και 

οι καµπυλότητες Gauss των S και Sε. 
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3.6 Οι θεµελιώδεις εξισώσεις. 
 Έστω X:U→S παραµετρικοποίηση µιας οµαλής επιφάνειας S. Ανάλογα µε την 
θεωρία καµπύλων (και το τρίεδρο Frenet) µπορούµε να ατιστοιχίσουµε σε κάθε σηµείο 
p=X(q) του X(U) την θετικά προσανατολισµένη βάση <Xu(q),Xυ(q),N(q)> του R3 όπου 

)()(
)()(

)(
qXqX
qXqX

q
u

u

υ

υ

×
×

=N . Η βάση αυτή εν γένει δεν είναι ορθοκανονική, ξέρουµε όµως ότι το 

N(q) θα είναι πάντα µοναδιαίο και κάθετο στα Xu(q) και Xυ(q). Οι εξισώσεις που 
περιγράφουν την ''κίνηση'' του τριέδρου αυτού καθώς το  q µεταβάλλεται πάνω στο U θα 
δίνουν άρα τις µερικές παραγώγους (Xu)u,(Xu)υ,(Xυ)u,(Xυ)υ,Nu,Nυ σαν φραµµικούς 
συνδιασµούς των Xu,Xυ ,N στο U. Ξέρουµε ότι N.Nu=N.Nυ=0, N.Xuu=e, N.Xuυ=f, N.Xυυ=g. 
Μπορούµε άρα να γράψουµε τις εξής εξισώσεις: 

NeXXX uuu +Γ+Γ= υ
2

11
1
11  

NfXXX uu +Γ+Γ= υυ
2

12
1
12  

NfXXX uu +Γ+Γ= υυ
2
21

1
21  

NgXXX u +Γ+Γ= υυυ
2
22

1
22  

υXaXa uu 2111 +=N  

υυ XaXa u 2212 +=N  
που είναι οι θεµελιώδεις εξισώσεις της κίνησης του παραπάνω τριέδρου. Οι συναρτήσεις 
e,f,g:U→R είναι προφανώς οι συνιστώσες της δεύτερης θεµελιώδους µορφής της S ως προς 
την παραµετρικοποίηση X.  

Οι οκτώ συναρτήσεις k
jiΓ :U→R ονοµάζονται σύµβολα Christoffel της S ως προς την 

παραµετρικοποίηση X. Για να τις υπολογίσουµε πολλαπλασιάζουµε την πρώτη σχέση µε Xu 
και Xυ  οπότε παίρνουµε  

FEXX uuu
2

11
1
11 Γ+Γ=⋅  και GFXX uu

2
11

1
11 Γ+Γ=⋅υ . 

Επίσης παρατηρούµε ότι  

uuuuuuu EXXXX
2
1)(

2
1

=⋅=⋅  και 

υυυυυ EFXXFXXXXXX uuuuuuuuuu 2
1)(

2
1)( −=⋅−=⋅−⋅=⋅  απ' όπου µπορούµε να 

λύσουµε το παραπάνω σύστηµα ως προς Γ Γ11
1

11
2, . Κάνοντας το ίδιο και για τις άλλες 

εξισώσεις (και αφού Xuυ=Xυu) βρίσκουµε τελικά τις σχέσεις: 
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2
2
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2
2

112
1
11

FEG
FGFFEG
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 Οι σχέσεις αυτές µας επιτρέπουν να υπολογίζουµε τις συναρτήσεις Christoffel. 
Παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις αυτές εξαρτώνται µόνο από τις συνιστώσες της πρώτης 
θεµελιώδους µορφής και τις παραγώγους των και άρα: ''Οι συναρτήσεις Christoffel είναι 
µετρικές αναλλοίωτοι της S ''. Αντίθετα οι συνιστώσες της δεύτερης θεµελιώδους µορφής 
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e,f,g:U→R δεν είναι µετρικές αναλλοίωτοι της S. Πράγµατι το επίπεδο και ο κύλινδρος είναι 
τοπικά ισοµετρικές επιφάνειες, έχουν δηλαδή ως προς κάποιες παραµετρικοποιήσεις τις ίδιες 
συνιστώσες της πρώτης θεµελιώδους µορφής, αλλά δεν υπάρχουν παραµετρικοποιήσεις ως 
προς τις οποίες να έχουν τις ίδιες συνιστώσες της δεύτερης θεµελιώδους µορφής αφού οι 
κύριες καµπυλότητες για το επίπεδο είναι και οι δύο µηδέν ενώ για τον κύλινδρο η µια από 
τις δύο δεν είναι µηδέν. 
 Για τις δύο τελευταίες από τις θεµελιώδεις εξισώσεις έχουµε βρεί ότι: 

,

,

22

22

uu

uuu

X
FEG
gEfFX

FEG
fGgF

X
FEG
fEeFX

FEG
eGfF

−
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+
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−

=

−
−

+
−
−

=

υN

N
 

που είναι οι εξισώσεις Weingarten. 
 Παράδειγµα. Επιφάνειες εκ περιστροφής. Έχουµε δεί ότι ως προς την παραµετρικο-
ποίηση X(u,υ)=(φ(υ)συνu,φ(υ)ηµu,ψ(υ)), u∈(0,2π), υ∈(a,b) θα είναι E(u,υ)=φ(υ)2, F(u,υ)=0, 
G(u,υ)=φ′(υ)2+ψ′(υ)2. Έχουµε συνεπώς Eu=Gu=Fu=Fυ=0, Eυ=2φφ′, Gυ=2(φ′φ′′+ψ′ψ′′) και  
άρα: 
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 Οι θεµελιώδεις εξισώσεις ''κίνησης'' του τριέδρου αντίθετα µε την περίπτωση των 
καµπύλων δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Πράγµατι οι σχέσεις 

(Xuu)υ=(Xuυ)u, (Xυυ)u=(Xuυ)υ και Nuυ=Nυ u 
θα πρέπει να ικανοποιούνται. Η πρώτη δίνει: 
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Εξισώνοντας τους συντελεστές των Xυ και Xu και χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις Weingarten 
παίρνουµε τις σχέσεις: 
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Οµοίως από την δεύτερη παίρνουµε: 
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 Αποδεικνύεται ότι οι παραπάνω τέσσερεις σχέσεις είναι ισοδύναµες µε την: 
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 Οι παραπάνω εξισώσεις που ονοµάζονται εξισώσεις Gauss συνεπάγονται ότι η 
καµπυλότητα Gauss, αν και για να οριστεί χρησιµοποιήθηκε η δεύτερη θεµελιώδης µορφή, 
µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει µόνο των συνιστωσών της πρώτης θεµελιώδους µορφής 
(και των παραγώγων των) είναι δηλαδή µια µετρική αναλλοίωτος της S. Συνεπώς έχουµε το 
ακόλουθο: 
 Θεώρηµα Egregium (Gauss) Η καµπυλότητα Gauss K µιας οµαλής επιφάνειας 
εξαρτάται µόνο από την µετρική δοµή της επιφάνειας είναι δηλαδή αναλλοίωτος ως προς 
τοπικές ισοµετρίες.   
 Στην ειδική περίπτωση που η παραµετρικοποίηση είναι ορθογώνια (δηλαδή F=0) η 
εξίσωση Gauss µπορεί να γραφεί στην εξής απλούστερη µορφή: 
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 Συγκρίνοντας τώρα τους συντελεστές του N στις σχέσεις (Xuu)υ=(Xuυ)u,(Xυυ)u=(Xuυ)υ 
παίρνουµε επίσης τις εξής εξισώσεις: 
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 Οι εξισώσεις αυτές ονοµάζονται εξισώσεις Mainardi-Codazzi (αποδεικνύεται ότι η 
σχέση Nuυ=Nυu δεν µας δίνει καµιά νέα πληροφορία). Η σηµασία τους φαίνεται από το 
ακόλουθο θεώρηµα. 
 Θεµελιώδες Θεώρηµα της θεωρίας επιφανειών (Bonnet) Έστω V⊆R2 ανοικτό και 
κυρτό  και E,F,G,e,f,g:V→R διαφορίσιµες µε E,G,EG−F2>0 στο V και τέτοιες ώστε να 
ικανοποιούν τις εξισώσεις Gauss  και Mainardi-Codazzi στο V. Τότε υπάρχει παραµετρική 
επιφάνεια Y:V→R3 µε συνιστώσες της πρώτης και δεύτερης θεµελιώδους µορφής τις 
συναρτήσεις E,F,G,e,f,g. Ειδικότερα για κάθε q∈V υπάρχουν συνεκτική περιοχή U⊆V του q 
και µια οµαλή παραµετρική επιφάνεια X:U→R3 µε συνιστώσες της πρώτης και δεύτερης 
θεµελιώδους µορφής τις συναρτήσεις E,F,G,e,f,g στο U. Επίσης αν X:U→R3 είναι µια άλλη 
οµαλή παραµετρική επιφάνεια µε συνιστώσες της πρώτης και δεύτερης θεµελιώδους µορφής 
τις συναρτήσεις E,F,G,e,f,g στο U τότε υπάρχει συνδιασµός στροφής και µεταφοράς 
τ:R3→R3 στο χώρο ώστε X*=τοX στο U. 
 ∆ηλαδή η γνώση των συνιστωσών της πρώτης και της δεύτερης θεµελιώδους µορφής 
καθορίζουν µονοσήµαντα (ως προς στροφές και µεταφορές στον χώρο) την επιφάνεια µε την 
προυπόθεση όµως ότι αυτές ικανοποιούν τις βασικές εξισώσεις συµβατότητας δηλαδή την 
εξίσωση Gauss και τις εξισώσεις Mainardi-Codazzi. 
 Στην περίπτωση που η παραµετρικοποίηση µιας οµαλής επιφάνειας είναι τέτοια ώστε 
F=f=0 στο U οι εξισώσεις Mainardi-Codazzi µπορούν να γραφούν  στην εξής απλούστερη 
µορφή: 
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Ασκήσεις 
1.  Να υπολογίσετε τα σύµβολα Christoffel της επιφάνειας S που είναι το γράφηµα µιας διαφορίσιµης 

συνάρτησης της µορφής z=h(x,y). 
2.  Να δείξετε ότι αν η παραµετρικοποίηση X:U→S είναι ορθογώνια (δηλαδή F=0) η καµπυλότητα 

Gauss δίνεται από την σχέση: K
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E
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3.  Έστω X:U→S παραµετρικοποίηση µιας οµαλής επιφάνειας τέτοια ώστε F=f=0 στο U. Να δείξετε 

ότι οι εξισώσεις Mainardi-Codazzi έχουν την µορφή e E e
E

g
Gυ υ= +

1
2

( ),  g G e
E

g
Gu u= +

1
2

( ) . 

4.  Έστω X:U→S παραµετρικοποίηση µιας οµαλής επιφάνειας και ∆,φ:U→R οι συναρτήσεις µε 

∆= EG F− 2 και φ(u0,υ0)=''η γωνία (0<φ<π) υπό την οποία τέµνονται οι συντεταγµένες γραµµές 
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u=u0  υ=υ0 της S ''. Να δείξετε ότι (i) (log ) ,∆ Γ Γu = +11
1

12
2 (log )∆ Γ Γυ = +12

1
22
2 και  (ii) 

ϕ ϕυu E G E G
= − − = − −
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2
12
1
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5.  Υπάρχει οµαλή επιφάνεια S µε οµαλή παραµετρικοποίηση X:U→S  τέτοια ώστε (i) E=G=1, F=0, 
e=2, g=−3, f=1, (ii) E=1+u2, F=0, G=1+u2+υ2, e=f=0, g=u2+υ2, στο U; ∆ικαιολογήστε την 
απάντησή σας. 

6.  Έστω X:R2→S οµαλή παραµετρικοποίηση τέτοια ώστε E=1, F=e=f=0 στο R2. Να δείξετε ότι 
υπάρχει συνάρτηση h:R→[0,+∞) µε g(u,υ)2=h(υ)G(u,υ) για κάθε (u,υ)∈R2. 

7.  Αν X:U→S είναι παραµετρικοποίηση µιας οµαλής επιφάνειας τέτοια ώστε για κάθε q∈U τα 
αντίστοιχα σύµβολα Christoffel να είναι ίσα µεταξύ τους να δείξετε ότι η καµπυλότητα Gauss της 
S  στο X(U) είναι ίση µε µηδέν. 

8.  Έστω U⊆R2 ανοικτό και συνεκτικό και X:U->S οµαλή επιφάνεια µε E=G=1 και F=συνθ στο U 
όπου θ:U→(0,π) διαφορίσιµη. (i) Να υπολογίσετε τα σύµβολα Christoffel και να δείξετε ότι για 

την καµπυλότητα Gauss έχουµε: K u= −
θ
θ
υ

ηµ  . (ii) Αν επιπλέον έχουµε e=g=0 στο U να δείξετε ότι 

υπάρχει σταθερά C≥0 τέτοια ώστε θuυ=Cηµθ στο U. 
9.  Έστω X:U→S παραµετρικοποίηση µιας οµαλής επιφάνειας µε E=1+υ2, F=0, G=1και e=0 στο U. 

(i) Να υπολογίσετε τα σύµβολα Christoffel και την καµπυλότητα Gauss της S. (ii) Να βρείτε τις 
συνιστώσες  f και g της δεύτερης θεµελιώδους µορφής. *(iii) Να δείξετε ότι οι συντεταγµένες 
γραµµές u=σταθ. της S είναι ευθείες. 

10.  Να εξετάσετε αν η σφαίρα S2 και το µονόχωνο υπερβολοειδές είναι τοπικά ισοµετρικές επιφάνειες.  
 
 
3.7 Καµπύλες πάνω σε επιφάνειες 
 Έστω S µια προσανατολίσιµη οµαλή επιφάνεια µε απεικόνιση Gauss N:S→S2. 
Θεωρούµε επίσης µια οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς ο µήκος τόξου 
γ:I→S⊆R3 πάνω στην επιφάνεια S και τα διανύσµατα T(s)=γ′(s),n(s),b(s) του τριέδρου Frenet 
της γ. Αναλύουµε τώρα (για κάθε s) το διάνυσµα της επιτάχυνσης γ′′(s)=T′(s)=k(s)n(s) σε δύο 
συνιστώσες: 
α) την κάθετη στην S (στο γ(s)): (γ′′(s).N(γ(s))N(γ(s))=(k(s)n(s).N(γ(s))N(γ(s))=kn(s)N(γ(s)) 
όπου είναι η κάθετη καµπυλότητα της γ στο s, που µετράει την τάση που έχει η καµπύλη να 
βγεί από την επιφάνεια, και 
β) την εφαπτοµενική στην S (στο γ(s)): γ′′(s)−kn(s)N(γ(s))∈Tγ(s)S, που είναι η εσωτερική 
επιτάχυνση της γ στην S, δηλαδή η επιτάχυνση που θα µείνει αν αναιρεθεί, µε κάποιο τρόπο, η 
κάθετη τάση της γ να βγεί από την επιφάνεια. Το διάνυσµα γ′′(s)−kn(s)N(γ(s)) ονοµάζεται 
διάνυσµα γεωδαισιακής καµπυλότητας της γ στο s. 
 Θεωρούµε επίσης (για κάθε s) τα διανύσµατα V(s)=N(γ(s)) και U(s)=V(s)×T(s) του 
καθέτου επιπέδου της γ στο s τέτοια ώστε (α) τα T(s),U(s) αποτελούν µια ορθοκανονική 
βάση του εφαπτόµενου επιπέδου Tγ(s)S, (β) τα T(s),U(s),V(s) αποτελούν µια ορθοκανονική 
βάση του R3. Το κινούµενο τρίεδρο <T(s),U(s),V(s)> ονοµάζεται τρίεδρο Darboux της γ ως 
προς την S, και εξαρτάται τόσο από την καµπύλη γ όσο και από την S. 
 ∆εδοµένου τώρα ότι το διάνυσµα γεωδαισιακής καµπυλότητας γ′′(s)−kn(s)N(γ(s)) 
είναι κάθετο στα V(s)=N(γ(s)) και T(s) συµπεραίνουµε ότι υπάρχει πραγµατικός αριθµός 
kg(s) τέτοιος ώστε  γ′′(s)−kn(s)N(γ(s))=kg(s)U(s). Το kg(s) ονοµάζεται γεωδαισιακή 
καµπυλότητα της γ στο s. Έχουµε άρα την σχέση: 

T′(s)=k(s)n(s)=kg(s)U(s)+kn(s)V(s) 
που εκφράζει την ανάλυση της επιτάχυνσης της γ στις δύο παραπάνω συνιστώσες αλλά 
επίσης είναι και µια από τις εξισώσης κίνησης του τριέδρου Darboux της γ ως προς την S. Για 
να βρούµε τις άλλες δύο παρατηρούµε ότι (όπως και στο τρίεδρο Frenet) η ορθοκανονικότητα 
συνεπάγεται ότι U′.U=0, U′.T=−U.T′=−kg, V′.V=0, V′.T=−V.T′=−kn, V′.U=−U′.V και άρα 
υπάρχει συνάρτηση τg:I→R τέτοια ώστε οι εξισώσεις κίνησης του τριέδρου Darboux της γ ως 
προς την S να έχουν την µορφή: 
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Η συνάρτηση τg ονοµάζεται γεωδαισιακή στρέψη της γ. Οι εξισώσεις αυτές 
περιέχουν πληροφορίες για την γεωµετρία της καµπύλης σε σχέση µε την επιφάνεια. 

Παρατηρούµε τα εξής: 
α) Η κάθετη καµπυλότητα kn(s) της γ στο s εξαρτάται (όπως έχουµε δει) µόνο από 

την επιφάνεια και το T(s)=γ′(s), και όχι από το γ′′(s). Μάλιστα έχουµε kn(s)=ΙIγ(s)(γ′(s)). 
β) Η γεωδαισιακή στρέψη  τg(s) της γ στο s εξαρτάται µόνο από την επιφάνεια και το 

T(s)=γ′(s), και όχι από το γ′′(s). Πράγµατι για ευκολία έστω ότι 0∈I και p=γ(0)∈S. Τότε το  

V′(0)= d
ds

s d d
s

p p
=

= ′ =
0

0 0N N N T( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))γ γ   

και άρα το τg(0)=−V′(0).U(0)=−(dN)p(T(0)).(N(p)×T(0)) εξαρτάται µόνο από το T(0). 
Μπορούµε λοιπόν όπως και για την κάθετη καµπυλότητα να γράψουµε τg(w) για κάθε 
µοναδιαίο w∈TpS. Για να το υπολογίσουµε έστω w1,w2 µια ορθοκανονική βάση του TpS 
αποτελούµενη από κύρια διανύσµατα, µε αντίστοιχες κύριες καµπυλότητες k1 και k2, και 
τέτοια ώστε w1×w2=N(p) (δηλαδή τα w1,w2,N(p) αποτελούν µια θετικά προσανατολισµένη 
ορθοκανονική βάση του R3). Γράφουµε για w∈TpS µοναδιαίο: 

 w=(συνθ)w1+(ηµθ)w2 
όπου θ είναι η προσανατολισµένη γωνία από το w1 στο w (ως προς τον προσανατολισµό που 
ορίζει στο TpS το N(p)). Τότε έχουµε (αφού N(p)×w1=w2 και N(p)×w2=−w1): 
τg(w)=−(dN)p(w).(N(p)×w)=(k1(συνθ)w1+k2(ηµθ)w2).((συνθ)w2−(ηµθ)w1)=(k2−k1)ηµθσυνθ. 

Συνδιάζοντας το παραπάνω µε τον τύπο του  Euler έχουµε την ακόλουθη: 
 Πρόταση 3.7.1 Έστω w1,w2∈TpS κύριες διευθύνσεις τέτοιες ώστε τα w1,w2,N(p) να 
αποτελούν µια θετικά προσανατολισµένη ορθοκανονική βάση του R3 και k1,k2 οι αντίστοιχες 
κύριες καµπυλότητες. Τότε για κάθε µοναδιαίο διάνυσµα w∈TpS θα έχουµε: 

kn(w)=k1συν2θ+k2ηµ2θ και τg(w)=(k2−k1)ηµθσυνθ, 
όπου θ είναι η προσανατολισµένη γωνία από το w1 στο w. 

Αν τώρα φ=φ(s) είναι η προσανατολισµένη γωνία από το n(s) στο V(s)=N(γ(s)) (ως 
προς τον προσανατολισµό που ορίζει στο κάθετο επίπεδο της γ το T(s)) για την καµπύλη γ (η 
φ(s) ορίζεται µόνο αν η καµπυλότητα k(s)≠0) τότε θα έχουµε: 

      n=(συνφ)V+(ηµφ)U, b=(ηµφ)V−(συνφ)U και 
V=(συνφ)n+(ηµφ)b, U=(ηµφ)n−(συνφ)b 

και άρα χρησιµοποιώντας και τις εξισώσεις κίνησης του τριέδρου Frenet παίρνουµε: 
kg=T′.U=kn.((ηµφ)n−(συνφ)b)=kηµφ, 
kn=T′.V=kn.((συνφ)n+(ηµφ)b)=kσυνφ, 

τg=V.U′=((συνφ)n+(ηµφ)b).((ηµφ)n−(συνφ)b)′= 
=((συνφ)n+(ηµφ)b).((φ′συνφ)n+(ηµφ)(−kT+τb)−(−φ′ηµφ)b+(συνφ)τn)= 

=τ+φ′. 
Οι πρώτες δύο σχέσεις ισχύουν ακόµα και όταν k(s)=0 οπότε το φ(s) δεν ορίζεται µια 

και kg(s)=kn(s)=0 στην περίπτωση αυτή. Έχουµε άρα την ακόλουθη: 
Πρόταση 3.7.2 Αν φ=φ(s) είναι η προσανατολισµένη γωνία από το n(s) στο V(s) για 

την παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου καµπύλη γ:I->S τότε: 
kg(s)=k(s)ηµφ(s), kn(s)=k(s)συνφ(s) και 

τg(s)=τ(s)+φ′(s)  
όταν ορίζεται το τ(s), δηλ. όταν k(s)≠0. 
 Προφανώς θα έχουµε: 

k k kg n= +2 2 . 
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 Ορίζουµε τώρα τις εξής ειδικές κατηγορίες καµπύλων πάνω στη επιφάνεια S: 
 Ορισµός 3.7.1 α) Η καµπύλη γ:I→S ονοµάζεται γεωδαισιακή της επιφάνειας S αν 
kg(s)=0 για κάθε s∈Ι. 
β) Η καµπύλη γ:I→S ονοµάζεται ασυµπτωτική της επιφάνειας S αν kn(s)=0 για κάθε s∈Ι. 
γ) Η καµπύλη γ:I→S ονοµάζεται γραµµή καµπυλότητας της επιφάνειας S αν για κάθε s∈Ι το 
διάνυσµα T(s)=γ′(s)∈Tγ(s)S είναι κύριο δηλαδή είναι ιδιοδιάνυσµα του αντίστοιχου τελεστή 
σχήµατος (dN)γ(s):Tγ(s)S→Tγ(s)S.   
 Για τις καµπύλες αυτές ισχύουν τα εξής: 

α)  Η γ:I->S είναι γεωδαισιακή αν και µόνο αν το n, όταν ορίζεται, είναι κάθετο στην 
S. Αυτό όµως σηµαίνει ότι η φ είναι σταθερή και άρα τg(s)=τ(s)  όταν ορίζεται το τ(s), δηλ. 
όταν k(s)≠0. ∆ηλαδή η γεωδαισιακή στρέψη τg(w) για µοναδιαίο w∈TpS είναι ίση µε την 
στρέψη  της γεωδαισιακής γ µε γ(0)=p και γ′(0)=w (θα δούµε στην συνέχεια ότι υπάρχει 
µοναδική γεωδαισιακή µε αυτή την ιδιότητα). Προφανώς για κάθε γεωδαισιακή έχουµε 
kn(s)=±k(s). 

β) Η γ:I→S είναι ασυµπτωτική αν και µόνο αν το n, όταν ορίζεται, είναι εφαπτόµενο 
στην S δηλαδή αν και µόνο αν το εγγύτατο επίπεδο σε κάθε σηµείο της συµπίπτει µε το 
εφαπτόµενο επίπεδο της επιφάνειας στο σηµείο αυτό. Επίσης kg(s)=±k(s) και οµοίως µε τις 
γεωδαισιακές η φ είναι σταθερή και άρα τg(s)=τ(s)  όταν ορίζεται το τ(s). 

γ) Η γ:I→S είναι γραµµή καµπυλότητας αν και µόνο αν υπάρχει (διαφορίσιµη) 
συνάρτηση κ:I→R µε (dN)γ(s)(γ′(s))+κ(s)γ′(s)=0 για κάθε s∈I, δηλαδή αν και µόνο αν: 

d
ds
V T= −κ  

στο I (εξίσωση του Rodrigues). Άρα από τις εξισώσεις του τριέδρου Darboux συµπεραίνουµε 
ότι η γ είναι γραµµή καµπυλότητας αν και µόνο αν τg(s)=0 για κάθε s∈I. 
 Αν η γ λοιπόν είναι ευθεία τότε είναι και γεωδαισιακή και ασυµπτωτική. Οι 
γεωδαισιακές είναι οι καµπύλες που έχουν εσωτερική επιτάχυνση, ως προς την επιφάνεια, ίση 
µε µηδέν. Μπορούν άρα να θεωρηθούν ανάλογες των ευθειών στις επίπεδες καµπύλες. 
 Έστω τώρα ότι X:U→S είναι µια οµαλή παραµετρικοποίηση της επιφάνειας µε το 
Xu×Xυ οµόρροπο του N και ότι η καµπύλη γ:I→S έχει την µορφή γ(s)=X(u(s),υ(s)). Η 
συνθήκη η γ είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου γράφεται: 

E u Fu G( ) ( )′ + ′ ′ + ′ =2 22 1υ υ  
στο I (όπου οι συνιστώσες E,F,G της πρώτης θεµελιώδους µορφής ως προς την 
παραµετρικοποίηση X υπολογίζονται στο (u(s),υ(s))∈U). Έχουµε τώρα: 
T

T

= ′ = ′ + ′

′= ′′ = ′ + ′ ′ + ′ + ′′ + ′′ =
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από όπου παίρνουµε kn= e u fu g( ) ( )′ + ′ ′ + ′2 22 υ υ  (ως γνωστόν).και για το διάνυσµα της 
γεωδαισιακής καµπυλότητας 

k u u u X u u Xg uU= ′′ + ′ + ′ ′ + ′ + ′′ + ′ + ′ ′ + ′[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]Γ Γ Γ Γ Γ Γ11
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 Συνεπώς η γ είναι γεωδαισιακή αν και µόνο αν ικανοποιεί το σύστηµα διαφορικών 
εξισώσεων: 

′′ + ′ + ′ ′ + ′ =

′′ + ′ + ′ ′ + ′ =
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 Από την θεωρία των συνήθων διαφορικών εξισώσεων άρα συµπεραίνουµε το εξής: 
 Θεώρηµα 3.7.1 Για κάθε p∈S και w∈TpS µοναδιαίο υπάρχει ε>0 και γεωδαισιακή 
γ:(−ε,ε)→S µε γ(0)=p και γ′(0)=w. Για κάθε άλλη γεωδαισιακή της S, c:I→S µε c(0)=p και 
c′(0)=w θα έχουµε c=γ στο I∩ (−ε,ε). 
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 Γεωδαισιακές συνεπώς υπάρχουν από κάθε σηµείο και προς οποιαδήποτε 
εφαπτόµενη κατεύθυνση αντίθετα µε τις ασυµπτωτικές καµπύλες και τις γραµµές 
καµπυλότητητας που πρέπει να ξεκινάνε µε ασυµπτωτική και κύρια αντίστοιχα κατεύθυνση. 
Αποδεικνύεται ότι αν η επιφάνεια S είναι κλειστό υποσύνολο του R3 (π.χ. η σφαίρα, το 
παραβολοειδές κλπ) τότε για κάθε p∈S και w∈TpS µοναδιαίο υπάρχει γεωδαισιακή γ:R→S µε 
γ(0)=p και γ′(0)=w (δηλαδή µε πεδίο ορισµού όλο το R).  
 Για να υπολογίσουµε την γεωδαισιακή καµπυλότητα kg παρατηρούµε ότι 
kg=T′.U=T′.(N×T)=(T×T′).N και άρα: 
k u u u u u u X Xg u= ′′ + ′ + ′ ′ + ′ ′ − ′′ + ′ + ′ ′ + ′ ′ ×[( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) ]( ).υ υ υ υ υ υ υΓ Γ Γ Γ Γ Γ11
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και αφού (Xu×Xυ).N=|Xu×Xυ|= EG F− 2  θα έχουµε: 

k u u u u u EG Fg = ′ ′′ − ′′ ′ + ′ + − ′ ′ + − ′ ′ − ′ −[ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ]υ υ υ υ υΓ Γ Γ Γ Γ Γ11
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(αν η καµπύλη δεν  είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου θα πρέπει, όπως και 
στις επίπεδες καµπύλες, να διαιρέσουµε την παραπάνω σχέση µε 
′ = ′ + ′ ′ + ′γ υ υ3 2 2 3 22( ( ) ( ) ) /E u Fu G ). Συνεπώς η γεωδαισιακή καµπυλότητα εξαρτάται µόνο 

από την πρώτη θεµείλιώδη µορφή, είναι άρα µια µετρική αναλλοίωτος. Αν π.χ. η S είναι το xy-
επίπεδο τότε ως προς την συνήθη παραµετρικοποίηση έχουµε E G F i j

k= = = =1 0 0, ,Γ  άρα  

k u ug = ′ ′′ − ′′ ′υ υ . 

 Για την γεωδαισιακή στρέψη παρατηρούµε ότι V′×T=−knT×T−τgU×T=τgV άρα 
τg=(V′×Τ).V=((dN)(T)×T).N=((Nuu′+Nυυ′)×(Xuu′+Xυυ′)).N και χρησιµοποιώντας τις εξισώ-
σεις Weingarten έχουµε την σχέση: 

τ
υ υ
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2 2( ) ( )
 

(αν η καµπύλη δεν  είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου θα πρέπει να 
διαιρέσουµε την παραπάνω σχέση µε ′ = ′ + ′ ′ + ′γ υ υ2 2 22E u Fu G( ) ( ) ). 

 Η καµπύλη γ:I→S µε γ(t)=X(u(t),υ(t)) (όχι αναγκαστικά παραµετρικοποιηµένη ως 
προς το µήκος τόξου) θα είναι γραµµή καµπυλότητος αν και µόνο αν  
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για κάθε t∈I. Για τις γραµµές καµπυλότητας ισχύει το εξής χρήσιµο: 
 Θεώρηµα 3.7.2 Έστω S οµαλή επιφάνεια και p∈S σηµείο της που δεν είναι 
οµφαλικό. Τότε υπάρχει παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p τέτοια ώστε οι 
συντεταγµένες γραµµές να είναι γραµµές καµπυλότητας. 
 Απόδειξη. Έστω X:U→S παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p τέτοια ώστε για τις 
κύριες καµπυλότητες να έχουµε k1>k2 στο X(U) και q=X−1(p). Τότε για κάθε (u,υ)∈U η 

εξίσωση 
µ λµ λ
υ υ υ
υ υ υ

2 2

0
−

=E u F u G u
e u f u g u

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

 ορίζει δύο γραµµικώς ανεξάρτητες διευθύνσεις (λ,µ) 

(που αντιστοιχούν στις κύριες διευθύνσεις) και άρα µπορεί να παραγοντοποιηθεί στην µορφή: 
( ( , ) ( , ) )( ( , ) ( , ) )a u b u a u b u1 1 2 2 0υ λ υ µ υ λ υ µ+ + =  

όπου οι a1,a2,b1,b2:U→R είναι διαφορίσιµες και 
a b
a b

1 1

2 2
0≠  στο U. Από την θεωρία των 

διαφορικών εξισώσεων έχουµε ότι οι γενικές λύσεις των διαφορικών εξισώσεων  
a u du b u d a u du b u d1 1 2 20 0( , ) ( , ) , ( , ) ( , )υ υ υ υ υ υ+ = + =  
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θα είναι σε µια περιοχή του q, φ1(u,υ)=σταθ. και φ2(u,υ)=σταθ. αντίστοιχα όπου οι 

φ1,φ2:U→R είναι διαφορίσιµες. Αφού a b
ui

i
i

i∂ϕ
∂υ

∂ϕ
∂

− =0  (i=1,2) στο U και η ορίζουσα 

a q b q
a q b q

1 1

2 2
0

( ) ( )
( ) ( )

≠  συµπεραίνουµε ότι η απεικόνιση φ=(φ1,φ2):U→R2 είναι µια τοπική 

αµφιδιαφόριση στο q. Συνεπώς η Y:V->S µε Y(s,t)=X(φ−1(s,t)) όπου η V είναι µια κατάλληλη 
περιοχή του φ(q) είναι µια οµαλή παραµετρικοποιήση της S γύρω από το p. Επίσης οι 
συντεταγµένες γραµµές της Y, s=σταθ. και t=σταθ. δίνονται παραµετρικά ως προς την X από 
τις φ1(u,υ)=σταθ. και φ2(u,υ)=σταθ. αντίστοιχα και άρα από τα παραπάνω είναι γραµµές 
καµπυλότητας της S.   
 Για την παραµετρικοποίηση του θεωρήµατος θα έχουµε φυσικά F=f=0 στο πεδίο 
ορισµού της. 
 Αντίστοιχα η  καµπύλη γ:I→S µε γ(t)=X(u(t),υ(t)) (όχι αναγκαστικά παραµετρικο-
ποιηµένη ως προς το µήκος τόξου) θα είναι ασυµπτωτική αν και µόνο αν  

e u t t u t f u t t u t t g u t t t( ( ), ( ))( ( )) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ( ), ( ))( ( ))υ υ υ υ υ′ + ′ ′ + ′ =2 22 0  
για κάθε t∈I. Με παρόµοιο άρα τρόπο µπορεί να αποδειχθεί το ακόλουθο: 
 Θεώρηµα 3.7.3 Έστω S οµαλή επιφάνεια και p∈S σηµείο της µε K(p)<0. Τότε 
υπάρχει παραµετρικοποίηση της S γύρω από το p τέτοια ώστε οι συντεταγµένες γραµµές να 
είναι ασυµπτωτικές καµπύλες. 
 Στην περίπτωση αυτή για την παραµετρικοποίηση του θεωρήµατος θα έχουµε e=g=0 
στο πεδίο ορισµού της. 
 Για τις ασυµπτωτικές καµπύλες ισχύει επίσης το εξής: 

  Θεώρηµα 3.7.4 (Beltrami-Enneper) Έστω S επιφάνεια και p∈S τέτοιο ώστε 
K(p)<0.Τότε αν γ είναι µια ασυµτωτική καµπύλη της S µε γ(0)=p µε καµπυλότητα k(0)>0 και 
στρέψη τα τότε θα έχουµε: 

τ ( ) ( )0 = − K p . 
 Απόδειξη. Έστω ότι η γ είναι παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου. Για 
κάθε s το n(s) θα ανήκει στο Tγ(s)S και άρα b(s)=T(s)×n(s)=±N(γ(s)) απ' όπου συµπεραίνουµε 
ότι −(dN)p(T(0))=±b′(0)=±τ(0)n(0). Συνεπώς ο πίνακας του συµµετρικού τελεστή                
−(dN)p:TpS→TpS ως προς την ορθοκανονική βάση T(0),n(0) του TpS θα πρέπει να είναι ο 

συµµετρικός πίνακας 
0 0

0 0
±

±
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

τ
τ

( )
( )

 και άρα K(p)=det(dN)p=−τ(0)2.  

 Γεωµετρική σηµασία των γεωδαισιακών. Έστω γ:[α,β]→S⊆R3 µια οµαλή καµπύλη 
παραµετρικοποιηµένη ως προς ο µήκος τόξου πάνω στην επιφάνεια S µε γ(α)=p και γ(β)=q. 
Θεωρούµε ε>0 και µια απεικόνιση h:(−ε,ε)×[α,β]→S τέτοια ώστε: h(0,s)=γ(s) για κάθε 
s∈[α,β] και h(r,α)=p, h(r,β)=q για κάθε r∈(−ε,ε). Μια τέτοια απεικόνιση h ονοµάζεται 
µεταβολή της γ (ή οµοτοπία µε σταθερά τα άκρα). Θεωρούµε επίσης τις καµπύλες 
γr(s)=h(r,s) για s∈[α,β] (άρα γ0=γ) και συµβολίζουµε µε Lh(r) το µήκος της γr.  

Αν τώρα η καµπύλη γ έχει το ελάχιστο µήκος από όλες τις (κατά τµήµατα) λείες 
καµπύλες της S που συνδέουν τα p,q και η συνάρτηση Lh:(−ε,ε)→R είναι παραγωγίσιµη στο 
0 θα έχουµε Lh′(0)=0. Έχουµε όµως 

Lh(r)= ( ( , ). ( , ))
∂
∂

∂
∂α

β h
s

r s
h
s

r s ds1/2∫ . 



 48

Αφού ∂
∂

∂
∂

h
s

s h
s

s( , ). ( , )0 0 =γ′(s).γ′(s)=1 συµπεραίνουµε ότι η Lh είναι παραγωγίσιµη στο 0 και 

′ = = ′ − ′′ =

= ′ − ′′ = − ′′

∫ ∫

∫ ∫

L h
r s

s h
s

s ds d
ds

h
r

s s h
r

s s ds

h
r

s s h
r

s s ds h
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αφού h(r,α)=p=σταθ. και h(r,β)=q=σταθ..  
Έχουµε γ′′(s)=T′(s)=kg(s)U(s)+kn(s)V(s). Eπίσης επειδή για κάθε s η καµπύλη 

r→h(r,s) βρίσκεται πάνω στην S και h(r,s)=γ(s) το ∂
∂
h
r

s( , )0 ∈Tγ(s)S. Άρα αφού το V(s) είναι 

κάθετο στο Tγ(s)S συµπεραίνουµε ότι: 

′ = − ⋅∫L k s s h
r

s dsh g( ) ( ) ( ) ( , )0 0U ∂
∂α

β
. 

Υποθέτουµε τώρα ότι X:U→S είναι µια οµαλή παραµετρικοποίηση της επιφάνειας 
και ότι η καµπύλη γ:I→S έχει την µορφή γ(s)=X(u(s),υ(s)). Μπορούµε να γράψουµε άρα  

U(s)=Xu(u(s),υ(s))c1(s)+Xυ(u(s),υ(s))c2(s) 
όπου οι c1,c2:[α,β]→R είναι διαφορίσιµες.  
 Αν η φ:[α,β]→R είναι διαφορίσιµη µε φ(α)=φ(β)=0 θεωρούµε την εξής µεταβολή της 
γ: 

h(r,s)=X(u(s)+rφ(s)c1(s),υ(s)+rφ(s)c2(s)) 

(για ε>0 αρκετά µικρό ώστε η h να ορίζεται για |r|<ε) για την οποία ισχύει ∂
∂
h
r

s( , )0 =φ(s)U(s) 

και έχουµε: 

′ = −∫L k s s dsh g( ) ( ) ( )0 ϕ
α

β
. 

 Αν λοιπόν η γ έχει το ελάχιστο µήκος από όλες τις (κατά τµήµατα) λείες καµπύλες 
της S που συνδέουν τα p,q τότε για κάθε φ:[α,β]→R διαφορίσιµη µε φ(α)=φ(β)=0 θα έχουµε 

k s s dsg ( ) ( )ϕ
α

β

∫ =0 . 

Επιλέγοντας κατάλληλα την φ (π.χ. φ=kgλ όπου η λ:[α,β]→[0,+∞) είναι διαφορίσιµη 
µε λ(α)=λ(β)=0) συµπεραίνουµε ότι kg(s)=0 για κάθε s∈[α,β] έχουµε δηλαδή το ακόλουθο: 

Θεώρηµα 3.7.5 Αν η οµαλή καµπύλη γ:[α,β]→S µε γ(α)=p και γ(β)=q έχει το 
ελάχιστο µήκος από όλες τις (κατά τµήµατα) οµαλές καµπύλες της S που συνδέουν τα p,q 
τότε η γ είναι γεωδαισιακή. 

Το παραπάνω θεώρηµα ισχύει υποθέτοντας απλώς ότι γ είναι κατά τµήµατα οµαλή. 
Επίσης αποδεικνύεται ότι αντιστρόφως αν η γ:(α,β)→S είναι γεωδαισιακή τότε για κάθε 
t0∈(α,β) υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε για κάθε t1,t2∈(t0−δ,t0+δ)⊆(α,β) η γ περιορισµένη στο 
διάστηµα των t1,t2 είναι η µοναδική καµπύλη της S που συνδέει τα σηµεία γ(t1) και γ(t2) και 
έχει το ελάχιστο µήκος. ∆ηλαδή οι γεωδαισιακές είναι οι µοναδικές καµπύλες της S που (το-
πικά τουλάχιστον) ελαχιστοποιούν το µήκος και άρα είναι για την εσωτερική γεωµετρία της 
επιφάνειας S ότι είναι οι ευθείες για την γεωµετρία του επιπέδου. Αντίθετα όµως µε την γεω-
µετρία του επιπέδου τα τµήµατα των γεωδαισιακών µιας τυχαίας επιφάνειας δεν ελαχιστοποι-
ούν πάντα το µήκος. Παραδείγµατος χάριν οι γεωδαισιακές της σφαίρας είναι οι µέγιστοι 
κύκλοι της αλλά µόνο τα τµήµατά τους µε µήκος µικρότερο του π ελαχιστοποιούν το µήκος. 

Επίσης αν p,q∈S δεν µπορεί να συµπεράνει κανείς ότι πάντα θα υπάρχει γεωδαισιακή 
ώστε να συνδέει τα σηµεία αυτά και να έχει το ελάχιστο µήκος από όλες τις κατά τµήµατα 
λείες καµπύλες της S που συνδέουν τα p,q. Παραδείγµατος χάριν αν S=R2\{(0,0)} και 
p=(1,0), q=(−1,0) τέτοια καµπύλη δεν υπάρχει (γιατί θα έπρεπε να διέρχονταν από το (0,0) το 
οποίο όµως δεν ανήκει στην S). Αποδεικνύεται όµως ότι αν η S είναι κλειστό υποσύνολο του 
R3 τότε για οποιαδήποτε p,q∈S τέτοια καµπύλη υπάρχει, χωρίς όµως αναγκαστικά να είναι 
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µοναδική (π.χ. στην σφαίρα υπάρχουν άπειρες καµπύλες ελαχίστου µήκους που συνδέουν 
τους δύο πόλους).  
 Επιφάνειες εκ περιστροφής. Αφού ως προς την παραµετρικοποίηση X(u,υ)= 
=(φ(υ)συνu,φ(υ)ηµu,ψ(υ)), u∈(0,2π), υ∈(a,b) έχουµε F=f=0,  οι συντεταγµένες γραµµές (µε-
σηµβρινοί u=σταθ. και παράλληλοι υ=σταθ.) είναι γραµµές καµπυλότητας της επιφάνειας. 
Επίσης αφού   
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22
1

11
2

2 2 12
2

22
2

2 20 0 0= =
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′ ′′ + ′ ′′
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ϕ ψ

ϕ ϕ ψ ψ
ϕ ψ

 

η καµπύλη γ(s)=X(u(s),υ(s)) είναι γεωδαισιακή (παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος 
τόξου) αν φ(υ(s))2(u′(s))2+(φ′(υ(s))2+ψ′(υ(s))2)(υ′(s))2=1 και  

′′ + ′ ′ ′ =
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 Κατρχήν η παράλληλος υ=υ0 (δηλαδή η γ(s)=X(u(s),υ0) για κατάλληλη u(s)) θα είναι 
γεωδαισιακή αν και µόνο αν φ′(υ0)=0 όπως φαίνεται από τος παραπάνω εξισώσεις (αρκεί να 
πάρουµε την u(s)=αs+β για κατάλληλα α,β) δηλαδή αν και µόνο αν η εφαπτοµένη στο υ0 της 
καµπύλης C που περιστρέφεται είναι παράλληλη του άξονα περιστροφής z. Σε αυτή βέβαια 
την περίπτωση το εγγύτατο επίπεδο της παραλλήλου θα είναι κάθετο στην επιφάνεια και άρα 
το n=±Noγ που αποδεικνύει µε γεωµετρικό τρόπο ότι η παράλληλος είναι γεωδαισιακή. 
Αν τώρα για την γεωδαισιακή γ(s)=X(u(s),υ(s)) υπάρχει s0 και ακολουθία sn→s0 µε sn≠s0 και 
υ′(sn)=0 τότε υ′′(s0)=0 και η δεύτερη εξίσωση δίνει (αφού φ>0 και το u′(s0)≠0) φ′(υ(s0))=0 
άρα η παράλληλος υ=υ(s0) είναι γεωδαισιακή και εφάπτεται της γ στο γ(s0). Από την 
µοναδικότητα των γεωδαισιακών (Θεώρηµα 3.7.1) προκύπτει ότι η γ θα περιέχεται στην 
παράλληλο αυτή και άρα υ′(s)=0 για κάθε s. Συνεπώς εκτός από τις παραλλήλους υ=υ0 µε 
φ′(υ0)=0 όλες οι άλλες γεωδαισιακές έχουν υ′(s)≠0 για κάθε s εκτός πιθανόν από κάποια 
µεµονωµένα s0∈I. Παραγωγίζοντας τώρα την φ(υ(s))2(u′(s))2+(φ′(υ(s))2+ψ′(υ(s))2)(υ′(s))2=1 

και χρησιµοποιώντας την ′′ + ′ ′ ′ =u s s
s

u s s( ) ( ( ))
( ( ))

( ) ( )2 0ϕ υ
ϕ υ

υ  παίρνουµε αφού υ′(s)≠0 (εκτός 

ίσως από κάποια µεµονωµένα s) την δεύτερη εξίσωση που συνεπώς µπορεί να παραληφθεί.  
 Άρα εκτός από κάποιες παραλλήλους οι γεωδαισιακές χαρακτηρίζονται από τις 

εξισώσεις φ(υ(s))2(u′(s))2+(φ′(υ(s))2+ψ′(υ(s))2)(υ′(s))2=1 και ′′ + ′ ′ ′ =u s s
s

u s s( ) ( ( ))
( ( ))

( ) ( )2 0ϕ υ
ϕ υ

υ . 

Συνεπώς όλοι οι µεσηµβρινοί u=σταθ. είναι γεωδαισιακές. Έτσι π.χ. αφού η σφαίρα µπορεί 
να θεωρηθεί ως επιφάνεια εκ περιστροφής γύρω από οποιοδήποτε άξονά της συµπεραίνουµε 
ότι όλοι οι µέγιστοι κύκλοι (τοµές της σφαίρας µε επίπεδα που διέρχονται από το (0,0,0)) 
είναι γεωδαισιακές της σφαίρας. Αφού τέτοιους κύκλους µπορούµε να βρούµε από κάθε 
σηµείο και προς κάθε εφαπτόµενη κατεύθυνση συµπεραίνουµε ότι αυτές είναι όλες οι 
γεωδαισιακές της σφαίρας. 

Η εξίσωση ′′ + ′ ′ ′ =u s s
s

u s s( ) ( ( ))
( ( ))

( ) ( )2 0ϕ υ
ϕ υ

υ  τώρα δίνει d
ds

s u s( ( ( )) ( ))ϕ υ 2 0′ = και άρα 

ότι ϕ υ( ( )) ( )s u s c2 ′ = είναι σταθερό. Παρατηρώντας ότι αν θ=θ(s) είναι η γωνία των γ′(s) και 
Xu(u(s),υ(s)), δηλαδή η γωνία µε την οποία η καµπύλη τέµνει την αντίστοιχη παράλληλο από 
το γ(s) ικανοποιεί την 

συνθ= ′ ⋅
′

= ′ = ′
γ υ
γ υ

υ ϕ
( ) ( ( ), ( ))
( ) ( ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( ) ( ( )) ( )
s X u s s
s X u s s

X u s s u s u s u su

u
u  

και ότι το ϕ( ( ))u s  είναι η απόσταση r(γ(s)) του σηµείου γ(s) της καµπύλης από τον άξονα 
περιστροφής (δηλαδή τον άξονα των z) συµπεραίνουµε το εξής: 
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 Θεώρηµα 3.7.6 (Clairaut) Για κάθε γεωδαισιακή γ που δεν είναι παράλληλος της 
επιφάνειας εκ περιστροφής S ισχύει το εξής: 

r s c( ( ))γ θσυν (s)= =σταθερό. 
 Από το θεώρηµα αυτό µπορεί κανείς να συνάγει πληροφορίες για τις γεωδαισιακές 
µιας επιφάνειας εκ περιστροφής. 
 Αν στο παραπάνω θεώρηµα c=0 η αντίστοιχη γεωδαισιακή είναι κάποιος 
µεσηµβρινός. Αν c≠0 θα έχουµε u′(s)≠0 για κάθε s, και άρα µπορούµε να αντιστρέψουµε την 
u και να γράψουµε s=s(u) και η γεωδαισιακή γ µπορεί γραφεί παραµετρικά στην µορφή 
υ=υ(u)(=υ(s(u))) (απαλείφοντας δηλαδή την παράµετρο s). Aπό τις εξισώσεις 
φ(υ(s))2(u′(s))2+(φ′(υ(s))2+ψ′(υ(s))2)(υ′(s))2=1 και ϕ υ( ( )) ( )s u s c2 ′ =  παίρνουµε την 

διαφορική εξίσωση ( ( ) ( ) )( ) ( ) ( )
′ + ′ + =ϕ υ ψ υ υ ϕ υ ϕ υ2 2 2 2

4

2
d
du c

 η οποία δίνει  

u c
c

d=
′ + ′

−∫ 1 2 2

2 2ϕ υ
ϕ υ ψ υ

ϕ υ
υ

( )
( ) ( )

( )
+A 

όπου A είναι µια σταθερά. 
 

Ασκήσεις 
1.  Να βρείτε οµαλή παραµετρικοποίηση της επιφάνειας S που είναι το γράφηµα της συνάρτησης 

z=xy γύρω από το σηµείο της p=(0,0,0) ως προς την οποία οι συντεταγµένες γραµµές να είναι 
γραµµές καµπυλότητας. 

2.  Έστω S οµαλή επιφάνεια. (i) Να δείξετε ότι αν µια καµπύλη γ:I→S είναι και γεωδαισιακή και 
γραµµή καµπυλότητος τότε η γ είναι επίπεδη. (ii) Να δείξετε ότι µια επίπεδη γεωδαισιακή  γ της S 
µε καµπυλότητα k>0 είναι και γραµµή καµπυλότητας. 

3.  Έστω S οµαλή επιφάνεια. Να δείξετε ότι µια καµπύλη γ:I→S είναι και γεωδαισιακή και 
ασυµπτωτική αν και µόνο αν είναι τµήµα ευθέιας. 

4.  Να δείξετε ότι αν όλες οι γεωδαισιακές µιας συνεκτικής οµαλής επιφάνειας S είναι επίπεδες 
καµπύλες τότε η S περιέχεται σε ένα επίπεδο ή σε µια σφαίρα. 

5.  Έστω X:U→S οµαλή ορθογώνια παραµετρικοποίηση (δηλαδή F=0) της επιφάνειας S µε το Xu×Xυ 
οµόρροπο του N και γ:I->S καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε  
γ(s)=X(u(s),υ(s)). (i) Αν θ=θ(s) είναι η προσανατολισµένη γωνία από το Xu(u(s),υ(s)) στο γ′(s) (ως 
προς τον προσανατολισµό που ορίζει στο Tγ(s)S το N(γ(s))) να δείξετε ότι για την γεωδαισιακή 

καµπυλότητα της γ έχουµε k
EG

G
d
ds E

du
ds

d
dsg u= −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ +

1
2

υ θ
υ . (ii) Να υπολογίσετε τις γεω-

δαισιακές καµπυλότητες (kg)1 και (kg)2 των συντεταγµένων γραµµών υ=σταθ. και u=σταθ. 

αντίστοιχα. (iii) Να δείξετε ότι k k k
d
dsg g g= + +( ) ( )1 2συν ηµθ θ
θ

 (τύπος του Liouville). 

6.  Να δείξετε ότι για κάθε οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου γ:I->S2  

έχουµε k s k s
k s

k sg
g

g
( ) ( ) ,

( )

( )
= + =

′

+
2

21
1

τ . 

7.  Να βρείτε τις ασυµπτωτικές καµπύλες της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή της 
καµπύλης x=coshz γύρω από τον άξονα των z. 

8.  Έστω w∈TpS µοναδιαίο και τέτοιο ώστε η γεωδαισιακή γ µε γ(0)=p και γ′(0)=w να έχει 
καµπυλότητα k(0)=0. Να δείξετε ότι τ g K p( ) ( )w = − . 

9.  Έστω γ:[α,β]→R3 µια απλή οµαλή καµπύλη παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε 
καµπυλότητα k>0. Να δείξετε ότι για ε>0 αρκετά µικρό η X(u,υ)=γ(u)+υb(u), α<u<β, −ε<υ<ε είναι 
µια οµαλή παραµετρική επιφάνεια που έχει την καµπύλη γ ως γεωδαισιακή.  

10.  Θεωρούµε την γεωδαισιακή του µονόχωνου υπερβολοειδούς εκ περιστροφής x2+y2−z2=1 που 
διέρχεται από το σηµείο του p=(1,1,−1) και σχηµατίζει γωνία π⁄4 µε την παράλληλο από το p. Να 
δείξετε ότι κατά την κατεύθυνση του άξονα των z η γεωδαισιακή αυτή τείνει ασυµπτωτικά στην 
παράλληλο x2+y2=1, z=0.   

11.  Θεωρούµε την επιφάνεια της σπείρας η οποία προκύπτει από την περιστροφή γύρω από τον άξονα 
των z του κύκλου του xz-επιπέδου µε εξίσωση (x−a)2+z2=r2 (όπου 0<r<a). Οι κύκλοι που 
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περιγράφονται από την περιστροφή των σηµείων (a+r,0,0) και (a−r,0,0) ονοµάζονται εξωτερικός 
και εσωτερικός παράλληλος αντίστοιχα. (i) Να δείξετε ότι οι δύο αυτοί παράλληλοι είναι οι µόνοι 
παράλληλοι που είναι και γεωδαισιακές. (ii) Να δείξετε ότι κάθε γεωδαισιακή εκτός από τον 
εσωτερικό παράλληλο τέµνει τον  εξωτερικό παράλληλο. (iii) Να δείξετε ότι µια γεωδαισιακή που 
ξεκινάει από τον εξωτερικό παράλληλο και σχηµατίζει γωνία θ µε αυτόν θα τέµνει, τείνει 
ασυµπτωτικά και δεν τέµνει τον εσωτερικό παράλληλο αν αντίστοιχα το συνθ είναι µικρότερο ίσο 

ή µεγαλύτερο από a r
a r
−
+

. 

12.  Αφού βρείτε τις γεωδαισιακές του κυλίνδρου να εξετάσετε ποια τµήµατά τους είναι ελαχίστου 
µήκους. 

13.  Έστω S1,S2 οµαλές επιφάνειες που τέµνονται κατά µήκος της οµαλής καµπύλης γ η οποία είναι 
γραµµή καµπυλότητας για την S1. Να δείξετε ότι η γ είναι γραµµή καµπυλότητας και για την S2 αν 
και µόνο αν οι επιφάνειες S1,S2 τέµνονται υπό σταθερή γωνία κατά µήκος της γ. 

14.  Έστω X:U→S οµαλή παραµετρικοποίηση της S τέτοια ώστε για κάθε ευθύγραµµο τµήµα β:I→U η 
καµπύλη Xoβ είναι γεωδαισιακή της S (όχι αναγκαστικά παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος 
τόξου). Να δείξετε ότι για τα σύµβολα Christoffel της S ως προς την παραµετρικοποίηση X έχουµε 
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15.  Έστω S οµαλή επιφάνεια και γ:Ι→S καµπύλη πάνω στην S (παραµετρικοποιηµένη ως προς το 
µήκος τόξου). Θεωρούµε την παραµετρική επιφάνεια X:Ι×(−ε,ε)→R3 µε X(s,υ)=γ(s)+υV(s), όπου 
το V(s)=N(γ(s)). Να δείξετε ότι η καµπύλη γ είναι γραµµή καµπυλότητας της S αν και µόνο αν η 
επιφάνεια X έχει καµπυλότητα Gauss παντού ίση µε µηδέν.  

16.  *Έστω S οµαλή επιφάνεια και p∈S µη οµφαλικό σηµείο της. Αν γ:(−ε,ε)→S καµπύλη 
παραµετρικοποιηµένη ως προς το µήκος τόξου µε γ(0)=p, να δείξετε ότι η ποσότητα             
kn′(0)−2τg(0)kg(0) εξαρτάται µόνο από το γ′(0)∈TpS (και όχι από το γ′′(0)). 

 
  

 
 
  
 

 
 

 


