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Πιθανότητες- 25 Ιανουαρίου 2016

ΑΣΚΗΣΗ 1 Η τ.μ. X έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.)

f(x) =

{
cxe−

x
2 , x > 0

0, x ≤ 0.

Η τ.μ. Y ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή στο (0,1) και είναι ανεξάρτητη της X.

α) Υπολογίστε την σταθερά c.

β) Υπολογίστε την από κοινού σ.π.π. των τ.μ. X,Y .

γ) Αν U = XY και V = X(1 − Y ), υπολογίστε την από κοινού σ.π.π. των τ.μ. U, V και δείξτε ότι είναι
ανεξάρτητες και ισόνομες. Ποια είναι η κατανομή τους;

δ) Υπολογίστε τις πιθανότητες P
[
U > V

]
και P

[
1
2V < U < 2V

]
.

ΑΣΚΗΣΗ 2 ΄Εστω {Xk}k∈N ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνομες τυχαίες μεταβλητές (τ.μ.) με ομοιόμορφη
κατανομή στο διάστημα (-1,1).

α) Υπολογίστε τη μέση τιμή και τη διασπορά των Xk.

β) Δείξτε ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση των Xk δίνεται από την φ(t) =
sin t
t , t 6= 0 και φ(0) = 1.

γ) Υπολογίστε τη χαρακτηριστική συνάρτηση της τ.μ. Y = X1+X2+···+Xn√
n

.

δ) Με τη βοήθεια του κεντρικού οριακού θεωρήματος, υπολογίστε για κάθε t 6= 0 το όριο

lim
n→∞

(√
n

t
sin(

t√
n
)

)n

ΑΣΚΗΣΗ 3 ΄Εστω {Ak}k∈N ακολουθία από ανεξάρτητα ενδεχόμενα, με pk = P
[
Ak

]
> 0. Ορίζουμε τις τ.μ.

Xk(ω) = 1Ak
(ω) =

{
1, ω ∈ Ak

0, ω /∈ Ak

.

΄Εστω ακόμα Sn(ω) =
∑n

k=1Xk(ω) το πλήθος εκ των A1, . . . , An που συμβαίνουν στην έκβαση ω.

α) Δείξτε ότι, για κάθε k ∈ N, η τ.μ. Xk ακολουθεί κατανομή Be(pk).

β) Δείξτε ότι E
[
Sn

]
=
∑n

k=1 pk, για κάθε n ∈ N.
γ) Δείξτε ότι Cov(Xk, Xj) = 0, για κάθε j, k ∈ N με j 6= k.

δ) Υπολογίστε τη μέση τιμή και τη διασπορά της τ.μ. Vn = Sn/E
[
Sn

]
.

ε) Δείξτε ότι αν
∑∞

k=1 pk =∞, τότε για κάθε ε > 0 έχουμε

P
[ ∣∣∣ Sn

E
[
Sn

] − 1
∣∣∣ > ε

]
→ 0.

ΑΣΚΗΣΗ 4 ΄Εστω {Xk}k∈N ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνομες τυχαίες μεταβλητές (τ.μ.) με ομοιόμορφη
κατανομή στο διάστημα (0,1). Ορίζουμε Mn = max1≤i≤nXi και τα ενδεχόμενα An = {Xn+1 > Mn}, n ∈ N.

α) Υπολογίστε τη συνάρτηση κατανομής πιθανότητας F και την σ.π.π. f της τ.μ. Mn.

β) Βρείτε τη σ.π.π. του ζεύγους (Xn+1,Mn) και δείξτε ότι P
[
An

]
= 1

n+1 , για κάθε n ∈ N. Θα άλλαζε η
απάντηση αν η κατανομή των Xk ήταν μια άλλη συνεχής κατανομή;

γ) Δείξτε ότι P
[
A1 ∩ · · · ∩An

]
= P

[
A1

]
· · ·P

[
An

]
, για κάθε n ∈ N.

δ) ΄Εστω ότι η Xi είναι ένας δείκτης της επίδοσης ενός αθλητή στην i-στή του προσπάθεια. Πριν από κάθε του
προσπάθεια ο αθλητής προσδοκά ότι θα σπάσει το ατομικό του ρεκόρ. Είναι δικαιολογημένη αυτή η προσδοκία

του;
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ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!


