
Άσκηση 1

Η προώθηση Lorentz στη 𝑥 κατεύθυνση δίνεται από τις σχέσεις

𝑐𝑡′ = 𝛾𝑐𝑡 − 𝛾𝛽𝑥
𝑥′ = 𝛾𝑥 − 𝛾𝛽𝑐𝑡

οι οποίες γράφονται υπό μορφή πινάκων ως

(𝑐𝑡′

𝑥′ ) = ( 𝛾 −𝛾𝛽
−𝛾𝛽 𝛾 ) (𝑐𝑡

𝑥)

όπου 𝛽 = 𝑣/𝑐. Σύμφωνα με τον ορισμό του 𝛾, όπου

𝛾 = 1
√1 − 𝛽2

παρατηρούμε ότι ισχύει η ισότητα 𝛾2 − (𝛾𝛽)2 = 1.
Ισχύει όμως ότι και cosh2 𝜃 − sinh2 𝜃 = 1. Άρα, μπορεί να οριστεί μια

παράμετρος 𝜃 τέτοια, ώστε

𝛾 = cosh 𝜃 𝛾𝛽 = sinh 𝜃

και το σύστημα γράφεται

(𝑐𝑡′

𝑥′ ) = ( cosh 𝜃 − sinh 𝜃
− sinh 𝜃 cosh 𝜃 ) (𝑐𝑡

𝑥)

όπου η προώθηση πλέον περιγράφεται σαν μια υπερβολική στροφή στο επί-
πεδο 𝑐𝑡 − 𝑥 κατά γωνιά ίση με την παράμετρο 𝜃, την οποία αποκαλούμε
rapidity. Ξέρουμε όμως ότι και

cosh 𝜃 = 𝑒𝜃 + 𝑒−𝜃

2 = 𝑒−𝑖(𝑖𝜃) + 𝑒𝑖(𝑖𝜃)

2 = cos(𝑖𝜃)

sinh 𝜃 = −𝑒𝑖(𝑖𝜃) − 𝑒−𝑖(𝑖𝜃)

2 = −𝑖 sin(𝑖𝜃)

όπου έπεται ότι η προώθηση περιγράφεται και από τις σχέσεις

𝑐𝑡′ = cos(𝑖𝜃)𝑐𝑡 + 𝑖 sin(𝑖𝜃)𝑥
𝑥′ = 𝑖 sin(𝑖𝜃)𝑐𝑡 + cos(𝑖𝜃)𝑥

Προσθέτωντας τις δύο εξισώσεις κατά μέλη, έχουμε

𝑐𝑡′ + 𝑥′ = (cos(𝑖𝜃) + 𝑖 sin(𝑖𝜃))(𝑐𝑡 + 𝑥)
= 𝑒𝑖(𝑖𝜃)(𝑐𝑡 + 𝑥) = (𝑐𝑡 + 𝑥)′
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το οποίο μπορεί να γραφτεί και ως

(1 1) (𝑐𝑡′

𝑥′ ) = 𝑒𝑖(𝑖𝜃) (1 1) (𝑐𝑡
𝑥)

όπου έπεται η ισότητα

(𝑐𝑡′

𝑥′ ) = 𝑒𝑖(𝑖𝜃) (𝑐𝑡
𝑥)

Η παραπάνω σχέση δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένας 𝒰(1) μετασχηματι-
σμός με παράμετρο 𝑖𝜃. Όμως, από τον ισομορφισμό που διέπει τις 𝒰(1) και
𝒮𝒪(2), προκύπτει ότι

𝑒𝑖(𝑖𝜃) = 𝑅(𝑖𝜃)
και άρα

(𝑐𝑡′

𝑥′ ) = ( cos(𝑖𝜃) sin(𝑖𝜃)
− sin(𝑖𝜃) cos(𝑖𝜃)) (𝑐𝑡

𝑥)

δηλαδή, ο μετασχηματισμός Lorentz αντιστοιχεί σε στροφή κατά γωνία 𝑖𝜃
στο επίπεδο 𝑐𝑡 − 𝑥, που είναι και το ζητούμενο της άσκησης.

Άσκηση 2

Μπορούμε να δείξουμε ότι αυτό ισχύει για οποιαδήποτε μετρική 𝑔¹,
αρκεί να ορίζεται ο τανυστής της αντίστροφης μετρικής 𝑔−1 με στοιχεία
(𝑔𝜇𝜈), δηλαδή ο πίνακας της μετρικής να μην είναι singular. Επίσης, η σχέση
𝑔𝜈𝜅𝑔𝜅𝜇 = 𝛿𝜇

𝜈 ισχύει γενικότερα, όπου ο (1, 1) ταυτοτικός τανυστής 𝟙 αποτε-
λείται από τα στοιχεία

𝛿𝜇
𝜈 = ⟨ ̃𝑒𝜇, ⃗𝑒𝜈⟩

που είναι δηλαδή το βαθμωτό γινόμενο των one-forms και των διανυσμάτων
βάσης, ̃𝑒𝜇 και ⃗𝑒𝜈 αντίστοιχα, όπου η βάση του κάθε χώρου δεν είναι κατ’
ανάγκη ορθοκανονική.

Παρατηρούμε ότι με χρήση του 𝛿𝜇
𝜈 μπορούμε να αλλάξουμε έναν δείκτη

στο στοιχείο της μετρικής έτσι ώστε

𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜅𝛿𝜅
𝜈 𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜈𝜇 = 𝑔𝜈𝜅𝛿𝜇

𝜅

Έπεται ότι

𝑔𝜇𝜈𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜅𝛿𝜅
𝜈 𝑔𝜈𝜅𝛿𝜇

𝜅 = 𝑔𝜇𝜅𝑔𝜅𝜈𝛿𝜅
𝜈 𝛿𝜇

𝜅

= 𝛿𝜈
𝜇𝛿𝜅

𝜈 𝛿𝜇
𝜅 = 𝛿𝜈

𝜇𝛿𝜇
𝜈 = 𝛿𝜇

𝜇

όπου στις 4 διαστάσεις 𝛿𝜇
𝜇 = 4 που είναι και το ζητούμενο της άσκησης.

¹Ορίζουμε τη μετρική 𝑔 ως τον (0, 2) τανυστή που είναι συμμετρική διγραμμική βαθμωτή
συνάρτηση, τ.ω 𝑔 ∶ ⃗𝑣, 𝑤⃗ ↦ ⃗𝑣 ⋅ 𝑤⃗ και με στοιχεία 𝑔𝜇𝜈 = 𝑔( ⃗𝑒𝜇, ⃗𝑒𝜈) = ⃗𝑒𝜇 ⋅ ⃗𝑒𝜈 = ⃗𝑒𝜈 ⋅ ⃗𝑒𝜇 = 𝑔𝜈𝜇.

2



Άσκηση 4

Ας θεωρήσουμε τη Χαμιλτονιανή παρουσία διαταραχής 𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝑉 (𝑡),
όπου η χρονική εξάρτηση εισάγεται από το δυναμικό. Στην αναπαράσταση
Schrödinger η χρονική εξέλιξη των καταστάσεων του συστήματος δίνεται
από

𝑖ℏ𝜕𝑡 |𝜓(𝑡)⟩S = 𝐻̂ |𝜓(𝑡)⟩S (1)

Προκειμένου, όμως, να μελετήσουμε διαταραχές δεύτερης ή και μεγαλύτερης
τάξης και να εξάγουμε το ρυθμό μετάβασης, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
μια άλλη αναπαράσταση, την αναπαράσταση αλληλεπίδρασης, η οποία μας
διευκολύνει περισσότερο. Ορίζουμε λοιπόν

|𝜓(𝑡)⟩I = 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡/ℏ |𝜓(𝑡)⟩S (2)

όπου προφανώς |𝜓(0)⟩I = |𝜓(0)⟩S. Προκειμένου να κατασκευάσουμε την εξί-
σωση κίνησης για την |𝜓(𝑡)⟩I παίρνουμε τη χρονική της παράγωγο, αφού
πρώτα θεωρήσουμε ℏ = 1 για απλοποίηση. Έτσι,

𝜕𝑡 |𝜓(𝑡)⟩I = 𝑖𝐻̂0𝑒𝑖𝐻̂0𝑡 |𝜓(𝑡)⟩S + 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝜕𝑡 |𝜓(𝑡)⟩S

όπου πολλαπλασιάζοντας τα δύο μέλη της ισότητα με 𝑖 έχουμε

𝑖𝜕𝑡 |𝜓(𝑡)⟩I = −𝐻̂0𝑒𝑖𝐻̂0𝑡 |𝜓(𝑡)⟩S + 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝑖𝜕𝑡 |𝜓(𝑡)⟩S

Όμως από τη σχέση (1) η παραπάνω ισότητα γράφεται

𝑖𝜕𝑡 |𝜓(𝑡)⟩I = −𝐻̂0𝑒𝑖𝐻̂0𝑡 |𝜓(𝑡)⟩S + 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡(𝐻̂0 + 𝑉 (𝑡)) |𝜓(𝑡)⟩S

= 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝑉 (𝑡) |𝜓(𝑡)⟩S

ενώ με αντικατάσταση της |𝜓(𝑡)⟩S από τη σχέση (2) καταλήγουμε στην εξί-
σωση κίνησης στην αναπαράσταση αλληλεπίδρασης με

𝑖𝜕𝑡 |𝜓(𝑡)⟩I = 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝑉 (𝑡)𝑒−𝑖𝐻̂0𝑡 |𝜓(𝑡)⟩I = 𝑉 (𝑡)I |𝜓(𝑡)⟩I (3)

Θεωρώντας λύσεις |𝑛⟩ που αποτελούν πλήρες σύνολο λύσεων της (3),
γράφουμε την |𝜓(𝑡)⟩I ως το γραμμικό συνδυασμό των |𝑛⟩ με

|𝜓(𝑡)⟩I = ∑
𝑛

𝑐𝑛(𝑡) |𝑛⟩

και η (3) γίνεται

∑
𝑛

𝑖𝜕𝑡𝑐𝑛(𝑡) |𝑛⟩ = ∑
𝑛

𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝑉 (𝑡)𝑒−𝑖𝐻̂0𝑡𝑐𝑛(𝑡) |𝑛⟩
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όπου δρώντας με ⟨𝑚| και στα δύο μέλη παίρνουμε ότι

∑
𝑛

𝑖𝜕𝑡𝑐𝑛(𝑡)𝛿𝑚𝑛 = ∑
𝑛

⟨𝑚| 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝑉 (𝑡)𝑒−𝑖𝐻̂0𝑡 |𝑛⟩ 𝑐𝑛(𝑡)

⇔ 𝑖𝜕𝑡𝑐𝑚(𝑡) = ∑
𝑛

⟨𝑚| 𝑉 (𝑡) |𝑛⟩ 𝑒𝑖(𝐸𝑚−𝐸𝑛)𝑡𝑐𝑛(𝑡)

= ∑
𝑛

𝑉𝑚𝑛(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑚𝑛𝑡𝑐𝑛(𝑡)

Ας θεωρήσουμε τώρα μια χρονικά εξαρτημένη Χαμιλτονίανη, για την
οποία πρέπει να προσφύγουμε σε θεωρία διαταραχών, αναπτύσσοντας τους
συντελεστές 𝑐𝑛(𝑡) σύμφωνα με τις τάξεις της διαταραχής, έτσι ώστε

𝑐𝑛(𝑡) = 𝑐(0)
𝑛 + 𝑐(1)

𝑛 (𝑡) + 𝑐(2)
𝑛 (𝑡) + …

με 𝑐(0)
𝑛 χρονικά ανεξάρτητο. Η κατάσταση |𝜓(𝑡)⟩I μπορεί να συσχετισθεί με

μια αρχική κατάσταση |𝜓(𝑡0)⟩I με τη βοήθεια ενός τελεστή χρονικής εξέλιξης
𝑈I(𝑡, 𝑡0), του τελεστή Dyson, έτσι ώστε |𝜓(𝑡)⟩I = 𝑈I(𝑡, 𝑡0) |𝜓(𝑡0)⟩I. Επειδή
αυτό ισχύει για οποιαδήποτε κατάσταση |𝜓(𝑡0)⟩I, η σχέση (3) μας οδηγεί
στο συμπέρασμα ότι

𝑖𝜕𝑡𝑈I(𝑡, 𝑡0) = 𝑉 (𝑡)I𝑈I(𝑡, 𝑡0) (4)

με συνοριακή συνθήκη 𝑈I(𝑡0, 𝑡0) = 𝟙. Ολοκληρώνοντας την εξίσωση από 𝑡0
έως 𝑡 έχουμε ότι

𝑈I(𝑡, 𝑡0) − 𝟙 = −𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑉 (𝑡′)I𝑈I(𝑡′, 𝑡0)

⇔ 𝑈I(𝑡, 𝑡0) = 𝟙 − 𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑉 (𝑡′)I𝑈I(𝑡′, 𝑡0)

όπου ο αναδρομικός χαρακτήρας της παραπάνω ισότητας γίνεται φανερός.
Αντικαθιστώντας την 𝑈I(𝑡′, 𝑡0) παίρνουμε ότι

𝑈I(𝑡, 𝑡0) = 𝟙 − 𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑉 (𝑡′)I(𝟙 − 𝑖 ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″𝑉 (𝑡″)I𝑈I(𝑡″, 𝑡0))

= 𝟙 − 𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑉 (𝑡′)I + (−𝑖2) ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑉 (𝑡′)I ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″𝑉 (𝑡″)I𝑈I(𝑡″, 𝑡0)

Επαναλαμβάνοντας τη διαδικασία επ’ άπειρον, θα έχουμε την ακόλουθη
σειρά Dyson, όπου

𝑈I(𝑡, 𝑡0) = 𝟙 +
∞

∑
𝑛=1

(−𝑖)𝑛 ∫
𝑡

𝑡0

… ∫
𝑡(𝑛−1)

𝑡0

d𝑡(1) … d𝑡(𝑛)𝑉 (𝑡(1))I … 𝑉 (𝑡𝑛)I (5)
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Άν το σύστημα βρίσκεται σε αρχική κατάσταση |𝑖⟩ τη χρονική στιγμή
𝑡 = 𝑡0, τότε σε κάποια μελλοντική χρόνικη στιγμή 𝑡 η τελική κατάσταση θα
δίνεται από

|𝜓(𝑡)⟩I = 𝑈I(𝑡, 𝑡0) |𝑖⟩ = ∑
𝑛

|𝑛⟩ ⟨𝑛|
⏟⏟⏟⏟⏟

𝟙

𝑈I(𝑡, 𝑡0) |𝑖⟩

= ∑
𝑛

|𝑛⟩ ⟨𝑛| 𝑈I(𝑡, 𝑡0) |𝑖⟩⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑐𝑛(𝑡)

= ∑
𝑛

𝑐𝑛(𝑡) |𝑛⟩

όπου εισαγάγαμε τον προβολικό τελεστή για 𝑛 ακέραιο και άρα διακριτό
(επομένως άθροισμα). Με χρήση της (5) έπεται ότι

𝑐𝑛(𝑡) = ⟨𝑛| 𝟙 |𝑖⟩ − 𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′ ⟨𝑛| 𝑉 (𝑡′)I |𝑖⟩ − ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″ ⟨𝑛| 𝑉 (𝑡′)I𝑉 (𝑡″)I |𝑖⟩

+ 𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″ ∫
𝑡″

𝑡0

d𝑡‴ ⟨𝑛| 𝑉 (𝑡′)I𝑉 (𝑡″)I𝑉 (𝑡‴)I |𝑖⟩ + …

= 𝛿𝑛𝑖 − 𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′ ⟨𝑛| 𝑉 (𝑡′)I |𝑖⟩ − ∑
𝑚

∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″ ⟨𝑛| 𝑉 (𝑡′)I |𝑚⟩ ⟨𝑚| 𝑉 (𝑡″)I |𝑖⟩

+ ∑
𝑗

∑
𝑘

𝑖 ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″ ∫
𝑡″

𝑡0

d𝑡‴ ⟨𝑛| 𝑉 (𝑡′)I |𝑗⟩ ⟨𝑗| 𝑉 (𝑡″)I |𝑘⟩ ⟨𝑘| 𝑉 (𝑡‴)I |𝑖⟩ + …

= 𝑐(0)
𝑛 + 𝑐(1)

𝑛 (𝑡) + 𝑐(2)
𝑛 (𝑡) + 𝑐(3)

𝑛 (𝑡) + …

και χρησιμοποιώντας τη σχέση 𝑉 (𝑡)I = 𝑒𝑖𝐻̂0𝑡𝑉 (𝑡)𝑒−𝑖𝐻̂0𝑡 καταλήγουμε ότι οι
συντελεστές είναι

𝑐(0)
𝑛 = 𝛿𝑛𝑖

𝑐(1)
𝑛 (𝑡) = −𝑖 ∫

𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑉𝑛𝑖(𝑡′)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑖𝑡′

𝑐(2)
𝑛 (𝑡) = − ∑

𝑚
∫

𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″𝑉𝑛𝑚(𝑡′)𝑉𝑚𝑖(𝑡″)𝑒𝑖(𝜔𝑛𝑚𝑡′+𝜔𝑚𝑖𝑡″)

𝑐(3)
𝑛 (𝑡) = ∑

𝑗
∑

𝑘
𝑖 ∫

𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″ ∫
𝑡″

𝑡0

d𝑡‴𝑉𝑛𝑗(𝑡′)𝑉𝑗𝑘(𝑡″)𝑉𝑘𝑖(𝑡‴)𝑒𝑖(𝜔𝑛𝑗𝑡′+𝜔𝑗𝑘𝑡″+𝜔𝑘𝑖𝑡‴)

Προφανώς η πιθανότητα μετάβασης από την |𝑖⟩ στην |𝑛⟩ θα δίνεται από
|𝑐𝑛(𝑡)|2.
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Έστω τώρα αδιαβατική διαταραχή 𝑉 (𝑡) = 𝑉 𝑒𝜀𝑡 με 𝑡0 → ∞ και 𝜀 ≪ 1,
αυξάνει δηλαδή πολύ αργά με τον χρόνο. Τότε,

𝑐(2)
𝑓 (𝑡) = − ∑

𝑚
∫

𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″𝑉𝑓𝑚(𝑡′)𝑉𝑚𝑖(𝑡″)𝑒𝑖(𝜔𝑓𝑚𝑡′+𝜔𝑚𝑖𝑡″)

= − ∑
𝑚

⟨𝑓| 𝑉 |𝑚⟩ ⟨𝑚| 𝑉 |𝑖⟩ ∫
𝑡

𝑡0

d𝑡′ ∫
𝑡′

𝑡0

d𝑡″𝑒𝑖((𝜔𝑓𝑚−𝑖𝜀)𝑡′+(𝜔𝑚𝑖−𝑖𝜀)𝑡″)

= ∑
𝑚

𝑖 ⟨𝑓| 𝑉 |𝑚⟩ ⟨𝑚| 𝑉 |𝑖⟩
𝜔𝑚𝑖 − 𝑖𝜀 ∫

𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑒𝑖(𝜔𝑓𝑚+𝜔𝑚𝑖−2𝑖𝜀)𝑡′

= ∑
𝑚

𝑖 ⟨𝑓| 𝑉 |𝑚⟩ ⟨𝑚| 𝑉 |𝑖⟩
𝜔𝑚𝑖 − 𝑖𝜀 ∫

𝑡

𝑡0

d𝑡′𝑒−𝑖(−𝜔𝑓𝑖+2𝑖𝜀)𝑡′

που για 𝑡 → ∞

𝑐(2)
𝑓 (𝑡) = 2𝜋 ∑

𝑚

⟨𝑓| 𝑉 |𝑚⟩ ⟨𝑚| 𝑉 |𝑖⟩
𝜔𝑚𝑖 − 𝑖𝜀 𝛿(−𝜔𝑓𝑖 + 2𝑖𝜀)

= 2𝜋 ∑
𝑚

⟨𝑓| 𝑉 |𝑚⟩ ⟨𝑚| 𝑉 |𝑖⟩
𝜔𝑚𝑖 − 𝑖𝜀 𝛿(𝜔𝑓𝑖 − 2𝑖𝜀)

Επίσης, με αντίστοιχη λογική προκύπτει ότι

𝑐(3)
𝑓 (𝑡) = −2𝜋 ∑

𝑗
∑

𝑘

⟨𝑓| 𝑉 |𝑗⟩ ⟨𝑗| 𝑉 |𝑘⟩ ⟨𝑘| 𝑉 |𝑖⟩
(𝜔𝑘𝑖 − 𝑖𝜀)(𝜔𝑗𝑖 − 2𝑖𝜀) 𝛿(𝜔𝑓𝑖 − 3𝑖𝜀)

και άρα γενικά για 𝑛 > 2

𝑐(𝑛)
𝑓 (𝑡) = 2𝜋(−1)𝑛

𝑛 πλήθος
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞∑
𝑚1

∑
𝑚2

… ∑
𝑚𝑛−1

𝑛 πλήθος
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑉𝑓𝑚1

𝑉𝑚1𝑚2
… 𝑉𝑚𝑛−1𝑖

(𝜔𝑚1𝑖 − (𝑛 − 1)𝑖𝜀) … (𝜔𝑚𝑛−1𝑖 − 𝑖𝜀)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑛 − 1 πλήθος

𝛿(𝜔𝑓𝑖 − 𝑛𝑖𝜀)

με 𝛿(𝜔𝑓𝑖 − 𝑛𝑖𝜀) ≈ lim𝜀→0 𝛿(𝜔𝑓𝑖 − 𝑛𝑖𝜀) = 𝛿(𝜔𝑓𝑖). Έπεται ότι

𝑐𝑓(𝑡) = 2𝜋𝛿(𝜔𝑓𝑖) (𝑉𝑓𝑖 + ∑
𝑚

⟨𝑓| 𝑉 |𝑚⟩ ⟨𝑚| 𝑉 |𝑖⟩
𝜔𝑚𝑖 − 𝑖𝜀

+
∞

∑
𝑛=2

(−1)𝑛
𝑛 πλήθος

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞∑
𝑚1

∑
𝑚2

… ∑
𝑚𝑛−1

𝑛 πλήθος
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑉𝑓𝑚1

𝑉𝑚1𝑚2
… 𝑉𝑚𝑛−1𝑖

(𝜔𝑚1𝑖 − (𝑛 − 1)𝑖𝜀) … (𝜔𝑚𝑛−1𝑖 − 𝑖𝜀)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑛 − 1 πλήθος

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= 2𝜋𝛿(𝜔𝑓𝑖)𝑉𝑎𝑙𝑙
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Η πιθανότητας μετάβασης δίνεται από

𝑃𝑖→𝑓 = 𝑃𝑓→𝑖 = ∣𝑐𝑓(𝑡)∣2 = 4𝜋2|𝑉𝑎𝑙𝑙|2𝛿2(𝜔𝑓𝑖)

= 4𝜋2|𝑉𝑎𝑙𝑙|2
1

2𝜋 ∫
𝑇 /2

−𝑇 /2
𝑒−𝑖𝜔𝑓𝑖𝑡d𝑡𝛿(𝜔𝑓𝑖)

= 2𝜋|𝑉𝑎𝑙𝑙|2Τ𝛿(𝜔𝑓𝑖)

ενώ ο ρυθμός μετάβασης είναι απλά

lim
𝑇 →∞

𝑃𝑓→𝑖
𝑇 = 2𝜋|𝑉𝑎𝑙𝑙|2𝛿(𝜔𝑓𝑖)

όπου με 𝜔𝑓𝑖 έχουμε συμβολίσει την ενεργειακή διαφορά 𝐸𝑓 − 𝐸𝑖. Κατά τα
γνωστά για ένα σύνολο τελικών καταστάσεων 𝐸𝑓 με πυκνότητα καταστά-
σεων 𝜌(𝐸𝑓), ο ρυθμός μετάβασης θα δίνεται από

𝑊𝑓→𝑖 = ∫ d𝐸𝑓𝜌(𝐸𝑓)|𝑉𝑎𝑙𝑙|2𝛿(𝐸𝑓 − 𝐸𝑖) = 2𝜋𝜌(𝐸𝑖)|𝑉𝑎𝑙𝑙|2
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Άσκηση 5

Ας ξεκινήσουμε με την περίπτωση του pair production, όπου 𝛾 → 𝑒+𝑒−.
Το διάγραμμα που περιγράφει τη διαδικασία είναι

𝛾

𝑒+(𝐸 > 0)

𝑒−(𝐸 > 0)

𝑡

(2𝐸 > 0)

όπου ένα φωτόνιο με ενέργεια 𝜔 εκπέμπει ένα ηλεκτρόνιο και ένα ποζιτρό-
νιο, τα οποία λόγω ίδιας μάζας αποκτούν το καθένα τη μισή ενέργεια από
αυτήν που είχε το φωτόνιο. Ενέργεια και ορμή διατηρούνται. Όμως, ο κανό-
νας ∫ d4𝑥Φ∗

𝑓𝑉 Φ𝑖 ισχύει μόνο για σωματίδια, οπότε πρέπει να σχεδιάσουμε
το ισοδύναμο διάγραμμα Feynman που περιέχει μόνο σωματίδια,

𝛾

𝑒−(−𝐸 < 0)

𝑒−(𝐸 > 0)

𝑡

(2𝐸 > 0)

όπου ένα φωτόνιο με ενέργεια 𝜔 εκπέμπει κάποια στιγμή ένα ηλεκτρόνιο
με ενέργεια ίση με τη μισή του φωτονίου και το οποίο διαδίδεται κανονικά
στο χρόνο. Προκειμένου να διατηρηθεί η ενέργεια-ορμή, αλληλεπιδρά με
ηλεκτρόνιο με αρνητική τετραορμή, το οποίο το σχεδιάζουμε να διαδίδεται
πίσω στο χρόνο. Θα έχουμε για 𝑐, ℏ = 1, ⃗𝑝 = (𝐸,p) και ⃗𝑥 = (𝑡,x) ότι

𝑇𝑓𝑖 = ∫ d ⃗𝑥Φ∗
𝑓(𝑉 Φ𝑖)

= ∬ d𝑡dx 1
4𝜋2 exp{𝑖(𝐸𝑓𝑡 − p𝑓 ⋅ x − 𝜔𝑡 + p𝛾 ⋅ x + 𝐸𝑖𝑡 − p𝑖 ⋅ x)}

= 1
4𝜋2 ∫ d𝑡 exp{𝑖(𝐸𝑓 + 𝐸𝑖 − 𝜔)𝑡} ∫ dx exp{𝑖(−p𝑓 − p𝑖 + p𝛾) ⋅ x}

= 𝛿(𝐸𝑓 + 𝐸𝑖 − 𝜔)𝛿(−p𝑓 − p𝑖 + p𝛾)

από όπου φαίνεται ότι

𝜔 = 𝐸𝑓 + 𝐸𝑖
p𝛾 = p𝑓 + p𝑖
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και άρα ενέργεια και ορμή διατηρούνται.
Ίδιο αποτέλεσμα αναμένουμε και για την αντίστροφη διαδικασία, αυτήν

της εξαΰλωσης, όπου 𝑒−𝑒+ → 𝛾. Το διάγραμμα που περιγράφει τη διαδικα-
σία είναι

𝛾

𝑒−(𝐸 > 0)

𝑒+(𝐸 > 0)

𝑡

(2𝐸 > 0)

όπου ένα ηλεκτρόνιο συγκρούεται με ένα ποζιτρόνιο και εξαΰλώνεται. Προ-
κειμένου να διατηρηθεί η ενέργεια, εκπέμπεται φωτόνιο με ενέργεια ίση
με το άθροισμα των ενεργειών ηλεκτρονίου και ποζιτρονίου. Το ισοδύναμο
διάγραμα Feynman είναι

𝛾

𝑒−(𝐸 > 0)

𝑒−(−𝐸 < 0)

𝑡

(2𝐸 > 0)

όπου ηλεκτρόνιο κάποια στιγμή εκπέμπει φωτόνιο και προκειμένου να δια-
τηρηθεί η ενέργεια εκπέμπεται ηλεκτρόνιο με αρνητική τετραορμή το οποίο
σχεδιάζουμε να διαδίδεται πίσω στο χρόνο. Και πάλι,

𝑇𝑓𝑖 = ∫ d ⃗𝑥(Φ𝑓𝑉 )∗Φ𝑖

= ∬ d𝑡dx 1
4𝜋2 exp{𝑖(−𝐸𝑓𝑡 + p𝑓 ⋅ x + 𝜔𝑡 − p𝛾 ⋅ x − 𝐸𝑖𝑡 + p𝑖 ⋅ x)}

= 1
4𝜋2 ∫ d𝑡 exp{𝑖(−𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 + 𝜔)𝑡} ∫ dx exp{𝑖(p𝑓 − p𝛾 + p𝑖) ⋅ x}

= 𝛿(−𝐸𝑓 − 𝐸𝑖 + 𝜔)𝛿(p𝑓 − p𝛾 + p𝑖)

από όπου φαίνεται ότι

𝜔 = 𝐸𝑓 + 𝐸𝑖
p𝛾 = p𝑓 + p𝑖

και άρα ενέργεια και ορμή διατηρούνται.
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Άσκηση 8

Πρώτα θα δείξουμε την ισότητα της πρώτης με τη δεύτερη παράσταση
για το 𝐹 . Οι σχέσεις που θα χρησιμοποιήσουμε θα είναι οι παρακάτω, όπου
το τετραδιάνυσμα θα συμβολίζεται με βέλος, ενώ το διάνυσμα με έντονη
γραφή.

𝑢⃗𝐴(𝐵) = (𝛾, 𝛾u𝐴(𝐵))
⃗𝑝𝐴(𝐵) = 𝑚𝐴(𝐵)u𝐴(𝐵) = (𝑚𝐴(𝐵)𝛾, 𝑚𝐴(𝐵)𝛾u𝐴(𝐵)) = (𝐸𝐴(𝐵),p𝐴(𝐵))

𝐸𝐴(𝐵) = 𝛾𝑚𝐴(𝐵)

𝐸𝐴(𝐵) = √∣p𝐴(𝐵)∣
2 + 𝑚2

𝐴(𝐵)

όπου 𝑚𝐴(𝐵) μάζες ηρεμίας των δύο σωματιδίων και τα διανύσματα των
ορμών είναι συγγραμικά και με αντίθετη φορά. Συγκεκριμένα, εδω θα θε-
ωρήσουμε 𝑚𝐴(𝐵) σχετικιστικές μάζες. Θα έχουμε

𝐹 = 4𝐸𝐴𝐸𝐵|u𝐴 − u𝐵| = 4𝐸𝐴𝐸𝐵
𝛾 ∣ p𝐴

𝑚𝐴
− p𝐵

𝑚𝐵
∣

= 4𝐸𝐴𝐸𝐵
𝛾𝑚𝐴𝑚𝐵

|𝑚𝐵|p𝐴| − (−𝑚𝐴|p𝐵|)|∣ ̂𝑖∣

= 4(𝐸𝐴𝐸𝐵
𝛾𝑚𝐴

|p𝐴| + 𝐸𝐴𝐸𝐵
𝛾𝑚𝐵

|p𝐵|)

= 4(𝐸𝐵|p𝐴| + 𝐸𝐴|p𝐵|)

Τώρα θα αποδείξουμε την ισότητα της τελευταίας παράστασης με τη δεύ-
τερη, θεωρώντας πλέον τα 𝑚𝐴, 𝑚𝐵 μάζες ηρεμίας των σωματιδίων. Θα είναι

4√(𝑝𝜇
𝐴𝑃𝐵𝜇)2 − 𝑚2

𝐴𝑚2
𝐵 = 4√(𝑔𝜇𝜈𝑝𝜇

𝐴𝑝𝜈
𝐵)2 − 𝑚2

𝐴𝑚2
𝐵

= 4√(𝐸𝐴𝐸𝐵 − p𝐴 ⋅ p𝐵)2 − 𝑚2
𝐴𝑚2

𝐵

= 4√(𝐸𝐴𝐸𝐵 − |p𝐴||p𝐵| cos 𝜋)2 − (Ε2
Α − |p𝐴|2)(Ε2

𝐵 − |p𝐵|2)

= 4√2𝐸𝐴𝐸𝐵|p𝐴||p𝐵| + 𝐸2
𝐴|p𝐵|2 + 𝐸2

𝐵|p𝐴|2

= 4√(𝐸𝐵|p𝐴| + 𝐸𝐴|p𝐵|)2

= 4(𝐸𝐵|p𝐴| + 𝐸𝐴|p𝐵|)

Έπεται ότι

𝐹 = 4𝐸𝐴𝐸𝐵|u𝐴 − u𝐵| = 4(𝐸𝐵|p𝐴| + 𝐸𝐴|p𝐵|) = 4√(𝑝𝜇
𝐴𝑃𝐵𝜇)2 − 𝑚2

𝐴𝑚2
𝐵
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Άσκηση 9

Είναι προφανές ότι

𝐹 = 4(𝐸𝐵|p𝐴| + 𝐸𝐴|p𝐵|) = 4𝑝𝑖√(𝐸𝐴 + 𝐸𝐵)2 = 4𝑝𝑖
√𝑠

ενώ, όσον αφορά στο d𝑄, έχουμε

d𝑄 = 1
4𝜋2 𝛿(4)(𝑝𝐴 + 𝑝𝐵 − 𝑝𝐶 − 𝑝𝐷)d3𝑝𝐶

2𝐸𝐶

d3𝑝𝐷
2𝐸𝐷

⇔ ∫ d𝑄 = 1
4𝜋2

d3𝑝𝐶
4𝐸𝐶𝐸𝐷

𝛿(1)(𝐸𝐴 + 𝐸𝐵 − 𝐸𝐶 − 𝐸𝐷) ∫ 𝛿(3)(p𝐴 + p𝐵 − p𝐶 − p𝐷)d3𝑝𝐷

⇔ d𝑄′ = 1
4𝜋2

d3𝑝𝐶
4𝐸𝐶𝐸𝐷

𝛿(1)(𝐸𝐴 + 𝐸𝐵 − 𝐸𝐶 − 𝐸𝐷)

όπου d3𝑝𝐶 = 𝑝2
𝐶d𝑝𝐶 sin 𝜃d𝜃d𝜙 = 𝑝2

𝐶d𝑝𝐶dΩ. Έπεται ότι

d𝑄′ = 1
4𝜋2

𝑝2
𝐶d𝑝𝐶dΩ
4𝐸𝐶𝐸𝐷

𝛿(1)(𝐸𝐴 + 𝐸𝐵 − 𝐸𝐶 − 𝐸𝐷)

Όμως, 𝐸𝐶 = √𝑝2
𝐶 + 𝑚2

𝐶 και άρα

𝐸𝐶d𝐸𝐶 = 𝑝𝐶d𝑝𝐶

οπότε

d𝑄′ = 1
4𝜋2

𝑝𝐶d𝐸𝐶dΩ
4𝐸𝐷

𝛿(1)(𝐸𝐴 + 𝐸𝐵 − 𝐸𝐶 − 𝐸𝐷)

Ορίζουμε τώρα 𝐸𝑖 = 𝐸𝐴 + 𝐸𝐵 και 𝐸𝑓 = 𝐸𝐶 + 𝐸𝐷. Θα έχουμε ότι

d𝐸𝑓 = d𝐸𝐶 + d𝐸𝐷 = 𝑝𝐶d𝑝𝐶
𝐸𝐶

+ 𝑝𝐷d𝑝𝐷
𝐸𝐷

= 𝑝𝑓d𝑝𝑓(𝐸𝐶 + 𝐸𝐷)
𝐸𝐶𝐸𝐷

= d𝐸𝐶
√𝑠

𝐸𝐷

και άρα d𝐸𝑓/√𝑠 = d𝐸𝐶/𝐸𝐷, εφόσον 𝐸𝑖 = 𝐸𝑓 . Επομένως, αφού 𝑝𝑓 = 𝑝𝐶 =
𝑝𝐷,

d𝑄′ = 1
4𝜋2

𝑝𝑓d𝐸𝑓dΩ
4√𝑠 𝛿(1)(𝐸𝑖 − 𝐸𝑓)

⇔ d𝑄″ = 1
4𝜋2

𝑝𝑓dΩ
4√𝑠

Οι τόνοι υπάρχουν διότι προφανώς λόγω των ολοκληρώσεων το αρχικό d𝑄
δεν παραμένει το ίδιο διαφορικό.

11



Άσκηση 11

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, όπως και στην παραπάνω άσκηση καταλή-
γουμε ότι

d𝑄 = 1
4𝜋2

𝑝𝑓
4𝐸𝐴

dΩ

και εφόσον

dΓ = 1
2𝐸𝐴

|ℳ|2d𝑄

θα έχουμε ότι

Γ = 𝑝𝑓
32𝜋2𝐸2

𝐴
∫ |ℳ|2dΩ

όπου αφού είμαστε στο σύστημα ηρεμίας του A, έπεται ότι η ενέργεια του
A θα ισούται με τη μάζα ηρεμίας του (θα έχει μηδενική ορμή και 𝑐 = 1
πάντα) και άρα

Γ = 𝑝𝑓
32𝜋2𝑚2

𝐴
∫ |ℳ|2dΩ

0.1 Άσκηση 14

Οι μεταβλητές Mandelstam στο CM για 𝑒−𝜇− → 𝑒−𝜇− θα είναι

𝑠 = ( ⃗𝑝1 + ⃗𝑝2)2 = ⃗𝑝2
1 + ⃗𝑝2

2 + 2 ⃗𝑝1 ⋅ ⃗𝑝2 = 𝑝𝜇
1 𝑝1𝜇 + 𝑝𝜇

2 𝑝2𝜇 + 2𝑝𝜇
1 𝑝2𝜇

= 𝑚2 + 𝑀2 + 2𝑝𝜇
1 𝑝2𝜇 = 𝑚2 + 𝑀2 + 2(𝐸𝑒𝐸𝜇 + p2) ≥ 0

𝑡 = ( ⃗𝑝1 − ⃗𝑝3)2 = ⃗𝑝2
1 + ⃗𝑝2

3 − 2 ⃗𝑝1 ⋅ ⃗𝑝3 = 2𝑚2 − 2 ⃗𝑝1 ⋅ ⃗𝑝3
= 2𝑚2 − 2(𝐸2

𝑒 − p ⋅ p′) = 2𝑚2 − 2(p2 + 𝑚2 − p2 cos 𝜃)
= −2p2(1 − cos 𝜃) ≤ 0

𝑢 = ( ⃗𝑝1 − ⃗𝑝4)2 = ⃗𝑝2
1 + ⃗𝑝2

4 − 2 ⃗𝑝1 ⋅ ⃗𝑝4 = 𝑚2 + 𝑀2 − 2 ⃗𝑝1 ⋅ ⃗𝑝4
= 𝑚2 + 𝑀2 − 2(𝐸𝑒𝐸𝜇 + p2 cos 𝜃)

όπου πράγματι 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = ∑4
𝑖=1 𝑚2

𝑖 = 2𝑚2 + 2𝑀2. Για 𝑡 = 0 έχουμε 𝜃 = 0
και άρα

𝑠𝑢 = (𝑀2 + 𝑚2) + όροι ενέργειας-ορμής

12



Άσκηση 16

Για αρχή θα αποδείξουμε ότι οι πίνακες 𝛼𝑖, 𝛽 πρέπει να έχουν ίχνος 0 με
βάση τους περιορισμούς που θέτουν οι 4 εξισώσεις. Η απόδειξη θα γίνει για
τους 𝛼𝑖, αλλά το ίδιο αποδεικνύεται και για το 𝛽 με απλή αντικατάσταση
στη θέση των 𝛼𝑖. Έχουμε

tr(𝛼𝑖) = tr(𝟙𝛼𝑖) = tr(𝛽2𝛼𝑖) = tr(𝛽𝛽𝛼𝑖)
= tr(𝛽𝛼𝑖𝛽) = − tr(𝛽2𝛼𝑖) = − tr(𝟙𝛼𝑖) = − tr(𝛼𝜄)

και άρα tr(𝛼𝑖) = 0, όπου χρησιμοποιήσαμε την ισότητα 𝛽2 = 𝟙 και την
κυκλική ιδιότητα του ίχνους².

Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι οι 𝛼𝑖, 𝛽 είναι ερμιτιανοί. Για να γίνει αυτό,
ας θεωρήσουμε τη Χαμιλτονιανή

𝐻 = 𝛼𝑖𝑃𝑖 + 𝛽𝑚 = 𝐴 + 𝐵

και αφού η Χαμιλτονιανή είναι ερμιτιανός πίνακας, δηλαδή 𝐻 = 𝐻†, θα
αποδείξουμε ότι θα πρέπει να ισχύει το ίδιο και για τους 𝐴, 𝐵. Έχουμε ότι

𝐻 = 1
2(𝐴 + 𝐴†) + 1

2(𝐴 − 𝐴†) + 1
2(𝐵 + 𝐵†) + 1

2(𝐵 − 𝐵†) (6)

𝐻† = 1
2(𝐴 + 𝐴†) + 1

2(𝐴† − 𝐴) + 1
2(𝐵 + 𝐵†) + 1

2(𝐵† − 𝐵)

και άρα

𝐻 − 𝐻† = 𝐴 − 𝐴† + 𝐵 − 𝐵† = 0
⇒ 𝐴 − 𝐴† = 𝐵† − 𝐵 = −(𝐵 − 𝐵†) (7)

Με αντικατάσταση της (7) στην (6) παίρνουμε ότι

𝐻 = 1
2(𝐴 + 𝐴†) + 1

2(𝐵 + 𝐵†) = 𝐴 + 𝐵

και άρα 𝐴† = 𝐴 και 𝐵† = 𝐵. Επειδή τα 𝑃𝑖 είναι στοιχεία και η μάζα
σταθερός όρος, συμπεραίνουμε ότι η ερμιτιανότητα κληρονομείται από τους
𝛼𝑖, 𝛽.

Θα δείξουμε τώρα ότι οι ιδιοτημές τους θα πρέπει να είναι ±1. Θα χρη-
σιμοποιήσουμε για αυτό τη σχέση διαγωνιοποίησης, όπου

𝛼𝑖 = 𝑃𝑖𝐷𝑖𝑃 −1
𝑖

με 𝐷𝑖 πίνακα ιδιοτιμών του 𝛼𝑖, 𝑃𝑖 πίνακα ιδιοδιανυσμάτων του 𝛼𝑖 και 𝑃 −1
𝑖

τον αντίστροφο του. Θα έχουμε

det(𝑎𝑖) = det(𝑃𝑖𝐷𝑖𝑃 −1
𝑖 ) = det(𝑃𝑖) det(𝐷𝑖) det(𝑃 −1

𝑖 ) = det(𝐷𝑖) =
𝑛

∏
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗

²tr(𝐴𝐵𝐶) = tr(𝐵𝐶𝐴) = − tr(𝐵𝐴𝐶)
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με n ίσο με τις διαστάσεις του πίνακα. Όμως

det(𝛼2
𝑖 ) = det(𝛼𝑖) det(𝛼𝑖) = det(𝟙) = 1

και άρα det(𝛼𝑖) = ±1, οπότε
𝑛

∏
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗 = ±1 = det(𝛼𝑖) (8)

και εφόσον tr(𝛼𝑖) = ∑𝑛
𝑗=1 𝜆𝑖𝑗 λόγω ομοιότητας 𝛼𝑖, 𝐷𝑖, θα πρέπει να ισχύει

και ότι
𝑛

∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗 = 0 (9)

Επομένως, ο συνδυασμός των (8) και (9) εξαναγκάζει στο αποτέλεσμα ότι

𝜆𝑖𝑗 = ±1

όπου τα ίδια ισχύουν ακριβώς και για τον 𝛽. Από την παραπάνω ισότητα
έπεται ότι και οι 𝛼𝑖, 𝛽 δεν μπορούν να είναι περιττών διαστάσεων, καθώς

2𝑘+1
∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗 ≠ 0, 𝑘 = 0, 1, 2, 3, …

και άρα είναι άρτιων διαστάσεων. Μπορεί εύκολα δια του αποκλεισμού να
δειχτεί ότι η ελάχιστη διάσταση που ικανοποιεί όλους τους περιορισμούς
(τα παραπάνω συν τις αντιμεταθετικές σχέσεις) είναι dim(𝛼𝜄(𝛽)) = 4 και
ότι φυσικά 𝛼𝑖 ≠ 𝛽.

14



Άσκηση 17

Έχουμε την εξίσωση Dirac, όπου

(𝚤𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚)Ψ = 0

Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη από αριστερά με 𝛾𝜈𝜕𝜈 έτσι ώστε

(𝚤𝛾𝜈𝜕𝜈𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝛾𝜈𝜕𝜈𝑚)Ψ = 0

Προφανώς το στοιχείο 𝛾𝜈 μετατίθεται με την τετραπαράγωγο, όπως και ο
όρος 𝛾𝜈𝜕𝜈 μετατίθεται με τη μάζα. Επομένως,

(𝚤𝛾𝜈𝛾𝜇𝜕𝜈𝜕𝜇 − 𝑚𝛾𝜈𝜕𝜈)Ψ = 0

Από την ίδια την εξίσωση Dirac ισχύει όμως ότι

𝛾𝜈𝜕𝜈 = −𝚤𝑚

και άρα

(𝚤𝛾𝜈𝛾𝜇𝜕𝜈𝜕𝜇 + 𝚤𝑚2)Ψ = 0
⇔ (𝛾𝜈𝛾𝜇𝜕𝜈𝜕𝜇 + 𝑚2)Ψ = 0 (10)

Προφανώς μια απλή εναλλαγή στους δείκτες δεν αλλάζει κάτι και άρα

(𝛾𝜇𝛾𝜈𝜕𝜇𝜕𝜈 + 𝑚2)Ψ = 0 (11)

Αθροίζοντας τις (10),(11) θα έχουμε ότι

((𝛾𝜈𝛾𝜇 + 𝛾𝜇𝛾𝜈)𝜕𝜇𝜕𝜈 + 2𝑚2)Ψ = 0

αφού [𝜕𝜇, 𝜕𝜈] = 0. και από την άλγεβρα των 𝛾 πινάκων

𝛾𝜈𝛾𝜇 + 𝛾𝜇𝛾𝜈 = 2𝑔𝜇𝜈

θα έχουμε ότι

(2𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜕𝜈 + 2𝑚2)Ψ = 0
⇔ (𝜕𝜈𝜕𝜈 + 𝑚2)Ψ = 0

⇔ (2 + 𝑚2)Ψ = 0

όπου φυσικά πρόκειται για την εξίσωση Klein-Gordon, δηλαδή αποδείχτηκε
ότι κάθε συνιστώσα του σπίνορα Dirac Ψ ικανοποιεί την Klein-Gordon.
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Άσκηση 19

Έχουμε ότι

[𝐻, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗] = [𝛼𝑖𝑝𝑖 + 𝛽𝑚, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗]
= [𝛼𝑖𝑝𝑖, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗]
= 𝛼𝑖[𝑝𝑖, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗] + [𝛼𝑖, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗]𝑝𝑖
= 𝛼𝑖[𝑝𝑖, Σ𝑗] ̂𝑝𝑗 + 𝛼𝑖Σ𝑗[𝑝𝑖, ̂𝑝𝑗] + [𝛼𝑖, Σ𝑗] ̂𝑝𝑗𝑝𝑖 + Σ𝑗[𝛼𝑖, ̂𝑝𝑗]𝑝𝑖
= [𝛼𝑖, Σ𝑗] ̂𝑝𝑗𝑝𝑖

όπου μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει κάνοντας τις πράξεις ότι Σ𝑗 = (1/2)𝛼𝑗K,
όπου

K = (0 𝟙
𝟙 0)

και άρα

[𝐻, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗] = [𝛼𝑖,
1
2𝛼𝑗K] ̂𝑝𝑗𝑝𝑖

= 1
2[𝛼𝑖, 𝛼𝑗]K ̂𝑝𝑗𝑝𝑖 + 1

2𝛼𝑗[𝛼𝑖,K] ̂𝑝𝑗𝑝𝑖

όπου και πάλι με πράξεις μπορεί κανείς να επιβεβαιώσει ότι [𝛼𝑖,K] = 0 και
άρα έχουμε

[𝐻, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗] = 1
2[𝛼𝑖, 𝛼𝑗]K ̂𝑝𝑗𝑝𝑖

= 1
22𝚤𝜖𝑖𝑗𝑘𝛼𝑘K ̂𝑝𝑗𝑝𝑖

όπου από τον ορισμό που δώσαμε για το Σ𝑗 είναι προφανές ότι

[𝐻, Σ𝑗 ̂𝑝𝑗] = 2𝚤𝜖𝑖𝑗𝑘Σ𝑘 ̂𝑝𝑗𝑝𝑖
= −2𝚤𝜖𝑖𝑘𝑗Σ𝑘 ̂𝑝𝑗𝑝𝑖
= −2𝚤(𝚺 × 𝐩̂)𝑖𝑝𝑖
= −2𝚤(𝚺 × 𝐩̂) ⋅ p
= 0

αφού (𝚺 × 𝐩̂)⊥p.
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Άσκηση 20

Έστω η Χαμιλτονιανή Dirac 𝐻 = 𝜶 ⋅ p + 𝛽𝑚. Θα δείξουμε πρώτα ότι η
𝐻 δεν μετατίθεται με το 𝐿. Έχουμε

[𝐻, 𝐿] = [𝛼𝑖𝑝𝑖, 𝜀𝑗𝑘ℓ𝑟𝑘𝑝ℓ]
= 𝜀𝑗𝑘ℓ[𝛼𝑖𝑝𝑖, 𝑟𝑘𝑝ℓ]
= 𝜀𝑗𝑘ℓ(𝛼𝑖[𝑝𝑖, 𝑟𝑘𝑝ℓ] +�����[𝛼𝑖, 𝑟𝑘𝑝ℓ]𝑝𝑖)
= 𝜀𝑗𝑘ℓ𝛼𝑖[𝑝𝑖, 𝑟𝑘]𝑝ℓ
= −𝚤(𝜶 × p)𝑗

αφού [𝑝𝑖, 𝑟𝑘] = −𝚤𝛿𝑘𝑖. Έπειτα πρέπει να βρούμε το αποτέλεσμα της μεταθε-
τικής πράξης της Χαμιλτονιανής με τον Σ, όπου ξανά Σ𝑗 = (1/2)𝑎𝑗𝐾 με

𝐾 = (0 𝟙
𝟙 0)

Κάνοντας αντίστοιχες πράξεις επιβεβαιώνει κανείς ότι ο 𝐾 μετατίθεται με
την ορμή και τους 𝛼𝑖 πίνακες και άρα ο μόνος όρος που επιβιώνει από τη
μετάθεση Χαμιλτονιανής και Σ είναι ο

[𝐻, Σ] = [𝛼𝑖, 𝛼𝑗]𝑝𝑖𝐾 = 2𝚤𝜀𝑖𝑗𝑘Σ𝑘𝐾𝑝𝑖 = 2𝚤𝜀𝑖𝑗𝑘𝛼𝑘𝑝𝑖 = 2𝚤(𝜶 × p)𝑗

Είναι φανερό ότι αν 𝐽 = 𝐿 + (1/2)Σ, τότε

[𝐻, 𝐽] = 0
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Άσκηση 22

Θέλουμε ουσιαστικά να δέιξουμε ότι −𝛾2𝛾𝜇∗ = 𝛾𝜇𝛾2. Δηλαδή ότι

(𝛾2𝛾𝜇)∗ = 𝛾𝜇𝛾2

αφού 𝛾2∗ = −𝛾2. Όμως,

𝛾𝜇𝛾2 = 2𝑔𝜇2𝟙 − 𝛾2𝛾𝜇

και άρα

𝛾0𝛾2 = −𝛾2𝛾0 = (𝛾2𝛾0)∗

𝛾1𝛾2 = −𝛾2𝛾1 = (𝛾2𝛾1)∗

𝛾2𝛾2 = (𝛾2𝛾2)∗

𝛾3𝛾2 = −𝛾2𝛾3 = (𝛾2𝛾3)∗

οπότε το ζητούμενο αποδεικνύεται.

Άσκηση 24

θα έχουμε

∑
𝑠

𝑢(𝑠)𝑢(𝑠)†𝛾0 = ⎛⎜
⎝

𝑋(𝑠)𝑋(𝑠)†(𝐸 + 𝑚) 𝑋(𝑠)𝑋(𝑠)†𝝈 ⋅ p
𝝈 ⋅ p𝑋(𝑠)𝑋(𝑠)† 𝝈 ⋅ p𝑋(𝑠)𝑋(𝑠)† 𝝈 ⋅ p

𝐸 + 𝑚
⎞⎟
⎠

(𝟙2×2
−𝟙2×2

)

Όμως, ∑𝑠 𝑋(𝑠)𝑋(𝑠)† = 𝟙2×2 και άρα

∑
𝑠

𝑢(𝑠)𝑢(𝑠)†𝛾0 = ⎛⎜
⎝

𝟙2×2(𝐸 + 𝑚) 𝝈 ⋅ p
𝝈 ⋅ p (𝝈 ⋅ p)2

𝐸 + 𝑚 𝟙2×2
⎞⎟
⎠

(𝟙2×2
−𝟙2×2

)

Έχουμε δείξει όμως ότι (𝝈 ⋅ p)2 = 𝑝2 και άρα

𝑝2

𝐸 + 𝑚 = (𝐸 + 𝑚)(𝐸 − 𝑚)
𝐸 + 𝑚 = 𝐸 − 𝑚

οπότε

∑
𝑠

𝑢(𝑠)𝑢(𝑠)†𝛾0 = (𝟙2×2(𝐸 + 𝑚) −𝝈 ⋅ p
𝝈 ⋅ p 𝟙2×2(−𝐸 + 𝑚))

= (𝟙2×2𝐸 −𝝈 ⋅ p
𝝈 ⋅ p −𝟙2×2𝐸) + 𝑚𝟙4×4

= (𝟙2×2𝑝0

−𝟙2×2𝑝0) − ( 𝝈 ⋅ p
−𝝈 ⋅ p ) + 𝑚𝟙4×4

= 𝛽𝑝0 − 𝛽𝛼𝑖𝑝𝑖 + 𝑚 = 𝛾𝜇𝑝𝜇 + 𝑚 = /𝑝 + 𝑚

Με αντίστοιχες πράξεις αποδεικνύεται και η σχέση πληρότητα για τα 𝑣(𝑠).
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