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Τελευταία ενημέρωση 11 Ιουνίου 2016. (Το αρχείο θα ενημερώνεται κατά
τη διάρκεια του εξαμήνου.)

1 Αντικείμενα: διανυσματικοί χώροι
Ένας διανυσματικός χώρος (πάνω από το R, αλλά οι ίδιοι ορισμοί ισχύουν

αν αντικαταστήσουμε το R από οποιοδήποτε σώμα K , π.χ. K = C) είναι
ένα σύνολο V εφοδιασμένο με δύο πράξεις:

πρόσθεση: V × V → V

βαθμωτός πολλαπλασιασμός: R× V → V

(που συμβολίζονται, αντίστοιχα, ως (v, w) 7→ v + w και (c, v) 7→ cv), με τις
εξής ιδιότητες:

• Ο V με την πρόσθεση (+) είναι αβελιανή ομάδα, δηλαδή έχει τις ιδιό-
τητες:

1. v + w = w + v για κάθε v, w ∈ V (αντιμεταθετική ιδιότητα – σε
αυτήν αναφέρεται η λέξη «αβελιανή» παραπάνω)·

2. v + (w + z) = (v + w) + z για κάθε v, w, z ∈ V (προσεταιριστική
ιδιότητα – εξαιτίας της, μπορούμε να γράφουμε v + w + z χωρίς
να υπάρχει αμφισημία)·

3. υπάρχει ένα στοιχείο 0 ∈ V τέτοιο ώστε v + 0 = v για κάθε
v (ουδέτερο στοιχείο – μπορούμε πολύ εύκολα να δείξουμε ότι
είναι μοναδικό)·

4. για κάθε v ∈ V υπάρχει w ∈ W με v + w = 0 (αντίθετο στοιχείο
– και πάλι μπορούμε να δείξουμε ότι το αντίθετο του v είναι
μοναδικό, και το συμβολίζουμε −v, ενώ την πράξη z + (−v) τη
συμβολίζουμε για απλότητα με z − v).

• Τις εξής πρόσθετες ιδιότητες που εμπλέκουν το βαθμωτό πολλαπλα-
σιασμό:

5. c(v+w) = cv+ cw για κάθε c ∈ R, v, w ∈ V (επιμεριστική ως προς
άθροισμα βαθμωτών)·

6. (c+ d)v = cv + dv για κάθε c, d ∈ R, v ∈ V (επιμεριστική ως προς
άθροισμα διανυσμάτων)·

7. c(dv) = (cd)v για κάθε c, d ∈ R, v ∈ V ·
8. 1v = v για κάθε v ∈ V .

2 Μορφισμοί: γραμμικοί τελεστές
Έστω V,W διανυσματικοί χώροι. Μία απεικόνιση (συνάρτηση) T : V →

W ονομάζεται γραμμική (ή γραμμικός τελεστής, ή γραμμικός μετασχημα-
τισμός) αν είναι συμβατή με τις πράξεις της πρόσθεσης και του βαθμωτού
πολλαπλασιασμού, δηλαδή:
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1. T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) για κάθε v1, v2 ∈ V ·

2. T (cv) = cT (v) για κάθε c ∈ R, v ∈ V .

Οι δύο αυτές ιδιότητες μπορούν να συντμηθούν σε μία:

T (c1v1 + c2v2) = c1T (v1) + c2T (v2).

Επαγωγικά δείχνουμε ότι αυτό είναι ισοδύναμο με την ιδιότητα ότι η T
στέλνει οποιουσδήποτε γραμμικούς συνδυασμούς στον V στους αντίστοι-
χους γραμμικούς συνδυασμούς στον W :

T (c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn) = c1T (v1) + c2T (v2) + · · ·+ cnT (vn).

Το σύνολο των γραμμικών τελεστών από τον V στον W συμβολίζεται
Hom(V,W ).
Παράδειγμα 2.1. Έστω V = Rn και W = Rm. Έστω e1, . . . , en η συνήθης
βάση του Rn: ei = t(0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), με το 1 να εμφανίζεται στην i-οστή
θέση. (Προτιμάμε να γράφουμε τα στοιχεία του Rn ως διανύσματα-στήλες,
γι’ αυτό και το σύμβολο t του ανάστροφου.)

Έστω T ∈ Hom(Rn,Rm). Λόγω της παραπάνω ιδιότητας, το τυχόν διά-
νυσμα

v = t(c1, . . . , cn) = c1e1 + · · ·+ cnen

του Rn πρέπει να απεικονίζεται στο διάνυσμα c1T (e1)+ . . . cnT (en) του Rm.
Εύκολα ελέγχει κανείς ότι:

c1T (e1) + · · ·+ cnT (en) = A · t(c1, . . . , cn),

όπου A είναι ο m×n πινακας του οποίου η i-οστή στήλη είναι το διάνυσμα
T (ei) του Rm.

Αντιστρόφως, για κάθε m× n πίνακα A, η απεικόνιση:

Rn ∋ v 7→ Av ∈ Rm

είναι γραμμική.
Επομένως: Hom(Rn,Rm) =Mm×n.

3 Σημείωση για την ορολογία: η γλώσσα των κα-
τηγοριών

Σε κάθε τομέα των μαθηματικών, ορίζουμε διαφόρων ειδών αντικείμενα,
με συγκεκριμένη δομή το καθένα, και απεικονίσεις ή μορφισμούς μεταξύ
τους, που σέβονται αυτή τη δομή. Μια οικογένεια αντικειμένων και μορφι-
σμών (που ικανοποιούν ορισμένες προφανείς ιδιότητες, δείτε π.χ. http://
en.wikipedia.org/wiki/Category_(mathematics)) λέγεται κατηγορία. Για
να συνεννοούμαστε, υπάρχει μία γενική γλώσσα («θεωρία κατηγοριών») που
περιγράφει διάφορες γενικές ιδιότητες και κατασκευές σε μία κατηγορία ή
μεταξύ κατηγοριών.

Παραδείγματα κατηγοριών¹ είναι:

¹Πολλές από τις παρακάτω έννοιες δεν τις έχετε διδαχθεί ακόμα, αλλά καλό θα ήταν να τις
αναζητήσετε για εγκυκλοπαιδικούς λόγους.
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Αντικείμενα Μορφισμοί
Σύνολα Απεικονίσεις

Τοπολογικοί χώροι Συνεχείς απεικονίσεις
Διαφορίσιμες πολλαπλότητες Διαφορίσιμες απεικονίσεις

Ομάδες Ομομορφισμοί ομάδων
Διανυσματικοί χώροι Γραμμικοί τελεστές

Οι μορφισμοί μεταξύ δύο αντικειμένων A και B είναι πάντα ένα σύνολο,
και οι μορφισμοί από το A στον εαυτό του περιλαμβάνουν πάντα έναν (και
μοναδικό) ταυτοτικό μορφισμό IdA. Σε κάθε κατηγορία, έχουμε τις εξής
έννοιες:

Ένας μορφισμός από ένα αντικείμενο A στον εαυτό του καλείται ενδο-
μορφισμός του A.

Ένας μορφισμός ϕ από το A στο B καλείται ισομορφισμός αν υπάρχει
μορφισμός ψ από το B στο A τέτοιος ώστε ψ ◦ ϕ = IdA και ϕ ◦ ψ = IdB.

Ένας ενδομορφισμός που είναι και ισομορφισμός καλείται αυτομορφι-
σμός.
Σημείωση. Σε κάθε ειδική περίπτωση μπορεί να υπάρχουν και άλλα ονό-
ματα για τα παραπάνω, π.χ. ένας ισομορφισμός στους τοπολογικούς χώρους
καλείται και ομοιομορφισμός.

Άσκηση 3.1. Με βάση τους παραπάνω ορισμούς, δείξτε ότι στην κατηγο-
ρία των συνόλων οι ισομορφισμοί είναι οι απεικονίσεις που είναι 1-1 και
επί.

Άσκηση 3.2. Με βάση τους παραπάνω ορισμούς, δείξτε ότι στην κα-
τηγορία των διανυσματικών χώρων οι ισομορφισμοί είναι οι γραμμικές
απεικονίσεις που είναι 1-1 και επί.

Όταν έχουμε έναν ισομορφισμό διανυσματικών χώρων T : V →W , θα τον
συμβολίζουμε και V ∼−→ W . Ο ισομορφισμός μάς επιτρέπει να ταυτίσουμε
τους χώρους V και W ως προς όλες τις ιδιότητες που εξαρτώνται μόνο
από τις πράξεις της πρόσθεσης και του βαθμωτού πολλαπλασιασμού. Για
παράδειγμα, ένας ισομορφισμός στέλνει μια βάση του V σε βάση του W .

Από την άλλη, είναι λάθος να ξεχνάμε ότι αυτή η ταύτιση (στις περισ-
σότερες περιπτώσεις) δεν είναι «φυσιολογική», αλλά εξαρτάται από τον
ισομορφισμό που διαλέξαμε.
Παράδειγμα 3.1. Έστω V διανυσματικός χώρος διάστασης n. Κάθε διατε-
ταγμένη βάση (v1, . . . vn) του V ορίζει έναν ισομορφισμό T : Rn → V ως
εξής:

Rn ∋ t(c1, . . . , cn) 7→ c1v1 + · · ·+ cnvn ∈ V.

Προφανώς, υπό αυτόν τον ισομορφισμό η συνήθης διατεταγμένη βάση²
(e1, . . . , en) του Rn απεικονίζεται στην επιλεγμένη διατεταγμένη βάση (v1, . . . , vn)
του V . Από την άλλη, αν επιλέξουμε άλλη διατεταγμένη βάση για τον V θα
πάρουμε έναν τελείως διαφορετικό ισομορφισμό με τον Rn, δηλαδή μια τε-
λείως διαφορετική ταύτιση. Για αυτό το λόγο, δεν είναι σωστό να θεωρούμε
ότι «κάθε διανυσματικός χώρος διάστασης n είναι ο Rn», παρόλο που είναι
ισόμορφος με τον Rn.

²Προσέξτε ότι γράφουμε (a1, . . . , an) και για διατεταγμένες n-άδες αριθμών – δηλ. στοιχεία
του Rn – και για διατεταγμένες n-άδες διανυσμάτων. Επειδή σε αυτές τις σημειώσεις δε
χρησιμοποιούμε διαφορετική τυπογραφία για αριθμούς και διανύσματα, να σκέφτεστε κάθε
φορά τι παριστάνει μία n-άδα.
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4 Δομή διανυσματικού χώρου στον Hom(V,W ).
Έστω W διανυσματικός χώρος, και V οποιοδήποτε σύνολο. Το σύνολο

όλων των συναρτήσεων: V → W είναι διανυσματικός χώρος, με τις πράξεις
να ορίζονται από τις αντίστοιχες πράξεις του W , δηλαδή:

• αν f, g είναι συναρτήσεις: V →W , τότε ως f + g ορίζεται η συνάρτηση
που απεικονίζει τυχόν v ∈ V στο διάνυσμα: f(v) + g(v) ∈W ·

• αν f είναι συνάρτηση: V →W και c ∈ R, τότε ως cf ορίζεται η συνάρ-
τηση που απεικονίζει τυχόν v ∈ V στο διάνυσμα: c(f(v)) ∈W .

Αν, επιπλέον, το V είναι διανυσματικός χώρος (οπότε ορίζεται η έννοια
της γραμμικής συνάρτησης από το V στο W ), τότε οι πράξεις αυτές διατη-
ρούν τις γραμμικές συναρτήσεις: αν οι f, g ∈ Hom(V,W ) τότε το ίδιο ισχύει
για την f + g και για την cf , όπου c ∈ R είναι οποιαδήποτε σταθερά.

Επομένως, αν οι V,W είναι διανυσματικοί χώροι, τότε και το σύνολο
Hom(V,W ) είναι διανυσματικός χώρος κατά φυσιολογικό τρόπο.

5 Δυϊκός ενός διανυσματικού χώρου
Έστω V διανυσματικός χώρος. Οι πιο απλές συναρτήσεις: V → R (εκτός

από τις σταθερές) είναι οι γραμμικές, δηλαδή οι τελεστές T ∈ Hom(V,R).
Εξαιτίας της σημασίας του συνόλου αυτών των τελεστών, του αποδίδουμε
ένα ειδικό όνομα και συμβολισμό: Γράφουμε Hom(V,R) = V ∗ ή V ∨ και
ονομάζουμε το σύνολο V ∗ τον δυϊκό χώρο του V . Τα στοιχεία του V ∗, δη-
λαδή οι γραμμικές συναρτήσεις πάνω στον V , ονομάζονται και (γραμμικά)
συναρτησιακά ή γραμμικές μορφές.
Παράδειγμα 5.1. Έστω V = R3 με τις συνήθεις συντεταγμένες (x, y, z).
Κάθε μία από τις τρεις συντεταγμένες είναι ένα γραμμικό συναρτησιακό
πάνω στον V . Το γενικό γραμμικό συναρτησιακό είναι της μορφής:

T (x, y, z) = ax+ by + cz,

όπου a, b, c ∈ R είναι τρεις σταθερές.
Παράδειγμα 5.2. Έστω V = C([0, 1]), ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων
στο διάστημα [0, 1]. Παραδείγματα γραμμικών συναρτησιακών στον V είναι:

• το ολοκλήρωμα: f 7→
∫ 1

0
f(t)dt·

• τα συναρτησιακά αποτίμησης evx, όπου x ∈ [0, 1], που ορίζονται ως
εξής: evx(f) = f(x).

Ως ειδική περίπτωση της προηγούμενης παραγράφου, ο δυϊκός ενός δια-
νυσματικού χώρου είναι κι αυτός διανυσματικός χώρος, με πράξεις την πρό-
σθεση συναρτήσεων και τον πολλαπλασιασμό συνάρτησης με σταθερά.

Θεώρημα 5.1. Έστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης n.
Τότε και ο V ∗ είναι διάστασης n. Αν {v1, . . . vn} είναι μία βάση του V ,
τότε μία βάση του V ∗ είναι η δυϊκή της {T1, . . . , Tn}, που ορίζεται από τις
σχέσεις:

Ti(vj) = δij ,
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όπου δij είναι το σύμβολο δέλτα του Kronecker:

δij =

{
1, αν i = j,

0, αν i ̸= j.

Παρατήρηση 5.1. Η δυϊκή βάση δεν είναι κάτι πολύπλοκο: πρόκειται απλώς
για τις συντεταγμένες ενός διανύσματος στη δοθείσα βάση του V . Όντως,
αν v = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn είναι τυχόν διάνυσμα του V , τότε:

Ti(v) = ci

λόγω γραμμικότητας. Προσέξτε επίσης ότι, λόγω γραμμικότητας, αρκεί που
γνωρίζουμε τι κάνει η συνάρτηση Ti στα στοιχεία της βάσης (δηλαδή τη
σχέση Ti(vj) = δij), για να την προσδιορίσουμε πλήρως.

Απόδειξη του θεωρήματος. Έχουμε δει ότι η διατεταγμένη βάση (v1, . . . , vn)
του V ορίζει έναν ισομορφισμό με τον Rn, που στέλνει το στοιχείο vi στο
στοιχείο ei. Μία ταύτιση (ισομορφισμός) του V με τον Rn οδηγεί και σε
ταύτιση (ισομορφισμό) του V ∗ = Hom(V,R) με τον (Rn)∗ = Hom(Rn,R).

Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε το θεώρημα για τον Rn. Αλλά για τον
Rn έχουμε ήδη δει ότι Hom(Rn,R) =M1×n, και είναι πολύ εύκολο να διαπι-
στώσει κανείς ότι πρόσθεση συναρτησιακών αντιστοιχεί σε πρόσθεση 1× n
πινάκων. Επομένως, ο δυϊκός του Rn είναι ως διανυσματικός χώρος οM1×n,
που έχει διάσταση n.

(Σημείωση: Προφανώς, μπορούμε να ταυτίσουμε τον M1×n ξανά με τον
Rn. Καλύτερα όμως να μην το κάνουμε, για να μην συγχέουμε έναν χώρο με
τον δυϊκό του. Εξάλλου, ταυτίσαμε τον δυϊκό του Rn με τονM1×n γράφοντας
τα στοιχεία του πρώτου ως διανύσματα-στήλες, ενώ ο M1×n αποτελείται
από διανύσματα-σειρές. Θα ήταν, λοιπόν, πιο βολικό για να μην συγχέουμε
τον χώρο με το δυϊκό του να σκεφτόμαστε τον M1×n ως δυϊκό του Rn =
Mn×1.)

Συνεχίζουμε την απόδειξη για να δείξουμε ότι μία βάση του V ∗ είναι αυτή
που λέει το θεώρημα. Αν παρατηρήσουμε τους παραπάνω ισομορφισμούς:

V
∼−→ Rn

και
(Rn)

∗ ∼−→M1×n

θα δούμε ότι, υπό τον δεύτερο, η συνήθης βάση e′1, . . . , e′n του M1×n, (όπου
e′i είναι το διάνυσμα-σειρά με 1 στην i-οστή θέση και 0 στις υπόλοιπες) δρα
ως εξής τη βάση e1, . . . , en του Rn:

e′i(ej) = δij .

Από την άλλη, υπό τον πρώτο ισομορφισμό παραπάνω η διατεταγμένη
βάση (e1, . . . , en) του Rn αντιστοιχεί στη διατεταγμένη βάση (v1, . . . , vn) του
V . Συμπερασματικά, το στοιχείο e′i του M1×n αντιστοιχεί στο συναρτησιακό
Ti ∈ V ∗ που ορίζεται από τη σχέση

Ti(vj) = δij .
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Άσκηση 5.1. Χρησιμοποιώντας παρόμοια επιχειρήματα, να υπολογίσετε
τη διάσταση του διανυσματικού χώρου Hom(V,W ), αν V και W είναι
πεπερασμένης διάστασης διανυσματικοί χώροι.

Αλλαγή βάσης: Αν αλλάξουμε βάση στον (πεπερασμένης διάστασης) χώρο
V , παίρνουμε και μία νέα δυϊκή βάση στον V ∗. Αυτές οι δύο αλλαγές βά-
σης, όμως, δεν συμπεριφέρονται κατά τον ίδιο τρόπο. Αν, για παράδειγμα,
πολλαπλασιάσουμε τα στοιχεία της βάσης του V με το 2, θα πρέπει να διαι-
ρέσουμε τα στοιχεία της δυϊκής βάσης με το 2, ώστε να διατηρείται η σχέση
Ti(vj) = δij .

Γενικότερα, μπορούμε να θέσουμε το ερώτημα: Αν αλλάξουμε τη βάση
ενός διανυσματικού χώρου, πώς αλλάζουν οι συντεταγμένες των διανυσμά-
των (δηλ. οι γραμμικές συναρτήσεις που αποτελούν τη δυϊκή βάση);

Η γενική απάντηση έχει ως εξής: Έστω (v1, . . . , vn) μια πρώτη διατεταγ-
μένη βάση του V , και (v′1, . . . , v′n) μία δεύτερη διατεταγμένη βάση. Υπενθύ-
μιση: υπάρχει ένας γραμμικός τελεστής P : V → V που στέλνει την πρώτη
βάση στη δεύτερη, δηλαδή: Pvi = v′i. (Αυτό το έχετε μάθει στο κεφάλαιο
περί αλλαγής βάσης και ομοίων πινάκων!)

Έστω τώρα ότι (T1, . . . , Tn) και (T ′
1, . . . , T

′
n) είναι οι αντίστοιχες δυϊκές

βάσεις του V ∗. Κατ’ αρχάς, να παρατηρήσουμε ότι δεν έχει νόημα να μι-
λήσουμε για δράση του τελεστή P πάνω σε αυτές, αφού ο P είναι ένας
τελεστής στον V , και ο V ∗ είναι ένας τελείως διαφορετικός διανυσματικός
χώρος. Μπορούμε όμως να ορίσουμε έναν νέο τελεστή P ∗ : V ∗ → V ∗ από τις
σχέσεις: P ∗Ti = T ′

i . (Ο τελεστής P ∗ ονομάζεται συζυγής του P , και θα συνα-
ντήσουμε στο μέλλον έναν καλύτερο ορισμό.) Το ερώτημα είναι: Μπορούμε
να περιγράψουμε τον P ∗ αν γνωρίζουμε τον P ;

Για να το απαντήσουμε, θα παραστήσουμε τους τελεστές ως πίνακες.
Συγκεκριμένα, παριστάνουμε τον τελεστή P ως έναν (αντιστρέψιμο, ανα-
γκαστικά) πίνακα A, ως προς την πρώτη βάση του V : θα είναι ο πίνακας
του οποίου οι στήλες θα είναι οι συντεταγμένες των διανυσμάτων v′i στη
βάση (v1, . . . , vn). (Ξαναλέμε τι σημαίνει αυτή η αναπαράσταση του P ως
προς τη δοθείσα βάση: με τη βάση (v1, . . . , vn) ταυτίζουμε το διανυσμα-
τικό μας χώρο με τον Rn, και επομένως τον τελεστή P με ένα στοιχείο του
Hom(Rn,Rn) =Mn×n. Αφού ο τελεστής P στέλνει το vi στο v′i, η αναπαρά-
στασή του ως πίνακα στη βάση (v1, v2, . . . , vn) θα έχει ως i-οστή στήλη τις
συντεταγμένες του v′i σε αυτή τη βάση.)

Ομοίως, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη βάση (T1, . . . , Tn) για να ταυ-
τίσουμε τον δυϊκό χώρο V ∗ με τον Rn. Υπό αυτή την ταύτιση, ο τελεστής
P ∗ είναι ο πίνακας A∗ του οποίου η i-οστή στήλη είναι οι συντεταγμένες
του συναρτησιακού T ′

i στη βάση (T1, . . . , Tn). Ποια είναι η σχέση του πίνακα
A∗ με τον πίνακα A; Η παρακάτω είναι μια πολύ καλή άσκηση αν θέλετε
να επιβεβαιώσετε ότι καταλάβατε τους διάφορους ορισμούς και ισομορφι-
σμούς:

Άσκηση 5.2. Έχουμε: A∗ = tA−1, ο ανάστροφος του αντιστρόφου (ή,
ισοδύναμα, ο αντίστροφος του αναστρόφου) του πίνακα A.

Επιβεβαιώστε αυτήν την άσκηση σε ένα απλό παράδειγμα: διαλέξτε μια
νέα βάση του R2, και υπολογίστε τις συντεταγμένες ενός σημείου (x, y) ως
προς τη νέα βάση.
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6 Τετραγωνικές μορφές σε διανυσματικούς χώ-
ρους πεπερασμένης διάστασης

Μετά τις γραμμικές μορφές (συναρτησιακά), οι επόμενες απλούστερες
συναρτήσεις σε έναν διανυσματικό χώρο V είναι οι τετραγωνικές μορφές.
Προς το παρόν, τις ορίζουμε μόνο για πεπερασμένης διάστασης διανυσμα-
τικούς χώρους.

Ορισμός. Έστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης. Μία συ-
νάρτηση f : V → R που μπορεί να γραφτεί ως ομογενές τετραγωνικό πο-
λυώνυμο γραμμικών συναρτησιακών, δηλαδή:

f(v) =
r∑

i=1

aiTi,1(v)Ti,2(v), (1)

με ai ∈ R και Ti,1, Ti,2 ∈ V ∗ ονομάζεται τετραγωνική μορφή πάνω στο χώρο
V .

Προφανώς, αν προσθέσουμε δύο συναρτήσεις της μορφής (1), ή πολλα-
πλασιάσουμε μια συνάρτηση της μορφής (1) με μία σταθερά, παίρνουμε
πάλι συνάρτηση αυτής της μορφής. Με άλλα λόγια, το σύνολο των τετρα-
γωνικών μορφών είναι διανυσματικός χώρος, τον οποίο συμβολίζουμε με
Quad(V ). Θα δούμε ότι είναι πεπερασμένης διάστασης, n(n + 1)/2, όπου
n = dim(V ). (Θυμηθείτε ότι, αντίστοιχα, ο χώρος των γραμμικών μορφών
είναι ένας διανυσματικός χώρος που συμβολίζουμε με V ∗ και έχει διάσταση
n.)

Πρόταση 6.1. Έστω (T1, T2, . . . , Tn) διατεταγμένη βάση του V ∗. Τότε κάθε
τετραγωνική μορφή f μπορεί να γραφτεί στη μορφή:

f(v) =
n∑

i,j=1

aijTi(v)Tj(v), (2)

όπου aij ∈ R με aij = aji.

Παρατήρηση 6.1. Θα δούμε στη συνέχεια ότι, δοθείσης της βάσης (T1, . . . , Tn),
κάθε τετραγωνική μορφή γράφεται με μοναδικό τρόπο στην παραπάνω
μορφή, γεγονός που συνεπάγεται τον τύπο n(n+ 1)/2 για τη διάσταση του
Quad(V ).

Απόδειξη. Κατ’ αρχήν θα δείξουμε ότι κάθε τετραγωνική μορφή γράφεται
στη μορφή (2) χωρίς απαραίτητα να ισχύει η συνθήκη aij = aji. Συγκρίνοντας
τον ορισμό (1) με την έκφραση (2), συμπεραίνουμε ότι αρκεί να δείξουμε ότι
για δύο οποιαδήποτε γραμμικά συναρτησιακά S1 και S2, και η τετραγωνική
μορφή:

f(v) = S1(v)S2(v)

γράφεται στη μορφή (2) (διότι τότε το ίδιο θα ισχύει και για γραμμικούς
συνδυασμούς τέτοιων τετραγωνικών μορφών).

Αλλά τα (Ti)i αποτελούν βάση του V ∗, οπότε τα S1, S2 είναι γραμμικοί
συνδυασμοί των Ti:

S1 = c1T1 + · · ·+ cnTn,
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S2 = d1T1 + · · ·+ dnTn.

Εμομένως: S1S2 =
∑n

i,j=1 cidjTiTj , που είναι στη μορφή (2), χωρίς απα-
ραιτήτως οι συντελεστές να ικανοποιούν aij = aji.

Μένει να δείξουμε ότι μπορούμε πάντα να γράψουμε μία τετραγωνική
μορφή στη μορφή (2) με aij = aji. Έστω ότι δίνεται τετραγωνική μορφή (2)
χωρίς αυτή τη συνθήκη για τους συντελεστές. Ορίζουμε νέους συντελεστές:

a′ij =
aij + aji

2
.

Τότε a′ij = a′ji, και επειδή Ti(v)Tj(v) = Tj(v)Ti(v) και aij +aji = a′ij +a
′
ji,

έχουμε:

f(v) =
n∑

i,j=1

aijTi(v)Tj(v) =
n∑

i,j=1

a′ijTi(v)Tj(v),

και άρα έχουμε γράψει την f στη μορφή που θέλαμε.

Πόρισμα 6.1. Έστω B = (v1, . . . , vn) διατεταγμένη βάση του V . Αν για
κάθε v ∈ V συμβολίσουμε με [v]B ∈ Rn το διάνυσμα-στήλη των συντε-
ταγμένων του v σε αυτή τη βάση (δηλαδή την εικόνα του v υπό τον
ισομορφισμό V

∼−→ Rn που ορίζεται από αυτή τη βάση), τότε για κάθε
n× n πίνακα A η απεικόνιση:

f(v) = t[v]BA[v]B (3)

είναι τετραγωνική μορφή, και κάθε τετραγωνική μορφή μπορεί να γραφτεί
σε αυτή τη μορφή, και μάλιστα με A συμμετρικό (tA = A).

Απόδειξη. Η i-οστή συντεταγμένη του [v]B είναι απλώς η τιμή Ti(v), όπου
(T1, . . . , Tn) είναι η δυϊκή της B βάση του V ∗, και επομένως αν A = (aij)

n
i,j=1,

η (3) γράφεται

f(v) =
n∑

i,j=1

aijTi(v)Tj(v),

που είναι τετραγωνική μορφή. Το πόρισμα τώρα έπεται από την προηγού-
μενη πρόταση.

7 Διγραμμικές μορφές
Μία συνάρτηση g : V × V → R καλείται διγραμμική μορφή αν είναι

γραμμική σε κάθε ένα από τα δύο ορίσματα, δηλαδή: για κάθε w ∈ V οι
συναρτήσεις:

V ∋ v 7→ g(v, w) ∈ R

και
V ∋ v 7→ g(w, v) ∈ R

είναι γραμμικές.
Μία διγραμμική μορφή g καλείται συμμετρική αν για κάθε v, w ∈ V

έχουμε:
g(v, w) = g(w, v).
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Προφανώς, γραμμικοί συνδυασμοί διγραμμικών μορφών είναι διγραμμι-
κές μορφές και γραμμικοί συνδυασμοί συμμετρικών διγραμμικών μορφών
είναι συμμετρικές διγραμμικές μορφές. Επομένως, οι διγραμμικές μορφές
στον V αποτελούν έναν διανυσματικό χώρο, τον οποίο θα συμβολίζουμε με
Bil(V ), και οι συμμετρικές διγραμμικές μορφές αποτελούν έναν υπόχωρο
αυτού, που θα συμβολίζουμε με SymBil(V ).

Οι ορισμοί αυτοί ισχύουν τόσο για πεπερασμένης, όσο και για άπειρης
διάστασης διανυσματικούς χώρους. Στη συνέχεια όμως θα ασχοληθούμε
μόνο με χώρους πεπερασμένης διάστασης.

Θεώρημα 7.1. Έστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης και
B = (v1, v2, . . . , vn) διατεταγμένη βάση του V . Η απεικόνιση που στέλνει
μία διγραμμική μορφή g στον n× n πίνακα A = (aij)

n
i,j=1 με:

aij = g(vi, vj)

είναι ένας ισομορφισμός από τον χώρο Bil(V ) στον χώρο Mn×n των n×n
πινάκων.

Αν για κάθε v ∈ V συμβολίσουμε με [v]B ∈ Rn το διάνυσμα-στήλη των
συντεταγμένων του v σε αυτή τη βάση (δηλαδή την εικόνα του v υπό τον
ισομορφισμό V

∼−→ Rn που ορίζεται από αυτή τη βάση), τότε έχουμε:

g(v, w) = t[v]BA[w]B. (4)
Η τετραγωνική μορφή είναι συμμετρική αν και μόνο αν ο πίνακας A

είναι συμμετρικός, δηλαδή tA = A.

Απόδειξη. Ας ξεκινήσουμε αντίστροφα:
Έστω A = (aij)

n
i,j=1 ένας οποιοσδήποτε n × n πίνακας. Είναι πολύ εύ-

κολο να ελέγξει κανείς ότι η συνάρτηση που ορίζεται από τη σχέση (4) είναι
διγραμμική, και ότι γραμμικοί συνδυασμοί πινάκων δίνουν τους αντίστοι-
χους γραμμικούς συνδυασμούς διγραμμικών μορφών. Επομένως, η σχέση (4)
ορίζει μία γραμμική απεικόνιση:

Mn×n
∼−→ Bil(V ) (5)

από το χώρο των n × n πινάκων στο χώρο των διγραμμικών μορφών πάνω
στον V .

Αν δείξουμε ότι ο πίνακας A μπορεί να ανακτηθεί από την g με τον τρόπο
που περιγράφεται στο θεώρημα, δηλαδή aij = g(vi, vj), θα έχουμε δείξει ότι
η απεικόνιση (5) είναι ένα προς ένα.

Όντως, [vi]B = ei (το συνηθισμένο διάνυσμα της συνηθισμένης βάσης
του Rn του οποίου η i-οστή συντεταγμένη είναι 1 και οι υπόλοιπες 0) και
[vj ]B = ej , οπότε από την (4) παίρνουμε:

g(vi, vj) =
teiAej = aij ,

όπως θέλαμε.
Τέλος, δείχνουμε ότι η απεικόνιση (5) είναι επί, δηλαδή ότι παίρνουμε

όλες τις διγραμμικές μορφές από n×n πίνακες κατ’ αυτόν τον τρόπο. Έστω
g οποιαδήποτε διγραμμική μορφή. Υπολογίζουμε, αν v = c1v1 + . . . cnvn και
w = d1v1 + . . . dnvn:

g(v, w) =
n∑

i=1

cig(vi, w)
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(λόγω της γραμμικότητας στο πρώτο όρισμα)

=
n∑

i=1

ci

 n∑
j=1

djg(vi, vj)


(λόγω της γραμμικότητας στο πρώτο όρισμα)

=
∑
i,j

cidjg(vi, vj) = [c1, c2, . . . , cn]A


d1
d2
...
dn


(όπου A είναι ο πίνακας (g(vi, vj))

n
i,j=1)

= t[v]BA[w]B.

Τέλος, αν η g είναι συμμετρική τότε aij = g(vi, vj) = g(vj , vi) = aji, οπότε
ο πίνακας A είναι συμμετρικός (tA = A) και, αντιστρόφως, αν ο A είναι
συμμετρικός, τότε η διγραμμική μορφή που ορίζεται από τη σχέση (4) είναι
συμμετρική.

(Ένας ωραίος τρόπος για να το δείξει κανείς είναι να θεωρήσει τους αριθ-
μούς ως 1×1 πίνακες και να χρησιμοποιήσει το γεγονός ότι το «ανάστροφο»
αντιστρέφει τον πολλαπλασιασμό πινάκων, t(AB) = tBtA. Εφαρμόζοντας
αυτά στον αριθμό g(v, w) που δίνεται από τη σχέση (4), έχουμε:

g(v, w) = tg(v, w)

(επειδή ο g(v, w) είναι αριθμός)

= t
(
t[v]BA[w]B

)
= (t[w]B)(tA)

(
t
(
t[v]B

))
(αφού το ανάστροφο αντιστρέφει τη σειρά του πολλαπλασιασμού)

= t[w]BA[v]B = g(w, v)

(αφού υποθέσαμε ότι ο A είναι συμμετρικός, δηλ. tA = A, και t (t[v]B) =
[v]B.))

Πόρισμα 7.1. Η διάσταση του χώρου Bil(V ) των τετραγωνικών μορφών
στον V είναι n2. Η διάσταση του υποχώρου SymBil(V ) των συμμετρικών
τετραγωνικών μορφών είναι n(n+ 1)/2.

Απόδειξη. Όντως, η διάσταση του Mn×n είναι n2, και η διάσταση του υπο-
χώρου των συμμετρικών n×n-πινάκων είναι n+(n−1)+(n−2)+· · ·+2+1 =
n(n+1)

2 .
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8 Σχέση μεταξύ διγραμμικών και τετραγωνικών
μορφών

Θεώρημα 8.1. Έστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης,
και F μία διγραμμική μορφή: V ×V → R. Τότε η συνάρτηση που ορίζεται
από την

f(v) = F (v, v)

είναι τετραγωνική μορφή.
Αντίστροφα, αν f : V → R είναι τετραγωνική μορφή, τότε η

F ′(v, w) =
1

2
(f(v + w)− f(v)− f(w))

είναι συμμετρική διγραμμική μορφή, και αυτό ορίζει έναν ισομορφισμό
διανυσματικών χώρων:

Quad(V )
∼−→ SymBil(V ).

Πόρισμα 8.1. Αν dimV = n τότε dimQuad(V ) = n(n+1)
2 .

Παρατήρηση 8.1. Προσέξτε ότι οι ισομορφισμοί του θεωρήματος δεν εξαρ-
τώνται από καμία βάση, αν και στην απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε βάση.

Απόδειξη του θεωρήματος. Έστω B = (v1, . . . , vn) βάση του V . Για απλό-
τητα, σε αυτήν την απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε τη βάση για να ταυτί-
σουμε τον V με τον Rn, και θα γράφουμε v αντί για [v]B.

Έχουμε δει ότι υπάρχει ένας (μοναδικός!) n×n πίνακας A τέτοιος ώστε:

F (v, w) = tvAw.

Επομένως, f(v) = F (v, v) = tvAv, που έχουμε δει (Πόρισμα 6.1) ότι είναι
τετραγωνική μορφή.

Αντιστρόφως, αν f είναι τετραγωνική μορφή, μπορούμε να τη γράψουμε
ως f(v) = tvAv, και τότε:

F ′(v, w) =
1

2

(
t(v + w)A(v + w)− tvAv − twAw

)
=

1

2

(
tvAw + twAv

)
,

που είναι διγραμμική μορφή ως γραμμικός συνδυασμός διγραμμικών μορ-
φών, προφανώς συμμετρική. Σημειωτέον ότι ο twAv είναι αριθμός, άρα ίσος
με τον ανάστροφό του vAw, οπότε η παραπάνω έκφραση μπορεί να γραφτεί
και ως:

F ′(v, w) =
1

2
tv(A+ tA)w.

Για να δούμε ότι αυτό είναι μία 1-1 και επί αντιστοιχία μεταξύ τετραγω-
νικών και συμμετρικών διγραμμικών μορφών, αρκεί να δείξουμε ότι αν η F
είναι συμμετρική, τότε F ′ = F . Αλλά αν η F είναι συμμετρική, τότε A = tA
και η παραπάνω έκφραση γράφεται F ′(v, w) = tvAw = F (v, w).

(Στη γενική περίπτωση, χωρίς βάση και πίνακες, μπορούμε εύκολα να
δούμε από τους ορισμούς ότι F ′(v, w) = 1

2 (F (v, w) + F (w, v)), και άρα η F ′

είναι αυτό που μπορούμε να ονομάσουμε συμμετρικοποίηση της διγραμμι-
κής μορφής F .)
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Η απεικόνιση f → F ′ είναι προφανώς μία γραμμική απεικόνιση:

Quad(V )
∼−→ SymBil(V ),

και αφού είναι 1-1 και επί, είναι ισομορφισμός διανυσματικών χώρων.

Το παραπάνω θεώρημα μάς επιτρέπει να γενικεύσουμε τον ορισμό των
τετραγωνικών μορφών σε οποιουσδήποτε διανυσματικούς χώρους (ακόμα
και άπειρης διάστασης):
Ορισμός. Έστω V οποιοσδήποτε διανυσματικός χώρος. Μία συνάρτηση

f : V → R

καλείται τετραγωνική μορφή αν:
1. f(cv) = c2f(v) για κάθε c ∈ R, v ∈ V , και

2. η συνάρτηση F (v, w) = 1
2 (f(v + w)− f(v)− f(w)) είναι διγραμμική.

Πρόταση 8.1. Αν f και F είναι όπως στον παραπάνω ορισμό, τότε η f
μπορεί να ανακτηθεί από την F μέσω του τύπου:

f(v) = F (v, v),

και αυτό ορίζει έναν ισομορφισμό:

Quad(V ) ≃ SymBil(V ).

Παράδειγμα 8.1. Στον χώρο V = C([0, 1]) η συνάρτηση:

F (g, h) =

∫ 1

0

g(x)h(x)dx

είναι μία συμμετρική διγραμμική μορφή: V × V → R, και η συνάρτηση:

f(g) =

∫ 1

0

g(x)2dx

είναι μία τετραγωνική μορφή: V → R.
Σε αντίθεση με ό,τι ισχύει για πεπερασμένης διάστασης διανυσματικούς

χώρους, η παραπάνω f δεν μπορεί να γραφτεί ως (ομογενές) τετραγωνικό
πολυώνυμο γραμμικών συναρτησιακών.

9 Αλλαγή βάσης για τετραγωνικές και διγραμμι-
κές μορφές

Έστω V διανυσματικός χώρος διάστασης n.
Έχουμε δει ότι ως, σε συντεταγμένες ως προς δοθείσα διατεταγμένη βάση

B, μία διγραμμική μορφή F εκφράζεται με τη βοήθεια ενός (μοναδικού) n×n
πίνακα A ως εξής:

F (v, w) = t[v]BA[w]B.

Τον πίνακα αυτό θα συμβολίζουμε και με [F ]B, και ομοίως για τον πίνακα
μίας τετραγωνικής μορφής.

Πώς μεταβάλλεται ο πίνακας αν αλλάξουμε βάση; Ας θυμηθούμε πρώτα
το εξής:
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Θεώρημα 9.1. Έστω C = (w1, . . . , wn) μία άλλη διατεταγμένη βάση, και

P =

 [w1]B [w2]B . . . [wn]B


ο n× n πίνακας του οποίου οι στήλες είναι οι συντεταγμένες των wi στη
βάση B. Τότε οι συνταταγμένες ενός διανύσματος v στις δύο βάσεις B
και C συνδέονται ως εξής:

[v]B = P [v]C

Απόδειξη. Όντως, αν [v]C =

 c1
...
cn

 αυτό σημαίνει ότι v = c1w1 + · · ·+ cnwn,

οπότε:
[v]B = c1[w1]B + · · ·+ cn[wn]B,

που είναι ίσο με το γινόμενο P ·

 c1
...
cn

.
Είμαστε έτοιμοι να αλλάξουμε βάση στις τετραγωνικές και διγραμμικές

μορφές:

Θεώρημα 9.2. Οι πίνακες μιας διγραμμικής (ή τετραγωνικής) μορφής F
τις βάσεις B και C συνδέονται από τη σχέση:

[F ]C = tP [F ]BP,

όπου P είναι όπως στο προηγούμενο θεώρημα.

Απόδειξη. Αν A = [F ]B, έχουμε:

F (v, w) = t[v]BA[w]B =

(σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα)

= t(P [v]C)A(P [w]C) =
t[v]C(

tPAP )[w]C.

10 Πρώτη κανονική μορφή μίας τετραγωνικής μορ-
φής

Η λέξη «κανονική» χρησιμοποιείται στα μαθηματικά για να περιγράψει
αντικείμενα που δεν εξαρτώνται από τις επιλογές που κάνουμε. Παραδείγ-
ματος χάριν, ο πίνακας ενός γραμμικού μετασχηματισμού δεν είναι «κα-
νονικός», διότι εξαρτάται από τη βάση που διαλέγουμε. Η ορίζουσα του
γραμμικού μετασχηματισμού, όμως, είναι «κανονική»: δεν εξαρτάται από
τη βάση. Το ίδιο και το ίχνος του μετασχηματισμού.
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Προκειμένου για τετραγωνικές μορφές, θα χρησιμοποιήσουμε τον όρο
«πρώτη κανονική μορφή» λίγο πιο χαλαρά, περιγραφοντας έναν τρόπο απλο-
ποίησης μιας τετραγωνικής μορφής που, εκ πρώτης όψεως, εξαρτάται από
τη βάση. Θα συζητήσουμε στη συνέχεια σε ποιο βαθμό είναι ανεξάρτητος
από τη βάση.

Θεώρημα 10.1. Έστω τετραγωνική μορφή f σε διανυσματικό χώρο V πε-
περασμένης διάστασης. Τότε υπάρχει βάση B του V στην οποία ο πίνακας
[f ]B της f είναι διαγώνιος, με άλλα λόγια: ως προς τις συντεταγμένες
x1, . . . , xn σε αυτή τη βάση η f είναι ίση με:

d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ dnx

2
n.

Παρατήρηση 10.1. Προφανώς, αφού η τετραγωνική μορφή αντιστοιχεί με
μοναδικό τρόπο σε μία συμμετρική διγραμμική μορφή, με τον ίδιο πίνακα
σε δοθείσα βάση, το θεώρημα ισχύει και για συμμετρικές διγραμμικές μορ-
φές. Δεν ισχύει όμως για μη συμμετρικές διγραμμικές μορφές, και δε θα
μπορούσε να ισχύει αφού ένας διαγώνιος πίνακας είναι συμμετρικός!

Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στη διάσταση n του διανυσμα-
τικού χώρου V . Αν n = 1 βεβαίως ισχύει. Έστω ότι ισχύει για n = k. Θα το
δείξουμε για n = k + 1.

Αν f είναι η μηδενική τετραγωνική μορφή, δηλ. f(v) = 0 για κάθε v ∈ V ,
τότε ο πίνακάς της είναι ο μηδενικός, που είναι διαγώνιος. Υποθέτουμε τώρα
ότι η f δεν είναι μηδενική, και διαλέγουμε ένα διάνυσμα v1 ∈ V με f(v1) ̸= 0:
αυτό θα είναι το πρώτο διάνυσμα της βάσης μας.

Έστω F η συμμετρική διγραμμική μορφή που αντιστοιχεί στην f . Προ-
σέξτε ότι, αν συμπληρώσουμε το v1 σε μία βάση (v1, v2, . . . , vn) στην οποία
ο πίνακας της F να είναι διαγώνιος, αυτό δε θα σήμαινε τίποτα άλλο από:

F (vi, vj) = 0 για κάθε i ̸= j.

Έχοντας λοιπόν διαλέξει το v1, ορίζουμε:

W = {w ∈ V |F (v1, w) = 0}.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ο W είναι διανυσματικός υπόχωρος του
W . Ισχυριζόμαστε ότι είναι διάστασης n − 1. Όντως, ο W είναι ο πυρήνας
του γραμμικού συναρτησιακού που στέλνει ένα διάνυσμα w στον αριθμό
F (v1, w), και αυτό το συναρτησιακό είναι μη μηδενικό, αφού F (v1, v1) =
f(v1) ̸= 0. Άρα, η εικόνα του συναρτησιακού (στο R) έχει διάσταση 1, και
άρα ο πυρήνας του (στο V ) έχει διάσταση n− 1. (Θυμηθείτε ότι dimkerT +
dim imT = dimV για κάθε γραμμική απεικόνιση από τον χώρο V σε έναν
άλλο.)

Άρα ο W είναι διάστασης k = n − 1 και, από την επαγωγική υπόθεση,
υπάρχει βάση (v2, v3, . . . , vn) του V με F (vi, vj) = 0 για κάθε i ̸= j, i, j ≥ 2.
Επίσης, εκ κατασκευής, F (v1, w) = 0 για κάθε w ∈ W , οπότε F (vi, vj) =
0 για κάθε i ̸= j.

Ισχυριζόμαστε ότι τα (v1, . . . , vn) είναι βάση του V . Αφού το πλήθος
τους είναι ίσο με τη διάσταση του V , αρκεί να δίξουμε ότι είναι γραμμικώς
ανεξάρτητα. Έστω λοιπόν γραμμικός συνδυασμός:

c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn = 0.
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Αν οι συντελεστές δεν είναι όλοι μηδέν, τότε απαραιτήτως c1 ̸= 0, αφού τα
(v2, . . . , vn) είναι βάση του W και άρα γραμμικώς ανεξάρτητα. Άρα, το v1
θα πρέπει να είναι γραμμικός συνδυασμός των (v2, . . . , vn):

v1 = −c2
c1
v2 − · · · − cn

c1
vn.

Αλλά τότε v1 ∈W , που σημαίνει ότι f(v1) = F (v1, v1) = 0, άτοπο.

Πόσο «κανονικός», δηλαδή ανεξάρτητος της βάσης, είναι ένας διαγώνιος
πίνακας που αντιπροσωπεύει μια τετραγωνική μορφή; Όχι, πολύ! Κατ’ αρ-
χάς, αν B = (v1, . . . , vn) είναι μια βάση στην οποία [f ]B = diag(d1, . . . , dn)
(ο διαγώνιος πίνακας με στοιχεία d1, . . . , dn), μπορούμε να διαλέξουμε μια
νέα βάση [f ]C = (a1v1, . . . , anvn), με σταθερές ai ̸= 0, και τότε ο πίνακας της
f γίνεται:

[f ]C = diag(a21v1, . . . , a2nvn).

Επίσης, προφανώς μπορούμε να αναδιατάξουμε τα στοιχεία μιας διατεταγ-
μένης βάσης. Έτσι καταλήγουμε στο εξής συμπέρασμα, που είναι το πρώτο
αποτέλεσμα σε αυτές τις σημειώσεις το οποίο εξαρτάται από το σώμα που
χρησιμοποιούμε για να ορίσουμε το διανυσματικό μας χώρο:

Πόρισμα 10.1. 1. Έστω V διανυσματικός χώρος διάστασης n πάνω
από το R, και f τετραγωνική μορφή στον V . Τότε υπάρχει βάση
B ως προς την οποία

[f ]B = diag(1, 1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0).

2. Έστω V διανυσματικός χώρος διάστασης n πάνω από το R, και
f τετραγωνική μορφή στον V . Τότε υπάρχει βάση B ως προς την
οποία

[f ]B = diag(1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

Απόδειξη. Όντως, πάνω από το R κάθε μη μηδενικός αριθμός μπορεί να
πολλαπλασιαστεί με ένα τετράγωνο και να δώσει 1 ή −1, ενώ πάνω από το
C κάθε μη μηδενικός αριθμός μπορεί να πολλαπλασιαστεί με ένα τετράγωνο
και να δώσει 1.

Τον πίνακα του παραπάνω πορίσματος μπορούμε να τον αποκαλέσουμε
πρώτη κανονική μορφή της τετραγωνικής μορφής f . Βεβαίως, για να εί-
ναι δικαιολογημένο το όνομα θα πρέπει να δείξουμε ότι το πλήθος των ±1
αυτού του πίνακα δεν εξαρτάται από τη βάση που διαλέξαμε. Έτσι είναι
όντως, αλλά για να το δείξουμε αυτό, θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο έναν
χαρακτηρισμό αυτού του πλήθους που δεν εξάρτάται από τη βάση.

Πάνω από το R, το ζεύγος (p, n), όπου p είναι το πλήθος των +1 στην
κανονική μορφή και n είναι το πλήθος των −1, λέγεται υπογραφή της τε-
τραγωνικής μορφής. Για παράδειγμα, η τετραγωνική μορφή στον 3-διάστατο
ευκλείδειο χώρο που δίνει το τετράγωνο του μήκους ενός διανύσματος:

x2 + y2 + z2
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έχει υπογραφή (3, 0), ενώ η τετραγωνική μορφή στον λορεντσιανό χώρο
(μοντέλο του χωροχρόνου):

x2 + y2 + z2 − t2

έχει υπογραφή (3, 1).
Παρατήρηση 10.2. Αν δουλεύαμε πάνω από το σώμα Q των ρητών αριθμών,
δε θα μπορούσαμε να φέρουμε κάθε μη μηδενικό αριθμό στο ±1 πολλαπλα-
σιάζοντας με ένα τετράγωνο. Θα μπορούσαμε, όμως, να ορίσουμε μία σχέση
ισοδυναμίας, όπου δύο ρητοί αριθμοί είναι ισοδύναμοι αν το πηλίκο τους
είναι τετράγωνο ρητού, και να διαλέξουμε έναν εκπρόσωπο από κάθε κλάση
ισοδυναμίας (όπως τα 1,−1, 0 πάνω από το R, ή τα 1, 0 πάνω από το C),
φέρνοντας τελικά την τετραγωνική μορφή σε διαγώνια μορφή με μόνο αυ-
τούς τους εκπροσώπους στη διαγώνιο. Όμως, η μορφή του πίνακα που θα
παίρναμε δεν είναι κανονική, δηλαδή εξαρτάται από τη βάση που χρησιμο-
ποιούμε. Η μελέτη τετραγωνικών μορφών πάνω από το Q είναι ένα από τα
αντικείμενα της θεωρίας αριθμών, διότι απαντάει σε ερωτήματα όπως το:
«ποιες είναι οι πυθαγόρειες τριάδες, δηλαδή οι ακέραιες λύσεις της εξίσω-
σης x2 + y2 − z2 = 0»;

11 Εκφυλισμός και εσωτερικά γινόμενα
Έστω f τετραγωνική μορφή και F η αντίστοιχη συμμετρική διγραμμική

μορφή σε διανυσματικό χώρο V .
Οι f, F λέγονται εκφυλισμένες αν υπάρχει v ̸= 0 με F (v, w) = 0 για κάθε

w ∈ V . Αλλιώς, βεβαίως, λέγονται μη εκφυλισμένες.
Στο πρώτο φυλλάδιο ασκήσεων συμπεριλαμβάνεται η ακόλουθη άσκηση:

Άσκηση 11.1. Το υποσύνολο rad(F ) = {w ∈ V |F (w, v) = 0 για κάθε v ∈ V }
είναι ένας διανυσματικός υπόχωρος (που καλείται το ριζικό της F .)

Η F ορίζει μία γραμμική απεικόνιση T : V → V ∗ ως εξής:

T (w) = το συναρτησιακό που στέλνει ένα διάνυσμα v στον αριθμό F (w, v).

Η T είναι 1-1 αν και μόνο αν η F είναι μη εκφυλισμένη, δηλαδή αν και
μόνο αν rad(F ) = {0}.

Αν A είναι ένας διαγώνιος πίνακας των f, F ως προς μία βάση, το
πλήθος των μηδενικών στη διαγώνιο του A είναι ίσο με τη διάσταση του
rad(F ).

Αυτό επιλύει μέρος του προβλήματος που θέσαμε στο προηγούμενο κε-
φάλαιο: τουλάχιστον ο αριθμός των μηδενικών στη διαγώνια μορφή της f
δεν εξαρτάται από τη βάση (πάνω από οποιοδήποτε σώμα!).

Για το υπόλοιπο αυτής της παραγράφου, ασχολούμαστε μόνο με διανυ-
σματικούς χώρους πάνω από το R:

Ορισμός. Μια τετραγωνική μορφή f σε διανυσματικό χώρο V (ή η αντίστοιχη
συμμετρική διγραμμική μορφή) καλείται θετικά ημιορισμένη αν f(v) ≥ 0
για κάθε v ∈ V , και θετικά ορισμένη αν, επιπλέον, το f(v) = 0 συνεπάγεται
v = 0.

Μια θετικά ορισμένη συμμετρική διγραμμική μορφή καλείται εσωτερικό
γινόμενο.
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Άσκηση 11.2. Μία θετικά ημιορισμένη τετραγωνική μορφή είναι θετικά
ορισμένη αν και μόνο αν είναι μη εκφυλισμένη.

Αντίστοιχα ορίζουμε και το «αρνητικά (ημι)ορισμένη».
Παρατήρηση 11.1. Αυτοί οι ορισμοί δε θα είχαν νόημα πάνω από το C.
Όντως, αν f(v) > 0 τότε f(iv) = i2f(v) = −f(v) < 0, οπότε δεν μπορούμε
να έχουμε θετικά ορισμένες τετραγωνικές μορφές σε C-διανυσματικούς χώ-
ρους. Για το λόγο αυτό, για μιγαδικούς διανυσματικούς χώρους θα ορίσουμε
αργότερα μία παραλλαγή της έννοιας της συμμετρικής διγραμμικής μορφής,
τις ερμιτιανές μορφές.

Αν W ⊂ V είναι ένας υπόχωρος, θα γράφουμε f |W για τον περιορισμό
της f στο W , και F |W για τον περιορισμό της F στον W ×W .

Άσκηση 11.3. Έστω

p = max{dim(W )| ο W είναι υπόχωρος του V και η

f |W είναι θετικά ορισμένη}

και
n = max{dim(W )| ο W είναι υπόχωρος του V και η

f |W είναι αρνητικά ορισμένη}.

Τότε η πρώτη κανονική μορφή της f (ως προς οποιαδήποτε βάση) έχει
p φορές το 1 και n φορές το −1 στη διαγώνιο· δηλαδή, η υπογραφή της
f είναι (p, n).

Αυτή η άσκηση μάς δίνει έναν χαρακτηρισμό της υπογραφής που είναι
ανεξάρτητος από τη βάση. Επομένως, η υπογραφή είναι μία καλώς ορισμένη
ποσότητα, και η πρώτη κανονική μορφή μιας τετραγωνικής μορφής (πάνω
από το R) δεν εξαρτάται από τη βάση. Μία τετραγωνική μορφή είναι εσωτε-
ρικό γινόμενο αν και μόνο αν η υπογραφή της είναι (n, 0), όπου n = dim(V ).

Ένα εσωτερικό γινόμενο συνήθως συμβολίζεται ως ⟨ , ⟩ (αντί με γράμ-
ματα όπως F , κλπ). Η αντίστοιχη τετραγωνική μορφή συμβολίζεται ως ∥ ·∥2,
και η τετραγωνική της ρίζα ∥ · ∥ ονομάζεται η νόρμα, ή μήκος (ενός διανύ-
σματος ως προς το δοθέν εσωτερικό γινόμενο).

12 Ερμιτιανές μορφές και εσωτερικά γινόμενα
πάνω από το C.

Για διανυσματικούς χώρους πάνω από το C, η έννοια του εσωτερικού
γινομένου όπως την είδαμε δεν έχει νόημα: Όντως, καμία συμμετρική δι-
γραμμική μορφή δεν μπορεί να είναι θετικά ορισμένη, διότι:

⟨iv, iv⟩ = i2 ⟨v, v⟩ = −⟨v, v⟩ ,

οπότε αν το ⟨v, v⟩ είναι θετικό, το ⟨iv, iv⟩ θα είναι αρνητικό.
Για να ορίσουμε εσωτερικά γινόμενα (και μήκη) σε διανυσματικούς χώ-

ρους πάνω από το C αντικαθιστούμε τη συμμετρική διγραμμική μορφή από
μία ερμιτιανή μορφή.
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Ορισμός. Μία ερμιτιανή μορφή σε μιγαδικό διανυσματικό χώρο V είναι μία
απεικόνιση:

F : V × V → C

που είναι γραμμική στο πρώτο όρισμα και συζυγώς συμμετρική, δηλαδή:

F (v, w) = F (w, v)

Λήμμα 12.1. Μία ερμιτιανή μορφή είναι συζυγώς γραμμική στο δεύτερο
όρισμα, δηλαδή:

F (v, c1w1 + c2w2) = c1F (v, w1) + c2F (v, w2).

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.
Η θεωρία των ερμιτιανών μορφών (σε μιγαδικούς διανυσματικούς χώ-

ρους) είναι τελείως αντίστοιχη με τη θεωρία των συμμετρικών διγραμμικών
μορφών. Ισχύει το ακόλουθο, του οποίου η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση
διότι είναι τελείως αντίστοιχη των θεωρημάτων που αποδείξαμε για συμμε-
τρικές διγραμμικές μορφές:

Θεώρημα 12.1. Έστω V ένας C-διανυσματικός χώρος διάστασης n, και
B = (v1, . . . , vn) μία διατεταγμένη βάση. Υπάρχει μία 1-1 και επί αντιστοι-
χία μεταξύ του συνόλου των ερμιτιανών μορφών στο V και του συνόλου
των n× n-πινάκων που ικανοποιούν τη σχέση:

tA = A,

τέτοια ώστε αν η ερμιτιανή μορφή F αντιστοιχεί στον πίνακα A να έχουμε:

F (v, w) = t[v]BA[w]B

για κάθε v, w ∈ V .

Οι πίνακες που ικανοποιούν τη σχέση tA = A ονομάζονται και αυτοί
ερμιτιανοί. Οι ερμιτιανές μορφές είναι διανυσματικός χώρος πάνω από το
R, όχι πάνω από το C: πολλαπλασιάζοντας μία ερμιτιανή μορφή με μιγαδικό,
μη πραγματικό αριθμό δεν παίρνουμε ερμιτιανή μορφή. Η διάσταση του
διανυσματικού χώρου πάνω από το R είναι η διάσταση του χώρου των
ερμιτιανών πινάκων, δηλαδή n2 (όπου n είναι η διάσταση του V ).

Ορισμός. Ένα εσωτερικό γινόμενο σε μιγαδικό διανυσματικό χώρο V είναι
μία ερμιτιανή μορφή ⟨ , ⟩ που είναι θετικά ορισμένη, δηλαδή ⟨v, v⟩ ≥ 0 για
κάθε v ∈ V , με ισότητα αν και μόνο αν v = 0.

Στο εξής θα μελετήσουμε διανυσματικούς χώρους με εσωτερικά γινόμενα
πάνω από το R ή C, και θα χρησιμοποιούμε μιγαδικό συμβολισμό (δηλαδή
θα βάζουμε το μιγαδικό συζυγές ¯ όπου χρειάζεται)· όταν ο διανυσματικός
χώρος είναι πάνω από το R, μπορεί κανείς απλώς να αγνοήσει τη μιγαδική
συζυγία.

Αν V είναι διανυσματικός χώρος (πεπερασμένης διάστασης) με εσωτε-
ρικό γινόμενο, μια βάση του ονομάζεται ορθοκανονική αν τα διανύσματά
της είναι όλα μήκους 1 και ανά δύο ορθογώνια.

Πρόταση 12.1. Αν dimV = n και v1, . . . , vn ∈ V με ∥vi∥ = 1 για κάθε i και
⟨vi, vj⟩ = 0 για κάθε i ̸= j, τα vi αποτελούν ορθοκανονική βάση.
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Απόδειξη. Αφού το πλήθος τους είναι ίσο με τη διάσταση του χώρου, αρκεί
να δείξουμε ότι είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Έστω ότι ένας γραμμικός
συνδυασμός τους:

v = c1v1 + · · ·+ cnvn

είναι μηδέν. Τότε

0 = ⟨v, vi⟩ =

⟨∑
j

cjvj , vi

⟩
=

∑
j

cj ⟨vj , vi⟩ = ci,

δηλαδή όλοι οι συντελεστές του γραμμικού συνδυασμού είναι μηδέν, άρα τα
vi είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

13 Ορθογώνιο συμπλήρωμα
Από εδώ και πέρα, V θα συμβολίζει έναν διανυσματικό χώρο πεπερα-

σμένης διάστασης με εσωτερικό γινόμενο (πάνω από το R ή C), το οποίο
θα συμβολίζουμε ως ⟨ , ⟩. Ο λόγος που θέλουμε πεπερασμένη διάσταση εί-
ναι ότι στις άπειρες διαστάσεις οι ορθογώνιες προβολές που θα ορίσουμε
δεν είναι πάντα καλώς ορισμένες· εκεί, χρειάζεται κανείς έννοιες τοπολο-
γίας όπως η πληρότητα για να ορίσει χώρους Hilbert, οι οποίοι αποτελούν
αντικείμενο της συναρτησιακής ανάλυσης.

Για κάθε υποσύνολο S ⊂ V ορίζουμε το ορθογώνιο συμπλήρωμα S⊥ ως:

S⊥ = {v ∈ V | ⟨v, s⟩ = 0 για κάθε s ∈ S}.

Λόγω συζυγούς συμμετρίας, στον ορισμό θα μπορούσαμε να τοποθετή-
σουμε το v στο δεύτερο όρισμα του εσωτερικού γινομένου, δηλαδή: ⟨s, v⟩ = 0
για κάθε s ∈ S.

Το βασικό θεώρημα εδώ είναι το εξής:

Θεώρημα 13.1. Έστω W ⊂ V διανυσματικός υπόχωρος. Τότε:

V =W ⊕W⊥.

Θυμίζουμε ότι το ευθύ άθροισμα σημαίνει ότι κάθε διάνυσμα του v μπο-
ρεί να γραφτεί με μοναδικό τρόπο ως w1 + w2, όπου w1 ∈W και w2 ∈W⊥.
Ισοδύναμα, σημαίνει ότι κάθε διάνυσμα μπορεί να γραφτεί ως w1 +w2, και
ότι W ∩W⊥ = {0}.

Άσκηση 13.1. Να δειχτεί η ισοδυναμία αυτών των δύο χαρακτηρισμών του
ευθέος αθροίσματος.

Παρατήρηση 13.1. Το άθροισμα W ⊕W⊥ δεν είναι απλώς ευθύ άθροισμα
διανυσματικών υποχώρων αλλά και ορθογώνιο ευθύ άθροισμα (ως προς το
δοθέν εσωτερικό γινόμενο), δηλαδή: για κάθε w1 ∈ W , w2 ∈ W⊥ έχουμε:
⟨w1, w2⟩ = 0. (Προφανές από τον ορισμό του W⊥.)

Εφόσον κάθε διάνυσμα v γράφεται με μοναδικό τρόπο ως w1+w2 όπως
παραπάνω, μπορούμε να ορίσουμε:
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Ορισμός. H ορθογώνια προβολή projW (v) ενός διανύσματος v ∈ V στον
υπόχωρο W είναι το μοναδικό διάνυσμα του W με την ιδιότητα ότι

v − projW (v) ∈W⊥.

Άσκηση 13.2. Η ορθογώνια προβολή είναι ένας γραμμικός τελεστής projW :
V →W .

Απόδειξη του Θεωρήματος 13.1. Έστω ότι έχουμε αποδείξει ότι V = W +
W⊥, δηλαδή κάθε διάνυσμα μπορεί να γραφτεί στη μορφή w1 + w2 όπου
w1 ∈ W και w2 ∈ W⊥. Τότε V = W ⊕ W⊥ διότι αν w ∈ W ∩ W⊥ τότε
⟨w,w⟩ = 0, οπότε w = 0. Άρα, μένει να αποδείξουμε ότι V =W +W⊥.

Θα το αποδείξουμε επαγωγικά στη διάσταση του W . Αν dimW = 1,
παίρνουμε w ∈W με ∥w∥ = 1, και για κάθε v ∈ V μπορούμε να γράψουμε:

v = ⟨v, w⟩w + (v − ⟨v, w⟩w).

Το διάνυσμα w1 = ⟨v, w⟩w είναι πολλαπλάσιο του w και άρα ανήκει στονW .
Για να δείξουμε ότι το w2 = v−⟨v, w⟩w ανήκει στον W⊥ αρκεί να δείξουμε
ότι το εσωτερικό του γινόμενο με το w είναι μηδέν. Υπολογίζουμε:

⟨v − ⟨v, w⟩w,w⟩ = ⟨v, w⟩−⟨⟨v, w⟩w,w⟩ = ⟨v, w⟩−⟨v, w⟩ < w,w >= ⟨v, w⟩−⟨v, w⟩ = 0.

Άρα, το θεώρημα ισχύει αν dimW = 1.
Έστω τώρα ότι ισχύει για κάθε υπόχωρο διάστασης k, και dimW = k+1.

Διαλέγουμε οποιονδήποτε υπόχωρο W ′ ⊂ W διάστασης k. Εφαρμόζοντας
την επαγωγική υπόθεση στο διανυσματικό χώρο W και τον υπόχωρο W ′,
και θέτοντας S =W ∩ (W ′)⊥ (το ορθογώνιο συμπλήρωμα του W ′ μέσα στον
W ) έχουμε:

W =W ′ ⊕ S.

Αφού ο W ′ έχει διάσταση k και ο W έχει διάσταση k + 1, έπεται ότι ο S
έχει διασταση 1.

Πάλι από την επαγωγική υπόθεση έχουμε V =W ′ ⊕ (W ′)⊥. Επίσης, από
την επαγωγική υπόθεση (ή μάλλον, την περίπτωση k = 1) για τον χώρο
(W ′)⊥ και τον υπόχωρο S =W ∩ (W ′)⊥ που είναι διάστασης 1, έχουμε:

(W ′)⊥ = S ⊕
(
(W ′)⊥ ∩ S⊥) .

Άρα:
V =W ′ ⊕ S ⊕

(
(W ′)⊥ ∩ S⊥) .

Όπως είδαμε παραπάνω, το ευθύ άθροισμα των δύο πρώτων είναι ο W .
Επίσης, (W ′)⊥ ∩ S⊥ = (W ′ + S)⊥ = W⊥. Επομένως παίρνουμε ότι V =
W ⊕W⊥.

Πόρισμα 13.1. Αν V είναι ένας πεπερασμένης διάστασης διανυσματικός
χώρος με εσωτερικό γινόμενο, και W ⊂ V ένας υπόχωρος, τότε (W⊥)⊥ =
W .
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Απόδειξη. Για κάθε w ∈W, v ∈W⊥ έχουμε ⟨v, w⟩ = 0 και άρα W ⊂ (W⊥)⊥.
Επίσης, εφαρμόζοντας διαδοχικά το παραπάνω θεώρημα στο χώρο V και
τους υποχώρους W και W⊥ παίρνουμε:

V =W ⊕W⊥, και

V =W⊥ ⊕ (W⊥)⊥.

Έπεται ότι dim(W⊥)⊥ = dimV −dimW⊥ = dimW , και αφού ο ένας περιέ-
χεται στον άλλο, έχουμε W = (W⊥)⊥.

14 Διαδικασία Gram-Schmidt
Έστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης με εσωτερικό

γινόμενο.
Οι ορθογώνιες προβολές μας επιτρέπουν να κατασκευάσουμε μία ορθο-

κανονική βάση B = (w1, . . . , wn) από μία οποιαδήποτε βάση C = (v1, . . . , vn)
ως εξής· η διαδικασία που θα παρουσιάσουμε ονομάζεται αλγόριθμος Gram-
Schmidt:

Για κάθε i = 0, 1, . . . , n, έστω Vi η γραμμική θήκη των πρώτων i διανυ-
σμάτων της δοθείσας βάσης, δηλαδή: Vi = [v1, v2 . . . , vi]. Έτσι, έχουμε μία
ακολουθία διανυσματικών χώρων:

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V,

όπου ο Vi είναι διάστασης i.
Για i = 1, . . . , n θέτουμε: w′

i = projV ⊥
i−1

vi. Επειδή vi /∈ Vi−1 (τα vi απο-
τελούν βάση), έχουμε w′

i ̸= 0 και μπορούμε να το κανονικοποιήσουμε θέ-
τοντας: wi =

w′
i

∥w′
i∥
. Εκ κατασκευής, τώρα, τα w1, w2 . . . , wi είναι μοναδιαία

διανύσματα και ανά δύο κάθετα, οπότε από την Πρόταση 12.1 είναι ορθο-
κανονική βάση του Vi. Ειδικότερα, τα w1, . . . , wn είναι ορθοκανονική βάση
του V .

Πόρισμα 14.1. Κάθε διανυσματικός χώρος W πεπερασμένης διάστασης
με εσωτερικό γινόμενο έχει ορθοκανονική βάση.

Χρησιμοποιώντας ορθοκανονικές βάσεις μπορούμε να γράψουμε και έναν
τύπο για την ορθογώνια προβολή σε έναν υπόχωρο:

Πρόταση 14.1. Έστω W ⊂ V ένας υπόχωρος, και (w1, . . . , wk) μία ορθο-
κανονική βάση του W . Τότε, για κάθε v ∈ V :

projW (v) =

k∑
i=1

⟨v, wi⟩wi. (6)

Η πρόταση αφήνεται ως άσκηση. Σημειωτέον ότι αν την εφαρμόσουμε για
W = V (οπότε projW (v) = v) παίρνουμε τους συντελεστές του διανύσματος
v στην ορθοκανονική βάση w1, . . . , wn:

v =
n∑

i=1

⟨v, wi⟩wi.
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15 Γραμμικοί τελεστές σε χώρους με εσωτερικό
γινόμενο

Μέχρι στιγμής έχετε δει γραμμικούς τελεστές σε διανυσματικούς χώρους
χωρίς κάποια επιπλέον δομή. Σε αυτή τη γενικότητα, είναι λίγα τα πράγ-
ματα που μπορούμε να πούμε για έναν τυχαίο γραμμικό τελεστή, π.χ. πάνω
από το C έχει πάντα (όταν ο χώρος είναι πεπερασμένης διάστασης) ένα
ιδιοδιάνυσμα, αλλά μπορεί να μην είναι διαγωνοποιήσιμος (η γενική μορφή
δίνεται από την κανονική μορφή Jordan), ενώ πάνω από το R μπορεί να
μην έχει καν ιδιοδιάνυσμα (αν το χαρακτηριστικό του πολυώνυμο δεν έχει
ρίζες).

Αν όμως μπορούμε να δώσουμε στον διανυσματικό μας χώρο ένα εσω-
τερικό γινόμενο, ως προς το οποίο ο τελεστής έχει κάποιες καλές ιδιότητες,
τότε μπορούμε να πούμε περισσότερα πράγματα για τον τελεστή.

Ορισμός. Έστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης με εσω-
τερικό γινόμενο ⟨ , ⟩. Ένας τελεστής T ∈ End(V ) ονομάζεται:

• αυτοσυζυγής αν ⟨Tv,w⟩ = ⟨v, Tw⟩ για κάθε v, w ∈ V ·

• ισομετρία αν ⟨Tv, Tw⟩ = ⟨v, w⟩ για κάθε v, w ∈ V . Μία ισομετρία
λέγεται και ορθομοναδιαίος τελεστής αν ο διανυσματικός χώρος είναι
μιγαδικός, και ορθογώνιος τελεστής αν ο χώρος είναι πραγματικός.

Παρατήρηση 15.1. Προσοχή: Αυτές οι έννοιες αφορούν χώρο με συγκεκρι-
μένο εσωτερικό γινόμενο! Αν αλλάξουμε εσωτερικό γινόμενο αλλάζουν και
οι κλάσεις των αυτοσυζυγών τελεστών και των ισομετριών!

Οι δύο αυτές έννοιες μπορούν να οριστούν και με τη βοήθεια της έννοιας
του συζυγούς τελεστή. Έστω T οποιοσδήποτε τελεστής στο χώρο με εσω-
τερικό γινόμενο V . Ο συζυγής του T είναι ένας τελεστής T ∗ με την ιδιότητα
ότι ⟨Tv,w⟩ = ⟨v, T ∗w⟩ για κάθε v, w ∈ V .

Πρόταση 15.1. Ο συζυγής κάθε τελεστή T ∈ End(V ) υπάρχει και είναι
μοναδικός. Αν B είναι μία ορθοκανονική βάση του V και A ο πίνακας του
T ως προς αυτή τη βάση, τότε ο πίνακας του T ∗ στη βάση B είναι ο
ανάστροφος συζυγής tA.

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση. Με τη βοήθεια του συζυγούς μπορούμε
να αναδιατυπώσουμε τους ορισμούς των δύο κλάσεων τελεστών που είδαμε
παραπάνω:

Πρόταση 15.2. Ένας τελεστής T είναι αυτοσυζυγής αν και μόνο αν T ∗ =
T .

Ένας τελεστής T είναι ισομετρία αν και μόνο αν είναι αντιστρέψιμος,
με T−1 = T ∗.

Και αυτή η πρόταση αφήνεται ως άσκηση.

Ορισμός. Ένας υπόχωρος W ⊂ V ονομάζεται αναλλοίωτος ως προς έναν
τελεστή T ∈ End(V ) αν T (W ) ⊂W .

Το βασικό θεώρημα που μας επιτρέπει να αναλύσουμε αυτοσυζυγείς και
ισομετρικούς τελεστές είναι το ακόλουθο:
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Θεώρημα 15.1. Έστω T αυτοσυζυγής τελεστής ή ισομετρία σε χώρο (πε-
περασμένης διάστασης) V με εσωτερικό γινόμενο. Αν W ⊂ V είναι ένας
T -αναλλοίωτος υπόχωρος, τότε και το ορθογώνιο συμπλήρωμα W⊥ είναι
T -αναλλοίωτο.

Απόδειξη. Έστω v ∈ W⊥. Πρέπει να δείξουμε ότι και το Tv ∈ W⊥, δηλαδή
⟨Tv,w⟩ = 0 για κάθε w ∈W .

Στην περίπτωση που ο T είναι αυτοσυζυγής έχουμε:

⟨Tv,w⟩ = ⟨v, Tw⟩ = 0,

διότι εξ υποθέσεως το Tw ανήκει κι αυτό στονW (οW είναι T -αναλλοίωτος)
και το v ∈W⊥.

Στην περίπτωση που ο T είναι ισομετρία, ξέρουμε από την παραπάνω
πρόταση ότι ο T είναι αντιστρέψιμος. Επομένως, αφού T (W ) ⊂ W , για
λόγους διαστάσεων θα έχουμε T (W ) = W και άρα και T−1(W ) = W . Άρα,
ο W είναι και T−1-αναλλοίωτος, και έχουμε:

⟨Tv,w⟩ =
⟨
v, T−1w

⟩
= 0

για τους ίδιους λόγους όπως στην προηγούμενη περίπτωση.

Το σημαντικότερο πόρισμα αυτού είναι:

Θεώρημα 15.2. Κάθε ισομετρία σε μιγαδικό χώρο πεπερασμένης διάστα-
σης με εσωτερικό γινόμενο (δηλαδή, κάθε ορθομοναδιαίος τελεστής) έχει
ορθοκανονική βάση από ιδιοδιανύματα (δηλαδή, είναι διαγωνοποιήσιμη σε
ορθοκανονική βάση). Οι ιδιοτιμές της είναι μιγαδικοί αριθμοί απόλυτης
τιμής 1.

Κάθε αυτοσυζυγής τελεστής σε πραγματικό ή μιγαδικό χώρο πεπερα-
σμένης διάστασης έχει ορθοκανονική βάση από ιδιοδιανύσματα. Οι ιδιοτι-
μές του είναι πραγματικοί αριθμοί.

Αυτό είναι από τα πιο σημαντικά θεωρήματα της γραμμικής άλγεβρας!
Στις άπειρες διαστάσεις γενικεύεται από τα λεγόμενα φασματικά θεωρή-
ματα της συναρτησιακής ανάλυσης για αυτοσυζυγείς και ορθομοναδιαίους
τελεστές σε χώρους Hilbert.

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε πρώτα ότι αν λ είναι ιδιοτιμή του τελεστή T , τότε
|λ| = 1 για ορθομοναδιαίο τελεστή και λ ∈ R για αυτοσυζυγή.

Έστω v ̸= 0 ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί σε αυτήν την ιδιοτιμή.
Στην ορθομοναδιαία περίπτωση έχουμε:

⟨Tv, Tv⟩ = ⟨v, v⟩

λόγω ισομετρίας, και από την άλλη:

⟨Tv, Tv⟩ = ⟨λv, λv⟩ = λ · λ̄ ⟨v, v⟩ = |λ|2 ⟨v, v⟩ ,

και επειδή ⟨v, v⟩ ≠ 0, έπεται ότι |λ|2 = 1 ⇒ |λ| = 1.
Στην αυτοσυζυγή περίπτωση έχουμε:

⟨Tv, v⟩ = ⟨v, Tv⟩

23



και
⟨Tv, v⟩ = ⟨λv, v⟩ = λ ⟨v, v⟩ ,

⟨v, Tv⟩ = ⟨v, λv⟩ = λ̄ ⟨v, v⟩ ,

και άρα λ̄ = λ, δηλαδή ο λ είναι πραγματικός.
Σημειωτέον ότι το τελευταίο συνεπάγεται ότι το χαρακτηριστικό πολυώ-

νυμο του T έχει πάντοντε ρίζες, ακόμα και πάνω απ’ τους πραγματικούς
αριθμούς, καθώς όλες του οι ρίζες είναι πραγματικές. Όντως, αν o V είναι
διανυσματικός χώρος πάνω από το R, και θεωρήσουμε τον πίνακα του αυ-
τοσυζυγούς τελεστή T πάνω από ορθοκανονική βάση, τότε αυτός θα είναι
πραγματικός πίνακας και θα ικανοποιεί tA = tA = A. Το χαρακτηριστικό
του πολυώνυμο δεν εξαρτάται από το αν τον θεωρούμε ως πραγματικό ή
ως μιγαδικό πίνακα, και από το παραπάνω προκύπτει ότι θα παραγοντο-
ποιείται ως γινόμενο παραγόντων (x − λi), όπου τα λi είναι πραγματικοί
αριθμοί (όχι απαραιτήτως διαφορετικοί μεταξύ τους).

Πάμε τώρα να αποδείξουμε τη διαγωνοποίηση σε ορθοκανονική βάση.
Θα το κάνουμε επαγωγικά στην dimV . Αν dimV = 1, κάθε διάνυσμα είναι
ιδιοδιάνυσμα, και δεν έχουμε να αποδείξουμε τίποτα.

Έστω τώρα ότι το θεώρημα ισχύει για κάθε χώρο διάστασης k, και έστω
V διανυσματικός χώρος διάστασης k + 1. Όπως είδαμε παραπάνω, το χα-
ρακτηριστικό πολυώνυμο του T έχει τουλάχιστον μία ρίζα – αν δουλεύουμε
πάνω απ’ τους μιγαδικούς αυτό ισχύει πάντα, ενώ αν δουλεύουμε πάνω απ’
τους πραγματικούς και ο T είναι αυτοσυζυγής, επειδή οι ιδιοτιμές του είναι
πραγματικοί αριθμοί.

Επομένως, υπάρχει ένα ιδιοδιάνυσμα vk+1 ∈ V . Χωρίς βλάβη της γενι-
κότητας (διαιρώντας δια ∥vk+1∥), μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ∥vk+1∥ = 1.
ΈστωW ο υπόχωρος που παράγεται από αυτό το διάνυσμα (δηλ. τα πολλα-
πλάσιά του). Επειδή το vk+1 είναι ιδιοδιάνυσμα, ο W είναι T -αναλλοίωτος.
Από το θεώρημα 15.1, ο W⊥ είναι επίσης T -αναλλοίωτος. Άρα, ο T |W⊥

είναι ένας ορθομοναδιαίος, αντίστοιχα αυτοσυζυγής, τελεστής στον διανυ-
σματικό χώρο W⊥, που είναι διάστασης k. Από την επαγωγική υπόθεση,
ο W⊥ έχει ορθοκανονική βάση {v1, v2, . . . , vk} από ιδιοδιανύσματα. Επειδή
εκ κατασκευής το vk+1 είναι κάθετο σε όλα αυτά, το {v1, . . . , vk, vk+1} είναι
ορθοκανονικό σύνολο, και άρα βάση του W .

Πόρισμα 15.1. Έστω A ένας ορθομοναδιαίος ή αυτοσυζυγής n×n πίνακας.
Τότε υπάρχει ορθομοναδιαίος (στη μιγαδική περίπτωση) ή ορθογώνιος
(στην πραγματική) πίνακας P , δηλαδή P−1 = tP , τέτοιος ώστε ο

P−1AP = D

να είναι διαγώνιος, με πραγματικούς αριθμούς στη διαγώνιο στην αυτο-
συζυγή περίπτωση, και μιγαδιούς απόλυτης τιμής 1 στην ορθομοναδιαία.

Υπενθυμίζουμε τη σύμβασή μας ότι, αν δουλεύουμε σε διανυσματικούς
χώρους πάνω από το R, τότε απλώς αγνοούμε τη μιγαδική συζυγία, δηλ. για
ορθογώνιους πίνακες έχουμε P−1 = tP .

Απόδειξη. Αν θεωρήσουμε τον A ως ορθομοναδιαίο, αντίστοιχα αυτοσυζυγή,
τελεστή T από τον Cn στον εαυτό του (ή από τον Rn στον εαυτό του), τότε
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από το προηγούμενο θεώρημα υπάρχει ορθοκανονική βάση B = (v1, . . . , vn)
ως προς την οποία ο πίνακας D του T είναι διαγώνιος με στοιχεία διαγωνίου
όπως λέει το πόρισμα.

Από τον τύπο αλλαγής βάσης,

v = P [v]B

και
D = P−1AP,

όπου P είναι ο πίνακας του οποίου οι στήλες είναι οι συντεταγμένες των
v1, v2, . . . , vn. Αφού η B είναι ορθοκανονική βάση, ο P είναι ορθομοναδιαίος
(αντίστοιχα, ορθογώνιος).

16 Τετραγωνικές μορφές σε διανυσματικούς χώ-
ρους με εσωτερικό γινόμενο

Όπως κάναμε με τους γραμμικούς τελεστές, τώρα θα δούμε αν ένα εσω-
τερικό γινόμενο μας βοηθάει να πούμε κάτι για μια τετραγωνική μορφή.
Έχουμε ήδη δει ότι κάθε τετραγωνική μορφή f σε χώρο πεπερασμένης διά-
στασης V γράφεται σε «διαγώνια» μορφή

f


 x1

...
xn


 = d1x

2
1 + · · ·+ dnx

2
n

σε συντεταγμένες ως προς κάποια βάση, αλλά θα ήταν καλό, αν ο χώρος
μας έχει εσωτερικό γινόμενο, να το πετυχαίναμε αυτό σε μία ορθοκανονική
βάση. Για παράδειγμα, η εξίσωση της έλλειψης:(x

a

)2

+
(y
b

)2

= 1

μπορεί να γραφτεί και ως κύκλος:

u2 + v2 = 1

σε συντεταγμένες (u, v) ως προς τη βάση (ae1, be2), αλλά αυτή η αλλαγή
βάσης παραμορφώνει τα σχήματα, διότι δεν είναι ορθοκανονική.

Θεώρημα 16.1. Έστω f τετραγωνική μορφή σε πραγματικό διανυσμα-
τικό χώρο V πεπερασμένης διάστασης με εσωτερικό γινόμενο ⟨ , ⟩. Τότε
υπάρχει ορθοκανονική βάση B = (v1, . . . , vn), σε συντεταγμένες ως προς
την οποία η f έχει τη μορφή d1x

2
1 + · · · + dnx

2
n. Οι αριθμοί di, πέρα από

μετάθεση, είναι μοναδικοί.

Αντίστοιχο θεώρημα ισχύει για ερμιτιανές μορφές σε μιγαδικούς χώρους
με εσωτερικό γινόμενο. Αυτή είναι η κανονική μορφή της τετραγωνικής μορ-
φής f ως προς το εσωτερικό γινόμενο του χώρου. Προσέξτε ότι τώρα δεν
μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα στοιχεία της διαγωνίου είναι όλα ±1 ή 0,
διότι η μέθοδος που ακολουθήσαμε προκειμένου να το κάνουμε αυτό (πολ-
λαπλασιάζοντας τα διανύσματα βάσης με μία σταθερά) δε διατηρεί την
ορθοκανονικότητα.
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Απόδειξη. Αν A είναι ο πίνακας της f ως προς μια ορθοκανονική βάση, τότε
ο A είναι συμμετρικός (εξ ορισμού – αυτό δεν έχει σχέση με τη βάση), και
από το Πόρισμα 15.1 υπάρχει ορθογώνιος P τέτοιος ώστε ο

P−1AP = D

να είναι διαγώνιος.
Επειδή ο P είναι ορθογώνιος, έχουμε P−1 = tP , οπότε καταλήγουμε στον

τύπο αλλαγής βάσης για πίνακες τετραγωνικών μορφών:

tPAP = D.

Με άλλα λόγια, ως προς την ορθοκανονική βάση που αντιστοιχεί στις
στις στήλες του P , η τετραγωνική μορφή f είναι διαγώνια.

Αντίστροφα, κάθε φορά που γράφουμε την f ως διαγώνια ως προς ορθο-
κανονική βάση, αν P είναι ο αντίστοιχος ορθογώνιος πίνακας αλλαγής βάσης,
έχουμε

D = tPAP = P−1AP,

οπότε τα στοιχεία της D είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα A. Άρα, είναι μονα-
δικώς προσδιορισμένες (πέρα από μεταθέσεις).
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