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1.
Σηµειακή µάζα m1 ϐρίσκεται σε οριζόντιο επίπεδο, επί του οποίου
µπορεί να ολισθαίνει χωρίς τριβές. Η µάζα αυτή είναι συνδεδεµένη, µέσω
ελατηρίου σταθεράς k, µε σηµειακή µάζα m2 η οποία κρέµεται από
ακλόνητη οροφή µε αβαρές και µη εκτατό νήµα µήκους L, µέσα στο πεδίο
ϐαρύτητας (ϑεωρήστε την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g γνωστή). Στην µάζα
m2 ασκείται δύναµη της µορφής F (t) = F0 cos(ωt), ώστε οι δύο µάζες να
εκτελούν κινήσεις µικρού πλάτους.

(α) Γράψτε το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων κίνησης των δύο µαζών.
(ϐ) Υποθέστε ότι, στη µόνιµη κατάσταση κίνησης, οι δύο µάζες κινούνται µε
την συχνότητα της διέγερσης ω και µε διαφορετικά πλάτη, x1 = A cos(ωt)
και x2 = B cos(ωt), και αντικαθιστώντας στις διαφορετικές εξισώσεις κί-
νησης, γράψτε το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων που ικανοποιούν τα
πλάτη A και B.
(γ) Λύστε το γραµµικό σύστηµα και υπολογίστε τα πλάτη A και B, ως
συνάρτηση των ω2, ω2

01 = k/m1, ω2
02 = g/L, και λ = m1/m2.

F0 cos(ωt)

m2

L

m1 k

2.
Εύκαµπτη χορδή µε µήκος L και γραµµική πυκνότητα µ έχει σταθερά άκρα και τείνεται µε τάση T0. ∆ιεγείρουµε
τη χορδή τη χρονική στιγµή t = 0 χτυπώντας την έτσι, ώστε όλη η χορδή να έχει µηδενική αρχική αποµάκρυνση
και µηδενική ταχύτητα, εκτός από το τµήµα (L/2 − a/2, L/2 + a/2) που αποκτά αµέσως αρχική ταχύτητα v0.
Υπολογίστε τα πλάτη των αρµονικών συνιστωσών που συµβάλλουν στην κίνηση της χορδής.

3.
∆ύο επίπεδα αρµονικά ηλεκτροµαγνητικά κύµατα, το καθένα µε συχνότητα f και πλάτος E0, διαδίδονται στο
κενό, το ένα κατά τον άξονα x και το άλλο κατά τον άξονα y. Τα ηλεκτρικά πεδία και των δύο κυµάτων είναι
παράλληλα προς τον άξονα z. Για την επαλληλία των δύο κυµάτων να υπολογίσετε

(α) τις συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου E,

(ϐ) τις συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου B,

(γ) την πυκνότητα ενέργειας,

(δ) τις συνιστώσες του διανύσµατος Poynting,

(ε) τις µέσες τιµές της πυκνότητας ενέργειας και του διανύσµατος Poynting,
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(Ϲ) τα επίπεδα για τα οποία η µέση τιµή του τετραγώνου του µέτρου του ηλεκτρικού πεδίου είναι µέγιστη ή
ελάχιστη, αν για x = y = t = 0 τα κύµατα έχουν µια διαφορά ϕάσης φ1 − φ2.

4.
Μονοχρωµατικό ϕως µήκους κύµατος λ, πέφτει σε λεπτό ϕίλµ πάχους d,
µε δείκτη διάθλασης η.

(α) ∆είξτε ότι η συνθήκη ενισχυτικής συµβολής των δύο πρώτων ανα-
κλάσεων, από την άνω και κάτω επιφάνεια του ϕίλµ, είναι 2dη cosφ =
(2k − 1)λ/2 όπου φ η γωνία διάθλασης στο εσωτερικό του ϕίλµ, και
k = 1,2, . . ..
(ϐ) ∆είξτε ότι αν το πλακίδιο ϕωτιστεί µε πολυχρωµατικό ϕώς, η ποσοστιαί-
α µεταβολή του παρατηρούµενου µήκους κύµατος δλ/λ, γύρω από την
γωνία εξωτερικής ανάκλασης των 45o, είναι ανάλογη της µεταβολής δθ της
γωνίας παρατήρησης, και υπολογίστε το συντελεστή αναλογίας αν η =

√
2,

υποθέστε ότι k = 1.

λ
θ

ηd
φ

Τυπολόγιο:

A · (B×C) = B · (C ×A) = C · (A×B), A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C,
dx

dt
=

dx

dy

dy

dt

Νόµος Νεύτωνα: F =
dp

dt
, p = mv, v =

dr

dt
, a =

dv

dt
=

d2r

dt2

∆υναµική/Κινητική Ενέργεια : F = −∇U, U(A)−U(B) = −
ˆ A

B
F ·dr, K =

1

2
m|v|2, K+U = σταθερή

Αρµονικός ταλαντωτής :
d2x

dt2
+ ω2x = 0, T =

2π

ω
, x = xo sin(ωt+ φ), U =

1

2
Cx2, F = −kx

. . .µε απόσβεση:
d2x

dt2
+

1

2τ

dx

dt
+ ω2x = 0, x = xoe

−t/(2τ) sin(ωt+ φ)

Κυµατική εξίσωση:
∂2ψ

∂x2
− 1

v2
∂2ψ

∂t2
= 0, διάνυσµα Poynting: 〈S〉 =

1

µ0
E ×B

Ηλεκτροµαγνητικά κύµατα: vφ = c =
1

√
ε0µ0

, στο κενό

vφ = c/n, n = δείκτης διάθλασης µέσου διάδοσης.

Οµαδική ταχύτητα: vg =
dω(k)

dk
, όπου ω = ω(k) η σχέση διασποράς.

∆ιάδοση κύµατος χωρίς παραµόρφωση: Η έκφραση f(x+ vt) και g(x− vt) παριστάνει κύµα (διαταραχή) που
διαδίδεται σε µία διάσταση χωρίς παραµόρφωση µε στιγµιαία αποµάκρυνση f (αντίστοιχα g) και ταχύτητα v προς
τα δεξιά (αντίστοιχα προς τα αριστερά) και ικανοποιεί την κλασική κυµατική εξίσωση.

Οδεύον αρµονικό κύµα

Βαθµωτό, σε µία διάσταση: ψ(x, t) = A cos(ωt− kx)
Βαθµωτό, στο χώρο: ψ(r, t) = ψ0 cos(ωt− k · r) = ψ0 cos(ωt− kxx− kyy − kzz)
∆ιανυσµατικό, στο χώρο:

E(r, t) = E0 cos(ωt− k · r) = E0 cos(ωt− kxx− kyy − kzz), όπου E0 = E0xx̂ + E0yŷ + E0zẑ

Ταχύτητα ϕάσης: vφ = ω(k)/k
όπου ω = ω(k) η σχέση διασποράς = κυκλική συχνότητα = 2π/περίοδος T
k = 2π/(µήκος κύµατος λ) = κυµαταριθµός

Ιδανική χορδή: vφ =
√
T0µ, ανεξάρτητη του k. T0 = τείνουσα δύναµη, µ = γραµµική πυκνότητα
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Εγκάρσια κύµατα σε χορδή µε σφαιρίδια µάζας M και απόστασης a

vφ(k) = 2

 
T0
Ma

sin(ka/2)

k

Ηχητικά κύµατα στον αέρα: vφ =

 
γp0
p0

, γ =
cP
cV

, p0 = πίεση, p0 = πυκνότητα

Υδάτινα κύµατα: ω2(k) =

Å
gk +

τ

p
k3
ã

tanh(kh)

g = επιτάχυνση ϐαρύτητας, ρ = πυκνότητα νερού, τ = συντελεστής επιφανειακής τάσης, h = ϐάθος νερού,
µε απλοποιήσεις όταν h� λ ή h� λ.

Συµβολή – Περίθλαση
Εικόνα µακρινής συµβολής των κυµάτων δύο πηγών

I(θ) = Imax cos2
ï

1

2
(φ1 − φ2) +

∆φ

2

ò
φi = ϕάση κάθε πηγής i = 1, 2
∆φ/2 = µισή διαφορά ϕάσης λόγω διαφοράς δρόµου = πd sin θ/λ
d = απόσταση των δύο πηγών
θ = γωνία παρατήρησης ως προς τη µεσοκάθετο, σε απόσταση r � d

Συµβολή κυµάτων από N ισαπέχουσες σηµειακές και σύµφωνες πηγές σε ευθύγραµµη διάταξη (ή στενές
σχισµές)

I(θ) = I0

ñ
sinN (∆φ/2)

sin (∆φ/2)

ô2
d = απόσταση δύο διαδοχικών πηγών
θ = γωνία παρατήρησης της συµβολής (σε µακρινό πέτασµα) ως προς την κάθετο στην ευθύγραµµη διάταξη

των πηγών
I0 = ένταση κάθε πηγής, στο ίδιο µήκος κύµατος εκποµπής, λ.
∆θ = λ/d = γωνιακή απόσταση δύο διαδοχικών κυρίων µεγίστων
∆φ = 2πd sin θ/λ = ∆ιαφορά ϕάσης λόγω διαφοράς δρόµου στο µακρινό σηµείο συµβολής (παρατήρησης) των

κυµάτων από δύο διαδοχικές πηγές.
Γωνιακή απόσταση δύο διαδοχικών κύριων µεγίστων : ∆θ = λ/d

Περίθλαση από µια πλατιά σχισµή: ΄Ενταση του παρατηρούµενου κύµατος σε µεγάλη απόσταση

I(θ) = I0
sin2 α

α2
, α =

πD sin θ

λ

D = εύρος της πλατιάς σχισµής
θ = γωνία παρατήρησης (σε µακρινή απόσταση) ως προς την κάθετο στη σχισµή
Γωνιακό εύρος κεντρικού µεγίστου ∆θ = 2λ/D

Κριτήριο Rayleigh διάκρισης δύο ϕωτεινών σηµείων: Η γωνία γ που υποτείνουν τα δύο σηµεία στη ϑέση
του µατιού (διαµέτρου κόρης D) ή στη ϑέση του οπτικού οργάνου (π.χ. ϕακού διαµέτρου D) πρέπει να είναι
γ ≥ 1,22λ/D

΄Ανοιγµα δέσµης σε απόσταση L: W ' D + Lλ/D
D = αρχικό εύρος δέσµης
W = εύρος σε απόσταση L

Συµβολή–περίθλαση από N πλατιές σχισµές

I(θ) = Imax

ñ
sinN(∆φ/2)

sin (∆φ/2)

ô2
︸ ︷︷ ︸
παράγοντας συµβολής

sin2 α

α2︸ ︷︷ ︸
παράγοντας
περίθλασης

, ∆φ =
2πd sin θ

λ
, α =

πD sin θ

λ
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d = απόσταση διαδοχικών σχισµών
D = εύρος πλατιάς σχισµής

∆ιακριτική ικανότητα οπτικού οργάνου

Αν dλ είναι η ελάχιστη διαφορά δύο µηκών κύµατος λ και λ+ dλ που µπορεί να διακρίνει ένα οπτικό όργανο, η
διακριτική του ικανότητα ορίζεται ως R = λ/dλ.

Νόµος του Snell: η1 sin θ1 = η2 sin θ2

Εξισώσεις του Maxwell:

∇ ·E =
ρ

ε0
(1)

∇ ·B = 0, (2)

∇×E = −∂B
∂t

(3)

∇×B = µ0ε0
∂E

∂t
+ µ0J (4)

Σχέση του de Broglie για τον κυµατοσωµατιδιακό δυϊσµό: λ =
h

p
, p = ~k

Σχέσεις αβεβαιότητας του Heisenberg: ∆x∆px ≥
~
2
, ∆E∆t ≥ ~

2

Εξίσωση του Schrödinger

Χρονοεξαρτηµένη: − ~2

2m
∇2ψ(r,t) + U(r)ψ(r) = i~

∂ψ(r,t)

∂t

Χρονοανεξάρτητη (σε µία διάσταση): − ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x)

Χρονοεξαρτηµένη λύση αν
∂U(t)

∂t
= 0: Ψ(x, t) = ψ(x)e−iωt, ω = E/~

Πιθανότητα να ϐρεθεί ένα σωµατίδιο στο διάστηµα [a, b]: Pab =

ˆ b

a
|Ψ(x, t)|2dx

Μέση τιµή ϕυσικού µεγέθους A(x) µε αντίστοιχο τελεστή Â(x):

〈A〉 =

ˆ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)

î
Â(x)Ψ(x, t)

ó
dx

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις. Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Καλή
επιτυχία.
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