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Παρακάτω διατυπώνονται με συντομία (και κάποια δόση «προχειρότητας») μερικά θέματα 
για μια εξέταση στη φιλοσοφία των μαθηματικών σύμφωνα με την ύλη που διδάχθηκε στο 
ομώνυμο μάθημα της ΣΕΜΦΕ, ΕΜΠ, κατά το ακαδημαϊκό έτος 2016-2017. Φυσικά, η 
λίστα είναι απλώς «ενδεικτική».  
 

1. Οι διακρίσεις «αναγκαία / ενδεχομενική πρόταση», «a priori / a posteriori 

πρόταση», «αναλυτική / συνθετική πρόταση» και εξειδίκευση αυτών των διακρίσεων 

κατά Kant και Frege. Παραδείγματα. 

2. Τι εννοούμε με την έκφραση «αναγκαιότητα και a priori φύση των μαθηματικών»; 

Τι πρόβλημα / δίλημμα θέτει η «αναγκαιότητα και a priori φύση των μαθηματικών» 

για τον εμπειρισμό; (Κατά τους εμπειριστές, όλη η γνώση γεγονότων της 

πραγματικότητας –γνώση που διακρίνεται από εκείνη που αφορά αμιγώς λογικές 

σχέσεις μεταξύ εννοιών– βασίζεται στην, ή προέρχεται από την, εμπειρία.) Πώς 

αντιμετώπισε το πρόβλημα / δίλημμα αυτό ο Hume;  

3. Πώς «εξήγησαν» την «αναγκαιότητα και a priori φύση των μαθηματικών» οι 

πλατωνιστές, o Kant, οι λογικιστές; 

4. Ποιο πρόβλημα θέτει για τη φιλοσοφία των μαθηματικών η απροσδόκητη 

εφαρμοσιμότητα των μαθηματικών στις φυσικές και τις κοινωνικές επιστήμες; Πώς 

εξειδικεύεται το πρόβλημα αυτό στην περίπτωση (α) του μαθηματικού πλατωνισμού, 

(β) του ιδεαλισμού ως προς τις μαθηματικές οντότητες, (γ) του φορμαλισμού;   

5. Στάσεις απέναντι στο καθεστώς των μαθηματικών οντοτήτων (ρεαλισμός, 

ιδεαλισμός, νομιναλισμός) και τη σημασιολογία των μαθηματικών προτάσεων 

(ρεαλισμός και αντιρεαλισμός ως προς αληθοτιμή). Παραδείγματα φιλοσόφων που 

υιοθέτησαν τη μια ή την άλλη στάση.   

6. Πώς και υπό ποιες συνθήκες / υποθέσεις / δεσμεύσεις οδηγεί ο ρεαλισμός ως προς 

την αληθοτιμή των μαθηματικών προτάσεων στον ρεαλισμό ως προς την οντολογία 

των μαθηματικών αντικειμένων;  

7. Βασικές θέσεις της φιλοσοφίας (των μαθηματικών) του Πλάτωνα. Η αντίδραση του 

Πλάτωνα στη «δυναμική» ή «κατασκευαστική» γλώσσα των γεωμετρών.   

8. Σκιαγράφηση και κριτική αποτίμηση του πλατωνισμού στη φιλοσοφία των 

μαθηματικών (καθεστώς μαθηματικών αντικειμένων, μαθηματική αλήθεια, 

μαθηματική γνώση). 

9. Ποια τα κυριότερα προτερήματα και μειονεκτήματα της οντολογικής θέσης ότι τα 

μαθηματικά αντικείμενα είναι αυθύπαρκτες αφηρημένες οντότητες (δηλαδή, άφθαρτες 

και αμετάβλητες οντότητες εκτός χώρου και χρόνου που στερούνται αιτιακών / 

αιτιωδών αλληλεπιδράσεων); 
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10. Η φιλοσοφία των μαθηματικών του Kant. H διάκριση των προτάσεων (κρίσεων) 

της μορφής «S είναι P» σε a priori / a posteriori και αναλυτικές / συνθετικές. Πώς 

είναι δυνατή η συνθετική a priori γνώση; Ποιος ο ρόλος των συνθετικών a priori 

αρχών; Για ποιο λόγο οι (μη τετριμμένες) προτάσεις της αριθμητικής και της 

γεωμετρίας είναι συνθετικές a priori; (Κατασκευή, καθαρή εποπτεία, χωροχρονικό 

πλαίσιο.) Με ποιο ακριβώς τρόπο συμβιβάζει η καντιανή φιλοσοφία την 

αναγκαιότητα και την a priori φύση των μαθηματικών με την επιτυχία εφαρμογής των 

μαθηματικών στη μελέτη του κόσμου της εμπειρίας; Μια καντιανή στάση απέναντι 

στις μη ευκλείδειες γεωμετρίες και την εφαρμογή τους στη φυσική. 

11. Προτασιακός λογισμός και πρωτοβάθμιος κατηγορηματικός λογισμός με ισότητα: 

όλες οι βασικές γραμματικές / συντακτικές, σημασιολογικές, αποδεικτικο-θεωρητικές 

και μεταθεωρητικές έννοιες (χωρίς «απομνημόνευση» λογικών αξιωμάτων ή 

κατασκευή τυπικών αποδείξεων).  

12. Δώστε τον ορισμό της ερμηνείας μιας πρωτοβάθμιας γλώσσας. Θεωρήστε μια 

πρωτοβάθμια γλώσσα L  της οποίας τα μοναδικά μη λογικά σύμβολα είναι ένα 

διμελές συναρτησιακό σύμβολο ‘  ’ και ένα σταθερό σύμβολο ‘ e ’. Κατασκευάστε 

μια ερμηνεία U  της L  τέτοια ώστε U ╞  , όπου ).)()((: eyxyx    

13. Δώστε τον ορισμό του μοντέλου ενός συνόλου προτάσεων   μιας πρωτοβάθμιας 

γλώσσας L . Κατασκευάστε ένα μοντέλο για το ακόλουθο σύνολο προτάσεων 

)}))(()()((,))((,){( RxzRyzRxyzyxRxyyxRxxx   

της πρωτοβάθμιας γλώσσας L  της οποίας το μοναδικό μη λογικό σύμβολο είναι το 

διθέσιο κατηγορηματικό σύμβολο ‘ R ’. 

14. Έστω T  μια πρωτοβάθμια θεωρία εφοδιασμένη με ένα ορθό και πλήρες σύστημα 

λογικών αξιωμάτων και αποδεικτικών κανόνων. Δείξτε ότι για κάθε πρόταση   στη 

γλώσσα της T , η   είναι θεώρημα της T  (T  ) αν και μόνο αν η   είναι αληθής 

σε όλα τα μοντέλα της T . Δείξτε ότι η T  είναι συνεπής αν και μόνο αν η T  έχει ένα 

μοντέλο. 

15. Το θεώρημα πληρότητας για πρωτοβάθμιες θεωρίες και η σχέση μεταξύ 

«επαληθευσιμότητας στο τυχόν μοντέλο» και «τυπικής αποδειξιμότητας».  

16. Θεωρήστε την πρωτοβάθμια θεωρία T  που χαρακτηρίζεται (α) από την 

πρωτοβάθμια γλώσσα L  της οποίας τα μοναδικά μη λογικά σύμβολα είναι ένα 

διμελές συναρτησιακό σύμβολο ‘  ’ και ένα σταθερό σύμβολο ‘ e ’, (β) ένα ορθό και 

πλήρες σύστημα λογικών αξιωμάτων και αποδεικτικών κανόνων και (γ) το ακόλουθο 

σύνολο μη λογικών αξιωμάτων 
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Δείξτε ότι η T  είναι συνεπής. Θεωρήστε την πρόταση  : ))()(( xyyxyx    της 

L . Δείξτε ότι ούτε T   ούτε T  . Τι συνάγετε για την πληρότητα της T ; 

17. Παράδοξα (Cantor, Russell, Ψεύτη, Berry) και αντιμετώπισή τους: Russell 

(θεωρία των τύπων και αρχή του φαύλου κύκλου), Zermelo, Tarski (η διάκριση 

γλώσσας-αντικείμενο και μεταγλώσσας (γλώσσας-πλαίσιο)). 
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18. Τι είναι ένας μη κατηγορηματικός ορισμός; Δώστε ένα παράδειγμα. Σχολιάστε 

την αποδοχή ή μη των μη κατηγορηματικών ορισμών στα μαθηματικά από 

διαφορετικές φιλοσοφικές απόψεις για το καθεστώς των μαθηματικών αντικειμένων.       

19. Δικαιολογήστε τους παρακάτω ισχυρισμούς: 

(α) Η παραδοχή ότι κάθε ιδιότητα, εκφρασμένη σε οποιαδήποτε γλώσσα, αρκεί για να 

ορίσει καλά ένα σύνολο οδηγεί σε παράδοξα. 

(β) Δεν ισχύει ότι για κάθε μαθηματική θεωρία T  και κάθε πρόταση p  στη γλώσσα 

της T , αν η T  είναι συνεπής τότε τουλάχιστον μια από τις θεωρίες pT   και 

pT   δεν είναι συνεπής. Δώστε ένα παράδειγμα. 

(γ) Δεν υπάρχει σύνολο όλων των συνόλων (θεώρημα Cantor, αξιωματικό σχήμα 

διαχωρισμού της θεωρίας συνόλων ZFC). 

20. Δείξτε ότι αξίωμα ύπαρξης απείρου σε σύζευξη με το αξίωμα του δυναμοσυνόλου 

(και το θεώρημα του Cantor) εισάγει «μη κατηγορηματικά στοιχεία» στην 

αξιωματική θεωρία συνόλων ZFC. 

21. Διατυπώστε το αξίωμα της επιλογής της αξιωματικής θεωρία συνόλων ZFC. Γιατί 

το αξίωμα αυτό θεωρήθηκε αμφιλεγόμενο; Και τι είδους επιχειρήματα συνηγορούν 

υπέρ της αποδοχής του;     

22. Αναπτύξτε τη διάκριση μεταξύ σημασίας και αναφοράς στη θεωρία νοήματος του 

Frege (περιεχόμενο της διάκρισης και κίνητρα για την εισαγωγή της). Πώς ορίζει ο 

Frege τον όρο «έννοια»; Παραδείγματα γλωσσικών εκφράσεων που εκφράζουν 

έννοιες κατά Frege. 

23. Διατυπώστε τις βασικές θέσεις του λογικισμού στη φιλοσοφία των μαθηματικών. 

Παρουσιάστε με συντομία και συζητήστε κριτικά τον τρόπο με τον οποίο ο Frege 

προσέγγισε την έννοια του φυσικού αριθμού. 

24. Αποδείξτε το αξίωμα ( )( )( ( ) ( ) )x y s x s y x y      («Οποιοιδήποτε δυο φυσικοί 

αριθμοί έχουν τον ίδιο επόμενο ταυτίζονται») στο σύστημα του Frege. Θεωρήστε 

τους αριθμούς , ,a b c  τριών εννοιών , ,G H K  και δείξτε ότι αν ο a  διαδέχεται τον 

(είναι ο άμεσος διάδοχος του) c  και ο b  διαδέχεται τον (είναι ο άμεσος διάδοχος 

του) c , τότε a b .       

25. Συζητήστε κριτικά τη φιλοσοφία των μαθηματικών που φέρει το όνομα 

«φορμαλισμός παιγνίων» ή «φορμαλισμός-παιχνίδι». 

26. Αναπτύξτε την κατά Hilbert διάκριση μεταξύ «πραγματικών» και «ιδεατών» ή 

«ιδανικών» μαθηματικών. Με αφορμή αυτή τη διάκριση, εντοπίστε τα καντιανά και 

τα φορμαλιστικά στοιχεία της φιλοσοφίας των μαθηματικών του Hilbert. 

27. Σκιαγραφήστε χωρίς τεχνικές λεπτομέρειες το πρόγραμμα του Hilbert για τη 

θεμελίωση των μαθηματικών και τις δυσκολίες που προέβαλαν για την ολοκλήρωση 

του προγράμματος αυτού τα θεωρήματα μη πληρότητας του Gödel. 

28. Διατυπώστε τα θεωρήματα μη πληρότητας του Gödel. Σχολιάστε τους παρακάτω 

ισχυρισμούς: 

(α) Σύμφωνα με τα θεωρήματα μη πληρότητας του Gödel, κάθε μαθηματική θεωρία 

είναι μη πλήρης. 

(β) Σύμφωνα με τα θεωρήματα μη πληρότητας του Gödel, δεν μπορεί να αποδειχθεί η 

συνέπεια της αριθμητικής Peano.    
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29. Τι είναι η υπόθεση του συνεχούς του Cantor; Τι προβλήματα θέτει για την 

αξιωματική θεωρία συνόλων Zermelo-Fraenkel με επιλογή (ZFC); 

30. Σκιαγραφήστε τη φιλοσοφία των μαθηματικών του Gödel. Ποια ήταν η στάση του 

Gödel απέναντι στο πρόβλημα που έθεσε η εικασία του συνεχούς του Cantor για την 

αξιωματική θεωρία συνόλων Zermelo-Fraenkel με επιλογή (ZFC);  

31. Σχολιάστε τους παρακάτω ισχυρισμούς: 

(α) Η άρνηση κάθε αποδείξιμης μαθηματικής πρότασης είναι λογική αντίφαση. 

(β) Κάθε θεώρημα μιας πρωτοβάθμιας θεωρίας είναι λογικώς έγκυρος τύπος. 

(γ) Δυο οποιαδήποτε μοντέλα μιας πρωτοβάθμιας θεωρίας είναι ισομορφικά. 

  


