
Πραγματική Ανάλυση - Λύσεις θεμάτων 30/9/2010
(Αν βρείτε κάποιο λάθος ενημερώστε με!)

Θέμα 1  ο  

Α) Αφού η f συνεχής, τότε, από θεώρημα μεταφοράς, για κάθε x στο R και ακολουθία 
xn -> x θα είναι yn = f(xn) -> f(x) = y

Θ.δ.ο. κάθε zn = (xn,yn) στο Grf που συγκλίνει, θα συγκλίνει σε στοιχείο του Grf. 
Έστω ότι (xn,yn) -> (x,y) με (x,y) να μην ανήκει στο Grf => (x,y) ≠ (x,f(x)). Όμως 
τότε και xn -> x, yn -> y ≠ f(x). Από το θεώρημα μεταφοράς όμως (βλέπε παραπάνω), 
θα είναι yn = f(xn) -> f(x) = y, άτοπο.

Έστω ότι το Grf δεν είναι κλειστό. Τότε θα υπάρχει z0 οριακό σημείο του Grf που δεν 
θα ανήκει στο Grf. Από τον ορισμό του οριακού σημείου, για κάθε ε>0 θα υπάρχει z0’ 
στο Grf με ||z0 - z0|| < ε, οπότε θα υπάρχει και η ακολουθία z0n στο Grf όπου ||z0 - z0n|| 
< 1/n με z0n -> z0 που δεν ανήκει στο Grf, άτοπο από τα παραπάνω.

Άρα το Grf κλειστό.

Β) i) |x| + |y| ≤ 1 => |y| ≤ 1 - |x| => y2 ≤ (1 - |x|)2 => |x| ≤ y + 1, |x| ≤ 1 – y => … => y 
≤ x + 1, y ≤ - x + 1, y ≥ -x - 1, y ≥ x – 1, συνεπώς το Α1 είναι το χωρίο (ρόμβος) που 
ορίζεται στο επίπεδο από τα 4 αυτά ημιεπίπεδα, άρα είναι κλειστό, και η ζητούμενη 
κλειστότητα είναι το Α1.

ii) Έστω Α2’ = {(x,1/x) : x < 0}, τότε προφανώς περιέχει το Α2. Δείχνουμε ότι είναι 
κλειστό δείχνοντας ότι το R2 \ Α2’ είναι ανοιχτό. Στη συνέχεια δείχνουμε ότι κάθε 
σημείο του Α2’ είναι οριακό σημείο του Α2 και έπεται ότι το Α2’ είναι η ζητούμενη 
κλειστότητα.

iii) To A3’ = {(x,y) : x ≥ 0, y ≥ 0} είναι το χωρίο που ορίζεται στο επίπεδο από τα 
ημιεπίπεδα x ≥ 0, y ≥ 0 οπότε είναι κλειστό. Στη συνέχεια δείχνουμε ότι κάθε σημείο 
του Α3’ είναι οριακό σημείο του Α3 και έπεται ότι το Α3’ είναι η ζητούμενη 
κλειστότητα.

iv) Παρομοίως για το Α4’ = {(0,x) : x στο R} U {(1/n,x) : x στο R}.

Θέμα 2  ο  

Α) ρ(x,F) = inf{ρ(x,y): για κάθε y στο F}.

Β) Αν ρ(x,F) = 0 => inf{ρ(x,y): για κάθε y στο F} = 0. Αν το x δεν είναι οριακό 
σημείο του F, τότε θα υπάρχει ε>0 με ρ(x,y) >= ε για κάθε y στο F => inf{ρ(x,y): για 
κάθε y στο F} = ε = ρ(x,F), άτοπο.

Αντίστροφα, αν x οριακό σημείο του F, τότε για κάθε ε>0 θα υπάρχει y στο F ώστε 
ρ(x,y) < ε => inf{ρ(x,y): για κάθε y στο F} < ε για κάθε ε>0 => inf{ρ(x,y): για κάθε y 
στο F} =  ρ(x,F) = 0.



Γ) ρ(x,F) = inf{ρ(x,z): για κάθε z στο F}, ρ(y,F) = inf{ρ(y,z): για κάθε z στο F}. 
Επίσης, από γνωστή ιδιότητα, ρ(x,y) = ρ(y,x). Τότε, από την τριγωνική ιδιότητα της 
μετρικής, για κάθε x,y στο X και z στο F θα ισχύει ρ(y,z) =< ρ(y,x) + ρ(x,z) = ρ(x,y) 
+ ρ(x,z) => (ιδιότητες ακολουθιών στο R) => inf{ρ(y,z): για κάθε z στο F} =< 
inf{ρ(x,y) + ρ(x,z): για κάθε z στο F} => ρ(y,F) =< ρ(x,y) + ρ(x,F).

Δ) Ορίζουμε τη συνάρτηση fε: X -> [0,+∞) με fε(x) = ε αν ρ(x,F) =< ε και ρ(x,F) αν 
ρ(x,F) > ε. Το [ε,+∞) κλειστό υποσύνολο του [0,+∞) και αν η fε συνεχής, από γνωστό 
θεώρημα το f-1([ε,+∞)) = X\Fε κλειστό υποσύνολο του X οπότε από τον ορισμό το Fε 
ανοιχτό υποσύνολο του X. Αρκεί λοιπόν ν.δ.ο. η Fε συνεχής. Για να το δείξουμε 
χρησιμοποιούμε τον ορισμό της συνέχειας για κάθε x0 και το (Γ) με y=x, x=x0 και 
x=x, y=x0 για fε(x) > fε(x0) και fε(x) > fε(x0) αντίστοιχα, καθώς και ότι για fε(x) = 
fε(x0) προφανώς ισχύει.

Θέμα 3  ο  

Α) Ένα x στο X μεμονωμένο σημείο αν υπάρχει ε>0 ώστε S(x,ε)∩{x} = x.

Β) i) D πυκνό υποσύνολο του X => Η κλειστότητά του είναι το X. Αφού το X δεν 
έχει μεμονωμένα σημεία, για κάθε x στο X και ε > 0 υπάρχει xε ώστε ρ(x,xε) < ε. Από 
τα προηγούμενα, κάθε x στο X είναι οριακό σημείο του D => για κάθε ε>0 S(x,ε)∩D 
≠ κενού ή αλλιώς για κάθε ε>0 θα υπάρχει x’ στο D ώστε ρ(x,x’) < ε. Επειδή το ε 
μικραίνει απεριόριστα, τα x’ με ρ(x,x’) < ε θα είναι άπειρα. Ταυτόχρονα τα x’ 
προφανώς ανήκουν στο S(x,ε), οπότε, συνδυάζοντας τα προηγούμενα, έπεται ότι το 
x’ ανήκει στο S(x,ε)∩D, οπότε το S(x,ε)∩D άπειρο.

ii) Από το (i) για κάθε x στο X και για κάθε ε>0 υπάρχει xε στο D ώστε ρ(x,xε) < ε. 
Θέτωντας ε=1/n για κάθε n στο N, παίρνουμε την ακολουθία xn στο D με ρ(x,xn) < 
1/n. Εύκολα βλέπουμε ότι xn -> x και xn ≠ xm για n ≠ m.

iii) - Αν το D κλειστό, τότε θα ταυτίζεται με την κλειστότητά του, που όπως είπαμε 
παραπάνω, ταυτίζεται με το Χ, άρα D = X, οπότε f[D] = f[X] και πεπερασμένα. Έστω 
ότι το D όχι κλειστό, οπότε θα είναι και υποσύνολο του X. Τότε για κάθε x0 οριακό 
σημείο του D που δεν ανήκει στο D θα ισχύει (εξ’ορισμού) ότι για κάθε ε>0 υπάρχει 
xε στο D ώστε ρ(xε,x0) < ε. Τότε όμως, τα xε αυτά στο D θα είναι άπειρα, οπότε, αφού 
η f συνεχής, και τα f(xε) άπειρα και ανήκουν στο f[D], άτοπο αφού το f[D] 
πεπερασμένο, άρα το D κλειστό και το f[X] πεπερασμένο. Μόνη εξαίρεση αν η f η 
σταθερή συνάρτηση, και τότε όμως το f[X] προφανώς πεπερασμένο.

Β’ τρόπος: Έστω το f[X] άπειρο, τότε θα υπάρχουν άπειρα y στο f[X] και επειδή y = 
f(x) με x στο X επίσης άπειρα, από το (ii), για κάθε τέτοιο x  θα υπάρχει ακολουθία 
(xn)n στο D με xn -> x. Όμως η f συνεχής, οπότε, από θεώρημα μεταφοράς, θα είναι yn 

= f(xn) -> f(x) = y, με xn, x όπως παραπάνω, οπότε, τα yn = f(xn) ανήκουν στο f[D] και 
τα y = f(x) στο f[Χ]. Οι (yn)n όπως ορίστηκαν είναι άπειρες και συγκλίνουν στα 
άπειρα (διαφορετικά μεταξύ τους) y με y, (yn)n στο R. Συνεπώς, θα υπάρχει m στο Ν 
τέτοιο ώστε για κάθε n>=m τα yn που αντιστοιχούν στις (yn)n διαφορετικά ανά δύο 
μεταξύ τους. Άρα, το f[D] θα περιέχει ένα άπειρο υποσύνολο στοιχείων, άτοπο αφού 
το f[D] πεπερασμένο, άρα το f[X] πεπερασμένο.



- Για κάθε t στο f[X] το f-1({t}) κλειστό από γνωστό θεώρημα, αφού η f συνεχής και 
το {t} κλειστό υποσύνολο του R. Όμως το f-1({t}) ανήκει στο X και από το (i) δεν 
μπορεί το X να έχει μη μεμονωμένα σημεία αφού, αν είχε, η εικόνα της αντίστοιχης 
ανοιχτής σφαίρας, που είναι άπειρο υποσύνολο του X, θα είναι (ομοίως με 
παραπάνω) άπειρο υποσύνολο του f[X], άτοπο αφού το f[X] πεπερασμένο. Οπότε και 
το f-1({t}), που είναι υποσύνολο του Χ, θα έχει μόνο μεμονωμένα σημεία, δηλαδή για 
κάθε xt στο f-1({t}) θα υπάρχει ε>0 ώστε S(xt,ε)∩ f-1({t})={xt} ή αλλιώς για κάθε xt 

υπάρχει ε>0 ώστε το S(xt,ε) = {xt} υποσύνολο του f-1({t}), άρα το f-1({t}) και ανοιχτό.

Θέμα 4  ο  

Α) Ορισμοί 6.2 σελ. 55 και 6.6 σελ. 57 σημειώσεων.

Β) Πρόταση 6.7 σελ.57 σημειώσεων.

Γ) Αν ρ,d ισοδύναμες, τότε η ταυτοτική συνάρτηση Ι: (x,ρ) -> (x,d) αμφισυνεχής, 
δηλαδή οι Ι: (x,ρ) -> (x,d), Ι: (x,d) -> (x,ρ) συνεχείς. Έστω ότι ο (x,ρ) συμπαγής. Τότε 
για κάθε ανοιχτή οικογένεια συνόλων {Gi} που ανήκουν στο (x,ρ) με το Χ 
υποσύνολο του U{Gi}i στο I θα υπάρχουν και κάποια i1, i2, …, in στο I, n στο N, με το X 
υποσύνολο του Uk=1..n{Gik}. Προφανώς όμως θα είναι Uk=1..n{Gik} = X, οπότε για την 
Ι: (x,ρ) -> (x,d) θα είναι I(Gi) = I(X) = I(Gik) = X= Gik και I(Gi) = Gi. Για την Ι: (x,d) 
-> (x,ρ) και για τα ανοιχτά {Gi} στο (x,ρ) επιπλέον θα είναι I-1(Gi) = Gi στο (x,d), που 
λόγω τις συνέχειας (από γνωστό θεώρημα) θα είναι και ανοιχτά στο (x,d). Από τα 
παραπάνω έπεται ότι, στον (x,d), κάθε ανοιχτό κάλυμμα του X θα έχει πεπερασμένο 
υποκάλυμμα. Άρα ο (x,d) συμπαγής.

Δ) Έστω ότι το D δεν έχει κανένα σημείο συσσώρευσης, δηλ. δεν υπάρχει x στο D 
ώστε για κάθε ε>0 (S(x,ε)\{x})∩D ≠ κενού ή διαφορετικά, για κάθε x στο D υπάρχει 
ε>0 ώστε S(x,ε)∩D = {x}, δηλ. είναι μεμονωμένο σημείο. Εύκολα έπεται ότι τα {x} 
ανοιχτά και κλειστά υποσύνολα του D. Τότε και το X ανοιχτό ως ένωση ανοιχτών 
συνόλων, συνεπώς το X\D κλειστό και από γνωστή ιδιότητα συμπαγές. Όμως η 
οικογένεια των ανοιχτών {x}c = X\{x} θα είναι κάλυμμα του X\D αφού Ux στο D{x}c = 
D χωρίς πεπερασμένο υποκάλυμμα, άτοπο από τον ορισμό της συμπάγειας. Άρα ο D 
έχει ένα τουλάχιστον σημείο συσσωρεύσεως.


