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Θέμα. 1. Έστω (JR,Μ, m) ο χώρος μέτρου του Lebesgue και έστω m* το εξωτερικό μέτρο Lebesgue.

(α') Να αποδειχθεί ότι για κά1'tε υποσύνολο Α του JR υπάρχει σύνολο G Ε Μ, τέτοιο ώστε Α ς;; G
και m* (Α) = m (G). (1 μον.)

(β') Έστω (Απ) ωωλουθια υποσυνόλων του JR. Τποθέτουμε ότι υπάρχει ωωλουθία ξένων ανά δύο
Lebesgue μετρήσιμων συνόλων (Βπ) με An ς Βπ για κά1'tε n Ε Ν*. Να αποδειχθεί ότι

(1,5 μον.)

Θέμα. 2. Τποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : Χ -t i:, Χ Ε Μ, είναι μετρήσιμη.

(α') Αν α > Ο, να αποδειχθεί ότι

m({x Ε Χ: If(x)1 > α}):::; ~ r If(x)1 dm(x).
α Jx

(0,5 μον.)

(β') Έστω f Ε Ll (Χ) και έστω suppf = {χ Ε Χ : f (χ) -=J Ο} ο φορέας της f. Να αποδειχθεί
ότι το Lcbesguc μετρήσιμο σύνολο suppf έχει σ-πεπερασμένο μέτρο, δηλαδή να αποδειχθεί ότι
suppf = U~=l Απ, όπου (Απ) είναι ωωλουθία Lebesgue μετρήσιμων συνόλων με m (Arι) < 00
για χά1'tε n Ε Ν*.

(1 μον.)

Θέμα. 3. (Β. Levi) Έστω Χ ς JR Lebcsgue μετρήσιμο σύνολο και έστω (Ir,), /n : Χ -t i:, μονότονη
ωωλουθία συναρτήσεων με ιπ Ε L1 (Χ) για κά1'tε n Ε Ν*. Αν f := limrι-too fn, να αποδει-
X1'tEtότι η f Ε L1 (Χ) αν και μόνο αν το όριο limTι-4oo Jx ιπ dm είναι πεπερασμένο. Αν το όριο
limTι-4oo Jχ f π dm είναι πεπερασμένο, τότε

r f dm = lim r fπ drn .Jχ n-4OO Jx
(1,5 μον.)

Θέμα. 4. Έστω Χ ς JR Lebcsgue μετρήσιμο σύνολο. 'Γποθέτουμε ότι η (fn) είναι ωωλουθια μετρήσιμων
συναρτήσεων στο Χ.

(α') Χρησιμοποιώντας το 1'tεώρημα μονότονης σύγκλιση; να αποδειχθεί το λήμμα του Fatou, δηλαδή
ότι r (lilll inf Ifnl) dm < liminf r I/nl dm.J χ n-+cxo η-400 J χ

(1 μον.)
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(β') Έστω fn Ε L1 (Χ) για κά1'tεn Ε Ν* με limn--+oo fn = f σχεδόν παντού στο Χ. Τπσθέτουμε ότι
για κάΊ'}ε Ε > Ο υπάρχει ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο Α c Χ, μία Lebesgue ολοκληρώσιμη
σ'-,ν:Ι?-;τ;στ;9 2: Ο και ένας no Ε Ν*, έτσι ώστε για κά1'tε n 2: no είναι

1.\.4 Ifnl dm < ε και Ifnl :::;9 στο Α.

:\':ι. :ι.::σ3Ξ:~Γι'ιΞ::ότι %i-;u από :ι.'J-;έςτις συνθήκε« η f Ε L1 (Χ) και ότι

lim { fn dm = { f dm .
η--+οο Jx Jχ

(2 μον.)

Θέμα 5. Διατυπώστε το 1'tεώρημα κυριαρχημένης σύγκλιση ς του Lebesgue και υπολογείστε το όριο

Jim {ΟΟ e-x" arctan (nx) dx.
n-:x; Jο

(2 μον.)
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