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ιΦΝOΝιΚtι

Θεrδ\τ: Για μια φυσικÞ παραμετρικÞ καμπýλη r(s), s . |-1, 1]δßνεται το δεýτερο κÜθετο διÜνυσμα

B(s)=Γ1.orl, 1,3.ßηΙ ]«ο,ησΓρÝφη r(s)=3 οΙ Ναβρεθοýνταδιανýσματα N(s),Γ(s).B) Ναβρεθεßη
ι5 5,5,5 5) 25

καμπυλüτητατηòκαμπýληòΚ(s),Γ) Ναβρεθεßηßδιαηκαμπýλητ(s),sεlανεßναιγνωστüüτιτ(0)=(Ι,2,3).

\
οεΜqΖ.ΔßνεταιηομαλÞπαραμετρικÞκαμπýλη r=r(t), rε1 μεταχýτητα u(r)=r'(r) μÝτρουν(τ)=||τ'(r)||και

επιτÜχυνση a(t): r"(r) üπου ι τυχαßαπαρÜμετροò.

Α)ΝααποδειχθεßοτýποòΙτ(r)ν3(ι)=||τ'(τ)χτ'(r)||.Β)Ναδειχθεßüτιητ=τ(t),tεlεßναιευθεßα,ανκατμüνοαν

Κ(ι) = 9

ΘΕΜΑ 3. ΘÝμα 3. 'Εστω η στοιχειþδηò επιφÜνεια S : ,S : r(u,v), (υ,ν) εΩ κλÜσηò 2 και Ýστω η καμπýλη

C : P(s) = r(a(s),y(r)), 
" 

ε -Ι, τηò επιφÜνειαò.

Α) Δþσòε τον ορισμü τηò κÜθετηò καμπυλüτηταò ft,(s) στο τυχαßο σημεßο φ(s)τηò καμπýληò και συνεχßζοιτεαò απü

τον ορισμüδεßξτεüτιÝ,(ò)=t(r'(r))'+2fuΙυ'(s)(υ'(s)+Ν(ν'(s))2,üπου L,Μ,ßγεßναιταθεμελιþδηποσÜ2ηò

τÜξηò τηò επιφÜνειαò στο σημεßο p(s) .

Β) Δεßξτεüτι GG, +FG2-2GF2=-2Γ'rrΗ',üπου E,F,G εßναιταθεμελιþδηποσÜlηòτÜξηò,
ι ^ ι|Ι2

11 =(εG-F') και Γ'r, Ýνα απüτα σýμβολα ChristofellτηòS.

ΘΕΜΑ4.'Εσεω η επιφÜνεια,S : r(r, θ) = (tcosθ, rsin θ,2t), /Σ 0, θe]R..

\ προσδιορßσòε το μοναδιαßο κÜθετο διÜνυσμα στο τυχαßο σημεßο τηò επιÞÜνειαò,

\ηροσδιορßστε το εßδοò των σημεßων τηò επιφÜνειαò,
Γ} Δþστετον ορισμüτηò γεωδαισιακÞò καμπýληò μιαò επιφÜνειαò και εξετÜστε αν οι παραμετρικÝò καμπýλεò τηò S

εßναι γεωδαισιακÝò τηò 5.

Καυπýλεò του R 2 εφαπτüμενο και κÜθετο μοναδΙο διÜνυσμα: υ(/) = ||ßòr1|| Τφ,1 = i(to ) / υ(Þ N(to ) = JT(r) , οr,ου

J(x,xr) = (- χr,χ,) εφατπüμενη ευθεßα: ,R(2) :r(ro) + λß(t), 2 ε R

ΦυσικÞ παρÜμετροò : Καýπυλüτητα: r2(s) : r"(s),N(s) Τýποι Frenet: Γ'(s) = k2(s)N, Ν'(r) = - k2(s)T "

τυχαßαπαρÜμετροò:υ(τ)=ΙΙ"ιrΙΙΙ=(*'(r) * i'Q))"',k2(t)=l(t).Ji(t)lu37τ1, κ2(τ): (r(/)ß(r) - θ(ι)ß(0) Ιυ'òτ1

Τýποι Frenet, 'ß = κ2υΝ, Ν : -κ2υΤ .

Καμπýλειτου jR.3 ΓιαφυσικÞπαρÜμαρο: ΒασικÜμοναδιαßαδιανýσματα: T(s)=r'(s),

B(s): Γ(s)xN(s), τýποιFτεηετ Ζ Τ' : κΝ , Ν':- κΤ + τΒ, Β':- τΝ ,

N(s)=#&'

(ß ß 7,)Τ: _-:---:::;
|| r χ r||'

- τυΝ,



¸στω η ταμ:ýλη
C: τ(ι)

C: φ(ò), s φιισιχÞ :ταlττßlιòτlτιτò ι = ι(s) .

k(s) = φ "(ò) ü ι Üγ υ ò.ιι α κ qιι Ζòι}ß τη ταò

κÝντρο καμπυλýτητòò

9"(s) - pfu Γ."«,, -ffi.,,,,]

c(5) * φ(ò) * -!_ ηlr;
lqs)

¸στιιι
S; riu, ν). (υ, ν'1εΩ

εßναι στοι7_ειþδηò εχιιρÜνεια του PJ.

Οεμýιýδη με7ÝOη δεýτερηò τÜξηò

L{u. ν) -- 11l(u, ν) . Ν(υ, ν)
ful(u, ν) = rι:(u. ν} . Ν(υ, ν)

υ, ν) = τJ.!(ιι. ν} , Ν(υ, ν)

L =-Νι -rι
&ß = *Ν: . ;, -_Ν1 . r-
Ν=α¾.

. _ frl,r2,r11]
Η

;uJ = i',,r:,riι ]
Η

,, _ [rι,rι,r=J
Η

σιßμβολα Chτßsl'οfεΙ|

Γηι(υ. ν) - ri(u, ν) , τlι(ιι ν), 1υ_ ν)εΓΙ

C(υ.νΙΓ (rr.ι.)- f(rr,ι,l l':,ι ( rr.r}
Γ|" ßι-,,) =

Ι ]1(α,ι,,ι =
Ε(υ.ν)Γ (α,ν}- F{υ.τ)Γ, (α.τ.}

(lr.u}

pG) = iΞ.f ακτßνα καΡιτυλÝτηταò

t'(s) = χòr3 ηlr,
n'(s) - -k(s) ηò) + τ(s)b(s)
6.151 = -τ(s) n(Si

εΦσþαειò Freπξt,

r r'r t}-r -( ι).τ "'( t ) Ιτß§)-' - ::;

!τ'lιι:< r-(ιΙ||'

LN-H2
Γειυ δατ σιαι<Ýò Δ ιαφορ τι<Ýò Εξισþ σειò

¸στο η α=ιφÜνεια
S: r(u. ν), (ιτ, ν)εΩ

,ÜÜσηò 2 και_Ýστω η καμ,ßºßλη τηò ε;τιφÜνειαò
º: ÞΚ) - r(u{s), v(s)). s βrαιτ ταßÜμ".ροò.'

Ε κα,ιιιτý),η 7 ε!ναι γεοιδαισrαròÞ αr, κει μüνο αν,7ßα κÜΟε ε (ýιτου s

9υσιχιß ιταρφετροò) οι υ!τ), v(s) ιι«òνο*οιοýν το σιýοτιlμò

""-πτ- 
pl"p*(s)): +zΓΓru{s)v'(s)+, Γ!(ν'(sηΙ = 6

ν' (s) + Γßι (u'(s))2 + Ζ ΓßΖ u'(s)v'(s) + r},1ν'ò9;: = ο

Β καμΖαß}ι1 γ εßναι 7εgιδαισιαιòιß εν
φ υ στ χ ιß π α ρ Üρ ετ ρÝτ) \ Γιý ab γ

και μüνο αν 7ια, ι<ÜOε s7üιτυυ s

1 13u'(s)v'(5)+[-ι3(v'(5))J α Qε υ" (§)+F ν" (s)-FΓτι |(υ'(s))'+2Γιιτυ'(s)ν'(§)+ΓßΞ(ν'(5))- - ζ

F υ" (srictv" (ò}+ΓτΙι(υ'(ò))ß+ΖΓ!!:υ'(s)ν'(3}*Γ::Ξ(ν'(5)):- 0
ι

Η καμιτýλη 1ι εßναι γεωδαισιαι<ιj αν και μüνο αν 7ια κÜθε s ισχιßει

Γßι (u'(s))J *(1 Γß: - Γ Ι ι Χμ'(s))' r''(s) + { Γ.ß-2 Γß. )u'{sNv'(s)}:-

-Γ!3 ιv'lsι.ι'+ υ'(5) ν" (s) - υ- 151ν'ò31 = 9

Η ιτριßταση αυτÞ ιιτ7ιΙει και ýταγ ιò s εßναι τυχεßα πdριßμεπlιοò

J
,ι,
1=

>ο
<ο,1ι

ΞΟ

) αλΘrη,ηqα-ι
) υηÝ?g3q^ι4α
: ιι-ει L*ρ Ü,υ* ο.

Τfαfα-βοΑι!ιο -

r_r LΞ Ν<Ο ι
eÞßο βδο

κ, +κ.*:-, -, Κ: Κι .ΚΖ ΕΝ + GL-2F}ι4
2(Ε6 - F1 )

(FN _ GνDλ? + CλrE *{iL)λ + (Ν(Ε * F.L) - ο.

(FL * ΕrνΙ)μ2 + βG *Εt Γ)μ + (lv{G -ΓτßD - ο.
Φ κýαιεò διευθ(ταò στο στιιιεßο Ρ.

LN _ λ42ΚΞ_
EG*F?

(4.4)

(4.5)


