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ΑΣΚΗΣΗ 1

i. Έστω yi ο αριθμός των προσπαθειών κάθε μαθητή μέχρι να πετύχει τρίποντο. Ο 
αριθμός των προσπαθειών πριν ο μαθητής να πετύχει τρίποντο θα είναι xi = yi - 1,  
i = 1,…,18.  

Είναι � .  

Οι τ.μ. Xi ακολουθούν την γεωμετρική κατανομή, με σ.π.π. , όπου p 

η πιθανότητα επιτυχίας. Επομένως, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι ίση με: 

�  

Τότε 

�  

Το σημείο μηδενισμού της παραγώγου της l(p) είναι 

�  

Για να εξετάσουμε τη φύση του ακρότατου της l(p) εξετάζουμε το πρόσημο της 
δεύτερης παραγώγου 

�  

Η δεύτερη παράγωγος είναι αρνητική, άρα το σημείο είναι μέγιστο και άρα για 
της συγκεκριμένες παρατηρήσεις η τιμή του εκτιμητή ισούται με � .

ii. Ο παρακάτω κώδικας διμηουργεί μια ακολουθία ισαπέχουσων τιμών για το p 
και με τη συνάρτηση geo_likelihood  υπολογίζει την πιθανοφάνεια της 
Γεωμετρικής κατανομής για κάθε τιμή του p εκχωρώντας τις τιμές στο διάνυσμα 
results.
p<-seq(0.001, 0.999, length=10000)
geo_likelihood<-function(data, p)
{

results<-rep(NA, 10000)  
for(i in 1:10000)  
{  

results[i]<-sum(dgeom(data, p[i], log=T))      

xi
i=1

18

∑ = 32

f xi( ) = p 1− p( )xi

L p( ) = p 1− p( )xi = p18
i=1

18

∏ 1− p( ) xii=1

18∑ = p18 1− p( )32

l p( ) = logL p( ) = log p18 1− p( )32⎡⎣ ⎤⎦ = 18 log p + 32 log 1− p( )

∂l p( )
∂p

= 0⇔ 18
p̂
− 32
1− p̂

= 0⇔ 18
p̂
= 32
1− p̂

⇔18 1− p̂( ) = 32 p̂⇔ 50 p̂ = 18⇔ p̂ = 0.36

∂2 l p( )
∂p2

= − 18
p2

− 32
1− p( )2

< 0,∀p∈ 0,1( )

p̂ = 0.36
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}  
return(results)  

}

Στη συνέχεια οι τιμές του xi από το παραπάνω υποερώτημα εκχωρούνται στο 
διάνυσμα x, υπολογίζεται την πιθανοφάνεια και γίνεται το γράφημά της με το p.
x<-c(2,2,3,2,1,0,0,1,2,3,1,1,2,4,2,5,0,1)
results<-geo_likelihood(x, p)
plot(p, results, xlab="p", ylab="Log Likelihood", main="The Likelihood of p", 
type=“l”)

Παρατηρούμε ότι το μέγιστο βρίσκεται κάπου στο 0.35.

Τέλος, υπολογίζεται ποιά από τις 10000 τιμές του p μεγιστοποιεί την 
πιθανοφάνεια.
p[order(results)[10000]]

> p[order(results)[10000]]
[1] 0.3600165

Παρατηρούμε ότι η τιμή του p είναι περίπου η ίδια με αυτή που βρέθηκε 
αναλυτικά.
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ΑΣΚΗΣΗ 2

i.  
data<-read.table("myopsy.txt", na.strings="*")
names(data)<-c("id", "age", "gender", "comphr", "studyhr", "parentmy", "SER")
data1<-na.omit(data)
inc<-sample(1:nrow(data1), 45)
d<-matrix(ncol=7, nrow=45)
for (i in 1:45)
{
for (j in 1:7)
{

d[i,j]<-data1[inc[i],j]  
}
}
d<-as.data.frame(d)
names(d)<-c("id", "age", "gender", "comphr", "studyhr", "parentmy", “SER”)

gender<-factor(d[["gender"]])
levels(gender)<-c("Boy", "Girl")
parentmy<-factor(d[["parentmy"]])
levels(parentmy)<-c("None of the parents", "At least one parent")
 

O παραπάνω κώδικας δημιουργεί ένα πλαίδιο δεδομένων και δίνει ονόματα στην  
κάθε μεταβλητή (στλητη του). Έπειτα, κρατάει μόνο τα δεδομένα τα οποία δεν 
έχουν αγνοούμενες τιμές και από αυτά επιλέγει ένα δείγμα μεγέθους 45 ατόμων 
και δίνει ξανά ονόματα στις μεταβλητές.

ii.
totalhr<-apply(cbind(d[["comphr"]], d[["studyhr"]]), 1, sum)
summary(totalhr)
var(totalhr)
hist(totalhr, ylim=c(0, 40), main="Histogram of the summary of Studying and 
Computer Hours", xlab="Total Hours")
boxplot(totalhr, main="Boxplot of the summary of Studying and Computer 
Hours", xlab="Total Hours”)

> summary(totalhr)
   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max. 
  0.000   1.000   2.000   4.111   5.000  31.000 
> var(totalhr)
[1] 34.82828
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H μέση τιμή των συνολικών ορών στον υπολογιστή και διαβάσματος για κάθε 
παιδί είναι 4.11 ώρες και η τυπική απόκληση αρκετά μεγάλη, ίση με 34.83. Η 
διάμεσος είναι 2, συνεπώς το 50% των παιδιών διαβάζει και κάθεται στον 
υπολογιστή από δύο ώρες και κάτω εβδομαδιαία, ενώ το 75% λιγότερο από 5 
ώρες. Επίσης, η μεγαλύτερη τιμή είναι 31 ώρες, πολύ μεγαλύτερη από τη μέση 
τιμή. Συνεπώς, όπως δείχνει και το θηκόγραμμα, υπάρχουν ακραίες τιμές της 
μεταβλητής.

iii.
qqnorm(totalhr)
qqline(totalhr)
wilcox.exact(totalhr, mu=5, alternative="less", conf.level=0.98)

> wilcox.exact(totalhr, mu=5, alternative="less", conf.level=0.98)

Exact Wilcoxon signed rank test  

data:  totalhr
V = 246, p-value = 0.004493
alternative hypothesis: true mu is less than 5
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Όπως δείχνει και το διάγραμμα, υπάρχει απόκληση των δεδομένων από την 
Κανονική κατανομή. Γι’ αυτό το λόγο, και επειδή στα δεδομένα υπάρχουν πολλές 
“ισοπαλίες” και μηδενικές τιμές χρησιμοποιήθηκε η εντολή wilcox.exact().
Παρατηρούμε ότι p-value = 0.004493 < α = 0.02. Συνεπώς, η αρχική υπόθεση  ότι η 
μέση τιμή είναι 5 ώρες απορρίπτεται, γεγονός που επιβεβαιώνει και η παραπάνω 
περιγραφική ανάλυση, στην οποία η μέση τιμή βρέθηκε 4.11 ώρες.

iv.
summary(totalhr[gender=="Boy"])
summary(totalhr[gender=="Girl"])
boxplot(totalhr ~ gender, xlab="Gender", ylab="Total Hours”)

> summary(totalhr[gender=="Boy"])
   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max. 
      0       1       3       5       5      31 
> summary(totalhr[gender=="Girl"])
   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max. 
  0.000   1.000   1.000   3.261   4.000  22.000 
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Παρατηρούμε ότι οι συνολικές ώρες υπολογιστή και διαβάσματος 
διαφοροποιούνται ανάλογα με το φύλο, με τα αγόρια να εμφανίζουν 
μεγαλύτερες τιμές. Συγκεκριμένα, η μέση τιμή για τα αγόρια είναι 5 ώρες ενώ 
για τα κορίτσια 3.26. Το 50% των αγοριών διαβάζει και κάθεται στον υπολογιστή 
λιγότερο από 3 ώρες ενώ των κοριτσιών λιγότερο από 1. Το 75% των αγοριών 
λιγότερο από 5 ώρες ενώ των κοριτσιών λιγότερο από 4. Τέλος, και στα δύο 
δείγματα, η μεγαλύτερη τιμή απέχει πολύ από τη μέση τιμή.

v.
totalhrBoy<-totalhr[gender=="Boy"]
totalhrGirl<-totalhr[gender=="Girl"]
var.test(totalhrBoy, totalhrGirl, conf.level=0.98)
hist(totalhrBoy)
qqnorm(totalhrBoy)
qqline(totalhrBoy)
hist(totalhrGirl)
qqnorm(totalhrGirl)
qqline(totalhrGirl)
wilcox.exact(totalhrBoy, totalhrGirl, var.equal=T, alternative="two.sided", 
conf.level=0.98)

> var.test(totalhrBoy, totalhrGirl, conf.level=0.98)

F test to compare two variances  

data:  totalhrBoy and totalhrGirl
F = 2.0278, num df = 21, denom df = 22, p-value = 0.1072
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
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98 percent confidence interval:
 0.7228559 5.7528741
sample estimates:
ratio of variances 
          2.027776 
> wilcox.exact(totalhrBoy, totalhrGirl, var.equal=T, alternative="two.sided", 
conf.level=0.98)

Exact Wilcoxon rank sum test  

data:  totalhrBoy and totalhrGirl
W = 310.5, p-value = 0.1886
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0
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Όπως δείχνουν και τα διαγράμματα, υπάρχει απόκληση των δεδομένων από την 
Κανονική κατανομή. Γι’ αυτό το λόγο, και επειδή στα δεδομένα υπάρχουν πολλές 
“ισοπαλίες” και μηδενικές τιμές χρησιμοποιήθηκε η εντολή wilcox.exact(). 
Επίσης, ελέγχθηκε αρχικά αν τα δείγματα που μας ενδιαφέρουν έχουν ίδια 
τυπική απόκληση, γεγονός που επιβεβαιώθηκε, εφ’ όσον βρέθηκε ότι p-
val=0.1072 > α = 0.02. 

Παρατηρούμε ότι p-val=0.1886 > α = 0.02. Συνεπώς, η αρχική υπόθεση  ότι η μέση 
τιμή των ωρών στον υπολογιστή και διαβάσματος δεν διαφοροποιείται ανάλογα 
με το φύλο επιβεβαιώθηκε.

vi.
SERBoy<-d[["SER"]][gender=="Boy"]
SERGirl<-d[["SER"]][gender=="Girl"]
var.test(SERBoy, SERGirl, conf.level=0.90)
hist(SERBoy)
qqnorm(SERBoy)
qqline(SERBoy)
hist(SERGirl)
qqnorm(SERGirl)
qqline(SERGirl)
t.test(SERBoy, SERGirl, var.equal=T, alternative="less", conf.level=0.90)

> var.test(SERBoy, SERGirl, conf.level=0.90)

F test to compare two variances  

data:  SERBoy and SERGirl
F = 1.1049, num df = 21, denom df = 22, p-value = 0.8166
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
90 percent confidence interval:
 0.5366743 2.2907302
sample estimates:
ratio of variances 
          1.104867 
> t.test(SERBoy, SERGirl, var.equal=T, alternative="less", conf.level=0.90)

Welch Two Sample t-test  

data:  SERBoy and SERGirl
t = 0.9847, df = 43, p-value = 0.8349
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
90 percent confidence interval:
      -Inf 0.3352095
sample estimates:
mean of x mean of y 
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0.9486364 0.8042609 

Όπως δείχνουν και τα διαγράμματα, υπάρχει κανονικότητα των δεδομένων.  
Επομένως, χρησιμοποιήθηκε η εντολή t.test(). 
Επίσης, ελέγχθηκε αρχικά αν τα δείγματα που μας ενδιαφέρουν έχουν ίδια 
τυπική απόκληση, γεγονός που επιβεβαιώθηκε, εφ’ όσον βρέθηκε ότι p-
val=0.8166 > α = 0.10.

�10

Histogram of SERBoy

SERBoy

Fr
eq
ue
nc
y

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0
2

4
6

8
10

-2 -1 0 1 2

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

Normal Q-Q Plot

Theoretical Quantiles

S
am

pl
e 

Q
ua

nt
ile

s

Histogram of SERGirl

SERGirl

Fr
eq
ue
nc
y

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0
2

4
6

8
10

-2 -1 0 1 2

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

Normal Q-Q Plot

Theoretical Quantiles

S
am

pl
e 

Q
ua

nt
ile

s



ΣΕΜΦΕ ’14 - ‘15

Παρατηρούμε ότι p-val=0.8349 > α = 0.10. Συνεπώς, η αρχική υπόθεση  ότι η μέση 
τιμή του δείκτη SER δεν διαφοροποιείται ανάλογα με το φύλο επιβεβαιώθηκε.

vii.
q<-c(rep(0, times=45))
for(i in 1:45){

if (d[["SER"]][i]<=0){  
q[i]<-0      

} else {  
if (d[["SER"]][i]<=1){      

q[i]<-1          
} else {      

q[i]<-2          
}      

}  
}
qual<-factor(q)
levels(qual)<-c("low", "good", "very good")

freq_table<-table(qual, parentmy)
prop.table(freq_table, 1)
barplot(freq_table, ylim=c(0,40), main="SER quality", xlab="has myopsy", 
legend=levels(qual), col=c("cadetblue1","deepskyblue","darkblue"))

> prop.table(freq_table, 1)
           parentmy
qual        None of the parents At least one parent
  low                  0.516129            0.483871
  good                 0.500000            0.500000
  very good   
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Παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει μεγάλη διαφοροποίηση της ποιότητας του δείκτη 
SER ανάλογα με τη μυωπία ή όχι των γονέων. Συγκεκριμένα, από τα παιδιά με 
“χαμηλό” δείκτη SER το 51,6% δεν έχει μύωπες γονείς και από αυτά με “καλό” 
δείκτη SER, 50%.

viii.
n<-length(qual[qual=="good"])
prop.test(n, 45, p=0.5, conf.level=0.95, correct=TRUE)
prop.test(n, 45, p=0.5, conf.level=0.95, correct=FALSE)

> prop.test(n, 45, p=0.5, conf.level=0.95, correct=TRUE)

1-sample proportions test with continuity correction  

data:  n out of 45, null probability 0.5
X-squared = 5.6889, df = 1, p-value = 0.01707
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
 0.1862534 0.4680100
sample estimates:
        p 
0.3111111 

> prop.test(n, 45, p=0.5, conf.level=0.95, correct=FALSE)

1-sample proportions test without continuity correction  

data:  n out of 45, null probability 0.5
X-squared = 6.4222, df = 1, p-value = 0.01127
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
 0.1952870 0.4566481
sample estimates:
        p 
0.3111111 

Και στους δύο ελέγχους η αρχική υπόθεση ότι το 50% των παιδιών έχει “καλή” 
όραση απορρίφθηκε, εφ’ όσον βρέθηκε ότι p-value < α. Όμως, στον έλεγχο χωρίς 
διόρθωση το δ.ε. είναι λίγο μικρότερο.

ix.
g<-table(qual, parentmy)
fisher.test(g, conf.level=0.95)

> fisher.test(g, conf.level=0.95)
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Fisher's Exact Test for Count Data  

data:  g
p-value = 1
alternative hypothesis: two.sided

Δεν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ΚΟΘ, συνεπώς χρησιμοποιήθηκε η εντολή 
fisher.test(). 
Παρατηρούμε ότι, p-value = 1 > α = 0.05 επομένως η αρχική υπόθεση ότι η 
ποιότηατ όρασης εξαρτάται από την ύπαρξη ή όχι μύωπα γονέα, επιβαβαιώθηκε.

(συγκεντρωτικά, ο κώδικας της άσκησης 2)
data<-read.table("myopsy.txt", na.strings="*")
names(data)<-c("id", "age", "gender", "comphr", "studyhr", "parentmy", "SER")
data1<-na.omit(data)
inc<-sample(1:nrow(data1), 45)
d<-matrix(ncol=7, nrow=45)
for (i in 1:45)
{

for (j in 1:7)  
{  

d[i,j]<-data1[inc[i],j]      
}  

}
d<-as.data.frame(d)
names(d)<-c("id", "age", "gender", "comphr", "studyhr", "parentmy", "SER")

gender<-factor(d[["gender"]])
levels(gender)<-c("Boy", "Girl")
parentmy<-factor(d[["parentmy"]])
levels(parentmy)<-c("None of the parents", "At least one parent")

totalhr<-apply(cbind(d[["comphr"]], d[["studyhr"]]), 1, sum)
summary(totalhr)
var(totalhr)
hist(totalhr, ylim=c(0, 40), main="Histogram of the summary of Studying and 
Computer Hours", xlab="Total Hours")
boxplot(totalhr, main="Boxplot of the summary of Studying and Computer 
Hours", xlab="Total Hours")

qqnorm(totalhr)
qqline(totalhr)
wilcox.exact(totalhr, mu=5, alternative="less", conf.level=0.98)

summary(totalhr[gender=="Boy"])
summary(totalhr[gender=="Girl"])
boxplot(totalhr ~ gender, xlab="Gender", ylab="Total Hours")
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totalhrBoy<-totalhr[gender=="Boy"]
totalhrGirl<-totalhr[gender=="Girl"]
var.test(totalhrBoy, totalhrGirl, conf.level=0.98)
hist(totalhrBoy)
qqnorm(totalhrBoy)
qqline(totalhrBoy)
hist(totalhrGirl)
qqnorm(totalhrGirl)
qqline(totalhrGirl)
wilcox.exact(totalhrBoy, totalhrGirl, var.equal=T, alternative="two.sided", 
conf.level=0.98)

SERBoy<-d[["SER"]][gender=="Boy"]
SERGirl<-d[["SER"]][gender=="Girl"]
var.test(SERBoy, SERGirl, conf.level=0.90)
hist(SERBoy)
qqnorm(SERBoy)
qqline(SERBoy)
hist(SERGirl)
qqnorm(SERGirl)
qqline(SERGirl)
t.test(SERBoy, SERGirl, var.equal=T, alternative="less", conf.level=0.90)

q<-c(rep(0, times=45))
for(i in 1:45){

if (d[["SER"]][i]<=0){  
q[i]<-0      

} else {  
if (d[["SER"]][i]<=1){      

q[i]<-1          
} else {      

q[i]<-2          
}      

}  
}
qual<-factor(q)
levels(qual)<-c("low", "good", "very good")

freq_table<-table(qual, parentmy)
prop.table(freq_table, 1)
barplot(freq_table, ylim=c(0,40), main="SER quality", xlab="has myopsy", 
legend=levels(qual), col=c("cadetblue1","deepskyblue","darkblue"))

n<-length(qual[qual=="good"])
prop.test(n, 45, p=0.5, conf.level=0.95, correct=TRUE)
prop.test(n, 45, p=0.5, conf.level=0.95, correct=FALSE)

g<-table(qual, parentmy)
fisher.test(g, conf.level=0.95)
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