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Θ1. ΄Εστω A, B φραγμένα υποσύνολα του R με inf A < inf B. Να δείξετε ότι υπάρχει α ∈ A που να είναι
κάτω φράγμα του B. (1,3 μον.)

Λύση. Χρησιμοποιώντας το χαρακτηρισμό για το infimum ενός συνόλου, για ε = inf B − inf A > 0
υπάρχει α ∈ A, τέτοιο ώστε

α < inf A+ ε = inf A+ inf B − inf A = inf B.

Συνεπώς το α είναι κάτω φράγμα του B.

Θ2. (αʹ) Αποδείξτε ότι αν lim
ν→+∞

βν = β και αν = βν+1 − βν , ν ∈ N∗, τότε

∞∑
ν=1

αν = β − β1 .

(1,2 μον.)

(βʹ) Να δείξετε ότι

+∞∑
ν=0

ν + 1

3ν
=

9

4
.

(1,5 μον.)

Λύση.

(αʹ) Πρόκειται για τηλεσκοπική σειρά αφού η ακολουθία των μερικών αθροισμάτων της είναι η

sν = α1 + α2 + · · ·+ αν = (β2 − β1) + (β3 − β2) + · · ·+ (βν+1 − βν) = βν+1 − β1 → β − β1

και συνεπώς
∞∑
ν=1

αν = β − β1 .

(βʹ) Θεωρούμε τη γεωμετρική σειρά:
∑+∞
ν=0 x

ν = 1
1−x , |x| < 1. Επομένως

+∞∑
ν=0

xν+1 =
x

1− x
, |x| < 1 .

Στη συνέχεια παραγωγίζοντας όρο προς όρο έχουμε ότι

+∞∑
ν=0

(ν + 1)xν =
1

(1− x)2
, |x| < 1 .

Για x = 1/3 έχουμε το συμπέρασμα.
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Θ3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R με

f(x) =

{
x3 − 7 αν x άρρητος

1 αν x ρητός .

Να βρεθούν όλα τα σημεία του R στα οποία η f είναι συνεχής. Αιτιολογήστε την απάντησή σας.
(1,5 μον.)

Λύση. Η συνάρτηση f είναι ασυνεχής για x 6= 2. Πράγματι, αν (αn) είναι ακολουθία άρρητων αριθμών
με limn→∞ αn = x, τότε

lim
n→∞

f(αn) = lim
n→∞

(α3
n − 7) = x3 − 7 .

Αν (ρn) είναι ακολουθία ρητών αριθμών με limn→∞ ρn = x, τότε

lim
n→∞

f(ρn) = 1 .

Επομένως limn→∞ f(αn) 6= limn→∞ f(ρn) αν και μόνο αν

x3 − 7 6= 1⇔ x3 − 8 6= 0⇔ x 6= 2 .

Από το θεώρημα(αρχή) μεταφοράς η f δεν είναι συνεχής για x 6= 2.
Θα αποδείξουμε τώρα ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο 2. Επειδή 2 ∈ Q, είναι f(2) = 1. Αν
το x είναι άρρητος

|f(x)− f(2)| = |x3 − 7− 1| = |x3 − 8| = |x− 2|(x2 + 2x+ 4)

και αν το x είναι ρητός |f(x)− f(2)| = |1− 1| = 0. Επομένως |f(x)− f(2)| ≤ |x− 2|(x2 + 2x+ 4), για
κάθε x ∈ R.
΄Εστω ε > 0. Αν |x − 2| < 1 ⇔ 1 < x < 3, τότε |f(x) − f(2)| < 19|x − 2|. Αν επιλέξουμε το
δ := min

{
1, ε19

}
, τότε

για κάθε x ∈ R με |x− 2| < δ ⇒ |f(x)− f(2)| < ε .

΄Αρα η f είναι συνεχής στο σημείο 2.

Θ4. Διατυπώστε το θεώρημα Darboux για παραγώγους.

΄Εστω f : I → R παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα I και έστω x0 εσωτερικό σημείο του I. Δείξτε
ότι το πλευρικό όριο limx→x+

0
f ′(x) δεν μπορεί να ισούται με +∞.

Εφαρμογή. Θεωρούμε τη συνάρτηση g : (−∞, 1)→ R με

g(x) =

{
e1/x/ ln(1/x) αν 0 < x < 1

−1 αν x ≤ 0 .

Υπάρχει συνάρτηση f : (−∞, 1) → R τέτοια ώστε f ′(x) = g(x), για κάθε x < 1; Αιτιολογήστε την
απάντησή σας. (2 μον.)

Λύση. Θεώρημα Darboux για παραγώγους: ΄Εστω f : [a, b] → R παραγωγίσιμη συνάρτηση με f ′(a) 6=
f ′(b). Τότε για κάθε c μεταξύ f ′(a) και f ′(b) υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

f ′(ξ) = c .

΄Εστω f ′(x0+) = limx→x+
0
f ′(x) = +∞. Από τον ορισμό του ορίου από δεξιά της f ′ στο x0, για

M = f ′(x0) + 1 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (x0, x0 + δ) ⊂ I να ισχύει f ′(x) ≥ f ′(x0) + 1.
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Μάλιστα μπορούμε να επιλέξουμε το δ > 0 έτσι ώστε f ′(x0) 6= f ′(x0 + δ)(γιατί;). Τότε από το Θεώρημα
Darboux για κάθε c στο ανοικτό διάστημα J με άκρα τα f ′(x0) και f ′(x0 + δ) υπάρχει ξ ∈ (x0, x0 + δ)
με c = f ′(ξ) ≥ f ′(x0) + 1. Επομένως το διάστημα [f ′(x0) + 1,+∞) θα περιέχει το ανοικτό διάστημα J
και κατά συνέπεια θα περιέχει και τα άκρα του διαστήματος J . Τότε f ′(x0) + 1 ≤ f ′(x0) < +∞, άτοπο.
Καταλήξαμε σε άτοπο επειδή υποθέσαμε ότι f ′(x0+) = +∞. ΄Αρα το f ′(x0+) δεν ισούται με +∞.
Εφαρμογή. Είναι limx→0− g(x) = −1 και

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

e1/x

ln(1/x)
= lim
t→+∞

et

ln t
= lim
t→+∞

tet = +∞ . (κανόνας L’Hôpital)

Επομένως, αν υπάρχει συνάρτηση f : (−∞, 1) → R τέτοια ώστε f ′(x) = g(x), για κάθε x < 1, θα είναι
limx→0− f

′(x) = −1 και limx→0+ f
′(x) = +∞, άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει συνάρτηση f : (−∞, 1)→ R με

f ′(x) = g(x) για κάθε x < 1.

Θ5. ΄Εστω f ∈ C2([−1, 1]), δηλαδή η συνάρτηση f : [−1, 1] → R είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη στο
διάστημα [−1, 1]. Χρησιμοποιώντας τον τύπο Maclaurin για x = 1/n και x = −1/n, n ∈ N∗, δείξτε ότι η
σειρά

∞∑
n=1

[
f

(
1

n

)
+ f

(
− 1

n

)
− 2f(0)

]
συγκλίνει.

Εφαρμογή. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

∞∑
n=1

1

n
sin

(
1

n

)
.

(1,5 μον.)

Λύση. ΄Εστω x ∈ [−1, 1], x 6= 0. Από τον τύπο Maclaurin, για κάποιο ξ μεταξύ 0 και x είναι

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(ξ)

2!
x2 .

Ειδικά για x = ±1/n έχουμε

f
(
1
n

)
= f(0) +

1

n
f ′(0) +

1

2n2
f ′′(αn) (1)

και

f
(
− 1
n

)
= f(0)− 1

n
f ′(0) +

1

2n2
f ′′(βn) , (2)

για κάποια αn, βn με 0 < αn < 1/n και −1/n < βn < 0. Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1), (2) παίρνουμε

f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0) = 1

2n2 [f ′′(αn) + f ′′(βn)] ,

όπου αn, βn ∈ [−1, 1]. ΄Εστω
M := max

x∈[−1,1]
|f ′′(x)| .

Τότε ∣∣f ( 1n)+ f
(
− 1
n

)
− 2f(0)

∣∣ ≤M · 1
n2 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞
n=1(1/n2) συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

∣∣f ( 1n)+ f
(
− 1
n

)
− 2f(0)

∣∣
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θα συγκλίνει. Δηλαδή η σειρά
∞∑
n=1

[
f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0)

]
συγκλίνει απόλυτα και κατά συνέπεια θα συγκλίνει.

Εφαρμογή. Η f(x) := x sinx είναι άπειρες φορές παραγωγίσιμη στο R. Επειδή

f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0) = 1

n sin
(
1
n

)
+ 1

n sin
(
1
n

)
= 2 1

n sin
(
1
n

)
η σειρά

∑∞
n=1

1
n sin

(
1
n

)
συγκλίνει.

Θ6. Να λυθεί η εξίσωση ∫ x

1

1√
−t2 + 2t+ 1

dt =
π

4
, 1−

√
2 < x < 1 +

√
2 .

(1,5 μον.)

Λύση. Είναι ∫ x

1

1√
−t2 + 2t+ 1

dt =

∫ x

1

1√
2− (t− 1)2

dt

=

∫ x−1

0

1√
(
√

2)2 − u2
du (αντικατάσταση u = t− 1)

= arcsin

(
u√
2

)∣∣∣∣u=x−1
u=0

= arcsin

(
x− 1√

2

)
− arcsin 0 = arcsin

(
x− 1√

2

)
.

Επομένως ∫ x

1

1√
−t2 + 2t+ 1

dt =
π

4
⇔ arcsin

(
x− 1√

2

)
=
π

4
⇔ x− 1√

2
= sin

(π
4

)
=

1√
2
.

΄Αρα, x = 2.

Διάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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