
        ΣΧΟΛΗ Ε.Μ.Φ.Ε. - Ε.Μ.Π. - ΤΟΜΕΑΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 
 ΘΕΤΙΚΗ ΕΝΔΙΑΜΕΣΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΗΜΑΤΟΣ 

6ο  ΕΞΑΜΗΝΟ 2012-13 
15 Μαΐου 2013 – 8:45 π.μ. 
Διδάσκων: Σ. Μαλτέζος 

Κλειστά βιβλία και Σημειώσεις 
Γράφετε τα 2 από τα 3 ισοδύναμα θέματα 

Διάρκεια εξέτασης: 1 ¼   ώρες 
 

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΘΕΜΑΤΩΝ 
 
Θέμα 1ο  

Ι) Να δείξετε ότι για ένα αυθαίρετο σήμα ( )f t  ισχύει, [ ]( ) ( ) ( )d f t u t f t
dt

∗ = , όπου  η μοναδιαία 

βηματική συνάρτηση. Η απόδειξη να γίνει τόσο στο πεδίο του χρόνου όσο και στο πεδίο της συχνότητας 

( )u t

ω  (μέσω μετασχηματισμού Fourier). 

Δίνονται: 1( ) ( )
F

u t
j

πδ ω
ω

↔ + , ( ) ( ) (0) ( )f x x f xδ δ=  

 
Λύση 
 
α) Στο πεδίο του χρόνου: 

Έχουμε, 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
w t t
dw d

t

f t u t u t f t u t f t d f t d f w dw f w dw
τ
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τ τ τ τ
= − ⇒+∞ +∞ +∞
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−∞ −∞

∗ = ∗ = ∗ − = − = − =∫ ∫ ∫ ∫  

οπότε, ( ) ( )
t

d f w dw f t
dt

−∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

β) Στο πεδίο της συχνότητας: 
 

[ ] 1 1 1( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (dF f t u t F F j F
j dt j j

ω πδ ω ω πδ ω ω ω πδ ω
ω ω ω

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∗ = + ⇒ + = +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
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( ) ( ) ( ) ( ) 0 (0) ( ) ( )F j F F F Fω ωπ ω δ ω ω π δ ω ω= + = + =  
 
ΙΙ) Να βρείτε μια έκφραση της συνάρτησης δέλτα με σύνθετο όρισμα, ( )sin xδ  και στη συνέχεια να 

υπολογίστε το ολοκλήρωμα, ( )
2

0

cos( ) sinx x dx
π

δ
+

∫ . 

Δίνεται: Η συνάρτηση δέλτα με σύνθετο όρισμα, [ ]( )g xδ , όπου  μια συνάρτηση με διακριτές  
(αριθμήσιμου πλήθους) ρίζες 

( )g x n

ix  και ( ) 0,  1,2,...,ig x i n′ ≠ ∀ = , δίνεται από τη σχέση,  

[ ]
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( )( )
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x xg x
g x

δδ
=

−
=

′∑ . 

 
Λύση 
 

( ) sin ( ) cosg x x g x x′= ⇒ = . Οι ρίζες της  είναι, ( )g x nx nπ= .  

Οπότε, [ ]
( )

( ) ( )sin ( ) ( )
cos( ) 1 n

n n n

x n x nx x n x
n π

δ π δ πδ δ Δ
π

+∞ +∞ +∞

=−∞ =−∞ =−∞

− −
= = = − =

−∑ ∑ ∑ ( )π , όπου xπΔ  η δειγματοληπτική 

συνάρτηση (ή συνάρτηση Shah).  



( ) ( )
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0 0 0

cos( ) sin cos( ) ( ) cos( ) ( ) cos 1
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x x dx x x n dx x x dx
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δ δ π δ π
+∞
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Σημειώνεται ότι τα ολοκληρώματα με όρους που περιλαμβάνουν τις ( )x nδ π−  με  και 0n = 2n =  είναι 
μηδέν διότι οι ( )xδ  και ( 2x )δ π−  δεν βρίσκονται μέσα στην περιοχή που ορίζουν τα όρια 
ολοκλήρωσης. Είναι αυτονόητο ότι για  και τα ολοκληρώματα είναι επίσης μηδέν για τον ίδιο 
λόγο. 

0n < 2n >

 
ΙΙΙ) Να βρείτε την ενέργεια xE  και την ισχύ xP του σήματος, ( ) ( )ktx t e u t−= , όπου θετική σταθερά. Το 
σήμα χαρακτηρίζεται ως «ενεργειακό» ή ως σήμα «ισχύος»;  

k

Δίνεται: 2lim ( )xE x t dt
τ

τ
τ

→∞
−

= ∫  και 21lim ( )
2xP x t

τ

τ
τ

τ→∞
−

= ∫ dt . 

Λύση 
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= . Άρα πεπερασμένης ενέργειας. 
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2τ
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ισχύος. Επομένως το σήμα χαρακτηρίζεται ως «ενεργειακό». 
 
 
Θέμα 2ο   
 
Ι) Ένα πραγματικό σήμα ( )f t  αναπαράγεται μέσω της συνέλιξης αν ισχύει η σχέση 

t tf f kf
a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∗ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

t
c

, όπου τα  και  θα εξαρτώνται από τα  και . Να εφαρμόσετε το 

μετασχηματισμό Fourier και την ιδιότητα της κλιμάκωσης,

k c a b

  1( )
F

f at F
a a

ω⎛ ⎞↔ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 για να βρείτε τη σχέση που 

ισχύει στο πεδίο συχνοτήτων. Αν , να δείξετε ότι, (0) 1F =
ab

k
c

= . 

Λύση 
 

για =0

( ) ( ) ( )
abt t tf f kf a F a b F b k c F c ab k c k

a b c

ω

ω ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∗ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ c

 

 
IΙ) Η κρουστική απόκριση ενός Γραμμικού Χρονικά Αμετάβλητου Συστήματος (ΓΧΑΣ) είναι, 

( ) ( 1) 2 ( 1)h t t tδ δ= + − − . Να βρείτε το σήμα εξόδου  του συστήματος για ένα σήμα εισόδου, ( )y t
2

( ) ( )tx t e u t−= .   
 
Λύση 
 
Έχουμε, ( ) ( )x t X ω↔ , ( )y t ↔  και  ( ) ( )h t H ω↔ . Επίσης ισχύει, 0 0( ) ( ) ( )x t t t x t tδ∗ − = −  

Η έξοδος είναι: [ ]2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) 2 ( 1)ty t h t x t x t h t e u t t tδ δ−= ∗ = ∗ = ∗ + − − =

−

 
( ) ( )2 22 2 1 1( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) ( 1) 2 ( 1)t tt te u t t e u t t e u t e u tδ δ − + − −− −= ∗ + − ∗ − = + −  

 
 



 
Θέμα 3ο   
 
 I) Ένα σήμα τάσης ( )tυ  εφαρμόζεται στους ακροδέκτες ενός ηλεκτρικού κυκλώματος που αποτελείται 
από ένα πηνίο αυτεπαγωγής L  και έναν πυκνωτή χωρητικότητας , συνδεδεμένων παράλληλα και με 
μηδενική αρχική ενέργεια. Να βρείτε τη συνθήκη που πρέπει να ικανοποιούν τα 

C
L  , C  και η συχνότητα 

ω , ώστε το ρεύμα του κυκλώματος  να είναι συνεχές (σταθερό) και ίσο με  (το  θεωρείται 
δεδομένο), το δε σήμα τάσης να είναι της μορφής, 

( )i t 0 ( )tI u 0I
( )0( ) sin ( )t V t u tυ ω= , όπου  η μοναδιαία 

βηματική συνάρτηση. Προσδιορίστε επίσης τη σταθερά . 
( )u t

0V
Υπόδειξη: Χρησιμοποιείστε μετασχηματισμό Laplace. Η σύνθετη αντίσταση του πηνίου είναι και του 

πυκνωτή 1/ . Δίνεται επίσης ότι, 

Ls

Cs ( )1
2 2 sinaL a

s a
− ⎡ ⎤ =⎢ ⎥+⎣ ⎦

t . 

Λύση 
 

Έχουμε, ( ) 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
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s ⎞⎟ . Για να είναι σταθερό το ρεύμα θα 

πρέπει, 
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0
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Μέσω του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace λαμβάνουμε: 
( )
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2

2

1/ sin /
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⎡ ⎤
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Οπότε, ( )0( ) sin / ( )Lt I t LC u t
C

υ =  και η ζητούμενη σχέση είναι, 1/ LCω = . Επίσης, 0 0
LV I
C
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ή 0

0

V L
I C

= . 

 
ΙΙ) Με βάση την ιδιότητα της ολοκλήρωσης στη μεταβλητή (μιγαδική συχνότητα ) του 

μετασχηματισμού Laplace, 

s

0

( ) ( ) ( )st

s

f t f tL e dt F u
t t

−

+∞ +∞

−⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫ ∫ du , να βρείτε το μετασχηματισμό Laplace 

του σήματος, ( )
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t

− −−
= , καθώς και το ( )g ∞  χρησιμοποιώντας το θεώρημα της τελικής τιμής 
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Λύση 
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