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1. ΄Εστω x > 1. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα ∫ x

1

1

t
√
1 + t2

dt

και στη συνέχεια αποδείξτε ότι η λύση της εξίσωσης∫ x

1

1

t
√
1 + t2

dt = ln

(
1 +
√
2

2

)
είναι x = 4/3.

2. ΄Εστω P (cosh t, sinh t), t ∈ R \ {0}, σημείο του δεξιού κλάδου της υπερβολής x2 − y2 = 1 με εξίσωση

y =
√
x2 − 1, x ≥ 1. Να αποδειχθεί ότι το εμβαδόν του χωρίου του επιπέδου που περικλείεται από την

καμπύλη y =
√
x2 − 1, τον άξονα Ox και το ευθ. τμήμα OP ισούται με t/2.

3. Υπολογίστε τα ολοκληρώματα ∫ x

0

cos t dt και

∫ x

0

1

cos t
dt, 0 ≤ x < π/2 .

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ (−π/2, π/2) είναι

sinx ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
≥ 2x2 . (1)

4. Εύκολα αποδεικνύεται ότι

t− t3

3
< arctan t < t , για κάθε t > 0 .

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω ανισότητες να αποδειχθεί ότι

lim
x→0+

∫ 3x

x

arctan t

t2
dt = ln 3 .

Υπόδειξη. Για κάθε x > 0 είναι∫ 3x

x

arctan t

t2
dt− ln 3 =

∫ 3x

x

arctan t− t
t2

dt .

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1]→ [0,∞) είναι συνεχής. Υποθέτουμε ότι υπάρχει a ∈ R, τέτοιο ώστε

f(x) ≤ a
∫ x

0

f(t) dt για κάθε x ∈ [0, 1] .

Να βρεθεί η συνάρτηση f .

6. (αʹ) Χρησιμοποιώντας το ολοκλήρωμα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστημα [0, 1] να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2
.

1



(βʹ) Εύκολα αποδεικνύεται ότι

x− x3

6
< sinx < x , για κάθε x > 0 .

Από τις παραπάνω ανισότητες προκύπτει ότι

n∑
k=1

n

n2 + k2
− 1

6
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(
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n2 + k2

)3

<

n∑
k=1

sin

(
n
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)
<

n∑
k=1

n

n2 + k2
. (2)

Χρησιμοποιώντας τη (2) και το (α΄), να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

sin

(
n

n2 + k2

)
.

7. Δίνεται ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι παραγωγίσιμη με

|f ′(x)| ≤M < +∞ , ∀x ∈ [a, b] .

Αν n ∈ N, θεωρείστε τη διαμέριση a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b του [a, b] με

xk − xk−1 ≤
1

b− a
, k = 1, 2, . . . , n .

΄Εστω ξk ∈ [xk−1, xk), k = 1, 2, . . . , n. Αποδείξτε ότι∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx−
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤ M

2
.

Υπόδειξη. Αποδείξτε πρώτα ότι∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤M
∫ xk

xk−1

|x− ξk| dx ≤
M

2
(xk − xk−1)2 .

8. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα μέσης τιμής για ολοκληρώματα ή με οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να υπολογιστεί

το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx .

9. ΄Εστω τα γενικευμένα ολοκληρώματα

(i)

∫ ∞
0

x

1 + x2 sin2 x
dx , (ii)

∫ ∞
0

dx√
ex + 1

dx .

Εξετάστε αν τα γενικευμένα ολοκληρώματα συγκλίνουν και αν ναι να υπολογιστούν.
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