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1. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό του ορίου συνάρτησης, να αποδειχθεί ότι

lim
x→1

x3 + 2x− 2

x2 + 2
=

1

3
.

Δηλαδή για κάθε ε > 0 να βρεθεί δ = δ(ε) > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ R με 0 < |x− 1| < δ να ισχύει∣∣∣∣x3 + 2x− 2

x2 + 2
− 1

3

∣∣∣∣ < ε .

2. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : (−a, a) \ {0} → (0,∞) είναι τέτοια ώστε

lim
x→a

(
f (x) +

1

f (x)

)
= 2 .

Αποδείξτε ότι το όριο limx→a f (x) υπάρχει και ισούται με 1.

3. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) =

{
x2 − 4 αν x άρρητος

0 αν x ρητός .

Να βρεθούν όλα τα σημεία του R στα οποία η f είναι συνεχής.

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής και τέτοια ώστε

|f(x)− f(y)| ≥ a|x− y| για κάθε x, y ∈ R ,

όπου a > 0. Αποδείξτε ότι η f είναι 1− 1 και επί.

Υπόδειξη. Είναι |f(x)− f(0)| ≥ a|x| για κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι

είτε lim
x→+∞

f(x) = +∞ και lim
x→−∞

f(x) = −∞ ή lim
x→+∞

f(x) = −∞ και lim
x→−∞

f(x) = +∞ .

5. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

f (x) =

{
arctan 1

|x| αν x 6= 0 ,

π
2 αν x = 0 ,

είναι συνεχής στο R. Εξετάστε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο R.

6. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιμη με f(0) = 0. Αν n ∈ N, αποδείξτε ότι

lim
x→0

1

x

(
f (x) + f

(x
2

)
+ · · ·+ f

(x
n

))
=

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
f ′(0) .

7. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση y = f(x) = arcsinx + 2 arccosx είναι γνήσια μονότονη στο διάστημα (−1, 1).
Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , υπολογίστε το όριο

lim
y→π

f−1 (y)

y − π
.
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8. (Ανισότητα Kolmogorov) ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη. Υποθέτουμε

ότι οι συναρτήσεις f και f ′′′ είναι φραγμένες με

sup
x∈R
|f (x)| = M0 και sup

x∈R
|f ′′′ (x)| = M3 .

Χρησιμοποιώντας τον τύπο Taylor αποδείξτε ότι η f ′ είναι φραγμένη με

sup
x∈R
|f ′ (x)| ≤ 1

2
3

√
9M2

0M3 .

9. Αν f (x) = x sinx2, χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα της y = sinx2 σε δυναμοσειρά να υπολογιστεί η

παράγωγος f (15) (0).

∗10. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιμη.

(αʹ) Αν

lim
x→∞

(f(x) + f ′(x)) = 0 ,

τότε το όριο limx→∞ f(x) υπάρχει και ισούται με το μηδέν.

Για την απόδειξη χρησιμοποιείστε τα παρακάτω βήματα:

(i) ΄Εστω ε > 0. Επειδή limx→∞ (f(x) + f ′(x)) = 0,

υπάρχει A > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > A είναι |f(x) + f ′(x)| < ε

2
.

(ii) ΄Εστω x > A. Αν g(x) := exf(x), χρησιμοποιώντας το γενικευμένο θεώρημα μέσης τιμής (θεώρημα

μέσης τιμής του Cauchy) για τις συναρτήσεις y = g(x) και y = ex αποδείξτε ότι

|g(x)− g(A)| < ε

2

∣∣ex − eA∣∣ .
(iii) Να συμπεράνετε ότι για κάθε x > A είναι

|f(x)| < ε

2
+
∣∣f(A)eA−x

∣∣
(iv) Αποδείξτε ότι υπάρχει B > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > B είναι∣∣f(A)eA−x

∣∣ < ε

2
.

Αν ∆ = max {A,B}, τότε για κάθε x > ∆ είναι |f(x)| < ε.

(βʹ) Αν

lim
x→∞

(f(x) + f ′(x)) = 1 ,

τότε limx→∞ f(x) = 1.
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