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Ηµιαγωγοί και Ηµιαγώγιµες ∆οµές (7
ο
  Εξάµηνο) 

Απαντήσεις στην 2
η  

Σειρά ασκήσεων 

 

1. α) Αν υποθέσουµε ότι δύο ηµιαγώγιµα υλικά, όπως τα Si και Ge, έχουν περίπου ίδιες τιµές 

πλεγµατικής σταθεράς και περίπου ίδιες τιµές για την ενεργό µάζα των ηλεκτρονίων, αλλά 

διαφορετικές τιµές σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς, (εr(Si)=12, εr(Ge)=16), για τις 

προσµείξεις τίνος υλικού περιµένετε να ισχύει καλύτερα το απλό µοντέλο ενός 

υδρογονειδούς ατόµου του Bohr. 

β) Eνας στοιχειακός ηµιαγωγός, όπως οι παραπάνω, έχει πυκνότητα ενδογενών ηλεκτρονίων, 

σε θερµοκρασία δωµατίου, ni=10
11

 cm
-3

. Στον ηµιαγωγό αυτόν προσθέτουµε οµοιόµορφα 

κατανεµηµένες προσµείξεις, τύπου «δότες», µε συγκέντρωση, ND=3×10
16

 cm
-3

, και τύπου 

«αποδέκτες», µε συγκέντρωση NΑ=8×10
16

 cm
-3

. Να υπολογισθούν, σε θερµοκρασία 

δωµατίου, οι συγκεντρώσεις ηλεκτρονίων (n) και οπών (p), καθώς και η διαφορά EF-EV, του 

επιπέδου Fermi από την κορυφή της ζώνης σθένους, αν το ενεργειακό χάσµα του υλικού είναι 

0.8 eV, και οι ενεργές µάζες πυκνότητας καταστάσεων είναι mn
*
=m0 και mp

*
=0.5m0. 

 

Απάντηση 
(α) Το µοντέλο του υδρογονοειδούς µοντέλου του Bohr υποθέτει κίνηση σε δυναµικό 

Coulomb, το οποίο είναι θωρακισµένο µε την σχετική διηλεκτρική σταθερά του υλικού, δηλ. 

προϋποθέτει ότι το ηλεκτρόνιο αντιµετωπίζει το υλικό ως ένα συνεχές διηλεκτρικό µέσο. 

Εποµένως ισχύει τόσο καλύτερα όσο πιο αντιπροσωπευτικό µέσο όρο του υλικού 

αντιλαµβάνεται το ηλεκτρόνιο, εποµένως όσο µεγαλύτερη είναι η ακτίνα του Bohr, δηλ. η 

τυπική έκταση της θεµελιώδους κατάστασής του.  

Η ακτίνα του Bohr δίνεται από τη σχέση      
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και αφού οι ενεργές µάζες των δύο υλικών είναι (κατά την εκφώνηση) ίσες, την µεγαλύτερη 

ακτίνα έχει το Ge µε τη µεγαλύτερη σχετική διηλεκτρική σταθερά. 

 (β) Οι ενδογενείς φορείς είναι ni=10
11

 cm
-3

=pi. Όσον αφορά τις εξωγενείς 

προσµείξεις, υποθέτοντας κατάσταση ολικού ιονισµού, από τον συνδυασµό των 

προσµείξεων, ND=3×10
16

 cm
-3

, και NΑ=8×10
16

 cm
-3

, φαίνεται ότι κυριαρχούν οι προσµείξεις 

τύπου αποδέκτες, άρα το υλικό, τελικά, έχει φορείς πλειονότητας τύπου 
16 35 10A Dp 	 	 cm−= − = × . Τα ηλεκτρόνια είναι φορείς µειονότητας και η συγκέντρωσή 

τους προκύπτει από το νόµο δράσης των µαζών 
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Η διαφορά EF-EV, του επιπέδου Fermi από την κορυφή της ζώνης σθένους υπολογίζεται από 

τη σχέση 
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= , υπό την προϋπόθεση ότι θα υπολογιστεί η ενεργός πυκνότητα 

καταστάσεων της ζώνης σθένους V	 , η οποία υπολογίζεται από τον συνδυασµό των 

δεδοµένων 
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Πολλαπλασιάζοντας τις σχέσεις (1) και (2) παίρνουµε 
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2. Θεωρήστε γνωστό ότι η συγκέντρωση ατόµων πυριτίου, σε έναν καθαρό κρύσταλλο 

πυριτίου είναι 5×10
22

 cm
-3

, η πυκνότητα ενδογενών φορέων σε θερµοκρασία δωµατίου 

ni=1.45×10
10

 cm
-3

, ενώ οι κινητικότητες ηλεκτρονίων και οπών είναι µe=1350 cm
2
V

-1
s

-1
 και 

µh=450 cm
2
V

-1
s

-1
, αντίστοιχα. 

α) ∆είξτε ότι, τόσο στην περίπτωση προσµίξεων τύπου n, (µε συγκέντρωση ND), όσο και 

(ανεξάρτητα) στην περίπτωση προσµίξεων τύπου p, (µε συγκέντρωση NA), µπορεί να 

προσδιορισθεί κατάλληλη συγκέντρωση προσµείξεων, (ΝD,κρίσιµη= ; , ή NA,κρίσιµη = ; , 

αντίστοιχα), για την οποία το υλικό παρουσιάζει ελάχιστη αγωγιµότητα. Ποια είναι η τιµή της 

ελάχιστης αγωγιµότητας στις δύο περιπτώσεις; 

β) Να υπολογιστεί η αντίσταση ενός κύβου 1×1×1 cm
3
 πυριτίου σε θερµοκρασία δωµατίου 

όταν είναι: β1) απολύτως καθαρός, β2) όταν έχει προσµίξεις αρσενικού (As: της στήλης V του 

περιοδικού συστήµατος) σε αναλογία ατόµων 1/10
9
, β3) όταν έχει προσµίξεις βορίου (B: της 

στήλης III του περιοδικού συστήµατος) στην ίδια αναλογία ατόµων 1/10
9
, ως προς το πυρίτιο. 

[Σε όλους τους υπολογισµούς να θεωρηθεί ότι έχουµε ολικό ιονισµό προσµείξεων] 

 

Απάντηση 

(α) Υπολογισµός ελάχιστης αγωγιµότητας : ( )n pe n pσ µ µ= +  
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Για το ακρότατο: 
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Όµοια, για προσµείξεις τύπου – p , µε Ap 	≈ , προκύπτει ,
n
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Και στις δύο περιπτώσεις, η ελάχιστη αγωγιµότητα προκύπτει ,min ,min2p i n p nenσ µ µ σ= = . 

 

(β) για τον υπολογισµό της αντίστασης, έχουµε: 
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(β1) στο καθαρό πυρίτιο έχουµε in p n= = , και αντικαθιστώντας τις τιµές της ενδογενούς 

συγκέντρωσης και των ευκινησιών, παίρνουµε: 52.4 10R = × Ω . 

 

(β2) 9 22 3 9 17 3[ ] [ ] 10 5 10 10 [ ] 5 10As Si cm As cm n− − − −= × = × × ⇒ = × =   και 
2

420inp
n

= =  

Αντικαθιστώντας στη σχέση ( )n pe n pσ µ µ= + , παίρνουµε 39.26 10R −= × Ω  

 

(β3) 17 3[ ] 5 10B cm p−= × =   και 
2

420inn
p

= =  

Αντικαθιστώντας στη σχέση ( )n pe n pσ µ µ= + , παίρνουµε 328 10R −= × Ω  

 

 

 

 



3. α) Υποθέστε ότι οι ενεργές µάζες πυκνότητας καταστάσεων ηλεκτρονίων και οπών του 

πυριτίου (Si) και του γερµανίου (Ge) είναι της ίδιας τάξης µεγέθους, τα ενεργειακά τους 

χάσµατα είναι 1.17eV και 0.66eV, αντίστοιχα, και η ενδογενής συγκέντρωση φορέων του 

πυριτίου σε θερµοκρασία δωµατίου είναι ni=1.5x10
10

cm
-3

.  Εξηγείστε γιατί προσµείξεις Sb, 

σε συγκέντρωση 10
12

 cm
-3

, καθιστούν, σε θερµοκρασία 300Κ, ηµιαγωγό τύπου n το πυρίτιο 

αλλά όχι το γερµάνιο. β) Υποθέστε ότι έχετε επαφή p-n πυριτίου µε συγκεντρώσεις ολικά 

ιονισµένων προσµείξεων ΝΑ και ND, αντίστοιχα σε κάθε πλευρά. Εκφράστε την τάση επαφής 

συναρτήσει του ενεργειακού χάσµατος Εg, των συγκεντρώσεων NA και ND,  των ενεργών 

µαζών mn
*
 και mp

*
, των παγκοσµίων σταθερών e (φορτίο ηλεκτρονίου), k(σταθερά του 

Bolzmann) και h (σταθερά του Planck), και της θερµοκρασίας Τ.  

 

Απάντηση 
 

(α) * *( ) ( ), ( ) 1.17 , ( ) 0.66DoS DoS g gm Si m Ge E Si eV E Ge eV= =≃  

Επίσης: 
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Εποµένως: 
10 3 2 3 14 3( ) 1.5 10 10 / ( ) 2.7 10i in Si cm Sb cm n Ge cm− −= × << << = ×  

Άρα, οι προσµείξεις αντιµονίου (Sb) είναι περίπου  100 φορές περισσότερες από τις 

ενδογενείς προσµείξεις του Si, το οποίο καθιστούν εξωγενή ηµιαγωγό τύπου-n, αλλά είναι 

100 φορές λιγότερες από τις ενδογενείς προσµείξεις του Ge, ο ο ποίος, εποµένως, παραµένει 

κατά βάση ενδογενείς σε αυτή τη θερµοκρασία. 

 

(β) 

2

0 02

0

ln , ln

ln ln

g gE E

A D A DkT kT
i C V

i C V

g gA D A D
o

C V C V

	 	 	 	kT kT
V n 	 	 e V e

e n e 	 	

E E	 	 	 	kT kT
V V

e 	 	 kT e e 	 	

−     
= = ⇒ = ⇒          

    
= + ⇒ = +    

     

 

 

Όπου τα ,C V	 	  είναι συναρτήσεις των ενεργών µαζών mn
*
 και mp

*
, των παγκοσµίων 

σταθερών e (φορτίο ηλεκτρονίου), k(σταθερά του Bolzmann) και h (σταθερά του Planck), και 

της θερµοκρασίας Τ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

4. Ο λεγόµενος νόµος δράσης των µαζών, np=ni
2
=NVNCexp(-Eg/kT), ισχύει ανεξάρτητα από 

την προέλευση (ενδογενή ή εξωγενή) των ηλεκτρονίων και των οπών, µε συγκεντρώσεις n 

και p, αντίστοιχα. α) Να υπολογίσετε τις ενδογενείς συγκεντρώσεις ηλεκτρονίων και οπών 

στο οµογενές πυρίτιο, σε θερµοκρασία 600Κ, οπότε το ενεργειακό του χάσµα έχει µειωθεί 

στο 1eV. β) Να υπολογίσετε τις συγκεντρώσεις φορέων, για πυρίτιο µε οµογενείς προσµείξεις 

δοτών και αποδεκτών, σχεδόν ολικά ιονισµένων, (ΝD≈ND
+
, και ΝΑ≈NΑ

-
, αντίστοιχα) όπου 

ΝD-NA=∆n=(5×10
16

 -1×10
16

) cm
-3

. γ) Να υπολογίσετε την τιµή της στάθµης Fermi, σε 

θερµοκρασία 600Κ, ως προς το µέγιστο της ζώνης αγωγιµότητας, για τις περιπτώσεις (α) και 

(β), αντίστοιχα. 

∆ίδονται, για το πυρίτιο σε θερµοκρασία δωµατίου (kT≈26meV): 

Ενεργειακό χάσµα= 1.1 eV, Ενεργές πυκνότητες κβαντικών ενεργειακών καταστάσεων: 

(Ζώνη Σθένους)= 1.×10
19

 cm
-3

, (Ζώνη Αγωγιµότητας)=2.4×10
19

cm
-3

, 

 

Απάντηση 
 

(α) 10 32 1.5 10
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και 19 3(300 ) 2.4 10C	 K cm−= × , 19 3(300 ) 1.0 10V	 K cm−= ×  

Αλλά, 
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Εποµένως, 19 3(600 ) 6.8 10C	 K cm−= ×  και 19 3(600 ) 2.8 10V	 K cm−= ×  

 

Και οι ενδογενείς συγκεντρώσεις υπολογίζονται 
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(γ1) 
19

15
6.8 102 26 ln 523.3

2.9 10C FE E meV meV ×− = × = × 
 

 

 

(γ2) 
19

16
6.8 102 26 ln 386.8

4 10C FE E meV meV ×− = × = × 
 

 

Με την αύξηση των προσµείξεων τύπου «∆ότες», η FE  πλησιάζει, απο χαµηλότερες τιµές, 

την CE  



5. Ηµιαγωγός τύπου IV έχει, σε T=300K,  ενεργειακό χάσµα Εg=1.2 eV, και ενεργές 

πυκνότητες καταστάσεων: 319101 −×= cm	V , 319104 −×= cm	C . Η ενδοχασµατική 

κατάσταση προσµείξεων τύπου αποδέκτη απέχει 37.5 meV από το µέγιστο της ζώνης 

σθένους, και η συγκέντρωση προσµείξεων-αποδεκτών είναι 316102 −×= cm	A . (α) ∆είξτε ότι 

σε χαµηλές θερµοκρασίες, όπου FA EEkT −<< , η συγκέντρωση φορέων τύπου p  δίνεται, 

µε καλή προσέγγιση, από τη σχέση 






 −
−=

kT

EE		
p VAAV

2
exp

2
. (β) Συνδυάζοντας το 

προσεγγιστικό αποτέλεσµα του ερωτήµατος (α) µε την γενική µορφή της πυκνότητας φορέων 

τύπου p , εκφράστε, για το παραπάνω σύστηµα, την τιµή του επιπέδου Fermi, σε χαµηλές 

θερµοκρασίες, συναρτήσει των AAVV E	E	T ,,,, . (γ) Προσδιορίστε, για το ίδιο σύστηµα, 

την οριακή τιµή του επιπέδου Fermi, όταν η θερµοκρασία τείνει στους 0
ο
Κ. (δ) ∆είξτε ότι, 

απουσία προσµείξεων, η οριακή τιµή του επιπέδου Fermi, σε χαµηλές θερµοκρασίες, τείνει 

στο µέσον του ενεργειακού χάσµατος. (ε) Σχολιάστε τα αποτελέσµατα των ερωτηµάτων (γ) 

και (δ). 

 

Απάντηση 

 

(α) Σε χαµηλές θερµοκρασίες, FA EEkT −<< , κατά µείζονα λόγο, 

VCFA EEEEkT −<<−<< , οπότε, επικρατεί η διέγερση οπών από τη στάθµη των αποδεκτών 

µάλλον παρά από τη ζώνη αγωγιµότητας, (δηλ., ισοδύναµα, επικρατεί η διέγερση 

ηλεκτρονίων από τη ζώνη σθένους προς τη στάθµη αποδεκτών µάλλον παρά προς την ζώνη 

αγωγιµότητας). Εποµένως, η συγκέντρωση οπών προσδιορίζεται από τους ιονισµένους 

αποδέκτες (εξωγενώς), παρά από τις ενδογενείς διεγέρσεις. 
−≈ A	p   (1) 

[ Το προηγούµενο επιχείρηµα µπορεί να διατυπωθεί και ποσοτικά, υπολογίζοντας τις 

ενδογενείς προσµείξεις σε θερµοκρασία δωµατίου (300Κ) αλλά και σε χαµηλές θερµοκρασίες 

, π.χ. 

3850

1200

3192 106.7)300(102)300( −−−−
×=⇒×== cmnecme		n i

kT

E

VCi

g

 

ενώ, σε χαµηλές θερµοκρασίες (4Κ), 
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εποµένως,   0)4(102105.1)4( 333.02

1200

3193 ≈⇒×××= ×
−−− KnecmKn ii . 

∆ηλαδή, οι ενδογενείς συγκεντρώσεις σε 300Κ και (πολύ περισσότερο), σε 4Κ είναι πολλές 

τάξεις µεγέθους χαµηλότερες από την συγκέντρωση αποδεκτών 316102 −×= cm	A . ] 

 

Όσον αφορά, τώρα, τους ιονισµένους αποδέκτες, έχουµε,   
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και µε βάση την προσέγγιση 1exp21 >>
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Επειδή αναζητούµε έκφραση του p  ανεξάρτητη του FE , απαλείφουµε την FE  από τις (2) 

και (3) πολλαπλασιάζοντάς τις και λαµβάνοντας υπόψη την (1), οπότε 
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(β) Για τον υπολογισµό της στάθµης Fermi, απαλείφουµε την συγκέντρωση p , ανάµεσα στο 

αποτέλεσµα του προηγουµένου ερωτήµατος   kT
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οπότε, λογαριθµίζοντας, παίρνουµε 
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(γ) Όταν 
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(δ) Απουσία προσµείξεων, ισχύει  kT
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(ε)  Στο όριο των χαµηλών θερµοκρασιών, η στάθµη Fermi τείνει στο µέσο όρο των 

ενεργειακών σταθµών µεταξύ των οποίων γίνονται, κατά κύριο λόγο, οι διεγέρσεις – 

αποδιεγέρσεις, που φέρνουν το σύστηµα σε κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας. 

 



6. Επαφή p-n µε διατοµή 0.1 mm
2
, κατασκευάζεται από ηµιαγώγιµο υλικό µε σχετική 

διηλεκτρική σταθερά εr=10, ενεργειακό χάσµα Εg=1.17eV, ενδογενή συγκέντρωση φορέων 

ni=2.2x10
9
cm

-3
, σε θερµοκρασία δωµατίου, ευκινησίες φορέων µp=500 cm

2
/Vs, µn=1500 

cm
2
/Vs, ίδιο µέσο ελεύθερο χρόνο µεταξύ κρούσεων, (της τάξης του 10

-12
 s), καθώς και ίδιο 

χρόνο ζωής, τp=τn=2.5 µs, (από την διέγερση-δηµιουργία, µέχρι της επανασύνδεση) των 

φορέων µειονότητας. Θεωρείστε ότι το πηλίκο των ενεργών µαζών αγωγιµότητας είναι όσο 

και το πηλίκο των ενεργών µαζών πυκνότητας καταστάσεων. Η επαφή κατασκευάζεται 

νοθεύοντας τις περιοχές n και  p, µε προσµίξεις συγκεντρώσεων ΝD=5x10
15

 cm
-3

, 

NA=1.5x10
16

cm
-3

 αντίστοιχα, οι οποίες θεωρούνται ολικά ιονισµένες. (α) Να υπολογιστεί η 

ενεργός πυκνότητα καταστάσεων για τις ζώνες σθένους (NV) και αγωγιµότητας (ΝC). (β) Να 

σχεδιαστεί το ενεργειακό διάγραµµα της επαφής, σε κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας, 

(υπολογισµός και αναγραφή τών Εi(p)-EF, EF-Ei(n), δυναµικό επαφής). (γ) Να υπολογιστεί το 

εύρος της περιοχής απογύµνωσης (άντλησης), σε κατάσταση θερµοδυναµικής ισορροπίας.  

 

Απάντηση 

 

(α) Προσδιορίζουµε τις VC 		 , , υπολογίζοντας το γινόµενό τους και το πηλίκο τους: 
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 (2) 

Από τις (1) και (2) παίρνουµε :  19 31.39 10C	 cm−= ×  και

 19 37.33 10V	 cm−= ×  

 

(β) 
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Εi(p)-EF=386.8 meV, EF-Ei(n)=366.1 meV 

 

(γ) Πλάτος της περιοχής απογύµνωσης 
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Vo=759.3 meV

EF198.3 meV

218.8 meV

(n) (p)

564.4 meV

605.6 meV

Ei(n)

Ei(p)

1.17 eV

386.8 meV

366.1 meV

 



7. Hµιαγώγιµο υλικό της οικογένειας IV, µε ενεργειακό χάσµα Εg=1.2eV, σχετική 

διηλεκτρική σταθερά εr=11, και ενδογενή συγκέντρωση φορέων ni=5×10
10

cm
-3

, φέρει 

οµοιόµορφη συγκέντρωση πρόσµειξης Αλουµινίου  ίση προς 5×10
17

 (άτοµα Al)/cm
3
, σε όλο 

του τον όγκο. Στην µία επιφάνεια του ανωτέρω υλικού εµφυτεύουµε, επιπλέον, Αρσενικό, µε 

οµοιόµορφη συγκέντρωση ίση προς 5.5×10
17

 (άτοµα As)/cm
3
, σε µία περιοχή µέχρι βάθος 

0.5µm. (α)Να εξηγήσετε ότι το τελικό αποτέλεσµα είναι µία επαφή p-n,  και να υπολογίσετε 

το εσωτερικό δυναµικό της επαφής. (β) Να υπολογίσετε το συνολικό πλάτος της περιοχής 

απογύµνωσης καθώς και τα επί µέρους πλάτη των περιοχών απογύµνωσης εκατέρωθεν της 

επαφής. (γ) Να σχεδιάσετε ένα ενεργειακό διάγραµµα, υπό κλίµακα,  του πρώτου 1 µm του 

συστήµατος, από την πλευρά του υλικού που βρίσκεται η επαφή p-n, στο οποίο να φαίνονται 

όλα τα µεγέθη των ερωτηµάτων (α) και (β). Τ=300Κ. 

 

Απάντηση 

 

(α) Στα πρώτα 0.5 µm, ( mx µ5.0≤ ) συµβαίνει αντιστάθµιση των προσµείξεων (Αποδέκτες 

και ∆ότες), οπότε (σε συνδυασµό µε την παραδοχή του ολικού ιονισµού), έχουµε τελικά 

περιοχή τύπου n , µε συγκέντρωση φορέων πλειονότητας  

    316105 −×=−= cm		n ADn  

Στο υπόλοιπο υλικό, (σε βάθος mx µ5.0> ), οι φορείς προσδιορίζονται από τις προσµείξεις 

αλουµινίου (Αποδέκτες), οπότε (σε συνδυασµό µε την παραδοχή του ολικού ιονισµού), 

έχουµε τελικά περιοχή τύπου p , µε συγκέντρωση φορέων πλειονότητας  

 317105 −×== cm	p Ap . 

 

Το δυναµικό επαφής υπολογίζεται από τη σχέση 
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(β) Τα επί µέρους πλάτη των περιοχών απογύµνωσης εκατέρωθεν της επαφής υπολογίζονται 

από τη σχέση 
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Όµοια, mxn µ138.0
0
= , και το συνολικό πλάτος απογύµνωσης mxxw np µ15.0

00
=+=  

 

(γ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vo=748.3 meV

(n)

(p)

1.200 eV

w

xn0

xp0

0.5 µm

1 µm

 


