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Να απαντήσετε σε ερωτήµατα µε άθροισµα µονάδων 10  
 
 
ΘΕΜΑ 1ο  
Να αποδείξετε ότι το ελάχιστο πολυώνυµο ενός n n×  πίνακα Α  είναι µοναδικό. 

Μονάδες 1,5 
Λύση. Θεωρία. 

 
ΘΕΜΑ 2ο  
Αν ο n  πίνακας  είναι αντιερµιτιανός (n× Α *Α = −Α ), να αποδείξετε ότι: 

(i) Οι ιδιοτιµές του Α είναι της µορφής ,iλ α α= ∈ .                   Μονάδες 1 
(ii) Ο πίνακας  είναι αντιστρέψιµος και Ι + Α ( )det 1Ι + Α ≥ . 

Να εξετάσετε πότε ισχύει η ισότητα.                                           Μονάδες 1 
Λύση. (i)  Έστω λ ιδιοτιµή του Α µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα , δηλαδή x λΑ =x x . 
Τότε έχουµε: 
          , ,λ λΑ = =x x x x x x,                                                     (1) 

          *, , , , ,λ λΑ = Α = −Α = − = −x x x x x x x x x x              (2) 

Από τις (1) και (2), επειδή , έπεται ότι: ≠x 0 0 ,iλ λ λ α α+ = ⇔ = ∈ . 
(ii) Οι ιδιοτιµές του πίνακα Ι +  είναι: Α 1 , , 1, 2,...,k k ki k nλ α α= + ∈ = . 
Επιπλέον ισχύει: ( ) 1 2det nλ λ λΙ + Α = ⋅⋅⋅ , οπότε  

( ) 1 2det nλ λ λΙ + Α = ⋅⋅⋅ ⇔  

( ) ( )( ) ( )1 2det 1 1 1 ni i iα α αΙ + Α = + + ⋅⋅⋅ + ⇔  

             ( ) ( )( ) ( )2 2 2
1 2det 1 1 1 1,nα α αΙ + Α = + + ⋅⋅⋅ + ≥  

αφού 21 kα+ ≥1, για κάθε . k∈

Επιπλέον  για κάθε ( )det 0 0,kαΙ + Α = ⇔ = 1, 2,...,k n= ⇔ Α =Ο . 
 
ΘΕΜΑ 3ο  
∆ίνεται ο συµµετρικός πίνακας  Η . Να αποδείξετε ότι: 

(i) Ο πίνακας  είναι ορθοµοναδιαίος.                                Μονάδες  1 U ie Η=
(ii) Αν λ είναι ιδιοτιµή του Η , τότε ieλ  είναι ιδιοτιµή του .   Μονάδες 0,5 U

Λύση. (i) 
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    Άρα ο  είναι Ορθοµοναδιαίος. U



(ii) Έστω λΗ =x x . Τότε 
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Επίσης το ερώτηµα αυτό µπορεί να προκύψει µέσω της ισότητας 
          , όπου Ρ ορθογώνιος πίνακας,  ( 1 2U , ,..., nii iie diag e e e λλ λΗ= = Ρ Ρ

οπότε ο  είναι όµοιος µε τον διαγώνιο πίνακα U ( )1 2, ,..., nii idiag e e e λλ λ  που έχει 

ιδιοτιµές , τις οποίες έχει και ο . , 1, 2,...,kie k nλ = U
 
ΘΕΜΑ 4ο  

Έστω ο  πίνακας n n× TΑ = +x Ty yx , όπου είναι κάθετα και, n∈x y
2
n

= =x y . 

Επιπλέον, σηµειώστε  ότι ο βαθµός του πίνακα Α είναι 2. 

(i)   Να αποδείξετε ότι: 
2
n⎛ ⎞Α = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
x y  και 

2
n⎛ ⎞Α = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
y x .                               Μονάδες 0,5 

(ii) Να βρείτε τις ιδιοτιµές του πίνακα Α και να εξετάσετε αν αυτός διαγωνοποιείται. 
                                   Μονάδες 2 

Λύση. (i) 
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αφού 2 20, 0, , .
2 2

T T T Tn n
= = = = = =y x x y x x x y y y  

(ii) Από τις παραπάνω σχέσεις µε πρόσθεση και αφαίρεση κατά µέλη προκύπτουν: 

( ) ( ) ( ) ( ),
2 2
n n⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α + = + Α − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x y x y x y x y , 

οπότε οι αριθµοί 
2
n  και 

2
n

−  είναι ιδιοτιµές του πίνακα Α  µε αντίστοιχα 

ιδιοδιανύσµατα x + y,x - y . 
    Επιπλέον, ( ) 2,ρ Α =  οπότε το 0 είναι ιδιοτιµή του Α µε αλγεβρική πολλαπλότητα  

 και γεωµετρική πολλαπλότητα 2n− ( ) ( )0 nγ ρ 2n= − Α = − . Άρα ο πίνακας Α έχει 
συνολικά n  γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, οπότε διαγωνοποιείται. 
 
ΘΕΜΑ 5ο  

∆ίνεται ο πίνακας . 
1 1 0
4 1 0
8 4 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥Α = ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

Να προσδιορίσετε αντιστρέψιµο πίνακα Ρ  µε την ιδιότητα 1 D−Ρ ΑΡ = , όπου δια-
γώνιος πίνακας. Ποιος ακριβώς είναι ο πίνακας ;                                     Μονάδες 2 

D
D

Λύση.  
( ) ( ) ( )20 3 1 0χ λ λ λ λ λΑ = Ι − Α = ⇔ − + = ⇔ = 3(διπλή) ή 1.λ =  



Στην ιδιοτιµή 3λ =  αντιστοιχούν τα ιδιοδιανύσµατα ( )1 1, 2,0=x  και , 

ενώ στην ιδιοτιµή 
( )2 0,0,1=x

1λ = −  αντιστοιχεί το ( )3 1, 2,4= −x . Άρα είναι  

1 0 1
2 0 2
0 1 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥Ρ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  και ( )D 3,3,diag 1= − . 

 
ΘΕΜΑ 6ο  
(i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  3, : →  µε τύπο 

                                       1 1 2 2 3 3, 2 3x y x y x y= + +x y , 

   όπου  ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο επί του . ( ) ( ) 3
1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x y y y= =x y ∈ 3

Μονάδες 1,5 
(ii) Να βρείτε µία ορθοκανονική βάση του υπόχωρου ( )U 1,1, 1

⊥
= −⎡ ⎤⎣ ⎦  του , ως   3

      προς το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο του . 3

Μονάδες 2 
Λύση. (i)  

• Αν ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,x x x w w w y y y= = =x w y  και  ,λ µ ∈ , τότε έχουµε 
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    Οµοίως λαµβάνουµε : ,λ µ λ µ+ = +x y w x,y x,w . 

• 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3, 2 3 2 3y x y x y x x y x y x y= + + = + + =y x x,y . 

• 2 2 2
1 2 32 3x x x= + + ≥x,x 0  και 
2 2 2
1 2 3 1 2 32 3 0 0x x x x x x= + + = ⇔ = = = ⇔ =x,x x 0.  

(ii)  Έχουµε  

             
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , U 2 3 0 , , 2 3 , ,

, , 2,1,0 3,0,1 , , .

x y z x y z x y z

x y z

κ λ κ λ

κ λ κ λ

∈ ⇔ + − = ⇔ = − +

⇔ = − + ∈
 

Άρα τα διανύσµατα  ( ) ( )1 22,1,0 , 3,0,1= − =x x  αποτελούν βάση του . U
Επιπλέον µε τη µέθοδο Gram-Schmidt έχουµε: 

1 6,=x  οπότε ( )1
1 2,1,0
6

= −x . 

Επίσης ( )2 2 2 1 1, ... 1,1,1′ = − = =x x x x x  και 2 6′ =x , οπότε  

( )2
1 1,1,1
6

=x . 

 
 
 
 
 
 



                                                                                                            
 
 
 


