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Φυλλάδιο - Φυσικοί Αριθµοί, Σχέσεις Ισοδυναµίας

΄Ασκηση 1. Να αποδείξετε ότι η αρχή της µαθηµατικής επαγωγής και η αρχή της καλής διάταξης
είναι ισοδύναµες. (Υπόδειξη : Στο µάθηµα αποδείχθηκε ότι η αρχή της επαγωγής συνεπάγεται την αρχή της

καλής διάταξης. Αποµένει η αντίστροφη συνεπαγωγή.)

΄Ασκηση 2. (Ευκλείδεια ∆ιαίρεση). ΄Εστω a, b ∈ Z µε a > 0. Να δειχθεί ότι υπάρχουν µοναδικοί
q, r ∈ Z τέτοιοι ώστε

b = aq + r και 0 ≤ r < a.

(Υπόδειξη : Θεωρείστε το σύνολο M = {b− qa : q ∈ Z} ∩N και δείξτε ότι είναι µη κενό και άρα έχει ελάχιστο

στοιχείο r. Εν συνεχεία δείξτε ότι r < a.)

΄Ασκηση 3. ΄Εστω m ∈ N. Εφοδιάζουµε το Z µε τη σχέση ‘‘ ∼m’’ που ορίζεται ως εξής : Για κάθε
a, b ∈ Z,

a ∼m b ⇐⇒ m | a− b.

Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) a ∼m b αν και µόνο αν οι a και b αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν µε το m.

(ii) Για κάθε a ∈ Z, υπάρχει µοναδικό r ∈ Z τέτοιο ώστε a ∼m r και 0 ≤ r < m.

΄Ασκηση 4. Για καθένα από τα παρακάτω Ϲεύγη (X,∼) να δειχθεί ότι η ‘‘∼’’ αποτελεί σχέση
ισοδυναµίας και να προσδιοριστεί ο χώρος πηλίκο X/ ∼.

(i) X τυχαίο σύνολο και ‘‘∼’’ µε x ∼ y αν και µόνο αν x = y.

(ii) X = R και ‘‘∼’’ µε x ∼ y αν και µόνο αν x− y ∈ Z.

(iii) X = R2 και ‘‘∼’’ µε x ∼ y αν και µόνο αν τα σηµεία x, y ισαπέχουν από την αρχή των αξόνων.

(iv) X = Z µε τη σχέση ‘‘∼m’’ που ορίστηκε στην ΄Ασκηση 3.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω X σύνολο και (Ui)i∈I µια διαµέρισή του, δηλαδή µια οικογένεια ξένων ανά δύο
υποσυνόλων του X µε την ιδιότητα ότι X = ∪i∈IUi. Να αποδείξετε ότι υπάρχει σχέση ισοδυναµίας
στον X, οι κλάσεις ισοδυναµίας της οποίας να είναι ακριβώς τα σύνολα Ui.


