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1. ������ �� ��� �������� 
�������� �	
	���
 ��	 ����� 	������ ������ 0l , �
�
 ����	 ��������
	� 
�	�	������� l∆  �� 	��
�����	 
� 
����� ����� 	�
�� 
	 ����
	� �� l . 
 

 
 

�� ��
����
� ��
	� 
	 ����
���������� � �	�	������� 
�� ������ �	� �
� �� ��
�� 
��	������� ��
	���
�� ��
	� 
� 	����� �	� 
� 
����� ����� 
�� ������, �������
 
�������
���� 	�� ��	 �
	��	�
����.  	
	���
 �������� 
�
 ����
�� 
�� ������ �� 
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l
l

λ ≡  

!
�
 	�	�	�����
� �	
��
	�� � ����
�� ����
	� �� 
� ��
��	, �
�
 �����
��� 
�������
��� ��
	� ��"	��
��� 	�
�� �	� �
�
 �����
��� �����
��� �����
��� 
�� 
��
��	�.  
 
#� ���� 
	 �	�	��
� � 
���� ������ 
	 ����
�� �� 
��� �	�	��
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�������� 
������: 
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• ����� 
��� Euler:  
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$�
	� ���	
�� � 	
	��"�	 ��
	%� 
����� �	
� Lagrange �	� ���	
���� 
����� �	��� 
�	� ��
	%� 
����� �	
� Euler �	� ������� 
�����. 
 
2. ���������� ����� 
�� ����� ����� �� ����� ���������� 
 
�������� 
�
 	����� �	� 
�
 �	�	�������
� �	
��
	�� �
�� �
����� ���	
�� �	� 
�����

��
��	�
� �
�
 ���� �	� ��
	
����� �
�� ������ ������� 
��. $�
 { }1 2 3, ,e e e  
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��
	� ��	 ���� 
�� �	�
���	
�� �����, 
�
� �
�
 	����� �	
��
	�� �
	 ������
� 
����� ������ �	 ������
	� �
� ���� 0P  �� ��

�
	"��
�� 
 1 1 2 2 3 3X X X= + +X e e e  

� 	����� ( )0 1 2 3, ,P X X X= . 
!
�
 �	�	�������
� �	
��
	�� 
� ���� ����� ������ �	 ������
	� ����
 �
� ���� P  
�� ��

�
	"��
�� 
 1 1 2 2 3 3x x x= + +x e e e  

� 	����� ( )1 2 3, ,P x x x= . 

 
�� ������ ��� �%�
	�� �����
�� �	�	�
�����
	� �
�
 �	�	�������
� �	
��
	�� 	�� 

�� ������ ��

�
	"��
�� ( )1 2 3, ,X X X  �	� 
�� ������� ��

�
	"��
�� ( )1 2 3, ,x x x . 
 
&� �%�
������ 
��	 
�
 ��
	
����� 
�� ������ �������, � ����	 ����"����
	� 	�� 
� 
���
���	 u , 
� ����� ��
���� 
	 �����	 0P  �	� P . ' ��
	
����� �	 ��
�
	� �����
�� 
	�� 
� ����� 
 = −u x X  
� 	����� 
 k k ku x X= −  
 
!������"�� 
#�
� 
�
 �	�	������� ���	
�� �� ������� ��

�
	"��
�� 
�� ��
�

	� �� ��
��
��� 

�
 	�����
 �� �%��: 

 
1 1

2 2 3

3 2 3

x X

x X AX

x AX X

=
= +
= +

 

���� 
� A  ��
	� �
	����. (	 �����"��
��
 
	 ��	
���	
	 ��
	
������ �� ������ �	� 
������� ��

�
	"��
��. $����� 
	 ����������
�� � ���� ��
� 
�
 �	�	������� 
�
 
�����
 ������
 
	 ����	 	����� ��
��
��
 
�
 ������� �����
��	 1 0X = , 

( )2 2 2
2 3 1/ 1X X A+ = − , ��
 1/ 2A = . 

 
#��� 
$�
	� "
��
� �
� 
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 = −u x X  
�����
�� 

 
1 1 1

2 2 2 3

3 3 3 2

0u x X

u x X AX

u x X AX

= − =
= − =
= − =

 

�� ������ ��

�
	"��
��. )� ������� ��

�
	"��
�� �� ��
��
��� 
�
 �����
 
�������

	� �� 
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� � � �	 

� � � �� 
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� � � �� 
� �� � � �
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����

	�  

 

2
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0 1
1
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A

AX x

	 
−� � � �
� 
� � � �= −� � � �� 
−� � � �� 
−� � � �� �

 

&

��	���
�

	� �
�
 ����� ��� �������� 
�
 ��
	
�����, �	���
���� 
�
 ��
	
����� 
�� ��
��
��� 
�
 �����
 ��

�
	"��
�
: 

 ( )

( )
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2 2 2 3 2 32
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0

1

1

u x X

A
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A
A
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A

= − =

= − = = − +
−

= − = = −
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*�	 
�
 ������� �����
��	 	

��	���
�

	� 	������	� 
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−
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0
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=

+ − + + = −
 

��
�

	� 1/ 2A =  ������
�� 
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3. !���"��$�� 
��� Euler 
�� 
��� Lagrange 
 
 	
� 
� �������	 
�� �	�	�������� � ��
��� 
�
 ���	
����
 
�� ������ ����� 
������ 
	 ����"�	��� ��
� �� ������ ��
� �� ������� ��

�
	"��
��, ���"�

	� �
�� �� 
��� ��	����
���� ����"�	���. 
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!���"��$� 
��� Lagrange: �������� 
�
 �	����	 ���� 
�� ���	
����� �� 
��
��
��� 
�� 	������ 
�� ����� 
� ���
��� �
�"�� 0t = : 

( ), t=x x X  
� 
 ( )1 2 3, , ,i ix x X X X t=  
' ����"�	�� �	
� Lagrange ��
	� "
��
� �	� �� ����� ����"�	��. 
 
!���"��$� 
��� Euler: �������� 
�
 	����� ���� 
�� ���	
����� �� ��
��
��� 
�� 
����� 
�� �	
� 
�
 �	����	 ���
��� �
�"��: 
 ( ), t=X X x  
� 
 ( )1 2 3, , ,i iX X x x x t=  
+��� �� 	
�%��
�
�� ��
	���
�� ��
	� �� ��

�
	"��
�� 
�� ���	
����� �
�
 �	����	 
���� 
��. ' ����"�	�� �	
� Euler ��
	� "
��
� �	� �� ������ ����"�	��. 
 
!
�
 ����� ����"�	�� � ������� ��
����
	� �� ������
� ����
�
	 ���	� 
�
 ����	 
�	�	�������� � �	�	
���
�� �
�
 ��
��� 
��, �
� �
�
 ������ ����"�	�� � ������� 
��
����
	� �� ������
� ������� 
�� �����. 
 
,�������
�� �� ��� ����"�	��� 
	 	��
����
 ��	 �
	 ���� �
	 	�����
��� �	 ������ � 
�������	 
�� -	����	
�� 
	 ��
	� ������� 
�� ����
��, ���	�� �	 ������ 

 0i

j

x
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X
∂= ≠
∂

 

 
 
 
!������"��: !���"��$�� 
��� Euler 
�� 
��� Lagrange 
' ����"�	�� ��	� �	�	�������� �	
� Lagrange ��
�
	� 	�� 
�� ������� 

 

( )
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2
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−

= + −

= + −

=

 

(	 ������� �
� � I	����	
� ��
 ����
���
	� �	� 
	 ����� � ����"�	�� �	
� Euler. 
 
#��� 
' -	����	
� ��
	� 

 

( )
( )
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e e e

e

−

−
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����
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�
 ��
	�	 
�� ��
	����	
����� ������
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( )
( )

( )
( )

1
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e e
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− −
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 � 

� 
 � 
− = −
� 
 � 

� 
 � 

� � � �

 

�����
�� 
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( )
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2 2 3

2
3 3

1

1

X x X e

X x x e

X e x

−

−

−

= + −

= + −
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4. %������� ����� 
' �	����	 
�� ����� 	��
���� ��
�� 
�� �	�	�������� 
�� ���	
��. ' �	�	"�"��� 

�
 
�����
 ��

�
	"��
�
 �� ���� 
�� 	������ ��
�� 
�
 ����� ����� 
�� ����� 

 

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

i

j

x x x
X X X

x x x x
X X X X

x x x
X X X

	 
∂ ∂ ∂
� 
∂ ∂ ∂� 

� 
∂ ∂ ∂ ∂≡ = � 
∂ ∂ ∂ ∂� 

� 
∂ ∂ ∂
� 

∂ ∂ ∂� �

F  

&

��
���	 �����
	� � ������ �	��"�"�� 
�� ����� 

 

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

i

j

X X X
x x x

X X X X
x x x x

X X X
x x x

	 
∂ ∂ ∂
� 
∂ ∂ ∂� 

� 
∂ ∂ ∂ ∂≡ = � 
∂ ∂ ∂ ∂� 

� 
∂ ∂ ∂
� 


∂ ∂ ∂� �

H  

�	 �	�	��
� ��
�	 �	�	�������� ��
���

	� �� 
�
 �	
�
	 
�� 	�����	� 

 j ji i
ik

j k j k

X xx X
X x x X

δ
∂ ∂∂ ∂= =

∂ ∂ ∂ ∂
 

�	� ������ 
 1−=H F  
 
 
!������"�� 
 �
����
� ���	 �������
	� �� ������
� �������	��	�� �����. ' ��
��� 
�� ���	
�� 
����"����
	� �� �%�� 1 1 2x X ktX= + , 2 2x X= , 3 3x X= . $�
 
� �������	��	�� ����� 

��
�
	� 	�� 
�
 ������ ����"�	�� ( )1 2x xθ λ= + , 
�
�: 
(	) (	 ����������
�� � ����� ����"�	�� 
�� �������	��	� �	� 
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(�) (	 ����������
��
 � 
	��
�
	 �	� � ������ ��
	����� 
�� �������	��	� "�	 ����� 
�����	. 
 
#��� 
(	) #� 	��� 	

��	
��
	�� ������ 
 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 2 1 21x x X ktX X X kt Xθ λ λ λ= + = + + = + +  
(�) *�	 ������
� ����� ������ ��� 	

��
����� �� ������ X � 
	��
�
� 
�� �	 ��
	� 

 
j

i
i

X

x
v

t
∂=
∂

 

���
� 1 2v kX= , 2 3 0v v= =  �� ����� ����"�	��, �
� �� ������ ����"�	�� 1 2v kx= , 

2 3 0v v= = . 
) ������ ��
	����� 
�� �������	��	� "�	 �
	 ����� ������ �	 ��
	� 

 2 2

jX

kX kx
t
θ λ λ∂ = =

∂
 

 
 
5. %������� ����� ����� 
 	
� 	

��
����	 �� 
	 �	�	��
� � ����� �	����	 ��
	
������ �����
	� �� 

 
( )i ii i

ij
j j j

x Xu x
X X X

δ
∂ −∂ ∂= = − = −

∂ ∂ ∂
F I  

�
� � ������ �	����	 ��
	
������ �����
	� �� 

 
( )i ii i

ij
j j j

x Xu X
x x x

δ
∂ −∂ ∂= = − = −

∂ ∂ ∂
I H  

 
!������"�� 
.
	 
���� ��
	
������
 ��
�
	� 	�� 
�
 ����� 
 2 2 2

1 3 1 1 2 2 2 3 3X X X X X X= + +u e e e  
(	 �����"��
�� � ����� �	��"�"�� ����� �	� � ����� �	��"�"�� ��
	
������. 
 
#��� 
#� 	������	� �	�	"�"��� ������
�� � ����� �	��"�"�� 
�� ��
	
������: 

 

2
3 1 3

2
1 2 1

2
2 3 2

0 2
2 0

0 2

i

j

X X X
u

X X X
X

X X X

	 

∂ � 
= � 
∂

� 

� �

 

$������
, �����
 = − � = +u x X x u X   
 ( ) ( ) ( )2 2 2

1 3 1 2 1 2 3 2 31 1 1X X X X X X= + + + + +x e e e  
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2
3 1 3

2
1 2 1

2
2 3 2

1 0 2
2 1 0

0 2 1

i

j

X X X
x

X X X
X

X X X

	 
+
∂ � 
= = +� 
∂

� 
+� �

F  

,	�	
������ �
� �

�� ������ i

j

u
X

∂ = −
∂

F I . 

 
6. �������� !���� �$&��� 
6.1 �������� ����� �$&��� 
��� Cauchy 
) 
	
��
�� �	�	�������� �	
� Cauchy, � ������ ������� 	�� 
�
 Cauchy 
� 1827, 
���������
	� �� 1−B  � c  �	� �������� 
� 
�
��"�
� 
�� 	������ ������ ( )2

dX  �
�� 

�
������� dx  �
�
 �	�	�������
� �	
��
	��.   
�� 
�
��"�
� 
�� 	������ ������ ��
	� 
 ( )2

i idX d d dX dX= ⋅ =X X  

� ����� ������ 
	 ����	�
�� �
� �����  

 i
i j

j

X
dX dx

x
∂=
∂

 

���
�  

 ( )2 1k k k k
i i i j i j ij i j

i j i j

X X X X
dX dX dX dx dx dx dx B dx dx

x x x x
−∂ ∂ ∂ ∂= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

#��� 
�� �	�	��
� ������ �����
	� � ����
�
	 

 1 Tk k
ij

i j

X X
B

x x
− ∂ ∂= =

∂ ∂
H H  

�� � 
	
��
�� �	�	�������� �	
� Cauchy. 
 
6.2 �������� ����� �$&��� 
��� Green 
) 
	
��
�� �	�	�������� �	
� Green, � ������ ������� 	�� 
�
 Green 
� 1841, 
���������
	� �� B  � C  �	� �������� 
� 
�
��"�
� 
�� 
��� ������ ( )2

dx  �
�� 

�
������� dX  �
�
 �	�	�������
� �	
��
	��.  ) �����"����� ��	"�	
������
	� 

��	 �� ������ ��

�
	"��
�� 
 ( )2

i idx d d dx dx= ⋅ =x x  
�� ������ ������
 
��	 
	 ����	�
��
 �
� ����� 

 i
i j

j

x
dx dX

X
∂=
∂

 

#� ���� 
� �	�	��
� 

 ( )2 k k k k
i i i j i j ij i j

i j i j

x x x x
dx dx dx dX dX dX dX C dX dX

X X X X
∂ ∂ ∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

 

���� 

 Tk k
ij

i j

x x
C

X X
∂ ∂= =
∂ ∂

F F  
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) �	�	��
� 
	
��
�� ��
	� "
��
�� �� 
	
��
�� �	�	�������� �	
� Green. 
 
&�� 	��� �	�	
����� ������
�� �
� 
 1 1− −=C B  
*�"�
�� 	
	��
���
�, �����
 
 1−=H F  
 
!������"�� 
.
	 ��
���� ���	 ��������
	� �
�
 �	�	������� 

 
1 1

2 2 3

3 2 3

x X

x X AX

x AX X

=
= +
= +

 

+��� 
� A  ��
	� ��	 �
	����. (	 �����"��
�� � 
	
��
�� �	�	��������
 �	
� Green 
C . 
 
#��� 
 	
	���
 �����"������ 
�
 
	
��
� F : 

 

1 0 0

0 1
0 1

i

j

x
A

X
A

	 

∂ � 
= = � 
∂

� 
� �

F  

$����
�� 
 T= �C F F  

 2

2

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 1 2
0 1 0 1 0 2 1

A A A A

A A A A

	 
	 
 	 

� 
� 
 � 
= = +� 
� 
 � 

� 
� 
 � 
+� �� � � �

C  

 
 
7. !����������� ������ 
' �

��	 
�� 
����� ����"�
	� �� ( ) ( )2 2

dx dX−  �	� 	��
���� ��
�� 
�� �	�	��������. 
,	�	��
� �	�	
���

	� �� ��	����
���� ����"�	��� 
��, 	����� "�	 
�
 �����
��� 
�����	���
�
 �	� ��� 	������
�
 
����
. 
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7.1 �������� ������ 
��� Lagrange/Green 
!
�
 ����"�	�� �	
� Lagrange "�
�
	� ����� 
�� 
	
��
� �	�	��������
 �	
� Green 
��������
�� � ��
����
� ����
�
	 
	 ����	�
�� �� ��
��
��� 
�
 �����
 
��

�
	"��
�
. .����� 
 ( ) ( ) ( )2 2 T

ij i j ij i jdx dX C dX dX dX dX d dδ− = − = −X C I X  
 #� ���� 
	 �	�	��
� �������� 
	 �������� 
�
 
	
��
� ���
��	� 
�%��  

 ( )1 1
2 2

k k
ij ij

i j

x x
E

X X
δ

� �∂ ∂= − = −� �� �∂ ∂� �
C I  

�� 
�
 
	
��
� �����	���
�
 
����
 �	
� Lagrange (� �	
� Green), ���
� 
 ( ) ( )2 2 2 Tdx dX d d− = X E X  
,�������
�� 
	 ���������� 
�
 
	
��
� 
����
 �	
� Lagrange �� ��
��
��� 
�
 
��
	
������
, �� 	���� 	

��	
	�
����� �
�
���� �
�
 ����� 

 
1
2

ji k k
ij

j i i j

uu u u
E

X X X X

� �∂∂ ∂ ∂= + +� �� �∂ ∂ ∂ ∂� �
 

 
!������"�� 
(	 ����������
�� � 
	
��
�� �����	���
�� 
����� �	
� Lagrange  "�	 
� ����"����
� 
�	�����"�	. 
 
#��� 
&�� 
� ����"����
� �	�����"�	 ������ �
� 

 2

2

1 0 0

0 1 2
0 2 1

A A

A A

	 

� 
= +� 

� 
+� �

C  

�����
�� 

 ( ) 2

2

0 0 0
1 1

0 2
2 2

0 2
A A

A A

	 

� 
= − = � 

� 
� �

E C I  

,	�	
����
� �
� � 
	
��
�� ��
	� �����
�����. 
 
7.2 �������� ������ 
��� Euler/Almansi 
$
	��	�
��� � ��	���� ( ) ( )2 2

dx dX−  ������ 
	 ����	�
�� �� ���� 
�� ������� 
��

�
	"��
�� 

 ( ) ( ) ( )2 2 1k k
ij i j ij ij i

i j

X X
dx dX dx dx B dx dx

x x
δ δ −� �∂ ∂− = − = −� �� �∂ ∂� �

 

#� ���� 
	 �	�	��
� �������� 
	 �������� 
�
 
	
��
� ���
��	� 
�%��  

 ( )11 1
2 2ij

k k
ij

i j

X X
E

x x
δ∗ −� �∂ ∂= − = −� �� �∂ ∂� �

I B  

�� 
�
 
	
��
� �����	���
�
 
����
 �	
� Euler (� �	
� Almansi), ���
� 



 10 

 ( ) ( )2 2 2 Tdx dX d d∗− = x E x  
,�������
�� 
	 ���������� 
�
 
	
��
� 
����
 �	
� Euler �� ��
��
��� 
�
 
��
	
������
, �� 	���� 	

��	
	�
����� �
�
���� �
�
 ����� 

 
1
2

ji k k
ij

j i i j

uu u u
E

x x x x
∗ � �∂∂ ∂ ∂= + −� �� �∂ ∂ ∂ ∂� �

 

 
 
8. ���������� ������ – '�&��� 	�
��� !������$���&� 
!
�
 �����	 �����
 �	�	��������
 "�
�
	� � ������� �
� �� ��
��
���� 
�� �	����	� 

�
 ��
	
������
 ��
	� ���� ������ �� ��"����� �� 
� ��
��	. #� 
�
 ������� 
�
 
�����
 �	�	��������
 �� 
	
��
�� �����	���
�
 �	�	��������
 ��������

	� �� 

	
��
�� 	������
�
 �	�	��������
. 
/����
���� �
� 
� ��
����
� ��
	� 
	 �����"��
�� � ����
�
	 2ε ε+ . *�	 110ε −=  �	� 
"�	 310ε −= �	���
���� 	

��
���	 2 0.11ε ε+ =  �	� 2 0.001001 0.001ε ε+ = ≈ . 
 
8.1 �������� ���������� ������ 
��� Lagrange 
0����������

	� 
�
 ������ 
�� 
	
��
� �����	���
�
 
����
 �	� �����
�

	� �
� 
	
	�����	�
� �� ������ �	�	��������� ������
�� 

 
1
2

ji
ij

j i

uu
E

X X

� �∂∂= +� �� �∂ ∂� �
 

) 
	
��
�� ��� ������
�� ��
	� � 
	
��
�� 	������
�
 
����
 �	
� Lagrange. *�	 
�� 
��������� ��
��
���� 
�� ������
��: 

 

31 1 2 1
11 12 13

1 2 1 3 1

32 1 2 2
21 22 23

1 2 2 3 2

3 3 31 2
31 32 33

1 3 2 3 3

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

uu u u u
E E E

X X X X X

uu u u u
E E E

X X X X X

u u uu u
E E E

X X X X X

� �� � ∂∂ ∂ ∂ ∂= = + = +� �� �∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �

� �� � ∂∂ ∂ ∂ ∂= + = = +� �� �∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �

� � � �∂ ∂ ∂∂ ∂= + = + =� � � �∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �

 

 
8.2 �������� ���������� ������ 
��� Euler 
0����������

	� 
�
 ������ 
�� 
	
��
� �����	���
�
 
����
 �	� �����
�

	� �
� 
	
	�����	�
� �� ������ �	�	��������� ������
�� 

 
1
2

ji
ij

j i

uu
E

x x
∗ � �∂∂= +� �� �∂ ∂� �

 

) 
	
��
�� ��� ������
�� ��
	� � 
	
��
�� 	������
�
 
����
 �	
� Euler. *�	 
�� 
��������� ��
��
���� 
�� ������
��: 
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31 1 2 1
11 12 13

1 2 1 3 1

32 1 2 2
21 22 23

1 2 2 3 2

3 3 31 2
31 32 33

1 3 2 3 3

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

uu u u u
E E E

x x x x x

uu u u u
E E E

x x x x x

u u uu u
E E E

x x x x x

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

� �� � ∂∂ ∂ ∂ ∂= = + = +� �� �∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �

� �� � ∂∂ ∂ ∂ ∂= + = = +� �� �∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �

� � � �∂ ∂ ∂∂ ∂= + = + =� � � �∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �

 

 
  
!������"�� 
.
	 ����� ��
	
������
 ��
�
	� 	�� 
�� ������� 

 
1 1 2

2 2 3

3 3 1

x X AX

x X AX

x X AX

= +
= +
= +

 

���� 
� A  ��
	� ��	 �
	����. (	 �����"��
��
 �� 
	
��
�� 
����
 �	
� Euler �	� �	
� 
Lagrange �	� 
	 ��"������
 "�	 
�
 �����
��� ��� 
� A  ��
	� ���� �����. 
 
#��� 
)� ��
	
������� �� ����� ����"�	�� ������
 
	 �����"��
��
 �� 

 
1 1 1 2

2 2 2 3

3 3 3 1

u x X AX

u x X AX

u x X AX

= − =
= − =
= − =

 

$����
�� 

 

0 0

0 0
0 0

i

j

A
u

A
X

A

	 

∂ � 
= � 
∂

� 
� �

 

���
� 

 
0 0 0 0 0

1 1
0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0

A A A A

A A A A

A A A A

� �	 
 	 
 	 

� �� 
 � 
 � 
= + =� �� 
 � 
 � 

� �� 
 � 
 � 
� � � � � �� �

E  

,�������
�� 
	 ����������
�� � 
	
��
�� �	
� Euler 	�	�
��

	� �� ��
	
������� �� 
������� ��

�
	"��
��. 

 

2
1 1 1 1

2
2 2 2 23

2
3 3 3 3

1 0 1
1

0 1 1
1

0 1 1

x A X X A A x

x A X X A A x
A

x A X X A A x

	 
−� � 	 
� � � � � �
� 
� � � � � � � �� 
= � = −� � � � � � � �� 
� 
 +� � � � � � � �� 
� 
 −� � � �� � � � � �� �

 

$����
�� �� ��
	
������� �������

	� �� 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 1 1 1 2 3 1 2 33 3

2 2
2 2 2 2 1 2 3 1 2 33 3

2 2
3 3 3 3 1 2 3 1 2 33 3

1
1 1

1
1 1

1
1 1

A
u x X x x Ax A x A x x Ax

A A
A

u x X x A x x Ax Ax A x x
A A

A
u x X x Ax A x x x Ax A x

A A

= − = − − + = + −
+ +

= − = − + − = − + +
+ +

= − = − − + + = − +
+ +

 

 	� ��	 

 

2

2
3

2

1
1

1
1

i

j

A A
u A

A A
x A

A A

	 
−
∂ � 
= −� 
∂ +

� 
−� �

 

,���
 ������ 
	 �����"��
�� 
� ��
����
�: 

 

2 2 3 2 2

2 2 2 3 2
3 3

2 2 2 2 3

1 1 2
1 1 1

1 1 2
2 1 2 1

1 1 2

A A A A A A A A A
A

A A A A A A A A A
A A

A A A A A A A A A

∗

� �	 
 	 
 	 
− − − −
� �� 
 � 
 � 
= − + − = − −� �� 
 � 
 � 
+ +� �� 
 � 
 � 
− − − −� � � � � �� �

E  

*�	 ���� ������ 
���� 
�� A  

 

0
1

0
2

0

A A

A A

A A

∗

	 

� 
≈ =� 

� 
� �

E E  

 
 
 
9. (�����
�� ������ 
�� �������� ����$�� 
)� ��
��
���� 
�
 
	
��
�
 
����
 ��
	� ����
��� ��
�	 ���
���� ��
	
������ 
��
	%� "��
�
���
 ������
 
�� ������ �����. 1�
��� ��
 	

��
�����
 ��	 
	 ���� 
���
���� ��
	
������ �� 
�����. $�
 
� ���	 ��
��
	� �� �
���� ���	, � 
���
 
�����
������ 
�� ��
��� ����	��� ���
���� ��
	
������� ��� ��
 ���
���

	� �� 
�	�	���������. $����
�� ��
	� ������� 
	 ��	�����
��
 �� ��
	
������� ��� ��
 
���"��
 �� �	�	���������. �	 ��������
���� �� ������ �	�	���������. 
�������� ��� "��
�
��� �����	 0P  �	� 0Q , 
	 ����	 �
�
 �	�	�������
� �	
��
	�� 
������

	� �
� ���� P  �	� Q  	

��
���	. )� ��
	
������� 
��� ��
�

	� 	�� 
	 
��	
���	
	 Pu  �	� Qu  	

��
���	, �
� � ���
��� 
��� ��
	
����� ��
�
	� 	�� 
� 
���
���	  
 P Q

i i idu u u= −  
�� �	�	��
� ���
���	 �
�����
	� ���
���	 ���
���� ��
	
������ 
�� ������ ������� 
��� 	����� ������
	
 �
� 0P , �� ���� 
� ����� ������ ��� 	����� ������
	
 �
� 0Q . 
 
9.1 !���"��$� 
��� Lagrange 
,�������� �� 	
��
�%� �	
� Taylor 	"
��

	� 
��� ����� �2���
���� 
�%��, ��	 �	� 
	
	�����	�
� �� ������ �	�	���������: 
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 i
i j

j

u
du dX

X

� �∂= � �� �∂� �
 

) ������ 
	
��
�� 
�� �	�	�������� ������ 
	 	
	����� �	
� ��
	���� 
���� �� 
�������	 �
�� �����
����� �	� �
�� 	

������
����� 
	
��
�: 

 
1 1
2 2

ij ij

j ji i
i j

j i j i

E W

u uu u
du dX

X X X X

	 

� 
� � � �∂ ∂∂ ∂� 
= + + −� � � �� � � �� 
∂ ∂ ∂ ∂� � � �� 

� �
������� �������

 

$�
	� "
��
� 	�� 
	 ����"����
	 �
� 

 
1
2

ji
ij

j i

uu
E

X X

� �∂∂= +� �� �∂ ∂� �
 

#����� ����
 
	 ���	���� �	� � 
	
��
�� 	������
�
 �
����
 �	
� Lagrange 

 
1
2

ji
ij

j i

uu
W

X X

� �∂∂= −� �� �∂ ∂� �
 

� ������ 	
	��
��� ������ 
	 "�	��� �� 

 

31 2 1

2 1 3 1

31 2 2

2 1 3 2

3 31 2

3 1 3 2

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

ij

uu u u
X X X X

uu u u
W

X X X X

u uu u
X X X X

	 
� �� � ∂∂ ∂ ∂− −� 
� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �� 

� 
� �� � ∂∂ ∂ ∂� 
= − − −� �� �
� 
∂ ∂ ∂ ∂� � � �
� 


� � � �∂ ∂∂ ∂� 
− − − −� � � �� 
∂ ∂ ∂ ∂� � � �� �

 

!
�
 �����
��� ��� 0ijE =  �� ��	 ������� 
�� ������� 0P , � ��
	
����� �
� 
��"�������
� ������ �	 ��
	� ��	 �
���� �
����� ���	
��. ' ���	 ���������	 ������ 

	 ����	�
�� �	� �� 
�
 ����� �
�� ��	
���	
�� �
����� �� �%��: 

 
1 1
2 2i ijk kjw Wε= = Xcurl u  

 
9.2 !���"��$� 
��� Euler 
,�������� �	
� 	

��
����	 �� 
�
 ����"�	�� �	
� Lagrange. 3�	 

 i
i j

j

u
du dx

x

� �∂= � �� �∂� �
 

) ������� 
	
��
�� 
�� �	�	�������� ������ 
	 	
	����� �	
� ��
	���� 
���� �� 
�������	 �
�� �����
����� �	� �
�� 	

������
����� 
	
��
�: 

 
1 1
2 2

ijij

j ji i
i j

j i j i

E

u uu u
du dx

x x x x
∗ Ω

	 

� 

� � � �∂ ∂∂ ∂� 
= + + −� � � �� � � �� 
∂ ∂ ∂ ∂� � � �� 


� 
� �
������� �������
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$����
�� � 
	
��
�� 	������
�
 �
����
 �	
� Euler ��
	�  

 
1
2

ji
ij

j i

uu
x x

� �∂∂Ω = −� �� �∂ ∂� �
 

� ������ 	
	��
��� ������ 
	 "�	��� �� 

 

31 2 1

2 1 3 1

31 2 2

2 1 3 2

3 31 2

3 1 3 2

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

ij

uu u u
x x x x

uu u u
x x x x

u uu u
x x x x

	 
� �� � ∂∂ ∂ ∂− −� 
� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �� 

� 
� �� � ∂∂ ∂ ∂� 
Ω = − − −� �� �
� 
∂ ∂ ∂ ∂� � � �
� 


� � � �∂ ∂∂ ∂� 
− − − −� � � �� 
∂ ∂ ∂ ∂� � � �� �

 

' ���	 ���������	 ������ 
	 ����	�
�� �	� �� 
�
 ����� �
�� ��	
���	
�� �
����� �� 
�%��: 

 
1 1
2 2i ijk kjω ε= Ω = xcurl u  

�� �
 ��"� ���
���	 �
�����
	� ���
���	 �
����� �	
� Euler. 
 
 
!������"�� 
.
	 ����� ��
	
������
 ��
�
	� 	�� 
�� ������� 

 

2
1 1 2

2
2 2 3

2
3 2 3

u X X

u X X

u X X

=

= −

=

 

(	 ����������
�� 
� ���
���	 ���
���� ��
	
������ �
�
 ������
�� 2X−  �
� ������ 

( )1,2, 1P − . ,���������
� 
�� ���
���� ��
	
������� 
iQ P−u u  "�	 ( )1 1,1, 1Q − , 

( )2 1,3 / 21, 1Q − , ( )3 1,7 / 4, 1Q −  �	� ( )4 1,15 /8, 1Q − . 
 
#��� 
/����"������ �	
	���
 
�
 ����� �	����	 
�� �	�	�������� 

 

2
1 2 1

3
2

2 3 2

2 0
0 1 2
0 2

i

j

X X X
u

X
X

X X X

	 

∂ � 
= −� 
∂

� 

� �

 

��	 

 

4 1 0 0 1

0 1 2 1 1
0 4 4 0 4

i
j

j

u
d dX

X

−	 
� � � �
∂ � � � �� 
= = − = −� � � �� 
∂ � � � �� 
−� �� � � �

u  

)� ���
���� ��
	
������� ������
 
	 ������
 �� 	������	� 	

��	
��
	�� �
� ����� 
��� �������� 
� ����� 
�� ��
	
������. 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2

3

4

1,0, 1 2,1, 4 1, 1,3

1
3/ 2,1/ 2, 9 / 4 2,1, 4 1, 1,3.5

2
1

7 / 4,3 / 4,49 /16 2,1, 4 1, 1,3.75
4

1
15 / 8,7 / 8, 225 / 64 2,1, 4 1, 1,3.875

8

Q P

Q P

Q P

Q P

− = − − − = − −

− = − − − = − −

− = − − = − −

− = − − − = − −

u u

u u

u u

u u

 

,	�	
������ �
� ��� 
� ������ iQ  ��������� �
� P  � ������
�� 
�� ���
���� 
��
	
������ 
��
�� �
� ���
���	 du . 
 
!������"�� 
.
	 ����� �	�	��������
 ��
�
	� 	�� 
� ����� 

 

( )
( )

2
1 1 3

2
2 2 3

3 1 2

u x x

u x x

u x x

= −

= +
= −

 

/�� 
�
 ������� �����
 �	�	��������
 ∗=E E , 
	 �����"��
��
 � 
	
��
�� 
	������
�
 
����
, � 
	
��
�� 	������
�
 �
����
 �	� 
� ���
���	 �
����� �
� 
������ ( )0,2, 1P − . 
 
#��� 
' �	����	 
�� ��
	
������ ��
	� 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 3 1 3

2 3 2 3

2 1

2 0 2
0 2 2

0

i

j

x x x x
u

x x x x
x

x x

− − −	 

∂ � 
= + +� 
∂

� 
− −� �

 

3�	 �
� ������ ��� �%�
	�� 

 

2 0 2

A= 0 2 2
2 0 0

i

j P

u
x

−	 

∂ � 
= � 
∂

� 
−� �

 

) 
	
��
�� 	������
�
 
����
 �	 ��
	� 

 ( )
2 0 2 2 0 2 2 0 2

1 1
0 2 2 0 2 0 0 2 1

2 2
2 0 0 2 2 0 2 1 0

T

� − − � −	 
 	 
 	 

� �� 
 � 
 � 
= + = + =� �� 
 � 
 � 

� �� 
 � 
 � 
− − −� � � � � �� �

E A A  

�	� � 
	
��
�� 	������
�
 �
����
 �	 ��
	� 

 ( )
2 0 2 2 0 2 0 0 0

1 1
0 2 2 0 2 0 0 0 1

2 2
2 0 0 2 2 0 0 1 0

T

� − − �	 
 	 
 	 

� �� 
 � 
 � 
= − = − =� �� 
 � 
 � 

� �� 
 � 
 � 
− − −� � � � � �� �

W A A  

�� ���
���	 �
����
 �	 ��
	� 
 23 1 31 2 12 3 11W W W= − − − = −w e e e e  


