
 
Επίλυση Προβληµάτων Αρχικών / Συνοριακών Τιµών Μεταδόσεως 

Θερµότητας 
 

 
Τα προβλήµατα µεταδόσεως θερµότητας (ή θερµικής αγωγιµότητας – heat conduction), 
µε την υπόθεση ισχύος του νόµου Fourier, διέπονται από τις ακόλουθες εξισώσεις σε 
τρείς διαστάσεις (κλασσική θεωρία µεταδόσεως θερµότητας σε ισότροπα µέσα)  
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όπου ( ), t≡q q x  το διάνυσµα της θερµικής ροής (heat flux), ( ),T T t≡ x  η 

θερµοκρασία, k  η θερµική αγωγιµότητα, και κ  η σταθερά θερµικής διαχύσεως.  
 
 
Συνοριακές συνθήκες 
 
Οι κατάλληλες συνοριακές συνθήκες (σ.σ.) στην επιφάνεια S  που περικλείει τον όγκο 
V  του µέσου για προβλήµατα που διέπονται από τις Εξ. (1) και (2) εµπίπτουν στους 
ακόλουθους τύπους:  
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(α) σ.σ. Dirichlet  
 
Η θερµοκρασία είναι δεδοµένη συνάρτηση σε όλα τα σηµεία της επιφάνειας S .  
 

:T  γνωστή συνάρτηση επί της S   ,        (3α) 
 
ή 
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( ) ( ), ,T t f t=x x   ,          (3β)  
 
όπου ( ),f tx  είναι γνωστή συνάρτηση του χρόνου t  και της θέσεως στην επιφάνεια  

S .  
 
 
(β) σ.σ. Neumann 
 
Η θερµική ροή είναι δεδοµένη συνάρτηση σε όλα τα σηµεία της επιφάνειας S .  
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όπου ( ),g tx  είναι γνωστή συνάρτηση του χρόνου t  και της θέσεως στην επιφάνεια S  
και n  το κάθετο προς τα έξω διάνυσµα στην επιφάνεια. 
    
Στην περίπτωση θερµικής µονώσεως (thermal insulation) θα είναι 0T n∂ ∂ =  στην 
επιφάνεια S .  

 
Στην περίπτωση θερµικής επαφής µεταξύ δύο διαφορετικών σωµάτων “1” και “2” θα 
ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις κατά µήκος της επιφάνειας επαφής ( ) ( )1 2T T=  και 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2k T n k T n∂ ∂ = ∂ ∂ .  

 
 
(γ) σ.σ. Robin–Cauchy  
 
Συνδυασµός της θερµοκρασίας και της θερµικής ροής είναι δεδοµένος σε όλα τα 
σηµεία της επιφάνειας S .  
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όπου ( ),h tx  είναι γνωστή συνάρτηση του χρόνου t  και της θέσεως στην επιφάνεια S , 

και a  είναι γνωστός συντελεστής (ή, γενικότερα, γνωστή συνάρτηση των ( ), tx ). Ο 
ανωτέρω τύπος σ.σ. αντιστοιχεί στον λεγόµενο νόµο ψύξεως του Newton (Newton’s 
cooling law).  
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Τέλος, στις περιπτώσεις που διαφορετικοί τύποι των σ.σ. (α), (β) και (γ) δίνονται σε 
συµπληρωµατικά τµήµατα του συνόρου S , έχουµε µικτού τύπου συνθήκες που 
οδηγούν εν γένει σε δύσκολα µαθηµατικά προβλήµατα.  
 
 
Η έννοια του καλώς-ορισµένου προβλήµατος 
 
Γενικώς, προβλήµατα που διέπονται από εξισώσεις του τύπου (1) και (2) 
συνοδευόµενες από κατάλληλες συνοριακές συνθήκες συνιστούν καλώς-ορισµένα 
(well posed) προβλήµατα όταν πληρούνται τα εξής κριτήρια του Hadamard:  
 
(1) Το πρόβληµα έχει λύση (ύπαρξη λύσεως – existence of solution),  
 
(2) Η λύση είναι µοναδική (µοναδικότητα λύσεως – uniqueness of solution),  
 
(3) Η λύση είναι ευσταθής, δηλαδή η λύση εξαρτάται µε συνεχή τρόπο από τα 

δεδοµένα και δεν αλλάζει δραµατικά εάν υπάρξει µικρή αλλαγή στα δεδοµένα 
του προβλήµατος (ευστάθεια λύσεως – stability of solution).  

 
Κατωτέρω, θα επιλυθούν δύο απλά προβλήµατα µεταδόσεως θερµότητας σε µία 
διάσταση.  
 
 
Παράδειγµα 1 
 
∆ίνεται το εξής πρόβληµα αρχικών / συνοριακών τιµών της θερµικής αγωγιµότητας 
ράβδου µήκους l  
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( ),0 0T x =   ,               (2) 

 
( )0, 0T t =   ,               (3) 

 
( ), 100T l t =   .             (4) 

 
Να προσδιορισθεί η συνάρτηση ( ),T x t  για 0 x l< <  και 0t > .  
 
Λύση 
 
Το πρόβληµα θα επιλυθεί µε την βοήθεια του µετασχηµατισµού Laplace ως προς την 
χρονική µεταβλητή t  (µονόπλευρος – one–sided µετασχηµατισµός Laplace). Ο 
µετασχηµατισµός αυτός ορίζεται ως  
 

( ) ( )
0

stf s f t e dt
∞ −= ⋅∫    (ευθύς µετασχηµατισµός)  ,     (5α) 
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( ) ( )1
2

st

Br
f t f s e ds

iπ
= ⋅∫   (αντίστροφος µετασχηµατισµός)   ,    (5β) 

 
όπου Br  είναι ο δρόµος ολοκληρώσεως Bromwich ( ),i iγ γ− ∞ + ∞  στο µιγαδικό s -
επίπεδο. Ο δρόµος ολοκληρώσεως αυτός είναι παράλληλος προς τον άξονα των 
φανταστικών αριθµών και είναι κατάλληλα “τοποθετηµένος” ώστε στο δεξιό ηµι–
επίπεδο ως προς αυτόν να µην υπάρχουν ιδιόµορφα σηµεία (πόλοι και κλαδικές τοµές – 
κλαδικά σηµεία για την συνάρτηση ( )f s ). Ο πραγµατικός αριθµός γ  καθορίζεται από 
την εξής απαίτηση (δηλ. την απαίτηση για σύγκλιση του µετασχηµατισµού)  
 

( )
0

tf t e dtγ∞ −⋅ < ∞∫   .            (6) 

 
Εφαρµόζοντας τώρα τον µετασχηµατισµό (5α) στην (1), έχουµε  
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καθόσον ( ),0 0T x =  από την Εξ. (2). Σηµειώνουµε επίσης ότι ( ), ,T T x s≡  ενώ 

χειριζόµαστε το s  ως παράµετρο και έτσι η Εξ. (7) αποτελεί συνήθη ∆.Ε.  
 
 
 
 

0

i Im(s)

Re(s)

θ

r

r > 0

 
 
 
 
Η γενική λύση της Εξ. (7) είναι  
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( ) ( ) ( )1/2 1/2 1/2 1/2, exp expT x s A s x B s xκ κ− −= ⋅ + ⋅ −   ,            (8) 

 
όπου A  και B  αυθαίρετες συναρτήσεις της παραµέτρου s , ενώ για το 1/ 2s  εκλέγουµε 
την κλαδική τοµή (branch cut) του ανωτέρω σχήµατος.  
 
Κατά µήκος της κλαδικής τοµής ( )Re 0,s−∞ < <  ( )Im 0s =  παρατηρήστε την διτιµία 

(double–valuedness) της συναρτήσεως 1/ 2s : 
 

1/ 2 1/ 2 / 2 1/ 2is r e rπ= = +  από την «επάνω» πλευρά της τοµής, ενώ 
 

1/ 2 1/ 2 / 2 1/ 2is r e rπ−= = −  από την «κάτω» πλευρά της τοµής.  
 
Επίσης, µετασχηµατίζοντας τις συνοριακές συνθήκες (3) και (4) λαµβάνουµε  
 
( ) ( )0, 0 , , 100 /T x s T x l s s= = = =   .           (9), (10) 

 
Συνδυάζοντας πλέον τις Εξ. (8) – (10) προκύπτει αλγεβρικό σύστηµα 2 2×  για τα Α 
και Β. Τελικά, η µετασχηµατισµένη λύση δίνεται ως  
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όπου µπορεί να ελεγχθεί ότι δεν υπάρχουν κλαδικές τοµές και η συνάρτηση στο δεξιό 
µέλος της (11) είναι πράγµατι µονότιµη (είναι δε άρτια συνάρτηση του 1/ 2s  που 
σηµαίνει ότι περιέχει άρτιες δυνάµεις του 1/ 2s  σε ανάπτυγµα σειράς ως προς το σηµείο 

0s = ), ενώ η αντιστροφή σύµφωνα µε την Εξ. (5β) γράφεται ως  
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Ακολούθως, υπολογίζοντας τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα της προς ολοκλήρωση 
συναρτήσεως και εφαρµόζοντας το σχετικό θεώρηµα έχουµε  
 

( ) 100
Res. @ 0

2
x

s
ilπ

= =   ,         (13) 

 

( ) ( )
2 2

2 2 2
2 2

100
Res. @ 1 sin exp ,

nn n x
s n l t

l n i l
π κ π

π κ
π

−   = − = − ⋅ −   
  

   για 1, 2,...n =  ,  (14) 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2

1

100 200
, 2 Res. 1 sin exp

n

n

x
T x t i n l x n l t

l n
π π π κ

π

∞
− −

=

= = + − ⋅ ⋅ −∑ ∑   ,  (15) 

 



 6 

όπου η τελική έκφραση της Εξ. (15) προκύπτει µε το κλείσιµο της καµπύλης 
ολοκληρώσεως στο αριστερό ηµι–επίπεδο του πεδίου (µιγαδικού επιπέδου) του 
µετασχηµατισµού Laplace.  
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Σηµειώνεται ότι η συνεισφορά στο ολοκλήρωµα από τον ηµικυκλικό δρόµο 
ολοκληρώσεως είναι µηδενική βάσει του λήµµατος Jordan.  
 
 
Υπενθύµιση (λήµµα Jordan):  
 

( ) 0st

C

f s e ds⋅ →∫   , 

 
εάν ( ) ( )af s O R−=  επί της καµπύλης C , καθώς R →∞ , για 0a >  και 0t > .  

 
 
Παράδειγµα 2 
 
∆ίνεται το εξής πρόβληµα αρχικής τιµής της θερµικής αγωγιµότητας ράβδου απείρου 
µήκους 
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( ) ( ),0T x m x=   ,            (2) 
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όπου η αρχική θερµοκρασία ( )m x  θεωρείται δεδοµένη. Να προσδιορισθεί η 

συνάρτηση ( ),T x t  για ,x−∞ < < ∞  0t > .  
 
Λύση 
 
Το πρόβληµα θα επιλυθεί µε την βοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier ως προς την 
µεταβλητή x  (θα µπορούσε όµως, εναλλακτικά, να εφαρµοστεί και ο µονόπλευρος 
µετασχηµατισµός Laplace ως προς τη µεταβλητή t , ενώ αντί του µετασχηµατισµού 
Fourier θα µπορούσε να εφαρµοστεί ο ισοδύναµος του αµφίπλευρος µετασχηµατισµός 
Laplace ως προς x ).  
 
Ο µετασχηµατισµός Fourier ορίζεται ως  
 

( ) ( )ˆ i xf f x e dxωω
+∞ −

−∞
= ⋅∫    (ευθύς µετασχηµατισµός)  ,    (3α) 

 

( ) ( )1 ˆ
2

i xf x f e dωω ω
π
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= ⋅∫          (αντίστροφος µετασχηµατισµός)  .              (3β) 

 
Εφαρµόζοντας την (3α) στην (1) λαµβάνουµε (µε ολοκλήρωση κατά παράγοντες) 
 

2

2

ˆ

i x i x

i x i x

x

T T
e dx e dx

x t

T T T
e i e dx

x x dt

ω ω

ω ω

κ

κ ω

∞ ∞− −

−∞ −∞

∞
∞− −

−∞
=−∞

∂ ∂
= ⇒

∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ + = 
∂ ∂  

∫ ∫

∫
         (4) 

 
όπου ( )ˆ ˆ ,T T tω≡ , ενώ το ω  θεωρείται ως παράµετρος. 
 
Υποθέτοντας τώρα ότι ( )/ 0T x∂ ∂ →  καθώς x →∞ , ο πρώτος όρος της αγκύλης 

µηδενίζεται. Η συνθήκη αυτή καθώς x →∞  (δηλ. σε “αποµακρυσµένες” θέσεις του 
µέσου) καλείται συνθήκη κανονικότητας (regularity condition) ή συνθήκη ακτινοβολίας 
(radiation condition) ή , απλώς, συνθήκη στο άπειρο (condition at infinity). Κατωτέρω, 
θα απαιτηθεί και µια δεύτερη συνθήκη κανονικότητας για να επιλυθεί το πρόβληµα.  
 
Κατόπιν, ολοκληρώνουµε κατά παράγοντες πάλι την  (4) λαµβάνοντας 
 

{ } ˆ
ˆi x

x

dT
i Te i T

dt
ωκω ω

∞−

=−∞
+ =   ,                     (5) 

 
όπου υποθέτοντας περαιτέρω ότι 0T →  καθώς x →∞  (δεύτερη συνθήκη 
κανονικότητας), καταλήγουµε στην συνήθη ∆.Ε.  
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της οποίας η γενική λύση για 0t >  έχει την µορφή 
 

( )2ˆ expT A tκω= ⋅ −   ,            (7) 

 
όπου A  είναι αυθαίρετη συνάρτηση της παραµέτρου ω . Αυτή, η αρχικώς άγνωστη 
συνάρτηση, θα προσδιορισθεί µέσω της αρχικής συνθήκης (2). Η τελευταία 
µετασχηµατιζόµενη δίνει  
 
( ) ( )ˆ ˆ, 0T t mω ω= =   ,                                                                                                    (8) 

 
ενώ από τον συνδυασµό των (7) και (8) προκύπτει ότι ( )ˆA m ω= .  
 
Ακολούθως, ο αντίστροφος µετασχηµατισµός της λύσεως προκύπτει ως 
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Περαιτέρω, αφού µας δίνεται η ( )m x  και όχι ακριβώς η ( )m̂ ω  χρησιµοποιούµε για 
την Εξ. (9) την εξής µορφή  
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∫ ∫

∫ ∫
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Με κατάλληλη αλλαγή µεταβλητής και επικαµπύλιο ολοκλήρωση υπολογίζεται το 
“εσωτερικό” ολοκλήρωµα και η τελική έκφραση έχει την µορφή  
 

( ) ( )
( )

( )

2

1/21/2
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,

2

x t
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Είναι ενδιαφέρουσα η παρατήρηση ότι η συνάρτηση του πυρήνα 
 

( )( )
( )

( )

2

1/21/2

exp / 4
,

2

x t
K x t

t

ξ κ
ξ

κ π

 − −
 − �   ,       (12) 

 
έχει την συµπεριφορά που δείχνει το ακόλουθο σχήµα 
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K((ξ-x),t)

x ξ

t > 00t →

 
 
 
Πράγµατι, ο πυρήνας K  είναι µια κατανοµή Gauss ως προς το σηµείο xξ = . Το 
εµβαδόν της περιοχής κάτω από κάθε τέτοια καµπύλη (για διάφορα t ) είναι πάντοτε 
ίσο µε την µονάδα και ο πυρήνας ταυτίζεται µε την γενικευµένη συνάρτηση Dirac 
δέλτα στο όριο 0t →   
 

( ) ( )( ) ( )
0

lim ,
t

m K x t d m xξ ξ ξ
∞

−∞→
⋅ − =∫   ,       (13) 

 
όπως όντως απαιτείται από την συνθήκη (2).  
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