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Ονοματεπώνυμο: 

 
 
ΘΕΜΑ 1. Αν  είναι μια φυσική παραμετρική καμπύλη και  μια 
ενειλιγμένη της , 
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1. Να αποδειχθεί ότι η ενειλιγμένη τέμνει κάθετα τις εφαπτόμενες της αρχικής στα αντίστοιχα σημεία και 

ότι οι δυο καμπύλες τέμνοντα σε ένα σημείο (να γίνει σχετικό σχήμα). 
2. Να αποδειχθεί ότι το s  δεν είναι πάντα φυσική παράμετρος για την ενειλιγμένη. Πότε είναι? 
3. Για την έλικα  να βρεθεί μια φυσική παραμετρική παράσταση ( ) (cos , sin , )t t t=q ( ) ( ( ))s t s=r q  και να 

δειχθεί ότι η ενειλιγμένη της είναι επίπεδη καμπύλη. 
 
      ΘΕΜΑ 2.  

1. Να δειχθεί ότι η επιτάχυνση μιας καμπύλης είναι πάντα στο επίπεδο των . Να εξετασθεί 
πότε η επιτάχυνση έχει τη διεύθυνση του . Αν η καμπύλη είναι επίπεδη, πότε η επιτάχυνση είναι 
ομόρροπη του ? 

( )ta ,T N
N

N
2. Να δειχθεί ότι η καμπυλότητα σε ένα σημείο της μιας  φυσικής παραμετρικής καμπύλης που 

βρίσκεται επάνω σε μια σφαίρα (π.χ. με κέντρο την αρχή και ακτίνα R ) είναι πάντα μεγαλύτερη ή 
ίση από την καμπυλότητα ενός μέγιστου κύκλου της σφαίρας που διέρχεται από το ίδιο σημείο. 

 
      ΘΕΜΑ 3.   

1. Σε ένα σημείο p μιας επιφάνειας Μ δίνονται δυο γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα        
. Αν για τον τελεστή σχήματος ισχύει , pT M∈v w pS p pS S×v w = 0 ,  , να χαρακτηρισθεί το 

σημείο και να γίνει ένα πρόχειρο σχήμα της επιφάνειας σε μια περιοχή του σημείου. 
0ptrS ≠

2. Δίνεται η κυλινδρική επιφάνεια ( , ) ( )u v u v= +x c a , ,  ανοικτό όπου  σταθερό 
διάνυσμα και  η οδηγός καμπύλη με 

2( , )u v D∈ ⊂ D a
( ),u u I∈ ⊂c 1, ( ) 1, ( ) 0,u u′ ′ u I= = ⋅ = ∈a c a c . Να 

βρεθεί ένας πίνακας του τελεστή σχήματος και να δειχθεί ότι οι κύριες καμπυλότητες είναι 
1 cosk k θ= −  και , όπου 2 0k = θ  η γωνία μεταξύ των  και k  η καμπυλότητα της . ,a B ( )uc

 
     ΘΕΜΑ 4:  

Α) Δίνεται η , ( ,( )3 3( , ) , ,u v u v u v u v= − + −x ) ( 2, 2) ( 2, 2)u v D∈ = − × − . 

1. Να δειχθεί ότι η ( ), Dx ορίζει μια παραμετρική επιφάνεια ( )M D= x . 
2. Στο σημείο (1,1,1)p M∈ να βρεθούν:  μια βάση του εφαπτόμενου χώρου , η εξίσωση του pT M

 εφαπτόμενου επιπέδου και να εξετασθεί αν το διάνυσμα ( ) 31, 5, 6 p= − ∈v  ανήκει στον . pT M

       Β) Να δειχθεί ότι η καμπύλη 2 2 2 4, 1x y z z+ + = =  δεν είναι γεωδαισιακή της σφαίρας 2 2 2 4x y z+ + = ,  
            ενώ η καμπύλη 2 2 2 4,x y z y+ + = = z  είναι. Δώστε μια γεωμετρική ερμηνεία κάνοντας σχετικό σχήμα.  
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