
1 Πλήρωση Χώρου µε Εσωτερικό Γινόµενο

Θεώρηµα 1.1. Αν (E, 〈·, ·〉) χώρος εσωτερικού γινοµένου, τότε υπάρχει χώρος Hilbert H στον
οποίον ο E εµφυτεύεται γραµµικά και ισοµετρικά ως πυκνός υπόχωρος, δηλ. υπάρχει T : E → H
γραµµική ισοµετρική εµφύτευση, τέτοια ώστε T [E] = H. Ο H ονοµάζεται πλήρωση του E και
είναι ο µοναδικός χώρος µε αυτή την ιδιότητα, υπό την έννοια ότι αν ο H ′ είναι ένας χώρος Hilbert
και S : E → H ′ ισοµετρική εµφύτευση µε S[E] = H ′, τότε υπάρχει ισοµετρικός ισοµορφισµός
L : H → H ′ τέτοιος ώστε L ◦ T = S:
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Απόδειξη. ΄Οπως έχουµε δει, για κάθε x0 ∈ E, το συναρτησιακό fx0 για το οποίο f(x) = 〈x, x0〉
για κάθε x ∈ E, είναι γραµµικό και ϕραγµένο. Επιπλέον ‖fx0‖ = ‖x0‖ και εποµένως ο τελεστής
T : E → E∗ για τον οποίον T (x) = fx για κάθε x ∈ E, αποτελεί ισοµετρική εµφύτευση του E
στον E∗. Ο χώρος T [E] δεν είναι εν γένει πλήρης, αλλά αν ϑέσουµε H = T [E] τότε ο H αποτελεί
χώρο Banach ως κλειστός υπόχωρος του χώρου Banach E∗. Θα δείξουµε ότι ο H αποτελεί τη
Ϲητούµενη πλήρωση του E.

Το µόνο που µένει να αποδειχθεί, είναι ότι η νόρµα του H επάγεται από εσωτερικό γινόµενο.
Καταρχάς δείχνουµε ότι αυτό συµβαίνει στον T [E] και εν συνεχεία περνάµε στον H εκµεταλ-
λευόµενοι την πυκνότητα του T [E] στον H. Ορίζουµε λοιπόν 〈·, ·〉1 : T [E] × T [E] → R µε
〈Tx, Ty〉1 := 〈x, y〉, για κάθε Tx, Ty ∈ T [E]. Αξιοποιώντας το ότι η T είναι γραµµική ισοµετρία,
εύκολα επαληθεύουµε ότι η απεικόνιση που ορίσαµε αποτελεί εσωτερικό γινόµενο. Επιπλέον, η
νόρµα ‖ · ‖1 που επάγει στον T [E], ταυτίζεται µε τη νόρµα που ήδη έχει ως υπόχωρος του E∗,
επειδή ‖Tx‖1 =

√
〈Tx, Tx〉1 =

√
〈x, x〉 = ‖x‖ = ‖Tx‖, για κάθε Tx ∈ T [E]. Αφού ο T [E] είναι

χώρος εσωτερικού γινοµένου και επιπλέον είναι πυκνός στον πλήρη χώρο H, από την Παρατήρηση
(4) έχουµε ότι και η νόρµα του H επάγεται από εσωτερικό γινόµενο, άρα ο H είναι Hilbert.

Για τη µοναδικότητα της πλήρωσης, έστω H,H ′ δύο διαφορετικές πληρώσεις του E και έστω
T : E → H, S : E → H ′ οι αντίστοιχες ισοµετρικές εµφυτεύσεις (ϐλ. το διάγραµµα παραπάνω).
Ορίζουµε f : T [E] → H ′ µε f = S ◦ T−1. Παρατηρήστε ότι η T είναι επί του T [E], εποµένως η
f είναι καλά ορισµένη. Επιπλέον, αποτελεί γραµµική ισοµετρική εµφύτευση του T [E] στον H ως
σύνθεση ισοµετρικών εµφυτεύσεων. Επειδή ο T [E] είναι πυκνός στον H, από γνωστή Πρόταση,
υπάρχει γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής f̃ : H → H ′ ο οποίος επεκτείνει την f . Θέτουµε L να
είναι αυτή η επέκταση. Προφανώς L ◦ T = S. Θα δείξουµε ότι ο L είναι επιπλέον ισοµετρία.

΄Εστω x ∈ H. Από την πυκνότητα του T [E] στον H, υπάρχει ακολουθία (en)n∈N ⊆ E µε
Ten → x. Από τη συνέχεια του L,

‖Lx‖ = ‖ lim
n→∞

LTen‖ = ‖ lim
n→∞

Sen‖ = lim
n→∞

‖Sen‖ = lim
n→∞

‖en‖ = lim
n→∞

‖Ten‖ = ‖x‖.

Τέλος, δείχνουµε ότι η L είναι επί : ΄Εστω y0 ∈ H ′. Λόγω της πυκνότητας του S[E] στο H ′, υπάρχει
ακολουθία (en)n∈N ⊆ E µε Sen → y0. Ειδικότερα η (Sen)n∈N είναι Cauchy. Επειδή οι S, T είναι
ισοµετρικές εµφυτεύσεις, εύκολα προκύπτει ότι και η ακολουθία (Ten)n∈N είναι επίσης Cauchy
στον H. Λόγω πληρότητας, ϑα υπάρχει x0 ∈ H τέτοιο ώστε Ten → x0. Από τη συνέχεια του L,
ϑα έχουµε ότι S(en) = L(Ten) → L(x0) και από τη µοναδικότητα του ορίου συµπεραίνουµε ότι
L(x0) = y0, εποµένως ο L είναι επί.
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