1 Eu6éa AOpoiopata xat IIpoBoAsg

Oplopog 1.1. Aépe ou évag Savuopatukog xopog X eival 1o aAyeBpirdé suBu abpoiopa Suo
urnoxopwv ou Y, Z (oupB. X =Y @ Z), av kaBe otoxeio x € X ypagperatl pe povadikd tporo
ST =y+zpey €Y ra1 z € Z. Zuv Nepiroor auvty], Aépe ot o Z arotedel éva aAyeBpikro
ouprnAnpopa ou Y. Av eruridéov o X eival xopog pe voppa kat ot Y, Z kAeiotol, tote da Aépe
ot o X eival 1o tonoAoyire euO0 aBpolopa wv Y, Z kat 6t o Z anotedel éva TOMOAOyLKO
oupmniAnpopa wou Y.

IIpétaon 1.2. 'Evag davuopatuxkog xopog X eivat 10 adyeBpiko ubu dBpoilopa tov Uroxmwpwv
wuY,Zavkaipovoav X =Y + Zxar Y N Z = {0}.

Anobeln. Av X =Y @ Z, tote npopavog X =Y +Z. @a deifoupe suYNZ = {0}: Ave € YNZ,
00 € X ypagpetatag 0 =0+0=z+ (—x) pe 0,2 € Y xa1 0, —z € Z. Enedn n ev Adye ypaodn
etvat povadikr), Sa npénet ¢ = 0.

Avuotpogeg, av Y N Z = {0} xat X =Y + Z, t0te yia k4be z € X unapxouv y € Y xat
z € Z ttowa oote x = y + z. H povadikonta mg ypadrg rnpoxurtet and o ou Y N Z = {0}: Av
yeYramz e Ztttowdorer =y+z=9y +2,dey—y =2 —2€YNZ={0}, enopévag
y=19 karz = 2. O

H enopevn npotaon dtaopaldilel 011 KAOBe UNTOXWPOG £VOG H1AVUCIATIKOU XOPOU €XEL aAyeBpiko
ouprAnpopa. Na onpewwBel Ot yla v mepinmioon oV XOP®V HE vOpud, €KIOG A0 KATOlEg
€101KEG KATNYOPIEG XWPWV OMKg, yla mapadeiypa, ot xopotl Hilbert, dev 1oxvel anapaitmta ot
KAOe KAE10TOG UTTOX®POG da €xel TOMOAOYIKO cuprAnpepa. 'Eva tétoo napadetypa arotedet o cg
G (KA£10T0G) UTIOXWPOG TOU £

IIpétaon 1.3. 'Eoww X Savuopankog xopog kat Y urioxepog tou X. Tote o Y éxet adyeBpiko
OUUIATNPOUA.

Anddailn. ‘Eoto B pia pdon Hamel tou Y xkat v enexteivoupe oe Baon B’ tou X. @étoupe
B" = B'\ B xat Z = span B”. ®a &eifoupe ou X =Y @ Z:

Av z € X, tote unidpxouv by,...,b, € B ka1 \i,...,\, € R, tétoua dote x Z)\ b;.

@swpovpe ta ovvoda [ = {i € {1,...,n} :b; € B} xar J = {i € {1,...,n} : b; € B"}, Saoups
Yy = Z)‘ibi €Y katz = Z)‘ibi € Z xat apatnpovpe ot =y +z. Apa X =Y + Z.
i€l ieJ
Arnopévet va 6ei§oupe ot Y N Z = {0}. Avz € Y N Z, wte ¢ € span B N span B”, dpa
UHdeOUV bi,...,b, € B, )\1,...,)\” € Rxarb,....0 € B", yui,...,um € R, této1a dote
m

m

Z Aib; Z wibl. Tote Z)\ b; — Z wib! = 0 gal ané m ypappiky avefaptnoia tou

BUB”Sasxoupaou)\l— —)\n—,ulz...:um:(),c'lpaa::(). O

Op1opog 1.4. 'Eotw X davuopatikog xopog kat P : X — X ypappikog tedeotg. O P ovouddetat
npoBods, av P? = P, 6niady av P(Pz) = Pz, yia ke © € X. Av o X urnoteBel xobpog pe
vopua kat o P eivatl erurdéov gpaypévog, tote ovopddetatl paypéve npoBoAr).

Mapatipnon 1.5. Ze kKGOe Sravuopatikod XOPo, 0 Tautotikog tedeotig I kat o undevikog tedeotrg
etvatl rmaviote poBoAEg.

H enopevn npotaon 6eiyvel 0Tt o1 TPoBOAEG, TIEPIOPIOPEVES 0 KATAAANAO UtoX®po, Spouv cav
TOV TAUTOTIKO teAeotr). Mia ouvérela autrg g nmapatipnong eivat ot ot gpaypéveg rpoBoAég
€X0UV vopua peyadutepn 1 ion tou 1.



IIpétaon 1.6. 'Ectew X dwavuopatkog xopog kat P : X — X ypapuikog tedeotr)g. Ta endpeva
etvat wooduvanpa:

(@) O P eivatl mpoBoAr.
(B) Ioxuer out Py =y, yia kabe y € P[X].
Anobeln. (@) = (B): OY = P[X] eivat undoxwpog tou X pe v 1816tta ou yia kabe y = Px €
Y, Py = P’z = Pz =y.
() = (@): T kdle x € X, Pz € P[X] = P(Pz) = Pz, 6ndady P? = P.
O

Ioépopa 1.7. 'Eoww X xwpog pe voppa kat P : X — X pa pn pundevikn gpaypévn ripoBoAr.
Tote || P|| > 1.

Anobeidn. TIpokUIel dpeca ano v nponyoupevn mpotaorn kat o ou P[X] # {0}. 'Evag
BeUtepog TpOIog anodelgng exkpetaddevetal 1o yeyovog ot 1 voppa oto xopo B(X) eival uro-
roddardaoctactikyy, dnd. ou yua xabe S, T € B(X), ||TS|| < ||IT|IS|l. Exoupe Aoutdv ou
P = P* = |P| = IP*| < |IPIIP| = [IP|? eromévas [|P|[(1 — [[Pl}) < 0, an to oroio
npokurteet ou || P|| > 1. O

IIpoétaon 1.8. Eoww X davuopatikog xopog kat T : X — X ypappikog tedeotr|g.
(@) O T eival mpoBoAr av kat povo av o I — T' eivat ripoBoAn.

(B) Av o X eival xopog pe vopua, tote o 1" eivat ppaypévn rpoBoAr| av kat povo av o I — T eivat
epaypévn poBoAr).

Anobadn. (@) Avo T eivarpoBodr), e T? = Twar (I-T)? = [-2T+T? = 1-2T+T =1-T,
8nAadr) o I — T npoBoAr). Avuotpépwg, av o I — T eivai ripoBodr), we kato [ — (I —T) =T
Sa eivat k1 autodg poBoAr).

(B) ‘Apeco arod to MPONYOUHEVO EPAOTNHA KAl TO YEYOVOG OTL 0 1’ elval gpaypévog av kat povo av
o I — T eivar ppaypévog.
O

Mpétaon 1.9. 'Ecte X Savuopatikog xopog kat P : X — X npoBoAr). Tote Ker P = Im(I — P)
kat Im P = Ker(I — P).

Anodeiln. Av x € Ker P, t6te Px = 0 xat (I — P)(z) = x — Pz = x, 6ndabn x € Im(/ — P).
Av y € Im(I — P), tote unapyet ¢ € X oo wote y = (I — P)(z) = x — Px. 'Opwg Py =
P(z — Pz) = Px — P?x = Pz — Pz =0, 6nAadn) y € Ker P.

TMa 1o 6eutepo 1oxuplopod, aro myv [pdtaon 1.8, o tedeoig I — P eivat mpoBoAr), erouéveg
Ker(I — P)=Im(I— (I — P))=ImP. O

IMoépropa 1.10. Av X xwpog pe voppa xkat P : X — X @paypévn ripoBolr), tote o Im P arnotelet
KA£10TO UnoXwmpo tou X.

Anobeln. loxver 6u Im P = Ker(I — P) kat o Ker(I — P) sivat KAe1016g UnioXmpog &g ruprjvag
10U @paypévou tedeoty I — P. O

H endpevn mpotaon Seixvel 0t Umapyel pia €va mpog £va avtiotolxia petady v rmpoBolmv
€VOG dlavuopatikou XoOpou Kat Tig S1aomdoelg autou o aAyeBpika subea abpoiopata.



IIpétaon 1.11. 'Ecte X Savuopatikog Xwpos.
(@) Av P : X — X mipoBoAr), tote X = Ker P& Im P.

(B) AvY, Z unioxwpotrtou X pe X =Y @ Z, tote undpyxet ripoBoAry P : X — X peIm P =Y xrat
KerP = Z.

Anobeln. (@) Kabe xz € X ypagetat o popon) z = (x — Px) + Pz, pe Pr € Im P xatx — Pz €
Im(I — P) = Ker P. EruriAéov, av y € Ker P N Im P, téte unidpyer ¢ € X pe y = Px xat
Py =0. Apa P(Pz) = 0 = Pz = P?z =0, 6nAaén y = 0.

(B) Opidoupe P: X — X yuatovoroioyiaxkabez € X pex =y+z,y€ Y,z € Z, P(x) = P(y+
z) = y. EukolAa enadnBevoupe ot o P eival ypappikog. Erurdéov, Ker P = Z,Im P = Y xat

o P arnoteldei poBoAr) apou Py = y, yia kabe y € P[X].
O

1.1 Aornoeilg

‘Aoxrnon 1. 'Eotw X Savuopatukog xopog kat I o tautotikog tedeotr|s. Na Bpebouv ta A € R yua
ta oroia o tedeotig Al eivat ripoBoAr).

‘Aoxrnon 2. 'Eoto X xopog pe vopua kat P, () gpaypéveg ripoBodég pe PQ = QP. Na ds1xBei o1
gtte P = Q, eite |P — Q|| > 1. (Yndbeaén: Ynodéote 6t P # Q kai ¢ite emayoyied ou yia kade n € N,
(P—QP ' =P-Q)

‘Aoxnon 3. 'Eow (X, || - ||) xopos pe voppa ka1 P € B(X) @paypévn ripoBodr). Na deiybei ot
yaa kabe z € X, dist(z,Im P) < ||z — Pzx| < (||P]| + 1) dist(z, Im P).



