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Άσκηση 3.3, σελίδα 32 

από το βιβλίο «Εφαρμοσμένα Μαθηματικά» του David Logan 

 

α) Αρχικά, βρίσκουμε τις διαστάσεις των μεταβλητών της 

𝑃𝑃(𝑛𝑛) =
𝑏𝑏𝑛𝑛2

𝑎𝑎2 + 𝑛𝑛2 

Οι διαστάσεις που γνωρίζουμε είναι του πληθυσμού σκουληκιών [𝑛𝑛] = 𝑁𝑁 και του 

ρυθμού μείωσής τους [𝑑𝑑𝑑𝑑 ]
[𝑑𝑑𝑑𝑑 ]

= 𝑁𝑁
𝑇𝑇

, διότι από τη διαφορική εξίσωση που μας δίνεται 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 �1−

𝑛𝑛
𝐾𝐾� − 𝑃𝑃(𝑛𝑛) 

θα πρέπει ο όρος 𝑃𝑃(𝑛𝑛) να έχει ίδιες διαστάσεις με τον όρο του αριστερού μέλους 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

του οποίου οι διαστάσεις προφανώς είναι 𝑁𝑁
𝑇𝑇

. 

Επειδή κάθε όρος του παρανομαστή του κλάσματος 𝑏𝑏𝑛𝑛2

𝑎𝑎2+𝑛𝑛2 πρέπει να έχει τις ίδιες 

μονάδες και δεδομένου ότι [𝑛𝑛] = 𝑁𝑁, τότε η σταθερά 𝑎𝑎 έχει μονάδες πληθυσμού, 

δηλαδή [𝑎𝑎] = 𝑁𝑁. Συνεπώς για τη σταθερά 𝑏𝑏 θα έχουμε 

𝑁𝑁
𝑇𝑇 =

[𝑏𝑏]𝑁𝑁2

[𝑎𝑎]2 + 𝑁𝑁2 =
[𝑏𝑏]𝑁𝑁2

𝑁𝑁2 ⟺ [𝐵𝐵] =
[𝑁𝑁]
[𝑇𝑇]  

 

β) Δεδομένου ότι το αντικείμενο μελέτης είναι η σταθερά α και η επιρροή της στο 

μοντέλο, θα δώσουμε μια τυχαία τιμή στο 𝑏𝑏, έστω 𝑏𝑏 = 4 και θα πάρουμε το εξής 

γράφημα για τις δοθείσες τιμές του α. 

𝛼𝛼 = 1      𝛼𝛼 = 5      𝛼𝛼 = 10 
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Η αύξηση της τιμής του 𝑎𝑎 δεν επιφέρει κάποια σημαντική διαφορά στην τελική τιμή 

του  𝑃𝑃(𝑛𝑛)
𝑏𝑏

 και κατ’ επέκταση του 𝑃𝑃(𝑛𝑛). Ομαλοποιεί όμως την αύξηση του ρυθμού 

μείωσης, δηλαδή παρουσιάζει ένα πιο φυσιολογικό μοντέλο για ένα οικοσύστημα, 

αφού δεν προβλέπει απότομη αύξηση κυνηγών, κάτι το οποίο σημαίνει, λόγου χάρη, 

απότομη αύξηση των πουλιών που τρώνε τα σκουλήκια. Σε ένα οικοσύστημα 

υποθέτουμε πως οι πληθυσμοί αυξάνονται γραμμικά. 

Συνεπώς, η αύξηση του 𝑎𝑎 μας δίνει ένα πιστότερο στην πραγματικότητα μοντέλο. 

 

γ) Θα χρησιμοποιήσουμε τον κανόνα της αλυσίδας για να προκύψει μια νέα 

διαφορική εξίσωση 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏 ∙

𝑏𝑏
𝑎𝑎 = 𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

Ο όρος 𝑟𝑟𝑟𝑟 �1− 𝑛𝑛
𝐾𝐾
� γίνεται 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 �1− 𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐾𝐾
� = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 �1− 𝑁𝑁

𝑞𝑞
� και ο όρος 𝑏𝑏𝑛𝑛2

𝑎𝑎2+𝑛𝑛2 

απλοποιείται σε 𝑏𝑏𝑁𝑁
2

1+𝑁𝑁2  
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Διαιρώντας με b παίρνουμε 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏 𝑁𝑁 �1−

𝑁𝑁
𝑞𝑞� −

𝑁𝑁2

1 + 𝑁𝑁2 ⟺ 

  

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏 = 𝑠𝑠𝑠𝑠 �1 −

𝑁𝑁
𝑞𝑞� −

𝑁𝑁2

1 + 𝑁𝑁2 

Και επειδή όλες οι σταθερές και οι μεταβλητές της προκύπτουσας διαφορικής 

εξίσωσης είναι αδιάστατες συνεπάγεται ότι τελευταία είναι σε αδιάστατη μορφή. 

 

δ) Πρώτα από όλα, θα βρούμε τα σημεία ισορροπίας, θέτοντας 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏

= 0. Θα έχουμε 

𝑠𝑠𝑠𝑠 �1 −
𝑁𝑁
𝑞𝑞� −

𝑁𝑁2

1 + 𝑁𝑁2 = 0 ⟺ 𝑠𝑠𝑠𝑠�1 −
𝑁𝑁
𝑞𝑞� =

𝑁𝑁2

1 + 𝑁𝑁2 

Θα απλοποιήσουμε χάνοντας τη λύση 𝑁𝑁 = 0, την οποία εξαιρεί η εκφώνηση (ως 

τετριμμένη περίπτωση μηδενικού πληθυσμού) και θα λάβουμε 

𝑠𝑠 �1 −
𝑁𝑁
𝑞𝑞� =

𝑁𝑁
1 + 𝑁𝑁2 

Θα λύσουμε την εξίσωση που προκύπτει με τη μέθοδο της γραφικής επίλυσης. 

Ορίζουμε δύο εξισώσεις 

ℎ(𝑁𝑁) = 𝑠𝑠 �1−
𝑁𝑁
𝑞𝑞�     𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅    𝑔𝑔(𝑁𝑁) =

𝑁𝑁
1 + 𝑁𝑁2 

και αναπαριστάνοντας γραφικά για κάθε τιμή των 𝑠𝑠, 𝑞𝑞 που μας δίνεται, θα βρούμε τις 

τομές των δύο παραστάσεων που αποτελούν τις λύσεις της 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜏𝜏

= 0, δηλαδή τους 

πληθυσμούς ισορροπίας. 
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Για 𝑞𝑞 = 12, 𝑠𝑠 = 0,25 έχουμε το γράφημα 

Οι δύο συναρτήσεις τέμνονται για 𝛮𝛮 = 0.2612, το οποίο αποτελεί το -μη μηδενικό- 

σημείο ισορροπίας. Στο επόμενο γράφημα φαίνεται το πεδίο λύσεων για αυτή την 

περίπτωση, όπου επαληθεύουμε πως όλες οι λύσεις συγκλίνουν στην 𝛮𝛮 = 0.2612. 
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Για 𝑞𝑞 = 35, 𝑠𝑠 = 0,4 έχουμε το γράφημα  

 

Οι δύο συναρτήσεις τέμνονται για 𝑁𝑁1 = 0.4886, N2 = 2.2184 και N3 = 32.2930, τα 

οποία αποτελούν τους πληθυσμούς ισορροπίας. Αυτό φαίνεται και στο παρακάτω 

γράφημα του πεδίου λύσεων, όπου επαληθεύεται ότι οι λύσεις συγκλίνουν στις τρεις 

αυτές τιμές. 
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ε) Θα χρησιμοποιήσουμε το Mathematica (έκδοση 6.0) για να σχεδιάσουμε τις 

καμπύλες που μας ζητούνται. Αρχικά, βρίσκουμε τις (αριθμητικές) λύσεις των 

τεσσάρων προβλημάτων αρχικών τιμών με την εντολή NDSolve. Εισάγουμε 

s=NDSolve[{y'[x]==0.4*y[x]*(1-(y[x]/35))-

y[x]^2/(1+y[x]^2),y[0]==40},y,{x,0,100}] 

και λαμβάνουμε 

{{𝑦𝑦 → InterpolatingFunction[{{0. ,100. }}, " <> "]}} 

Αντίστοιχα πράττουμε και για τα υπόλοιπα τρία προβλήματα αρχικών τιμών και με 

την εντολή Plot, εισάγοντας 

Plot[{Evaluate[y[x]/.s],Evaluate[y[x]/.t],Evaluate[y[x]/.u],Evaluate[y[x]/.v]},{x,0,20}

, AxesLabel→{"τ","N(τ)"}, PlotStyle→Thick, PlotLabel→" Καμπύλη πληθυσμού 

συναρτήσει του χρόνου"] 

λαμβάνουμε 

Το οποίο γράφημα αντιστοιχεί για τις ακόλουθες τιμές του 𝑁𝑁(0) 

𝑵𝑵(𝟎𝟎) = 𝟒𝟒𝟒𝟒 , 𝑵𝑵(𝟎𝟎) = 𝟐𝟐𝟐𝟐, 𝑵𝑵(𝟎𝟎) = 𝟐𝟐, 𝑵𝑵(𝟎𝟎) = 𝟎𝟎,𝟎𝟎𝟎𝟎 

5 10 15 20
τ
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20

30

40
Nτ Καμπύληπληθυσμούσυναρτήσει τουχρόνου



Προβλήματα Αδιαστατοποίησης – Δυναμικής Πληθυσμών 

Μαθηματική Προτυποποίηση, Εργασία 1η 
 

| 7 

 

Άσκηση 3.6, σελίδα 34 

από το βιβλίο «Εφαρμοσμένα Μαθηματικά» του David Logan 

 
Η κίνηση διέπεται από το εξής σύστημα διαφορικών εξισώσεων 

 𝑚𝑚′(𝑡𝑡) = −𝑎𝑎, 𝑚𝑚(0) = 𝑀𝑀 (1) 

 𝑥𝑥 ′(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣(𝑡𝑡), 𝑥𝑥(0) = 0 

𝑣𝑣′(𝑡𝑡) =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑚𝑚(𝑡𝑡) −

𝑔𝑔

�1 + 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑅𝑅 �

2 , 𝑣𝑣(0) = 0 

(2) 

(3) 

Αναζητούμε ποσότητες αναφοράς για τα μεγέθη 𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑣𝑣, 𝑡𝑡 ώστε να σχηματίσουμε 

αδιάστατες μεταβλητές για να καταλήξουμε σε ένα νέο, αδιάστατης μορφής, σύστημα 

διαφορικών εξισώσεων. 

Θέτουμε 𝑚𝑚� = 𝑚𝑚
𝑀𝑀

, αδιάστατο, διότι [𝑚𝑚� ] = 𝑀𝑀
𝑀𝑀

= 1 

και 𝑥𝑥� = 𝑋𝑋
𝑅𝑅
, αδιάστατο, διότι [𝑥𝑥�] = 𝐿𝐿

𝐿𝐿
= 1 

όπου 𝑅𝑅 η ακτίνα της Γης και 𝑀𝑀 η αρχική μάζα του πυραύλου. 

Επίσης θέτουμε 𝜏𝜏 = 𝑡𝑡
𝑀𝑀/𝑎𝑎  

, αδιάστατο, διότι �𝑀𝑀
𝑎𝑎
� = 𝑀𝑀

𝑀𝑀/𝑇𝑇
= 𝑇𝑇, άρα [𝜏𝜏] = 1. 

• Εξίσωση μεταβολής μάζας 𝒎𝒎′ 

Λαμβάνοντας το αριστερό μέλος της (1) και χρησιμοποιώντας τον κανόνα της 

αλυσίδας, έχουμε 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑚𝑚� ∙

𝑑𝑑𝑚𝑚�
𝑑𝑑𝜏𝜏 ∙

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑑𝑑  = 𝑀𝑀 

𝑑𝑑𝑚𝑚�
𝑑𝑑𝜏𝜏

𝛼𝛼
𝑀𝑀 

άρα 

 𝑑𝑑𝑚𝑚�
𝑑𝑑𝜏𝜏

= −1 με αρχική συνθήκη 𝑚𝑚�(0) = 𝑚𝑚 (0)
𝑀𝑀

= 𝑀𝑀
𝑀𝑀

= 1, επειδή 𝑡𝑡 = 0 ⟺ 𝜏𝜏 = 0 

οπότε η νέα αδιάστατης μορφής διαφορική εξίσωση είναι η 

𝑚𝑚� ′(𝜏𝜏) = −1, 𝑚𝑚�(0) = 1 (1΄) 
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• Εξίσωση μεταβολής μετατόπισης 𝒙𝒙′ 

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας, για το αριστερό μέλος της εξίσωσης (2), 

έχουμε 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥� ∙

𝑑𝑑𝑥𝑥�
𝑑𝑑𝜏𝜏 ∙

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑅𝑅

𝑑𝑑𝑥𝑥�
𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑎𝑎
𝑀𝑀 

𝑑𝑑𝑥𝑥�
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝑀𝑀
𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑣𝑣

(𝑡𝑡) = 𝑣𝑣�(𝜏𝜏) 

με αρχική συνθήκη 𝑥𝑥�(0) = 𝑥𝑥(0)
𝑅𝑅

= 0
𝑅𝑅

= 0 

οπότε η νέα αδιάστατης μορφής διαφορική εξίσωση είναι η 

𝑥𝑥� ′(𝜏𝜏) = 𝑣𝑣�(𝜏𝜏), 𝑥𝑥�(0) = 0 (2΄) 

 

• Εξίσωση μεταβολής ταχύτητας 𝒗𝒗′ 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑 �𝑥𝑥 ′(𝑡𝑡)�
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑣𝑣� ∙

𝑑𝑑𝑣𝑣�
𝑑𝑑𝜏𝜏 ∙

𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑀𝑀  

𝑑𝑑𝑣𝑣�
𝑑𝑑𝜏𝜏

𝑎𝑎
𝑀𝑀 =

𝑅𝑅𝑎𝑎2

𝑀𝑀2  
𝑑𝑑𝑣𝑣�
𝑑𝑑𝜏𝜏  

όμως αντικαθιστώντας στη σχέση (3) και από τις σχέσεις (1΄), 𝑥𝑥� = 𝑋𝑋
𝑅𝑅
 έχουμε 

𝑅𝑅𝑎𝑎2

𝑀𝑀2  
𝑑𝑑𝑣𝑣�
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛭𝛭𝑚𝑚� −

𝑔𝑔
(1 + 𝑥𝑥�)2 

⟹
𝑑𝑑𝑣𝑣�
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝛼𝛼𝛼𝛼𝛭𝛭2

𝛭𝛭𝑚𝑚�𝑅𝑅𝑎𝑎2 −
𝑔𝑔𝑀𝑀2

𝑅𝑅𝑎𝑎2(1 + 𝑥𝑥�)2 

  

⟹     
𝑑𝑑𝑣𝑣�
𝑑𝑑𝜏𝜏 =

𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚� −

𝑔𝑔𝑀𝑀2

𝑅𝑅𝑎𝑎2(1 + 𝑥𝑥�)2 

Πρέπει οι διαστάσεις του δεξιού μέλους να ισούνται με του αριστερού, δηλαδή με 1. 

Έτσι, 

�
𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚�� =

𝐿𝐿
𝑇𝑇  𝑀𝑀

𝐿𝐿𝑀𝑀𝑇𝑇  1
= 1 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 �

𝑔𝑔𝑀𝑀2

𝑅𝑅𝑎𝑎2(1 + 𝑥𝑥�)2� =
𝐿𝐿
𝑇𝑇2 𝑀𝑀2

𝐿𝐿𝑀𝑀
2

𝑇𝑇2  1
= 1 
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Η αρχική συνθήκη της νέας αδιάστατης διαφορικής εξίσωσης είναι  

𝑣𝑣�(0) =
𝑀𝑀
𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑣𝑣

(0) = 0 

Συνεπώς, τελικά καταλήξαμε στο επιθυμητό σύστημα διαφορικών εξισώσεων 

αδιάστατης μορφής 

 

 𝑚𝑚� ′(𝜏𝜏) = −1, 𝑚𝑚�(0) = 1 (1΄) 

 𝑥𝑥� ′(𝜏𝜏) = 𝑣𝑣�(𝜏𝜏), 𝑥𝑥�(0) = 0 (2΄) 

 𝑣𝑣� ′(𝜏𝜏) =
𝛽𝛽𝛽𝛽
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑚𝑚� −

𝑔𝑔𝑀𝑀2

𝑅𝑅𝑎𝑎2(1 + 𝑥𝑥�)2 , 𝑣𝑣�(0) = 0 (3΄) 
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Άσκηση 18, σελίδα 80 
από το βιβλίο «Στοιχειώδεις Διαφορικές Εξισώσεις και Προβλήματα 

Συνοριακών Τιμών» των Boyce, Diprima  

α) Η διαφορική εξίσωση που μας δίνεται είναι η παρακάτω: 

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟 �1−

𝑦𝑦
𝐾𝐾�𝑦𝑦 − 𝐸𝐸𝐸𝐸 (1) 

 

Για να βρούμε τα σημεία ισορροπίας της 𝑦𝑦′ θα θέσουμε 𝑦𝑦 ′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0 δηλαδή θα 

λύσουμε ως προς 𝑦𝑦 την ακόλουθη εξίσωση: 

 𝑟𝑟 �1 −
𝑦𝑦
𝐾𝐾�𝑦𝑦 − 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 0 (2) 

Βγάζουμε κοινό παράγοντα το 𝑟𝑟𝑟𝑟 και έχουμε: 

 𝑟𝑟𝑦𝑦 �1−
𝐸𝐸
𝑟𝑟 −

𝑦𝑦
𝐾𝐾� = 0 (3) 

Χάριν ευκολίας υπολογισμού των ριζών της εξίσωσης, βγάζουμε κοινό παράγοντα 

και το �1 − 𝐸𝐸
𝑟𝑟
� και λαμβάνουμε την: 

 𝑟𝑟 �1 −
𝐸𝐸
𝑟𝑟� 𝑦𝑦 �1 −

𝑦𝑦

𝐾𝐾 �1− 𝐸𝐸
𝑟𝑟�
� = 0 (4) 

Οπότε, εξάγουμε εύκολα της ρίζες της, οι οποίες αποτελούν τα σημεία ισορροπίας: 

 𝑦𝑦1 = 0 και 𝑦𝑦2 = 𝐾𝐾 �1 − 𝐸𝐸
𝑟𝑟
� (5) 

 

β) Τα 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2 δεν αποτελούν μόνο λύσεις των αλγεβρικών εξισώσεων 2-4, αλλά επίσης 

σταθερές λύσεις της (1), αφού στις εξισώσεις (1)-(3) ασχοληθήκαμε με το δεξί μέλος 

της εξίσωσης (1). Συνεπώς, η δοθείσα διαφορική εξίσωση μπορεί να γραφεί με τη 

μορφή: 

 𝑦𝑦 ′ = 𝑟𝑟 �1 −
𝐸𝐸
𝑟𝑟� 𝑦𝑦 �1 −

𝑦𝑦

𝐾𝐾 �1− 𝐸𝐸
𝑟𝑟�
� (6) 
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Τώρα θα δείξουμε ότι η λύση της διαφορικής εξίσωσης 𝑦𝑦1(𝑡𝑡) ≡ 0 είναι ασταθής και 

ότι αντίστοιχα η 𝑦𝑦2(𝑡𝑡) ≡ 𝐾𝐾 �1− 𝐸𝐸
𝑟𝑟
� είναι ασυμπτωτικά ευσταθής. Το σημείο 

ισορροπίας 𝑦𝑦2(𝑡𝑡) είναι ασυμπτωτικά ευσταθές αν, και μόνο αν, μία λύση που έχει 

τιμή επαρκώς κοντά στο 𝑦𝑦2(𝑡𝑡) τείνει σε αυτήν την τιμή ενώ ο χρόνος τείνει στο +∞. 

Ενώ αν το σημείο ισορροπίας 𝑦𝑦1(𝑡𝑡) είναι ασταθές, οι τιμές των λύσεων της 

διαφορικής εξίσωσης που βρίσκονται γύρω από το 𝑦𝑦1(𝑡𝑡), απομακρύνονται από αυτό, 

κατευθυνόμενες είτε προς το 𝑦𝑦2(𝑡𝑡) είτε προς το −∞. Αυτό σημαίνει ότι ο μόνος 

τρόπος να εγγυηθούμε ότι η λύση παραμένει κοντά στο μηδέν είναι να βεβαιωθούμε 

ότι η αρχική της τιμή είναι ακριβώς ίση με μηδέν. 

Κατόπιν αυτών, παρατηρούμε ότι το μοντέλο Schaefer είναι μια ειδική περίπτωση της 

λογιστικής εξίσωσης (ή αλλιώς εξίσωση Verhulst): 

 𝑦𝑦 ′ = 𝑎𝑎𝑎𝑎 �1 −
𝑦𝑦
𝑏𝑏� (7) 

όπου 

𝑎𝑎 = 𝑟𝑟 �1 − 𝐸𝐸
𝑟𝑟
�                               𝑏𝑏 = 𝐾𝐾 �1− 𝐸𝐸

𝑟𝑟
� 

Τόσο το a όσο και το b είναι θετικά, λόγω των αρχικών υποθέσεων ότι 𝑟𝑟 > 0, 𝐾𝐾 > 0 

και 0 < 𝛦𝛦 < 𝑟𝑟. Έτσι όπως ορίσαμε τα a και b, τα σημεία ισορροπίας είναι 𝑦𝑦1 = 0 και 

𝑦𝑦2 = 𝑏𝑏. Είναι εύκολο να δούμε πώς μοιάζει το πεδίο διευθύνσεων της (7), επειδή 

εύκολα βλέπουμε πού είναι θετικό και πού αρνητικό το δεξί μέλος της. Ένας τρόπος 

για να το κάνουμε αυτό είναι να σχεδιάσουμε τη γραφική παράσταση της: 

𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 �1−
𝑦𝑦
𝑏𝑏� = −�

𝑎𝑎
𝑏𝑏�𝑦𝑦

2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 

Επειδή η εξίσωση αυτή είναι δευτεροβάθμια ως προς 𝑦𝑦, είναι προφανές ότι παριστά 

μια παραβολή και, ειδικότερα, μια παραβολή με τα κοίλα προς τα κάτω, αφού ο 

συντελεστής του 𝑦𝑦2 είναι αρνητικός. Το μέγιστο βρίσκεται στο σημείο 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏
2
 , εν τω 

μέσω των δύο μηδενισμών της 𝑓𝑓 και έχει τιμή 𝑓𝑓 �𝑏𝑏
2
� = 𝑎𝑎𝑎𝑎

4
> 0. Είναι σαφές πως η 

𝑓𝑓(𝑦𝑦) είναι θετική όταν 0 < 𝑦𝑦 < 𝑏𝑏 αλλά αρνητική όταν 𝑦𝑦 < 0 ή 𝑦𝑦 > 𝑏𝑏. Επειδή 

γνωρίζουμε ότι η 𝑓𝑓(𝑦𝑦) είναι θετική στο 0 < 𝑦𝑦 < 𝑏𝑏, γνωρίζουμε επίσης ότι 𝑦𝑦 ′ =

𝑓𝑓(𝑦𝑦) > 0 στο 0 < 𝑦𝑦 < 𝑏𝑏. Παραδείγματος χάρη, αν μια λύση 𝑦𝑦(𝑡𝑡) που ξεκινά από το 

𝑦𝑦0 με 0 < 𝑦𝑦0 < 𝑏𝑏, αναγκαστικά θα αρχίσει να αυξάνει, διότι 𝑦𝑦 ′(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓�𝑦𝑦(𝑡𝑡)� > 0. 
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Επίσης η 𝑦𝑦(𝑡𝑡) είναι αυστηρά άνω φραγμένη από τη λύση 𝑦𝑦2 = 𝑏𝑏 και δεν μπορεί ούτε 

καν να τη φτάσει. Εάν συνέβαινε κάτι τέτοιο θα παραβιαζόταν το μέρος της 

μοναδικότητας του Θεωρήματος Ύπαρξης και Μοναδικότητας, αφού η μόνη λύση 

της διαφορικής εξίσωσης με τιμή 𝑏𝑏 είναι αυτή που έχει ως σταθερή τιμή το 𝑏𝑏. 

Ομοίως, αν μια λύση ξεκινήσει από το 𝑦𝑦0 > 𝑏𝑏, τότε αν 𝑦𝑦(𝑡𝑡) είναι η λύση στο σημείο 

αυτό (έστω σε χρόνο 𝑡𝑡0 = 0), αναγκαστικά 𝑦𝑦 ′(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓�𝑦𝑦(𝑡𝑡)� < 0 και έτσι το 𝑦𝑦(𝑡𝑡) θα 

αρχίσει να φθίνει αλλά είναι κάτω φραγμένο από τη σταθερή λύση (σημείο 

ισορροπίας) 𝑦𝑦2 = 𝑏𝑏. 

Αντίστοιχα, αν μια λύση 𝑦𝑦(𝑡𝑡) ξεκινά από το 𝑦𝑦0 με 𝑦𝑦0 < 0, αναγκαστικά θα αρχίσει 

να απομακρύνεται από το 0, δηλαδή να φθίνει, διότι 𝑦𝑦 ′(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓�𝑦𝑦(𝑡𝑡)� < 0 για 𝑦𝑦 < 0. 

Επειδή, όπως αναφέραμε, αν ξεκινά δεξιά του 0, θα τείνει προς το 𝑏𝑏, τότε το σημείο 0 

είναι σημείο ασταθούς ισορροπίας. 

Όσα γράφτηκαν παραπάνω, εκτός από διαισθητικά, θα τα αποδείξουμε μαθηματικά. 

Λαμβάνουμε την απλοποιημένη εξίσωση 𝑦𝑦 ′ = 𝑎𝑎𝑎𝑎 �1 − 𝑦𝑦
𝑏𝑏
� ⟺ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑎𝑎𝑎𝑎 �1− 𝑦𝑦

𝑏𝑏
� 

και παρατηρούμε ότι είναι χωριζομένων μεταβλητών. Οπότε γίνεται: 

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦 �1− 𝑦𝑦
𝑏𝑏�

= 𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑑𝑑 ⟺ �
1
𝑦𝑦 +

1
𝑏𝑏

1

1 − 𝑦𝑦
𝑏𝑏
�𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑑𝑑 

Ολοκληρώνοντας λαμβάνουμε τα ακόλουθα: 

ln|𝑦𝑦|− ln �1 −
𝑦𝑦
𝑏𝑏
� = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 

Για να βρούμε το c (σταθερά ολοκλήρωσης) υποθέτουμε ότι 𝑦𝑦(0) = 𝑦𝑦0 και αφού το 

αντικαταστήσουμε στην παραπάνω εξίσωση, έχουμε ότι 

ln|𝑦𝑦0| − ln �1 −
𝑦𝑦0

𝑏𝑏
� = 𝑐𝑐 

Αντικαθιστούμε το c και έχουμε: 

ln|𝑦𝑦|− ln �1 −
𝑦𝑦
𝑏𝑏
� = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + ln|𝑦𝑦0| − ln �1 −

𝑦𝑦0

𝑏𝑏
� ⟺  ln �

𝑦𝑦

1− 𝑦𝑦
𝑏𝑏

 
1 − 𝑦𝑦0

𝑏𝑏
𝑦𝑦0

� = 𝑎𝑎𝑎𝑎 
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Και τέλος έχουμε ότι 

�
𝑦𝑦

1− 𝑦𝑦
𝑏𝑏

 
1 − 𝑦𝑦0

𝑏𝑏
𝑦𝑦0

� = 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎  

Ας υποθέσουμε τώρα ότι 𝑦𝑦0 > 0, 𝑦𝑦0 ≠ 𝑏𝑏. Εάν 0 < 𝑦𝑦0 < 𝑏𝑏, τότε μια λύση που ξεκινά 

από το 𝑦𝑦0 σε χρόνο 𝑡𝑡 = 0 παραμένει υποχρεωτικά στο διάστημα (0,𝑏𝑏), αλλιώς η 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) θα ξεπερνούσε τις λύσεις ισορροπίας 𝑦𝑦1 = 0 ή 𝑦𝑦2 = 𝑏𝑏, κάτι αδύνατο λόγω του 

μέρους της μοναδικότητας του Θεωρήματος Ύπαρξης και Μοναδικότητας που ήδη 

έχουμε αναφέρει. Είναι προφανές ότι τόσο οι αριθμητές όσο και οι παρανομαστές 

είναι θετικοί, συνεπώς τα απόλυτα μπορούν να απαλειφθούν και να λύσουμε ως προς 

𝑦𝑦. Αν και οι λεπτομέρειες διαφέρουν λίγο, όταν 𝑦𝑦0 > 𝑏𝑏 μπορούμε πάλι να 

απαλείψουμε τα απόλυτα. Πριν λύσουμε ως προς 𝑦𝑦 μπορούμε να δούμε ότι 

𝑦𝑦 
1− 𝑦𝑦0

𝑏𝑏
𝑦𝑦0

= 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 �1−
𝑦𝑦
𝑏𝑏� = 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑦𝑦
𝑏𝑏 

Αν φέρουμε στο αριστερό μέλος τον τελευταίο όρο του δεξιού μέλους της εξίσωσης 

και έπειτα βγάλουμε κοινό παράγοντα το 𝑦𝑦, θα λάβουμε 

𝑦𝑦 �
1− 𝑦𝑦0

𝑏𝑏
𝑦𝑦0

+
𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑏𝑏
� = 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 ⟺ 𝑦𝑦 =

𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎

1 − 𝑦𝑦0
𝑏𝑏

𝑦𝑦0
+ 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑏𝑏

 

Πολλαπλασιάζοντας αριθμητή και παρανομαστή με 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑎𝑎  βρίσκουμε τη γενική 

λύση της δοθείσας διαφορικής εξίσωσης: 

 𝑦𝑦(𝑡𝑡) =
𝑏𝑏𝑦𝑦0

𝑦𝑦0 + (𝑏𝑏 − 𝑦𝑦0)𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑎𝑎  
(8) 

Παρατηρούμε πως η αρχική μας υπόθεση 𝑦𝑦(0) = 𝑦𝑦0 επαληθεύεται. Επειδή 𝑎𝑎 > 0 

lim
𝑡𝑡→∞

𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 

άρα από (8) 

lim𝑡𝑡→∞ 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏 = 𝐾𝐾 �1 − 𝐸𝐸
𝑟𝑟
� = 𝑦𝑦2         ,        ∀𝑦𝑦(𝑡𝑡) ∈ (0,𝑏𝑏) ∨ (𝑏𝑏, +∞) 

έχουμε τα επιθυμητό αποτέλεσμα περί ασυμπτωτικής ευστάθειας. 
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Και το 𝑦𝑦1 = 0 είναι ασταθές σημείο ισορροπίας για τους λόγους που αναφέραμε πιο 

πάνω. 

γ) Η ανεκτή απόδοση αλιείας 𝑌𝑌 περιγράφεται από την εκφώνηση ως εξής: 

𝑌𝑌 = 𝑌𝑌(𝐸𝐸) = 𝐸𝐸𝑦𝑦2 

και επειδή 

𝑦𝑦2 = 𝑏𝑏 = 𝐾𝐾 �1 −
𝐸𝐸
𝑟𝑟� 

οπότε έχουμε 

𝑌𝑌(𝐸𝐸) = 𝐸𝐸𝐸𝐸 �1−
𝐸𝐸
𝑟𝑟� = −�

𝐾𝐾
𝑟𝑟 �𝐸𝐸

2 + 𝐸𝐸𝐸𝐸 

Η παραπάνω εξίσωση είναι δευτεροβάθμια ως προς 𝐸𝐸, οπότε πάλι αναπαριστά μια 
παραβολή με τα κοίλα προς τα πάνω, αφού ο συντελεστής του 𝐸𝐸2 είναι αρνητικός 
(διότι 𝐾𝐾 και 𝑟𝑟 θετικά). 

δ) Βρίσκουμε την πρώτη παράγωγο 𝑌𝑌′(𝐸𝐸) = − 2𝐾𝐾
𝑟𝑟
𝐸𝐸 + 𝐾𝐾 και τη μηδενίζουμε 

𝑌𝑌′(𝐸𝐸) = 0 ⟺− 2𝐾𝐾
𝑟𝑟
𝐸𝐸 + 𝐾𝐾 = 0 ⟺ 𝐸𝐸 = 𝑟𝑟

2
. Αυτό το σημείο αποτελεί μέγιστο και 

βρίσκεται στο μέσο των δύο σημείων ισορροπίας της 𝑌𝑌(𝐸𝐸), αφού αν την μηδενίσουμε 

βλέπουμε πως αυτά είναι τα 𝑌𝑌(𝐸𝐸1) = 0 και 𝑌𝑌(𝐸𝐸2) = 𝑟𝑟
4
. Άρα το 𝐸𝐸 = 𝑟𝑟

2
 μεγιστοποιεί 

την 𝑌𝑌(𝐸𝐸) και συνεπάγεται ότι η μέγιστη ανεκτή απόδοση αλιείας είναι η 

𝑌𝑌𝑚𝑚 = 𝑌𝑌 �
𝑟𝑟
2� =

𝑟𝑟𝑟𝑟
4  

r
2

r
4

E

Ym
rK
4

YE Καμπύλη απόδοσης προσπάθειας


