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Πρόβληµα 0.1 ΄Αθροισµα Σειρών
Ο Wheelon ανέπτυξε µια µέθοδο για την εύρεση αθροισµάτων απείρων όρων µε τη ϐοήθεια του µετασχηµατισµού Laplace.
Ας αναλύσουµε τη µέθοδό του. Υποθέτουµε ότι F (s) είναι ο µετασχηµατισµός Laplace ενός σήµατος f(t), f(t)

ℒ←−−→ F (s),
τότε µπορούµε να γράψουµε

+∞∑
n=1

anF (n) =

+∞∑
n=1

an

∫ +∞

0

f(t)e−nt dt =

∫ +∞

0

f(t)

[
+∞∑
n=1

ane−nt

]
︸ ︷︷ ︸

b(t)

dt =

∫ +∞

0

f(t)b(t) dt (0.0.1)

όπου an είναι µια τυχαία ακολουθία αριθµών. ΄Εστω ότι εφαρµόζουµε στην παραπάνω σχέση τη συνάρτηση

f(t) =
tp−1

Γ(p)
e−xt

ℒ←−−→ F (s) =
1

(s+ x)p
, Γ(p) =

∫ +∞

0

e−ttp−1 dt, συνάρτηση Γάµµα

και εποµένως η σχέση (0.0.1) ϑα έχει τη µορφή

+∞∑
n=1

anF (n) =

+∞∑
n=1

an
(n+ x)p

=
1

Γ(p)

∫ +∞

0

b(t)tp−1e−xt dt, όπου b(t) =

+∞∑
n=1

ane−nt

(α) Να δείξετε το ακόλουθο άθροισµα

+∞∑
n=1

1

np
= �(p), p ∈ ℕ, όπου �(p) =

1

Γ(p)

∫ +∞

0

tp−1

et − 1
dt είναι η συνάρτηση Ϲήτα του Riemann

Υπόδειξη: Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε το γνωστό ολοκλήρωµα∫ +∞

0

tp−1

eat − 1
dt =

Γ(p)

ap
�(p)

(ϐ) Να δείξετε το ακόλουθο άθροισµα
+∞∑
n=1

e−an

n
= − ln

(
1− e−a

)
Πρόβληµα 0.2 Ο µετασχηµατισµός Laplace µπορεί να εφαρµοστεί στον υπολογισµό ορισµένων ολοκληρωµάτων τα οποία
περιέχουν µια παράµετρο. Η µέθοδος του µετασχηµατισµού Laplace ϐασίζεται στην ιδέα της εναλλαγής του ολοκληρώµατος
και του τελεστή του µετασχηµατισµού Laplace, δηλαδή

ℒ

[∫ b

a

f(t, x)dx

]
=

∫ b

a

ℒ [f(t, x)] dx (0.0.2)

Με τη ϐοήθεια της σχέσης (0.0.2) να δείξετε το ακόλουθο ολοκλήρωµα

f(t) =

∫ +∞

0

sin(tx)

x(a2 + x2)
dx =

�

2a

(
1− e−at

)
Πρόβληµα 0.3 Να αποδείξετε τη σχέση των συναρτήσεων Γάµµα, Γ(x), και Βήτα, B(x, y),

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, όπου η συνάρτηση Βήτα, είναι B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt
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Υπόδειξη: Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε το ϑεώρηµα της συνέλιξης του µετασχηµατισµού Laplace για τα σήµατα

f(t) = tx−1, x > 0 και g(t) = ty−1, y > 0

Πρόβληµα 0.4 Να δείξετε τον ακόλουθο µετασχηµατισµό Laplace της συνάρτησης σφάλµατος

f(t) = erf

(
a

2
√
t

)
ℒ←−−→ 1

s

(
1− e−a

√
s
)

Πρόβληµα 0.5 Κοινός µετασχηµατισµός Fourier-Laplace
Ορίζουµε τον κοινό µετασχηµατισµό Fourier-Laplace µιας συνάρτησης u(x, t) ως το ακόλουθο ολοκλήρωµα

U(!, s) =

∫ +∞

−∞
e−j!xdx

∫ +∞

0

e−stu(x, t) dt, u(x, t)
ℱℒ←−−→ U(!, s)

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε τον κοινό µετασχηµατισµό sine Fourier-Laplace

Us(!, s) =

∫ +∞

−∞
sin(!x)dx

∫ +∞

0

e−stu(x, t) dt, u(x, t)
ℱsℒ←−−→ Us(!, s)

Να επιλύσετε την εξίσωση διάδοσης ϑερµότητας σε µια διάσταση αλλά στην ηµιευθεία

∂u(x, t)

∂t
= �

∂2u(x, t)

∂x2
, 0 < x < +∞, t > 0, � = συντελεστής αγωγιµότητας

µε τις συνοριακές και αρχικές συνθήκες συνθήκες

u(0, t) = f(t), u(x, t)
x→+∞−−−−−→ 0, για t > 0︸ ︷︷ ︸

συνοριακές συνθήκες

, u(x, 0) = 0 για 0 < x < +∞︸ ︷︷ ︸
αρχική συνθήκη

Ειδικότερα να δείξετε ότι η λύση λαµβάνει τη µορφή

u(x, t) =
2k

�

∫ +∞

0

! sin(!x) d!

∫ t

0

f(t− �)e−��!
2

d�

Αν η συνοριακή συνθήκη είναι u(0, t) = f(t) = T0u(t), (όπου u(t) είναι η µοναδιαία ϐηµατική συνάρτηση), τότε να δείξετε
ότι ισχύει

u(x, t) = T0erfc

(
x

2
√
�t

)
, όπου erfc(t) = 1− erf(t) = συνάρτηση συµπληρωµατικού σφάλµατος

Πρόβληµα 0.6 Να αποδείξετε ότι ο µετασχηµατισµός Laplace ενός σήµατος f(t) µπορεί να εκφραστεί ως

f(t)
ℱ←−−→ F (s) =

f(0)

s
+
f
′
(0)

s2
+
f
′′
(0)

s3
+
f
′′′

(0)

s4
+ . . . =

+∞∑
n=0

f (n)(0)

sn+1

Πρόβληµα 0.7 Μετασχηµατισµός N
Ορίζουµε το µετασχηµατισµό N ενός αιτιατού σήµατος f(t), t ≥ 0 τη συνάρτηση R(u, s), ως ακολούθως

R(u, s) = N [f(t)] =

∫ +∞

0

f(ut)e−st dt, f(t)
N←−−→ R(u, s)

Το αρχικό σήµα f(t) ονοµάζεται ο αντίστροφος µετασχηµατισµός N ή αντίστροφος R(u, s) και το συµβολίζουµε ως f(t) =

N−1 [R(u, s)], R(u, s)
N−1

←−−→ f(t). Θα παρατηρήσετε ότι αν u = 1 τότε λαµβάνουµε το µετασχηµατισµό Laplace του σήµατος
f(t), δηλαδή R(1, s) = ℒ[f(t)] ενώ αν ϑέσουµε s = 1 ϑα λάβουµε το µετασχηµατισµό Sumudu, δηλαδή R(u, 1) = S[f(t)].

Παράδειγµα 1: ΄Εστω ένα εκθετικό σήµα f(t) = eat, t ≥ 0, ο µετασχηµατισµός N ϑα είναι

N
[
eat
]

=

∫ +∞

0

eaute−st dt = lim︸︷︷︸
b→+∞

∫ b

0

e−(s−au)t dt = lim︸︷︷︸
b→+∞

[
e−(s−au)t

s− au

]b
0

=
1

s− au
=

⎧⎨⎩
1
s−a για u = 1 ⇒ µετασχ. ℒ

1
1−au για s = 1 ⇒ µετασχ. S

Παράδειγµα 2: Ο µετασχηµατισµός N της µοναδιαίας ϐηµατικής συνάρτησης u(t) ϑα είναι

N [u(t)] =

∫ +∞

0

e−st dt =
1

s
=

⎧⎨⎩ 1/s για u = 1 ⇒ µετασχ. ℒ

1 για s = 1 ⇒ µετασχ. S
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Να αποδείξετε τις ακόλουθες ιδιότητες του µετασχηµατισµού N :

Γραµµικότητα: Αν c1, c2 είναι δυο σταθερές και δυο αιτιατά σήµατα f1(t), f2(t), τότε

N [c1f1(t) + c2f2(t)] = c1N [f1(t)] + c2N [f2(t)]

Ολίσθηση στη συχνότητα: Αν f(t) είναι ένα αιτιατό σήµα σήµατα, τότε

N
[
eatf(t)

]
=

s

s− au
R

[
us

s− au
, s

]
, όπου f(t)

N←−−→ R(u, s)

Κλιµάκωση: Αν f(t) είναι ένα αιτιατό σήµα σήµατα, τότε

N [f(at)] =
1

a
R [u, s] , όπου f(t)

N←−−→ R(u, s)

Παραγώγιση: Αν f(t) είναι ένα αιτιατό σήµα σήµατα, µε f(t)
N←−−→ R(u, s), τότε

df(t)

dt

N←−−→ s

u
R(u, s)− f(0)

u
,

d2f(t)

dt2
N←−−→ s2

u2
R(u, s)− s

u2
f(0)− f ′(0)

u

Ολοκλήρωση: Αν f(t) είναι ένα αιτιατό σήµα σήµατα, µε f(t)
N←−−→ R(u, s), τότε∫ t

0

f(�)d�
N←−−→ u

s
R(u, s)


