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Πρόβληµα 0.1 Η διάχυση της πυκνότητας νετρονίων, u(x, t), ικανοποιεί την εξίσωση διάχυσης του Einstein

∂u(x, t)

∂t
= D

∂2u(x, t)

∂x2
, όπου D είναι ο συντελεστής διάχυσης

Υποθέτουµε ότι την αρχική χρονική στιγµή t = 0 τοποθετούµε Q νετρόνια στην αρχή του άξονα, x = 0, δηλαδή
u(x, 0) = Q�(x). Με τη ϐοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier στη µεταβλητή x

u(x, t)
ℱ←−−→ U(!, t) =

∫ +∞

−∞
u(x, t)e−j!xdx

να δείξετε ότι ισχύει

u(x, t) = Q
e−x

2/4Dt

√
4�Dt

Πρόβληµα 0.2 Θεωρήστε το πρόβληµα της εξίσωσης διάχυσης της µόνιµης κατάστασης που περιγράφει την µονοδιάσ-
τατη κίνηση νετρονίων σ’ ένα υλικό επιβραδυντή νετρονίων (neutron moderator) µε µια πηγή νετρονίων στην αρχή
των αξόνων �(x) = Q�(x)

−Dd2u(x)

dx2
+ k2Du(x) = Q�(x)

όπουD είναι ο συντελεστής διάχυσης, k2 µια σταθερά που καθορίζει την απορρόφηση νετρονίων από τον επιβραδυντή
και Q είναι η ϱοή των νετρονίων στην αρχή του άξονα. Με τη ϐοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier στη µεταβλητή x

u(x)
ℱ←−−→ U(!) =

∫ +∞

−∞
u(x)e−j!xdx

να δείξετε ότι ισχύει

u(x) =
Q

2kD
e−k∣x∣

Πρόβληµα 0.3 Η εξίσωση διάδοσης ϑερµότητας είναι

∂u(x, t)

∂t
= k

∂2u(x, t)

∂x2
, όπου k είναι ο συντελεστής διάδοσης ϑερµότητας

για την περιγραφή της ϑερµοκρασίας u(x, t) µιας ηµιάπειρης ϱάβδου στην περιοχή 0 < x < +∞. Υποθέτουµε ότι
έχουµε τις αρχικές συνοριακές συνθήκες

u(x, 0) = T0Π

(
x− 1

2

)
=

⎧⎨⎩ T0 για 0 < x < 1,

0 αλλού
u(0, t) = 0

Με τη ϐοήθεια του µετασχηµατισµού sine Fourier ως προς τη µεταβλητή x

u(x, t)
ℱs←−−→ Us(!, t) =

∫ +∞

0

u(x, t) sin(!x) dx

να δείξετε ότι η ϑερµοκρασία u(x, t) δίνεται από τη σχέση

u(x, t) = T0

[
erf

(
x√
4Dt

)
+

1

2
erf

(
1− x√

4Dt

)
− 1

2
erf

(
1 + x√

4Dt

)]
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όπου erf(t) = (2/
√
�)
∫ t
0

e−�
2

d� είναι η συνάρτηση σφάλµατος.

Πρόβληµα 0.4 Θεωρήστε ένα περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T = 2 το οποίο στην πρώτη περίοδο δίνεται από τον
τύπο x(t) = t2, 0 ≤ t < 2.
(α) Να προσδιορίσετε τους συντελεστές cn της εκθετικής σειράς Fourier.
(ϐ) Με τη ϐοήθεια του αποτελέσµατος του ερωτήµατος (α) να αποδείξετε τις ακόλουθες σειρές

+∞∑
n=1

1

n2
=
�2

6
,

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=
�2

12
,

+∞∑
n=1

1

(1 + 2n)2
=
�2

8

Πρόβληµα 0.5 Θεωρήστε ένα περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T = 1 το οποίο στην πρώτη περίοδο δίνεται από τον
τύπο x(t) = t, 0 ≤ t < 1.
(α) Να προσδιορίσετε τους συντελεστές cn της εκθετικής σειράς Fourier.
(ϐ) Με τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος Rayleigh να δείξετε την ακόλουθη σειρά

+∞∑
n=1

1

n2
=
�2
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Πρόβληµα 0.6 ΄Εστω f(t) είναι ένα περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 1. Ορίζουµε τον τελεστή της µέσης τιµής Aℎ
(για µια παράµετρο ℎ) ως ακολούθως

Aℎf(t) =
1

2ℎ

∫ t+ℎ

t−ℎ
f(�)d� (0.0.1)

δηλαδή ο τελεστής Aℎ δρα στο σήµα f(t) και µας δίνει ένα νέο σήµα Aℎf(t) το οποίο εκφράζεται από το ολοκλήρωµα
(0.0.1).
(α) Να δείξετε ότι το Aℎf(t) είναι επίσης ένα περιοδικό σήµα µε περίοδο T = 1.
(ϐ) Να αναπτύξετε το περιοδικό σήµα Aℎf(t) σε µια εκθετική σειρά Fourier και να δείξετε ότι ισχύει

Aℎf(t) =

+∞∑
n=−∞

cn sinc(2nℎ) ej2�nt

όπου cn είναι οι συντελεστές της εκθετικής σειράς του σήµατος f(t), δηλαδή f(t) =
∑+∞
n=−∞ cnej2�nt.

Πρόβληµα 0.7 Σειρά Fourier διδιάστατων σηµάτων σε πεπερασµένο διάστηµα
Γνωρίζουµε ότι η σειρά Fourier µονοδιάστατων σηµάτων f(x), x ∈ (0, L) ορίζεται είτε µε συνηµιτονοειδείς όρους (αν
επεκτείνουµε την f(x) στο διάστηµα (−L, 0) µε τέτοιο τρόπο ώστε να λάβουµε άρτια συνάρτηση) είτε µε ηµιτονοειδείς
όρους (αν αν επεκτείνουµε την f(x) στο διάστηµα (−L, 0) µε τέτοιο τρόπο ώστε να λάβουµε περιττή συνάρτηση). Στην
τελευταία περίπτωση ϑα έχουµε

f(x) =

+∞∑
n=1

bn sin
(n�
L
x
)
, bn =

2

L

∫ L

0

f(x) sin
(n�
L
x
)

dx

Αυτή η ιδέα µπορεί να επεκταθεί σε διδιάστατα σήµατα f(x, y) µε πεδίο ορισµού το (0, L1)× (0, L2). Να δείξετε ότι
αν έχουµε τη διπλή σειρά Fourier η οποία περιλαµβάνει ηµιτονοειδείς όρους

f(x, y) =

+∞∑
n=1

+∞∑
m=1

Bnm sin

(
n�

L1
x

)
sin

(
m�

L2
y

)
τότε οι συντελεστές Bnm ϑα έχουν τη µορφή

Bnm =
4

L1L2

∫ L1

0

∫ L2

0

f(x, y) sin

(
n�

L1
x

)
sin

(
m�

L2
x

)
dxdy


