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Πρόβληµα 0.1 ΄Εστω x1(t), x2(t) είναι δυο περιοδικά σήµατα µε κοινή περίοδο T = 1 και τα οποία
εκφράζονται ως ακολούθως

x1(t) =

+∞∑
n=−∞

anej2�nt, x2(t) =

+∞∑
n=−∞

bnej2�nt

Να δείξετε ότι η περιοδική συνέλιξη, x1(t) ⊛ x2(t), δίνεται από τη σχέση

x1(t) ⊛ x2(t) =

+∞∑
n=−∞

anbnej2�nt

Πρόβληµα 0.2 Για ένα πραγµατικό σήµα f(t) ϑα λέµε ότι αναπαράγεται µέσω της συνέλιξης αν ισχύει η σχέση
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)
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(
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)
όπου k, c ϑα εξαρτώνται από τα a, b.
(α) Να ϐρείτε τη σχέση που περιέχει το µετασχηµατισµό Fourier f(t)

ℱ←−−→ F (!), αφού εφαρµόσετε το µετασχη-
µατισµό Fourier στην παραπάνω σχέση,
(ϐ) ΄Εστω ότι ισχύει F (0) = 1, F ′(0) = 0, F

′′
(0) ∕= 0. τότε να δείξετε ότι ισχύουν οι σχέσεις

k =
∣ab∣
∣c∣

, c2 = a2 + b2

Πρόβληµα 0.3 Για δυο σήµατα f(t), g(t) τα οποία ανήκουν στο χώρο L2 ([a, b]) το εσωτερικό γινόµενο

⟨f(t), g(t)⟩ =

∫ b

a

f(t)ḡ(t) dt

Θεωρήστε µια ορθοκανονική ϐάση συναρτήσεων {�n(t)}, δηλαδή ισχύει η σχέση ⟨�n(t), �m(t)⟩ = �nm, όπου
�mn είναι το σύµβολο του Kronecker. Αφού οι συναρτήσεις {�n(t)} αποτελούν µια ϐάση στο χώρο L2 ([a, b]),
τότε κάθε σήµα f(t) µπορεί να αναλυθεί ως ακολούθως

f(t) =

+∞∑
n=1

⟨f(t), �n(t)⟩�n(t)

Ορίζουµε µια νέα συνάρτηση δυο µεταβλητών

K(t, �) =

+∞∑
n=1

�n(t)�̄n(�)
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Να δείξετε ότι ισχύει η σχέση

⟨f(t),K(t, �)⟩ =

∫ b

a

f(t)K̄(t, �) dt = f(�)

Πρόβληµα 0.4 Γνωρίζουµε ότι η δεύτερη ϱοπή ενός σήµατος f(t) εκφράζεται µέσω του µετασχηµατισµού
Fourier F (!) ως ακολούθως∫ +∞

−∞
t2f(t)dt = −F

′′
(0), όπου f(t)

ℱ←−−→ F (!)

(α) Να δείξετε ότι ισχύει ο ακόλουθος µετασχηµατισµός Fourier

sinc2t
ℱ←−−→ Λ

( !
2�

)
(ϐ) Να υπολογίσετε και να δείξετε το ακόλουθο ολοκλήρωµα∫ +∞

−∞
t2sinc4tdt =

1

2�2

Πρόβληµα 0.5 Για ένα σύστηµα y(t) = ℛ[x(t)], τα σήµατα εισόδου-εξόδου περιγράφονται από τη διαφορική
εξίσωση

d2y(t)

dt2
− y(t) = x(t)

Με τη ϐοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier να δείξετε ότι αν το σήµα εισόδου είναι x(t) = −2e−tu(t), τότε το
σήµα εξόδου ϑα έχει τη µορφή

y(t) =

∫ +∞

0

e−∣t−� ∣e−� d�

Πρόβληµα 0.6 Να ϐρείτε το είδος του σήµατος f(t) (δηλαδή αν είναι άρτιο ή περιττό ή τίποτε από τα δυο) για
το οποίο ισχύει

2ℱc[f(t)] = ℱ [f(t)]︸ ︷︷ ︸
ή 2Fc(!)=F (!)

, όπου f(t)
ℱc←→ Fc(!) =

µετασχηµατισµός︷ ︸︸ ︷∫ +∞

0

f(t) cos(!t) dt︸ ︷︷ ︸
cosine Fourier (FCT)

, f(t)
ℱ←−−→ F (!)

Πρόβληµα 0.7 Να δείξετε ότι για τρία σήµατα f(t), g(t), και ℎ(t) ισχύει η ακόλουθη σχέση∫ +∞

−∞
f(t) (g(t) ∗ ℎ(t)) dt =

∫ +∞

−∞
g(t) (ℎ(t) ★ f(t)) dt

Πρόβληµα 0.8
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Θεωρήστε το κύκλωµα RLC (όπου τα στοιχεία είναι σε σειρά) µε σήµα
εισόδου vi(t) και σήµα εξόδου vo(t) ας είναι η τάση στα άκρα του πυκνωτή.
(α) Να ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς H(!) = Vo(!)/Vi(!) αυτού του
κυκλώµατος (συστήµατος), όπου vi(t)

ℱ←−−→ Vi(!), vo(t)
ℱ←−−→ Vo(!).

(ϐ) Να ϐρείτε την κρουστική απόκριση ℎ(t)
ℱ←−−→ H(!) και να εξετάσετε

όλες τις περιπτώσεις
(ι) (RC)2 − 4LC > 0
(ιι) (RC)2 − 4LC < 0
(ιιι) (RC)2 − 4LC = 0

Πρόβληµα 0.9 Στην κβαντοµηχανική, η κυµατοσυνάρτηση, Ψ(x, t), ενός ελεύθερου σωµατιδίου µάζας m
διέπεται από τη διαφορική εξίσωση του Schrodinger

− ℏ2

2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2
= jℏ

∂Ψ(x, t)

∂t
, x = ϑέση του σωµατιδίου τη χρονική στιγµή t

(α) Αν η κυµατοσυνάρτηση την αρχική χρονική στιγµή t = 0 είναι Ψ(x, 0) = �(x), τότε να δείξετε ότι ισχύει

Ψ(x, t) = �(x) ∗
√

m

j2�ℏt
ejmx

2/2ℏt για t ≥ 0

(ϐ) Αν η �(x) = ∣�(x)∣2 είναι µια πυκνότητα πιθανότητας, δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις

�(x) ≥ 0 και
∫ +∞

−∞
�(x) dx = 1

τότε να δείξετε να δείξετε ότι η ∣Ψ(x, t)∣2 αποτελεί επίσης µια πυκνότητα πιθανότητας.
Υπόδειξη: ϑεωρήστε το µετασχηµατισµό Fourier της κυµατοσυνάρτησης Ψ(x, t)

ℱ←−−→ ⊖(!, t) ως προς τη
µεταβλητή x.

Πρόβληµα 0.10 Θεωρήστε ένα ΓΧΑΣ y(t) = ℛ[x(t)] όπου το σήµα εισόδου είναι x(t) = u(t)− u(t− 1) και το
αντίστοιχο σήµα εξόδου είναι y(t) = e−tu(t)− e−(t−1)u(t− 1).
(α) Να ϐρείτε την κρουστική απόκριση, ℎ(t), του συστήµατος και τη συνάρτηση µεταφοράς H(!). Ποιο είναι
το είδος του ϕίλτρου που περιγράφεται από αυτό το σύστηµα ;
(ϐ) Να ϐρείτε την απόκριση του συστήµατος y(t) όταν το σήµα εισόδου είναι x(t) = sin(!0t).

Πρόβληµα 0.11 (α) Να ϐρείτε τους µετασχηµατισµούς Fourier των σηµάτων
(i) f(t) = u(t− 1)− u(−(t− 1)), (ii) f(t) = sin (2�∣t∣)
Υπόδειξη: Για το δεύτερο ερώτηµα (ii) µπορείτε να ϑεωρήσετε το ακόλουθο γεγονός

sin(2�∣t∣) =

⎧⎨⎩ sin(2�t) για t > 0,

sin(2�(−t)) για t < 0
=

⎧⎨⎩ sin(2�t) για t > 0,

− sin(2�t) για t < 0
= sin(2�t)sgn t

(ϐ) Να υπολογίσετε το ακόλουθο ολοκλήρωµα και να δείξετε ότι ισούται µε∫ +∞

−∞

dt

(1 + t2)2
=
�

2

Υπόδειξη: Μπορείτε να εφαρµόσετε το ϑεώρηµα του Parseval και επιπλέον ϑυµηθείτε το µετασχηµατισµό
Fourier

1

1 + t2
ℱ←−−→ �e−∣!∣

Πρόβληµα 0.12 ΄Εστω ένα ΓΧΑΣ το οποίο περιγράφεται από µια άρτια πραγµατική συνάρτηση µεταφοράς
H(!) ∈ ℝ (H(−!) = H(!)). Αν το σήµα εισόδου είναι x(t) = cos(!0t) τότε να δείξετε ότι το σήµα εξόδου είναι
y(t) = H(!0) cos(!0t).


