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Πρόβληµα 0.1 Θεωρούµε µια ακολουθία σηµάτων Ekn(t), t ∈ [0, 1], η οποία περιγράφεται από τη σχέση

Ekn(t) =

⎧⎨⎩
2n/2 (k − 1)/2n ≤ t < (k − 1/2)/2n,

−2n/2 (k − 1/2)/2n ≤ t < k/2n,

0 αλλού,

όπου k, n ∈ ℤ, 1 ≤ k ≤ 2n, n ≥ 0

(α) Να σχεδιάσετε τα σήµατα Ekn(t) για n = 0 και n = 1 , δηλαδή τα E1
0(t), E1

1(t), E2
1(t).

(ϐ) Να δείξετε ότι τα σήµατα Ekn(t) είναι ορθοκανονικά ως προς το εσωτερικό γινόµενο

⟨f(t), g(t)⟩ =

∫ +∞

−∞
f(t)g(t)dt, για δυο σήµατα f(t), g(t)

Ειδικότερα να δείξετε ότι η νόρµα αυτών των σηµάτων είναι 1, ∥Ekn(t)∥ = 1, και τα γινόµενα ⟨Ekn(t), Elm(t)⟩ =
0, ∀m, n, k, l.
Τα Ekn(t) ονοµάζονται συναρτήσεις Haar (χρησιµοποιούνται στην ανάλυση των wavelets) και µπορούν να
αποτελέσουν µια ορθοκανονική ϐάση στο χώρο των συνεχών και παραγωγισίµων συναρτήσεων L2([0, 1]).

Πρόβληµα 0.2 Για τη συνέλιξη, x1(t) ∗ x2(t), δυο σηµάτων x1(t), x2(t) να δείξετε τον ακόλουθο πίνακα

x1(t) x2(t) x1(t) ∗ x2(t)
άρτιο άρτιο άρτιο
περιττό περιττό άρτιο
άρτιο περιττό περιττό
περιττό άρτιο περιττό

Πρόβληµα 0.3 Γνωρίσουµε ότι ένα σήµα f(t) µπορεί να αναλυθεί σ’ ένα άθροισµα ενός αρτίου, fe(t), και
ενός περιττού, fo(t), σήµατος

f(t) =
f(t) + f(−t)

2︸ ︷︷ ︸
fe(t), άρτιο

+
f(t)− f(−t)

2︸ ︷︷ ︸
fo(t), περιττό

, όπου fe(−t) = fe(t), fo(−t) = −fo(t)

Να δείξετε ότι ισχύουν οι σχέσεις∫ +∞

−∞
∣f(t)∣2dt =

∫ +∞

−∞
∣fe(t)∣2dt+

∫ +∞

−∞
∣fo(t)∣2dt,

∫ +∞

−∞
f(t)f(−t)dt =

∫ +∞

−∞
f2e (t)dt−

∫ +∞

−∞
f2o (t)dt
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Πρόβληµα 0.4 Να δείξετε ότι ισχύουν οι σχέσεις

Π(t) ∗Π(t) = Λ(t), Π (t/T ) ∗Π (t/T ) = TΛ (t/T )

Πρόβληµα 0.5 Να υπολογίσετε να ακόλουθα ολοκληρώµατα∫ +3�/2

−3�/2
eat�(t2 − �2) dt,

∫ +�

−�
sinh t �(cos t) dt

Πρόβληµα 0.6 Να αποδείξετε την ιδιότητα κλιµάκωσης της συνέλιξης

x

(
t

a

)
∗ y
(
t

a

)
= ∣a∣z

(
t

a

)
, όπου x(t) ∗ y(t) = z(t)

Πρόβληµα 0.7 Ορίζουµε τον τελεστή της µέσης τιµής,Ra, (Running Average) που δρα πάνω σ΄ ένα πραγµατικό
σήµα x(t), ως ακολούθως

Ra[x(t)] =
1

2a

∫ t+a

t−a
x(�)d�, a > 0, −∞ < t < +∞

(α) Να δείξετε ότι ο Ra είναι ένας γραµµικός και χρονικά ανεξάρτητος τελεστής.
(ϐ) ΄Εστω ότι f!(t) = ej!t για −∞ < ! < +∞. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f!(t) είναι ιδιοκαταστάσεις
του τελεστή Ra µε ιδιοτιµές

�(!) =

⎧⎨⎩ 1 για ! = 0,

sin(!a)/(!a) = sinc (!a/�) για ! ∕= 0

δηλαδή να δείξετε ότι ισχύει Ra [f!(t)] = �(!)f!(t).
(γ) Ας υποθέσουµε ότι το σήµα x(t) µπορεί να αναλυθεί ως ακολούθως

x(t) =

∫ +∞

−∞
X(!)ej!td!

Να δείξετε ότι ισχύει

Ra [x(t)] =

∫ +∞

−∞
X(!)�(!)ej!td!


