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Πρόλογος 
 

 
Η Διαφορική Γεωμετρία των καμπυλών και επιφανειών αποτελεί ένα 
κλασικό αντικείμενο στο οποίο συναντώνται η Γεωμετρία, ο Διαφορικός 
Λογισμός, η Γραμμική Άλγεβρα και οι Διαφορικές Εξισώσεις. Η 
εκπαιδευτική του αξία είναι επομένως μεγάλη, με την έννοια ότι 
χρησιμοποιεί γνώσεις από άλλες περιοχές των Μαθηματικών δίνοντάς τους 
μια νέα «γεωμετρική» οπτική αλλά και εμπεδώνοντας τις. Ταυτόχρονα 
όμως αποτελεί ένα απαραίτητο υπόβαθρο και ένα χρήσιμο εργαλείο. 
Υπόβαθρο για εισαγωγή στις Διαφορικές Πολλαπλότητες και τη μοντέρνα 
Διαφορική Γεωμετρία και εργαλείο για πολλές εφαρμογές: Φυσική, 
Μηχανική, Υπολογιστική Γεωμετρία, Computer Vision κ.λ.π.  
 
Στις σημειώσεις αυτές γίνεται μια προσπάθεια παρουσίασης της ύλης ενός 
μαθήματος κλασικής Διαφορικής Γεωμετρίας Καμπυλών και Επιφανειών 
με κριτήρια, όχι τόσο πληρότητας, αλλά προσανατολισμού και οργάνωσης 
ύλης, ώστε να συνάδει με τα παραπάνω χαρακτηριστικά του. Έτσι γίνεται 
συστηματική χρήση μεθόδων και εννοιών της Γραμμικής Άλγεβρας όπως 
«γραμμικές απεικονίσεις», «χαρακτηριστικά ποσά» και «τετραγωνικές 
μορφές». Από το Διαφορικό Λογισμό έννοιες όπως «παράγωγος 
απεικόνιση», «παράγωγος κατά κατεύθυνση», «θεώρημα πεπλεγμένων 
συναρτήσεων» κ.λ.π. χρησιμοποιούνται συχνά. Από τη Γεωμετρία 
απαραίτητες είναι οι κλασικές καμπύλες και επιφάνειες, όπως αυτές του 2ου 
βαθμού, καθώς και γενικές εκ περιστροφής και ευθειογενείς επιφάνειες. Οι 
έννοιες ορίζονται κατά το δυνατόν αναλλοίωτα και με τρόπο που 
γενικεύεται άμεσα σε Διαφορικές Πολλαπλότητες.  
 
 
Ν. Καδιανάκης 
 
Αθήνα 2013 
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Κεφάλαιο 1  Εισαγωγικά 

1.1  Ο διανυσματικός  και  σημειακός χώρος n  

Θεωρούμε το σύνολο 1{( ,..., ), }n
n ix x x= ∈   με τη συνήθη δομή του 

διανυσματικού χώρου και το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο 

1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ...n n n nx x y y x y x y⋅ = ⋅ = + +x y  και το οριζόμενο από αυτό μέτρο των 

διανυσμάτων: = ⋅x x x . Η συνήθης βάση θα συμβολίζεται με  

1 n= (1,0,...,0),  ...  , = (0,...,1)e e . 

Μια απεικόνιση : n mT →   λέγεται γραμμική αν για κάθε ∈nx, y  και 

,λ µ∈ ισχύει ( )T T Tλ µ λ µ+ = +x y x y . Με δεδομένες βάσεις στους χώρους 

,n m  στον T αντιστοιχεί ένας m n×  πίνακας [ ]T που έχει ως i- στήλη τις 

συνιστώσες της εικόνας iTe  (του i-διανύσματος της βάσης του n ) ως προς τη 

βάση του m .  

Βαθμός μιας γραμμικής απεικόνισης T  ( rankT ), ονομάζεται η διάσταση του 
συνόλου των τιμών του T : ( ) { : , }m nR T y x y Tx= ∈ ∃ ∈ =  , ή ισοδύναμα, ο 
βαθμός ενός πίνακα της ως προς κάποιες βάσεις (το πλήθος των γραμμικώς 
ανεξάρτητων στηλών του). Για μια γραμμική απεικόνιση : n mT →  ισχύει το 
γνωστό θεώρημα που συνδέει τη διάσταση του πυρήνα ker { : 0}nT x Tx= ∈ =  με 
τον βαθμό της T  και τη διάσταση του n :  

                                                dim KerT rankT n+ =                               (1.1)  
Παρατήρηση 1:  

1. Η T  είναι «1-1» αν και μόνο αν ker {0}T = , αν και μόνο αν rankT n= .  
2. Αν n m>  η T δεν μπορεί να είναι «1-1». 

 

Αν n m= , ο T  θα λέγεται και γραμμικός μετασχηματισμός και ο πίνακας [ ]T  
είναι τετραγωνικός. Αλλάζοντας τη βάση ο πίνακας ως προς τη νέα βάση είναι 
όμοιος με τον αρχικό και άρα έχουν την ίδια ορίζουσα. Ως ορίζουσα ( detT ) του T  
ορίζεται η ορίζουσα ενός από τους πίνακες του .Ο T λέγεται ομαλός αν det 0T ≠ . 
Ένας ομαλός μετασχηματισμός λέγεται οτι διατηρεί τον προσανατολισμό αν 
det 0T > . 
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είναι γραμμικός και έχει πίνακα ως προς τις κανονικές βάσεις τον 
0 1

[ ]
1 0

T
 

  
 

. 

Είναι det 0T  και άρα διατηρεί τον προσανατολισμό απεικονίζοντας τη συνήθη 
δεξιόστροφη βάση σε δεξιόστροφη αφού (1,0) (0,1)J J  i = j  και 

(0,1) ( 1,0)J J    j = i  (περιγράφει στροφή κατά θετική φορά με γωνία φ = π/2). 

Αν ορίσουμε τον 2
1 2 1 2( , ) ( ( , ))J x x J J x x  τότε ισχύει για κάθε 1 2( , )x x x : 

     2   –  ,        ,       0J J J I Jx Jy x y Jx x               

και υπάρχει  μοναδική γωνία θ [0, 2π]  με:  
x y x Jy

cosθ = ,     sinθ = 
 

x y x y
  

Ένας γραμμικός μετασχηματισμός : n nT    ονομάζεται ορθογώνιος ή 
ισομετρικός αν  = T T x y x y , ισοδύναμα: = Tx x . Για ένα ορθογώνιο 

μετασχηματισμό ισχύει det 1T   . Αν det 1T   λέγεται στροφή. 

Ασκηση 1: Να δειχθεί ότι η συμμετρία στον 2  ως προς μια ευθεία που διέρχεται 

από την αρχή και είναι παράλληλη προς ένα δεδομένο διάνυσμα a δίνεται από το 

γραμμικό μετασχηματισμό Sa  του 2 με  
2

2( )
( )S


 

r
ra

a
r a

a
. Να δειχθεί ότι ο Sa  

είναι μετασχηματισμός με det 1T   . 

Ισχύει :  

Πρόταση 1: Ένας γραμμικός μετασχηματισμός είναι ορθογώνιος, αν και μόνον αν 

ο πίνακάς του Α ως προς μια ορθοκανονική βάση είναι ορθογώνιος: 1TA A .  

Ειδικά για τον 2  και τον μετασχηματισμό J του παραδείγματος 1 ισχύει: 

Πρόταση 2: Αν Τ είναι ένας ορθογώνιος γραμμικός μετασχηματισμός του 2 , τότε  
(det )TJ T JT . 

Πρόταση 3: Οι μόνοι γραμμικοί ισομετρικοί μετασχηματισμοί του 2 είναι στροφές 

περί την αρχή ή συμμετρίες ως προς ευθεία που διέρχεται από την αρχή. 

Εκτός από τη δομή του διανυσματικού χώρου, ο n  έχει και τη δομή του 

σημειακού ή ομοπαραλληλικού (αffine) χώρου.   

Ορισμός 1: Ένα μη κενό σύνολο E  λέγεται σημειακός χώρος (affine space) με 
αντίστοιχο διανυσματικό χώρο V αν υπάρχει απεικόνιση 
 
η οποία αντιστοιχίζει σε κάθε ζευγάρι σημείων ( , )x y  του E  ένα διάνυσμα 

( , )x y V v , τέτοια ώστε για κάθε , , Ex y z Î  να ισχύουν οι ιδιότητες: 
Για κάθε x E  η απεικόνιση : :    ( )  ( , )x xE V y x y     είναι «1 –1» και επί. 

( , )  ( , )  ( , ). x y y z x z     

: E E V  
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Θα ονομάζουμε τα στοιχεία του Ε σημεία, τη   συνάρτηση διαφοράς και το 
διάνυσμα ( , )x y V v  το διάνυσμα μετατόπισης απο το σημείοx στο σημείο y . 

Ορίζουμε τη διάσταση dimE ως τη διάσταση του διανυσματικού χώρου V. 
 
Παράδειγμα 2. Έστω Ε ο συνήθης εποπτικός χώρος. Τα στοιχεία του είναι τα 
γεωμετρικά σημεία. Σε κάθε ζευγάρι σημείων (Α, Β) αντιστοιχεί ένα διάνυσμα 
ABμε αρχή το Α και πέρας το Β που είναι εφαρμοστό διάνυσμά στο σημείο Α. Το 
AB  μπορεί να θεωρηθεί και ως στοιχείο του διανυσματικού χώρουΔ των 
ελεύθερων διανυσμάτων (με την έννοια της δυνατότητας παράλληλης μεταφοράς 
του ώστε να διατηρεί μέτρο και φορά). Είναι φανερό ότι ο εποπτικός χώρος E

είναι σημειακός χώρος με διανυσματικό χώρο τον Δ και συνάρτηση διαφοράς 
( , )A B  ΑΒ . Οι ιδιότητες (i) και (ii) έχουν τότε την εξής ερμηνεία: (i) (σχ. 1). 

Για κάθε σημείο Ο η O O: E :   δ (P) =    OP , αντιστοιχίζει «1-1» τα σημεία του 

Ε (Α,Β,Γ,...) με τα διανύσματα του Δ ( ,  OA OB,  OΓ... ). (ii) (σχ. 2)  Αν Α, Β, Γ, 

σημεία του Ε τότε ισχύει ΑΒ + ΒΓ = ΑΓ . 

                                                         
          Σχ.1                                                                                     Σχ.2 
 
Παράδειγμα 3. Αν AX B  είναι ένα συμβιβαστό γραμμικό σύστημα με 
A m n , 1, nX B  , τότε είναι γνωστό από τη Γραμμική Άλγεβρα ότι το 

σύνολο των λύσεων είναι ένας σημειακός χώρος Λ με αντίστοιχο διανυσματικό 
χώρο το σύνολο 0  των λύσεων του αντίστοιχου ομογενούς συστήματος 0AX   

και συνάρτηση διαφοράς ( , ) -X Y X Y  . (Για κάθε ζευγάρι λύσεων ( , )X Y του 

αρχικού το -X Y είναι λύση του ομογενούς). 
 
Παράδειγμα 4. Κάθε διανυσματικός χώρος V είναι σημειακός χώρος με 
διανυσματικό χώρο τον εαυτό του και με συνάρτηση διαφοράς ( , )x y x y   , τη 

διαφορά δύο στοιχείων του. Έτσι ο n είναι σημειακός χώρος. 
 
Παράδειγμα 5. Αν 1V  ένας υπόχωρος ενός διανυσματικού χώρου V και p V  το 

σύνολο 1 1= { , }p V p V  v v  είναι σημειακός χώρος με διανυσματικό χώρο 1V . Αν 
2

1 {( , ) :   2 }V x y y x    , p = (0,1),  τότε 1 {( , ) :   2   1}p V x y y x    .  
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Συνέπειες του ορισμού :  

1. ( , )  0 x xd =    x E" Î  

2. ( , )  -  ( , ),      , .x y y x x y Ed d= " Î  

3. Από την ιδιότητα (i) του ορισμού προκύπτει ότι υπάρχει μια απεικόνιση:
:m E V E´  , η οποία σε κάθε Ex και Vv , αντιστοιχίζει ακριβώς ένα 

( , )y m x v E  με ( , )  x y  v (το y E  μπορεί να το «φθάσει» κανείς απο 

το x  χρησιμοποιώντας το v ). Συνηθίζεται και ο συμβολισμός:

  ( , )   y m x x  v v ,   ( , )   -x y y x  . 

 
Τα σύμβολα “+,-” στις τελευταίες σχέσεις δεν είναι το “+” του διανυσματικού 
χώρου V αλλά ούτε και κάποιες πράξεις του συνόλου Ε. Στην ειδική περίπτωση 
όμως του σημειακού χώρου V που είναι και διανυσματικός χώρος, τα παραπάνω 
σύμβολα “+,-” συμπίπτουν με τις πράξεις του V.  
 
Αν δοθεί ένα σημείο O E  και μια βάση 1 2{ , ,... }nu  e e e στον αντίστοιχο  

διανυσματικό χώρο V  τότε για κάθε x E το αντίστοιχο διάνυσμα θέσης v  

γράφεται 1 1 ... n nx xv = e e . Άρα το x  καθορίζεται από το 1( ,... ) n
nx x  . 

Αντίστροφα, κάθε 1( ,... ) n
nx x  καθορίζει μοναδικό 1 1 ... n nx x V v = e e και άρα 

μοναδικό x E . Επομένως δοθέντος  του ζεύγους { , }O u υπάρχει μια 

αφιμονοσήμαντη απεικόνιση:  nE   . 
Το ζεύγος { , }O u θα ονομάζεται ένα σύστημα συντεταγμένων στον σημειακό 

χώρο E με αρχή τοO E . Οι συνιστώσες ix  του v  θα λέγονται συντεταγμένες 

του  σημείου x E . Το σύνολο: 
{ }   {( , ),  }xT E x V x V   v v  

εφοδιασμένο με τις πράξεις: 
( , )  ( , )  ( , ),     ( , )  ( , )x x x x x   v u v + u v v  

είναι ένας διανυσματικός χώρος που συμβολίζεται και με xT E ή και με xE  και 

ονομάζεται εφαπτόμενος χώρος του Ε στο σημείο x. Τα στοιχεία του  λέγονται 
εφαρμοστά ή εφαπτόμενα διανύσματα στο x ενώ τα διανύσματα του V λέγονται 
και  ελεύθερα. Η απεικόνιση 

V ,      v ( , )xT x   v  

είναι ένας φυσικός ισομορφισμός, άρα για κάθε x E ισχύει:  xT E V .  

 

Θεωρούμε τον σημειακό χώρο n .  Σημεία του n  θα συμβολίζονται με , ,...p x  

κ.λπ., ενώ τα αντίστοιχα διανύσματα θέσης με ,p x . H απόσταση μεταξύ των 
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σημείων ,p q  είναι ( , )  d p q  p - q , δηλαδή είναι το μέτρο του διανύσματος 

διαφοράς p - q . Ο σημειακός χώρος n  με την απόσταση αυτή θα ονομάζεται 

Ευκλείδειος σημειακός χώρος. Συνήθως θα θεωρούμε το σύστημα συντεταγμένων 
που αποτελείται από την αρχή (0,0,...0)O και τη συνήθη βάση του διανυσματικού 

χώρου n . 

Ένα εφαρμοστό ή εφαπτόμενο διάνυσμα του n   στο σημείο p  είναι ένα ζεύγος 

( , )p v  με np  και nv  . Το nv   είναι το διανυσματικό μέρος και το 
np  είναι το σημείο εφαρμογής του. Συμβολίζεται με ( , )p v  ή pv  ή απλά v , 

όταν το σημείο υπονοείται. Στον 2 ή 3  ένα εφαπτόμενο διάνυσμα απεικονίζεται 
με ένα βέλος με αρχή το σημείο p και πέρας το σημείο p  v . Στο σχήμα 2 

φαίνεται ένα σημείο 2p , ένα ελέυθερο διάνυσμα 2v  , ένα εφαπτόμενο 

διάνυσμα pv  με σημείο εφαρμογής το σημείο 2p  και το σημείο 2
pp  v  .  

Το σύνολο                            

{( , ), , }n n n n
p pT p p   v v     

 εφοδιασμένο με τις πράξεις: 
( , )  ( , )  ( , ),     ( , ) = ( , )p p p p p  v u v + u v v  

είναι ο εφαπτόμενος χώρος  του n  στο σημείο p  

και συμβολίζεται επίσης με n
p  ή n

pT  . Η   

απεικόνιση   n ,   =(p, )n
p pT v v v       

 
           Σχ. 3 

είναι ένας φυσικός ισομορφισμός και άρα: ,  n n n
p p    . Ο ισομορφισμός 

αυτός κάνει το χώρο n
pT   διανυσματικό χώρο με εσωτερικό γινόμενο αρκεί να 

ορίσουμε: p p  v vu u  με τις γνωστές ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου του 
n . 

Ένα διανυσματικό πεδίο Χ του n  σε ένα ανοικτό σύνολο nU    είναι μια 

απεικόνιση η οποία σε κάθε σημείο p U  αντιστοιχεί ένα εφαπτόμενο ή 

εφαρμοστό διάνυσμα στο σημείο αυτό: ( ) n
pp p X . Αν θεωρήσουμε το 

σύνηθες σύστημα των  σταθερών διανυσματικών πεδίων του n

1( )( )  (1,0,...,0),   ...  , ( )( )  (0,...,1)np p e e  

τότε κάθε διανυσματικό πεδίο X  γράφεται: 1 1 ... n nX X X e e  

Αν 1( ,... )np x x  τότε 1( ... )i i nX X x x  και το X  γράφεται και με τη μορφή:  

1 1 1( ) ( ( ... ),... ( ... )) n
n n n pp X x x X x x T  X . 
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Οι συναρτήσεις : n
iX    λέγονται συνιστώσες του Χ. Το X  λέγεται 

διαφορίσιμο τάξης kC  αν και μόνο αν οι συνιστώσες iX  είναι διαφορίσιμες kC  

τάξης.  
Παράδειγμα 6. Για 2n  , και τα διανυσματικά πεδία 1 2 1 2( , ) ( , )x x x xX  και 

1 2 2 1( , ) ( , )x x x x X  σχεδιάζουμε μερικά εφαπτόμενα διανύσματα  (σχήμα 3 και 

σχήμα 4, αντίστοιχα). 

                  
          Σχ. 3   1 2 1 2( , ) ( , )x x x xX                   Σχ. 4   1 2 2 1( , ) ( , )x x x x X  

Από τα διανυσματικά πεδία του n  X,Y  και τη συνάρτηση : nf    

ορίζονται τα διανυσματικά πεδία X Y και fX  σημείο – προς – σημείο (point 

wise): 
( )( ) ( ) ( ), ( )( ) ( ) ( )p p p f p f p p   X Y X Y X X . 

 

1.2  Παραμετρικές καμπύλες  

Μία (παραμετρική) καμπύλη του n  είναι μια συνεχής απεικόνιση 

  n
1: ,      ( ) = ( ),..., ( )nI t x t x tr r  

όπου Ι είναι ανοικτό διάστημα του  . Για το σκοπό των σημειώσεων αυτών 
υποθέτουμε ότι η r  είναι παραγωγίσιμη (δηλαδή οι ( )ix t  είναι παραγωγίσιμες) 

τάξης C .                              

Η ταχύτητα  (velocity) της r  είναι  η παράγωγος της r ,  δηλαδή η απεικόνιση 

  1 ( )( )
:    ( ) ( )... ( ) n

n tt
t t x t x t      rr

r r . 
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Η ( ) = ( ( ))t t  r r  λέγεται επιτάχυνση της r .Το μέτρο της ταχύτητας (speed) είναι 

η πραγματική συνάρτηση:  ( ) ( )t t  r . 

Η εικόνα του I , δηλαδή το σύνολο nγ = ( )  r  (ειδικά όταν 2,3n  ) λέγεται 

ίχνος της παραμετρικής καμπύλης. Συχνά το σύνολο γ αναφέρεται ως 
(γεωμετρική) καμπύλη και η απεικόνιση r ως μια παραμετρική παράσταση της. 
Μας ενδιαφέρουν οι γεωμετρικές ιδιότητες του ίχνους γ = ( )r . 

Παράδειγμα 1. Η ευθεία (ε) του χώρου που διέρχεται από το 0 ( )P a  και είναι 

παράλληλη προς το διάνυσμαuέχει παραμετρική παράσταση (t) = t ,  t r a u . 

Προφανώς και η ( )  (2 1) ,    t     q a u  είναι μία παραμετρική παράσταση 

της ίδιας ευθείας. Φυσικά, οι r  και q  είναι δύο διαφορετικές παραμετρικές 

καμπύλες. Παρατηρούμε ότι το σημείο 0Ρ  προκύπτει για την τιμή t = 0 από την 

πρώτη παραμετρική παράσταση ενώ προκύπτει για την τιμή 
1

= -
2

  από τη 

δεύτερη. Επίσης η πρώτη παραμετρική καμπύλη έχει ταχύτητα (t) =r u  ενώ η 

δεύτερη (λ) = 2q u . 

Παράδειγμα 2. Η ( ) ( sint, cost, )
2

b
t a a t


r  περιγράφει μια κυλινδρική έλικα. 

Ένα διανυσματικό πεδίο κατά μήκος μιας καμπύλης ( ),t t Ir  είναι μια 

απεικόνιση που αντιστοιχεί σε κάθε σημείο ( ( ))P tr  της καμπύλης ένα διάνυσμα  

( )( ) n
tt X  r και έχει τη μορφή: 

 1 ( )( ) ( ( ),... ( )) ,n
n tt X t X t t I   rX  

όπου :iX I   οι συνιστώσες του. Ένα διανυσματικό πεδίο κατά μήκος μιας 

καμπύλης μπορεί να προκύψει και ως περιορισμός ενός διανυσματικού πεδίου του 
n  στην καμπύλη. 

Παράδειγμα 3. Έστω το ( , ) ( 1, )x y y x y  X  (Σχ. 5)  και η έλλειψη 

(t) = (6cost, 4sint)r .  Ο περιορισμός του X  στη έλλειψη είναι (Σχ.6): 

 ( ) ( ( )) (4sint 1, 6cost 4sint)t t   ( )X r X r . 
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                     Σχ. 5                                                                       Σχ. 6 

Το διαν.πεδίο ( , ) ( 1, )x y y x y  X  (Σχ. 5 ) και ο περιορισμός του (Σχ.6). 

Παράδειγμα 4. Η ταχύτητα r και η επιτάχυνση r μπορούν να θεωρηθούν ως 
διανυσματικά πεδία κατά μήκος της καμπύλης χωρίς αυτά να προέρχονται από 

περιορισμό διανυσματικού πεδίου n .  

Το διανυσματικό πεδίο X  λέγεται τάξης kC  αν οι συνιστώσες του είναι kC . Θα 
θεωρούμε μόνο διαφορίσιμα διαν. πεδία. Η παράγωγος του Χ στο σημείο 0( )tr  

της καμπύλης είναι το διάνυσμα  στο σημείο αυτό 

 0 0
0 0

( ) ( )
( ) lim

h

t h t
t

h

  
X X

X  

όπου η αφαίρεση των διανυσμάτων 0 0( ), ( )t h tX X  γίνεται στο σημείο 0( )tr  μετά 

από παράλληλη μεταφορά 0( )t hX στο σημείο αυτό. Η παράγωγος του X  είναι 

τότε το διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της καμπύλης: 

1( ) ( ( ),... ( )),nt X t X t t I   X . Η ιδιότητα της παράλληλης μεταφοράς είναι 

σύμφυτη με τη δομή του χώρο n  ως σημειακού χώρου. 

Μια παραμετρική καμπύλη  n
1: ,   ( ) = ( ),..., ( )nI t x t x tr r ονομάζεται γραμμή 

ροής ή ολοκληρωτική καμπύλη ενός διανυσματικού πεδίου X  σε ένα ανοικτό 

σύνολο U του n αν  ( ) ( ( )),t t t I  r X r  

Δηλαδή, σε κάθε σημείο της καμπύλης η ταχύτητά της συμπίπτει με το αντίστοιχο 
διάνυσμα του διανυσματικού πεδίου στο σημείο αυτό. Η σχέση είναι ισοδύναμη 
με το σύστημα των συνήθων διαφορικών εξισώσεων:   

 1( ) ( ),..., ( )i i nx t X x t x t   

Ισχύει το γνωστό από τις διαφορικές εξισώσεις θεώρημα: 
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Θεώρημα 1. Έστω X διαφορισμό διανυσματικό πεδίο ορισμένο σε ένα ανοικτό 

σύνολο U του n και p U . Τότε υπάρχει ένα ανοικτό διάστημα I    που 

περιέχει το 0 και μια ολοκληρωτική γραμμή n:I  r  του X  τέτοια ώστε: 
1. (0) pr  

2. Αν n:J  q είναι οποιαδήποτε άλλη ολοκληρωτική 

γραμμή του X  με (0) pq , τότε  J I και 

( ) ( ),t t t J r q .     

Σχ. 7 
 
Παράδειγμα 5. Έστω ( , ) ( , )x y y x X διανυσματικό 

πεδίο του 2 . Η  ( ) = ( ), ( )t x t y tr  είναι μια 

ολοκληρωτική καμπύλη του X  αν ( ) ( ), ( ) ( )x t y t y t x t    . Η γενική λύση είναι  

 1 2 1 2( ) = cos sin , sin cost c t c t c t c t r  

και η ολοκληρωτική καμπύλη που διέρχεται από το (1,0) είναι η  

 ( ) = sin , cost t tr  (σχήμα 7). 

Σημεία 0( ( ))P tr μιας καμπύλης r  με 0( )t r 0΄ , λέγονται ιδιάζοντα σημεία. Μία 

παραμετρική καμπύλη θα λέγεται ομαλή αν ΄( ) ,    t t I  r 0 . 

Για μια διαφορίσιμη παραμετρική καμπύλη, 

 1 2 ( ) = ( ),  ( ),... ( ) , [ , ]  nt x t x t x t t a br  

ονομάζουμε μήκος [ ]L r  της r  τον αριθμό:                             

 2 2 2
1 2[ ] ( ) ( ) ( ) ... + ( ) .

b b

na a
L t dt x t x t x t dt       r r  (1.2) 

    
Παρατήρηση 1. Ο υπολογισμός του μήκους μιας καμπύλης δεν είναι πάντα απλός. 
Για παράδειγμα το αντίστοιχο ολοκλήρωμα για την έλλειψη 

( ) ( cos , sin ), [0, 2 ]t t t t   r είναι το 
2 2 2 2 2

0
sin cosL t tdt


    (ελλειπτικό 

ολοκλήρωμα). 

Θεωρούμε την ομαλή καμπύλη γ και μια παραμετρική της παράσταση 

( ),  t t Ir = r . Αν φ:J I  μια 1C  τάξης διαφορίσιμη συνάρτηση, όπου J 

διάστημα του  , με φ (τ) 0,   τ J  , τότε η φ:   (τ) = (φ(τ)), τ Jq = r q r  

λέγεται μια αναπαραμέτρηση της γ. Ως διαφορετικές παραμετρικές καμπύλες οι 
r  και q  έχουν το ίδιο ίχνος γ αλλά περιγράφουν το ίδιο σημείο της γ με 
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διαφορετικές τιμές της παραμέτρου: φ(τ) και τ αντίστοιχα. Λέγονται και 
ισοδύναμες παραμετρικές καμπύλες. Στην πράξη ο τύπος της q  προκύπτει με 

απλή αντικατάσταση  = ( )t    στην ( )tr . Σημαντικό ρόλο στη μελέτη των 

καμπυλών έχουν οι έννοιες και οι ιδιότητες του ίχνους γ = (Ι)= (J)r q  που δεν 

εξαρτώνται από την απεικόνιση που χρησιμοποιείται. Τέτοιες έννοιες είναι αυτή 
καθαυτή του ίχνους καμπύλης και το μήκους του (επόμενη άσκηση). 

Άσκηση 1. Να δειχθεί ότι αν οι ,r q  είναι ισοδύναμες, τότε έχουν το ίδιο μήκος: 

( ) ( ).L Lr q  

Παράδειγμα 6. Αν (t)  ( ,  ,1– ),  (1, 4)  t t t t t I  r , 2  ( )  t     , 

(1, 2)  J   , τότε:    2 3 2( )  ( ( ))  ( ) ( ,  ,  1– ),  (1, 2)r          q r . 

Πρόταση 1. Αν ( )tr  είναι μια παραμετρική παράσταση της γ και ( )q  είναι μια 

αναπαραμέτρηση με t = φ(τ), τότε οι ταχύτητες τους συνδέονται με τη σχέση:    

 (τ) = (τ) ( (τ))   q r  (1.3)                             

Απόδειξη: Άμεση εφαρμογή της παραγώγισης συνθέτων συναρτήσεων. 

Παρατήρηση 2: Με τη συνθήκη φ΄(τ) 0  δεν επιτρέπεται η εισαγωγή ιδιόμορφων 

σημείων λόγω αλλαγής παραμέτρου ( ΄ 0 ΄ 0  r q ). Έτσι αν μια καμπύλη διαθέτει 

μια ομαλή παραμετρική παράσταση, τότε κάθε άλλη παραμετρική της παράσταση 
που προκύπτει με αλλαγή παραμέτρου είναι ομαλή. Μια καμπύλη γ για την οποία 
υπάρχει ομαλή παραμετρική παράσταση λέγεται ομαλή καμπύλη. 
Επειδή ενδιαφέρει η μελέτη της γεωμετρίας της καμπύλης και όχι ο τρόπος που την 
διανύουμε θα χρησιμοποιήσουμε παραμετρική παράσταση με ταχύτητα μοναδιαίου 
μέτρου. Αποδεικνύουμε πρώτα ότι αυτό είναι εφικτό. 
 
Πρόταση 2. Αν γ μια ομαλή καμπύλη τότε υπάρχει παραμετρική παράσταση με 
μέτρο ταχύτητας τη μονάδα η οποία λέγεται φυσική παραμετρική παράσταση της γ . 
Απόδειξη: Αν (t)r , t I  μια παραμετρική παράσταση της γ το μήκος της 

καμπύλης από το σημείο 0A( (t ))r  μέχρι το P( (t))r , 0t , t I  δίνεται από την 

0

 t

 t
( ) ( ) dωs t   r . 

Τότε,  (́ ) ( )  0
ds

t t
dt

  r , 

άρα η s = s(t) είναι γνησίως αύξουσα και άρα είναι «1–1» στο Ι. Αν ( )t t s , 

[0, ]s L   η διαφορίσιμη αντίστροφη συνάρτηση (όπου L το συνολικό μήκος της 

καμπύλης ),  θα έχουμε, 
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1 1
( )  0

( ) (́ ) |

dt
s

ds tds t
dt

  
r

. 

Αν θεωρήσουμε την αλλαγή παραμέτρου ( )t t s  με ( ) = ( ( ))s t sq r , [0, ]s L , από 

την προηγούμενη πρόταση έπεται ότι: (s) 1 q . Πράγματι, 

1 ( ( ))
( ) (t(s)) (t(s))

( ( ))

dt t s
s

dsds t s
dt


    


r

q r r
r

. 

Παρατήρηση 3.  Αν ( )sr r μια φυσική παραμετρική καμπύλη, το μήκος τόξου 

από το 1( ( ))A sr  μέχρι το 2( ( ))B sr  είναι 

2

1

 s

2 1 s
(́s)   –ds s s r . 

δηλαδή, διαφορές της παραμέτρου μεταξύ σημείων μετρούν το μήκος του τμήματος 
της καμπύλης μεταξύ των σημείων αυτών. 
 
Παράδειγμα 7. Θεωρούμε την έλικα ( )  ( cos ,  sin ,  )t t t t  r . Τότε, 

2 2( )   α β  = t c  r . Αν 
 

 0
( )   

t
s s t cdt ct    τότε με  t = s/c προκύπτει η 

φυσική παραμετρική παράσταση: 

( ) = cos ,  sin ,  
s s s s

s t
c c c c

        
   

q r . 

 
Παρατήρηση 4: Όταν θα αναφερόμαστε ταυτόχρονα σε φυσική και τυχαία 
παραμετρική παράσταση της ίδιας καμπύλης θα γράφουμε για τις παραγώγους τους 
αντίστοιχα:  r , r ...και  r, r...  

 
Στις σημειώσεις αυτές θα ασχοληθούμε τις καμπύλες του εποπτικού χώρου, ή 

(δοθέντος ενός συστήματος συντεταγμένων) με τις καμπύλες του 3 3 :I , r

( )  ( ( ), ( ), ( )),  t x t y t z tr t I  όπου το Ι μπορεί να είναι ένα διάστημα της μορφής

( , ),   [ , ),  ( , ],  (- , ],[ , )  a b a b a b a a  ή   με τους συνήθεις ορισμούς της 

διαφορισιμότητας για τέτοια διαστήματα. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι 
καμπύλες που όλα τα σημεία τους ανήκουν στο ίδιο επίπεδο. Για παράδειγμα η 

5 2 5 2( )  ( , , 2 )t t t t t r , t I  είναι μια τέτοια καμπύλη αφού ( )  2 ( )  ( ) z t x t y t 

για κάθε t I  δηλαδή όλα τα σημεία της ανήκουν στο επίπεδο   2   . z x y   Αν 

το σύστημα συντεταγμένων επιλεγεί έτσι ώστε το επίπεδο να συμπίπτει με το xOy 
τότε μια τέτοια καμπύλη γράφεται ( )  ( ( ), ( ),0),  t x t y tr t I  δηλαδή 

χαρακτηρίζεται πλήρως από μια απεικόνιση 2: ,  ( )  ( ( ),  ( ))I E t x t y t r r .  
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1.3  Διαφορικός Λογισμός στο χώρο n  

 

Υπενθυμίζουμε, από τον Διαφορικό Λογισμό, τον  ορισμό της διαφορισιμότητας 

μιας απεικόνισης : n mF    και συναφείς έννοιες.  

Έστω nU   ανοικτό και : mF U    συνεχής απεικόνιση. Η F  λέγεται 
διαφορίσιμη στο σημείο p U  αν υπάρχει μια γραμμική απεικόνιση 

: n mL    τέτοια ώστε  

 
( ) ( ) ( )

lim 0.
x p

F x F p L x p

x p

  



 

Αν μια τέτοια απεικόνιση L  υπάρχει, τότε αποδεικνύεται ότι είναι μοναδική, 
λέγεται παράγωγος της F  στο σημείο p U  και συμβολίζεται με ( )F p . Αν

1 2( , ,... )mF f f f , τότε ο πίνακας της γραμμικής απεικόνισης L  ως προς τις 

συνήθεις βάσεις των ,n m   είναι ο m n  πίνακας με στοιχεία τις μερικές 

παραγώγους  
i

ij
j

f
a p

x





 με 1,... , 1, 2,...i m j n   (Ιακωβίνος πίνακας) : 

    
0

1 1

1

1

( ) [ ]

. .

. . . .

. . . .

. .

n

m m

n

x

f f
x x

f f
x x

L F p J F

 
 

 
 

 
 
 

    
 
 
  

 (1.4) 

Πρόταση 1. Αν όλες οι μερικές παράγωγοι της F είναι συνεχείς σε μια περιοχή του
p U , τότε η F  είναι διαφορίσιμη στο p . 

Η F  λέγεται διαφορίσιμη τάξης kC  στο σημείο p U  αν υπάρχουν οι μέχρι και 

τάξης k μερικές παράγωγοι στο σημείο αυτό και είναι συνεχείς. Αν η F  είναι 

διαφορίσιμη τάξης kC σε κάθε σημείο p U  θα λέγεται διαφορίσιμη τάξης kC στο 

U . Η έννοια της διαφορισιμότητας επεκτείνεται και σε αυθαίρετα πεδία ορισμού 
A , με το γνωστό τρόπο, θεωρώντας επέκταση της συνάρτησης σε ανοικτό 
υπερσύνολο U A . 

Παράδειγμα 1. Η απεικόνιση 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( 3 , 2 )F x x x x x x x x x    έχει 

Ιακωβιανό πίνακα στο γενικό σημείο 1 2 3( , , )p x x x τον: 
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2

2 1 2
1 2 3 2

2

2 3
[ ]( , , )

1 3 2

x x x
J f x x x

x

 
   

. 

Αν f είναι μια διαφορίσιμη πραγματική συνάρτηση ορισμένη σε ένα ανοικτό 

υποσύνολο  U  του  3  και v  ένα διάνυσμα του  n
p , p U   η  παράγωγος της  

f  κατά τη κατεύθυνση v  ορίζεται ως ο αριθμός: 

                                          
0

( ) ( ( ))t t

d
f f f t

dt   vv                                         (1.5) 

όπου : nI   διαφορίσιμη καμπύλη με 0 0( ) , ( ) , ´( ) .I U t p t   v    Ο 

ορισμός αυτός είναι ανεξάρτητος από την καμπύλη    αφού :    

0 0 0( ( )) ( ( )) (́ ) ( ) .t t

d
f t f t t f p

dt        v    

Αρα: 

                                                      ( )f f v v                                                  (1.6) 

Από τον (1.4) έπονται για  κάθε , n
pTv w  , ,a b  και  διαφορίσιμες 

πραγματικές συναρτήσεις ,f g , οι ιδιότητες: 

                                  

( )( ) ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a b f a f f

af bg a f b g

fg f p g g p f

  
  

 

v w v( w

v v v

v v v

                                (1.7) 

Αν ( )1 2: ( ) , ,..., n n

p p p p p
p X p X X X X = = Î X  είναι ένα διανυσματικό πεδίο 

του n , τότε ορίζεται η δράση του σε μια μια διαφορίσιμη πραγματική 

συνάρτηση : nf U     ορισμένη σε ένα ανοικτό υποσύνολο U , ως η 

πραγματική συνάρτηση ( )fX με  τιμή στο σημείο np Î  την  

                                     
1

( )( ) ( ) ( )
n

i
p p

i i

f
f p f X p

x


 

X X                                (1.8) 

Παράδειγμα 2: Αν 2
1 2 1 2 2( , ) ( 2 , 3 )x x x x x x  X  και 1 2 1 2( , ) sin( )f x x x x , τότε η 

τιμή της συνάρτησης ( )fX  στο τυχόν σημείο: 1 2( , )p x x  θα είναι:  
2

2
1 2 2 1 2 2 1 1 2

1

( )( ) ( ) ( ) ( 2 ) cos( ) ( 3 ) cos( )i
p p

i i

f
f p f X p x x x x x x x x x x

x


     

X X .  
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Αν X  διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο του  n   ορισμένο σε ένα ανοικτό 

υποσύνολο  U   του n   τότε ορίζεται η συναλλοίωτη παράγωγος του  X   κατά 

την κατεύθυνση του  3
p pTv     ως το διάνυσμα  

p
v X   του  n

p   : 

                                                 0( ( ))
p t

d
a t

dt  v X X                                           (1.9) 

όπου : nI   διαφορίσιμη καμπύλη με 0 0( ) , ( ) , ´( ) .I U t p t   v    

Άν  1 2( , ,... )nX X XX   τότε το διανυσματικό πεδίο pv X έχει συνιστώσες:  

   1 2 1 2( ), ( ),... ( ) , ,...n n
p p p p p p pX X X X X X     v X v v v v v v  

και άρα το  pv X   είναι ανεξάρτητο από την καμπύλη  (μπορεί δηλαδή να 

χρησιμοποιηθεί η ευθεία:  ( ) )t p t  v ).  

Με κατά σημείο ορισμό, ορίζουμε τη συναλλοίωτη παράγωγο του  X   κατά την 

κατεύθυνση του διανυσματικού πεδίου Y  ως το διανυσματικό πεδίο  YX   που 

στο σημείο  3p   είναι το διάνυσμα  

                                                    ( )
pp Y YX X                                              (1.10) 

Παράδειγμα 3: Αν 2 1 2 3( , , ) ( , , 1) ( , , )x y z x yz x X X X  X , ( , , )x y y xy Y  και 

( , , )p x y z , τότε  

   1 2 3 1 2 3( ) ( ), ( ), ( ) , ,
pp p p p p p pX X X X X X      Y YX X = Y Y Y Y Y Y  

Όμως,  

1 2 2 2 2 3 2( , , ) (2 , , ) 3 2p X x y y xy xyz x z x y x yz xy z x y      Y , 2
p X x y  Y ,    

3 0p X Y .  

Άρα  2 2 3 2( ) 3 2 , , 0p x yz xy z x y x y    YX . 

Αποδεικνύονται για  κάθε , ,X Y Z , ,k m  και  διαφορίσιμη πράγματική 

συνάρτηση f , οι ιδιότητες: 

                                  

) ( ) ( )

( ( )(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p p p

f p p

k m p p p

p p p p

p p p p p

k m k m

f p

k m

f f p f

   

 

   

 

     

Z Z Z

Y Y

Y+ Y Z

Y Y

Z Y

( X + X +

X) = X)

X X +

X = X + X

X X + X

Z

Y Y

X

Y

Z Y Y Y

                             (1.11) 
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Στη συνέχεια προσαρμόζουμε την έννοια της παραγώγου για τις ανάγκες της 
Διαφορικής Γεωμετρίας ορίζοντας το διαφορικό μιας διαφορίσιμης απεικόνισης. 

Μια απεικόνιση : n mF   απεικονίζοντας σημεία του n σε σημεία του  m
απεικονίζει απεικονίζει καμπύλες σε καμπύλες καθώς και τα αντίστοιχα 
εφαπτόμενα διανύσματά τους ως εξής: 

Θεωρούμε ένα εφαπτόμενο διάνυσμα n
pv   και μια καμπύλη   που έχει το v

ως διάνυσμα ταχύτητας στο (0)p   ( (0)  v ), για παράδειγμα η ευθεία 

( )t p t  v . Η εικόνα της καμπύλης   απο την απεικόνισηF είναι η καμπύλη 

( ) ( ( ))t F t   με ταχύτητα  

                                      (0) ( (0)) (0) ( )F F p     v                         

Παρατηρούμε ότι n
pv   και (0) ( )( ) m m

F pF p T T   v . Τη γραμμική 

απεικόνιση  απεικόνιση:  

                           ( ) ( ): , ( )n n n
p p F p p p p F pdF dF F p    v v                    (1.12) 

Ονομάζουμε διαφορικό ή εφαπτόμενη απεικόνιση της F στο σημείο p , 

συμβολίζεται δε και με pF* . Έτσι έχουμε:  

( )p p p p pdF F F p  v v v  

Παράδειγμα 4: Αν 3 2:F    με 2( , , ) ( , )F x y z xyz z x   και  

(1,0,1), (0,1, 2),p   v  ( ) (1,0,1) (0,1, 2) (1, , 1 2 )t t t t     , τότε  

( ) ( ( )) ( (1 2 ), 2 )t F t t t t     , και  άρα  2(0) (1, 2) qT     . Όμως 

( , , )
2 0 1

yz xz xy
F x y z

x

    
 και 

0 1 0
( ) (1,0,1)

2 0 1
F p F

      
. Άρα επαληθεύεται 

ο τύπος (1.12) αφού: 

 
0

0 1 0
( ) 1 [1, 2]

2 0 1
2

pdF F p

 
            

v v = . 

Παρατήρηση: Από τις (1.4), (1.9) και  (1.12) έπεται ότι η συναλλοίωτη παράγωγος 
διανυσματικού πεδίου X , η παράγωγος )pX (  και το διαφορικό τουX  

θεωρούμενο ως απεικόνιση: : n m X συνδέονται με την 

 ( )
p p p pd p v X v vX = X . 

Συνήθως γράφουμε για διανυσματικά πεδία: ( ) ( ) pp p d   X X X . 
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O βαθμός rank ( )F p της F στο σημείο p  ορίζεται ως ο βαθμός της *( )pdF F p , Άν 

( ) min( , )rankF p n m , τότε το p  λέγεται κρίσιμο ή ιδιάζον σημείο της F .  

Αν ( ) min( , )rankF p n m , (η F  έχει το μέγιστο δυνατό βαθμό στο p ) τότε  η  

pdF   είναι "1-1" και το p  λέγεται ομαλό σημείο.  

Μια διαφορίσιμη απεικόνιση :F U V μεταξύ δύο ανοικτών συνόλων ,U V  των 

,n m   αντίστοιχα, λέγεται αμφιδιαφόριση (diffeomorphism) αν έχει 

διαφορίσιμη αντίστροφη 1 :F V U  . Η F  λέγεται τοπική αμφιδιαφόριση αν 
για κάθε σημείο p U υπάρχει μια ανοικτή περιοχή A  του p ώστε η |AF  να είναι 

αμφιδιαφόριση. 

Θεώρημα 1. (αντίστροφης συνάρτησης). Αν για τη διαφορίσιμη απεικόνιση  

: n nF   , το διαφορικό ( ): n n
p p F pdF T T  είναι «1-1», τότε υπάρχει ανοικτό 

σύνολο nU   με p U και ανοικτό σύνολο mV   με ( )F p V ,  ώστε η 

:F U V  να είναι αμφιδιαφόριση (ισοδύναμα, αν η  F είναι ομαλή στο p , τότε 

είναι τοπική αμφιδιαφόριση σ’ αυτό). 

Σύμφωνα με το θεώρημα αυτό περιορίζοντας κατάλληλα μια ομαλή απεικόνιση 
εξασφαλίζει κανείς την ύπαρξη διαφορίσιμης αντίστροφης συνάρτησης. 

Πρόταση 2: Μια τοπική για κάθε np U    αμφιδιαφόριση : n nF   , που 

είναι και «1-1», είναι μια αμφιδιαφόριση. 

Παράδειγμα 5: Η : nF   είναι ομαλή αν και μόνο αν 0F  . Ενώ μια 

παραμετρική καμπύλη n:I  r  είναι ομαλή αν και μόνο αν 
rank ( ) 1 ( )t t  r r 0 (δηλαδή, όπως ορίσθηκε στη προηγούμενη παράγραφο). 

Παράδειγμα 6: Η απεικόνιση: 2: , ( ) ( , )f f t t t   δεν είναι διαφορίσιμη στο 

0t  . 

Παράδειγμα 7: Η απεικόνιση: 2 3 2: , ( ) ( , )f f t t t   είναι διαφορίσιμη στο 

0t  , αλλά η εφαπτόμενη απεικόνιση με πίνακα 2[ ] 3 2
T

tJ f t t    δεν έχει στο 

σημείο 0t  βαθμό 1 (ο 0[ ]J f είναι ο μηδενικός πίνακας) και άρα η 0df δεν είναι 

ισομορφισμός.  

Παράδειγμα 8: Η απεικόνιση 2:[0, 2 ] , ( ) 2cos( ), sin 2( )
2 2

F F t t t
       

 
  

δεν είναι «1-1» ( (0) ( )
2

F F


 , (σχ. 2  παραγρ. 2.1). 

     



- 18 - 
 

Ασκήσεις                                                              
 

1.   Να σχεδιασθούν κάποια διανύσματα και γραμμές ροής των διανυσματικών 

πεδίων:
2 2 2 2

( , ) (0,1), ( , ) ( , ), ( , ) ( , )
y x

x y x y y x x y
x y x y


  

 
X Y Z . 

2.  Αν 2( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ), ( , , )xx y z xy x z y z x y z x yz e f x y z xyz    X Y , 
να βρεθεί το διανυσματικό πεδίο: fX Y . 
 

3.  Να  αποδειχθεί ότι οι παρακάτω παραμετρικές καμπύλες έχουν το ίδιο ίχνος 
και να εξετασθεί ποιές από αυτές είναι ομαλές: 

3 3( ) ( , ), [ 1,1], ( ) ( , ), [ 1,1],

( ) (cos ,cos ), [0,5 ]

t t t t    
    

    
 

r = p

q
 

 
4.  Θεωρούμε διαφορίσιμη καμπύλη ( )tr που το ίχνος της δεν περνά από την  

   αρχήτων αξόνων. Αν το  σημείο 0( ( ))P tr  του ίχνους είναι το πλησιέστερο στην 

   αρχή και 0( ) 0t r , να αποδειχθεί ότι το 0( )tr είναι κάθετο στο 0( ).tr  

 
5.  Αν οι συναρτήσεις : nI p, q, r  και : nf    είναι παραγωγίσιμες και 

ορίζουμε τις συναρτήσεις ( 3)f n r, p r, p× r  και ( )p q r  (n=3, μικτό 
γινόμενο) από τις : 

( )( ) ( ) ( ), ( ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ),

( )( ) ( ( ) ( ) ( ))

f t f t t t t t

t t t

t t t t

   
 


r r p r) p r

p× r p r

p q r p q r

 

           Να δείξετε ότι: 
1. ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

2. ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

3. ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 3)

4. ( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ), ( )) ( 3)

f t t f t t f t t

t t t t t t

t t t t t t n

t t t t t t t t t t t t n

  
     
      

      

r r + r

p r = p r p r

p r = p r p r

p q r p q r p q r p q r

 

 
6.  Να δείξετε ότι για τη παραγωγίσιμη συνάρτηση 3: I  r , με ( ) ( )r t t r  

ισχύουν οι: 
           1. ( ) ( ) ( .), ) ( ) ( ) ( ) ( )t t b r t r t t t      0  r r c r r  

           2. ( ) ( ) . ( ) ( ) 0,r t t t t t I      r r r  

           3. ( )  εχει σταθ. διευθ. ( ) ( )H t t t t I   r r r 0,  
 

7.  Να βρεθούν τα σημεία στα οποία ο βαθμός της 
2 3 2: , ( , ) ( , , )f f x y x y xy    γίνεται μικρότερος του 2. 

 
8.  Να αποδειχθεί ότι η 3 2, ( ) ( 4 , 4)t t t t    r : r , δεν είναι 1-1. 
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Κεφάλαιο 2   Καμπύλες του επιπέδου  

2.1 Εφαπτόμενο και κάθετο διανυσματικό πεδίο 

 

Στο κεφάλαιο αυτό μελετούμε καμπύλες των οποίων το ίχνος βρίσκεται σε ένα 
επίπεδο του χώρου.. Θεωρώντας ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο αυτό, η 
περιγραφή τους γίνεται από απο μια παραμετρική καμπύλη της παραγράφου 1.2 

με n=2. Έτσι μια (παραμετρική) καμπύλη του επιπέδου είναι μια kC  τάξης 

παραγωγίσιμη συνάρτηση 2: I  r , όπου I διάστημα του   και το k κατάλληλο 
για την εκάστοτε μελέτη. 

Παράδειγμα 1 :  

1. 2 3( ) , ), ( 2, 2)t t t t = (r               (Σχ. 1) 

2. ( ) cos ,sin 2 ), (0, 2 )t t t t = (r     (Σχ. 2) 

                                                          

                              Σχ. 1                                                Σχ.  2  

Από τις καμπύλες αυτές η πρώτη δεν είναι ομαλή αφού ΄(0)=0 r ενώ η δεύτερη 

είναι ομαλή αφού ΄( ) 0  [0, 2 ]t t   r . 

Μια παραμετρική παράσταση r  της γ ορίζει μια φορά διαγραφής της καμπύλης 

με την έννοια ότι αν 1 2t t  τότε λέμε ότι το 1( ( ))P tr  προηγείται του 2( ( ))Q tr . 

Θεωρούμε μια ομαλή επίπεδη καμπύλη 2: I  r  και ένα σημείο της 0 0( ( ))P tr . 

Αν ( ( ))P tr είναι ένα τυχόν σημείο της και 0( ) ( ) – ( )t t tq r r  είναι το διάνυσμα της 

χορδής 0P P  τότε: 
0

0
0

( )
( ) lim

–t t

t
t

t t
 r

q
. Παρατηρούμε ότι όταν 0t t  με 0t t , τότε η 

φορά του ( )tq  τείνει να ταυτισθεί με αυτήν του 0( )tr' , ενώ όταν 0t t  με 0t t  

έχει την αντίθετη φορά  (Σχ. 3 ). Αν θεωρήσουμε την κάθετη ευθεία στο 0( )tr'  στο 

σημείο 0 0( ( ))P tr  αυτή χωρίζει το επίπεδο σε δύο ημιεπίπεδα από τα οποία στο ένα 

βρίσκονται τα σημεία της καμπύλης με 0t t και στο άλλο τα σημεία με 0t t . 

x

y

x

y
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Άρα η ταχύτητα 0( )tr'  «δείχνει» προς εκείνα τα σημεία της καμπύλης με 

αυξανόμενες τιμές της παραμέτρου. Με την έννοια αυτή θεωρούμε ότι η φορά του 
εφαπτόμενου διανύσματος μιας καμπύλης συμβαδίζει με τη φορά διαγραφής της.  

 

                                                            Σχ. 3 

Το εφαπτόμενο διάνυσμα στο 0( ( ))P tr  της καμπύλης είναι το εφαρμοστό 

διάνυσμα 0(́ )tr  με σημείο εφαρμογής το Ρ, δηλαδή προκύπτει από το 0( )tr'  με 

παράλληλη μεταφορά ώστε να αρχίζει από το Ρ. Το διανυσματικό πεδίο που 
επισυνάπτει σε κάθε σημείο της ( ( ))P tr  το αντίστοιχο εφαπτόμενο διάνυσμα ΄( )tr  

είναι το εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο της καμπύλης. 

Το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα στη περίπτωση τυχαίας και στη περίπτωση 
φυσικής παραμέτρου είναι αντίστοιχα:     

                                               0
0 0 0

0

(t )
(t ) , ( ) ( )

(t )
s s 



r

T T r
r

                       (2.1) 

Η φορά διαγραφής εξαρτάται από τη παραμετρική παράσταση. Αν αλλάξουμε 
παραμετρική παράσταση με μια αλλαγή παραμέτρου ( )t   , τ J , τότε 

φ΄(τ) 0 τ J  . Αν φ΄(τ) 0  τότε από την 

    ΄(τ) = φ΄(τ) ΄(φ(τ))q r                                          (2.2)                           

έπεται ότι η νέα παραμετρική καμπύλη ΄(τ) q έχει την ίδια φορά διαγραφής με την 

αρχική ΄( )tr . Ισχύει τότε: 

Πόρισμα 1. Δύο παραμετρικές παραστάσεις της γ δίνουν την ίδια φορά διαγραφής 
της, αν και μόνο αν για την αλλαγή παραμέτρου ( )t   ισχύειφ΄(τ) 0 . 

Αν η καμπύλη ( )tr  είναι ομαλή στο 0 0( ( ))P tr , τότε ορίζεται  ο εφαπτόμενος 

χώρος PT r  της καμπύλης στο σημείο  αυτό  ως ο υπόχωρος του 2
P  ο οποίος 
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είναι η γραμμική θήκη του εφαπτόμενου διανύσματος  δηλαδή:  PT r = r . Η 

εφαπτόμενη ευθεία (ε) της καμπύλης ορίζεται ως η ευθεία που διέρχεται από το

0 0( ( ))P tr  και είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 0( )tr' . Αν το διάνυσμα θέσης του 

τυχόντος σημείου της ευθείας, είναι το R , μια παραμετρική της παράσταση είναι: 

       0 0( ) = ( ) (́ ),  t t   R r r .                      (2.3)   

Άσκηση 1: Να αποδειχθεί ότι μολονότι το εφαπτόμενο διάνυσμα της καμπύλης 
εξαρτάται από τη παραμετρική παράσταση της, ο εφαπτόμενος χώρος και η 
εφαπτόμενη ευθεία  είναι ανεξάρτητα από αυτήν και άρα είναι ενδογενής έννοια 
του ίχνους της. 

Θεωρούμε τον γραμμικό μετασχηματισμό: 

 2 2
1 2 2 1:  ,   ( , ) (– , )J J x x x x    

Αν 1 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( ( , ), ( , ))x x X x x X x xX  είναι διανυσματικό πεδίο του 2  τότε 

2 1( , )JX X X  . Αν 1 2( ) ( ( ), ( )),t X t X t t I X  είναι ένα διανυσματικό πεδίο 

κατα μήκος μιας καμπύλης, τότε 2 1( ) ( , )
d d

JX J X X X
dt dt

    . Το διάνυσμα          

                                                       0
0

0

(t )
(t ) J

(t )




r

N
r

                                          (2.4)   

λέγεται μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της καμπύλης στο 0( ( ))P tr  (Σχ. 3). Στη 

περίπτωση φυσικής παραμετρικής παράστασης ( )sr = r έχουμε:       

                                                       0 0 0(s ) ( ) ( )J s J s N T r                                (2.5)                         

 Τα ( )tT  και ( )tN  είναι δύο διανυσματικά πεδία κατά μήκος της καμπύλης. 

Άσκηση 2: Να δειχθεί ότι η ( )tr  είναι ευθεία , αν και μόνο αν ( ) 0t r . 
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2.2  Καμπυλότητα επιπέδων καμπυλών 

 
Έστω = ( )sr r , s I μία φυσική παραμετρική παράσταση καμπύλης. Η απόκλισή 

της από το να είναι ευθεία εξαρτάται από το ρυθμό μεταβολής του εφαπτόμενου 
διανύσματος ( ) ΄( )s sT = r .  Είναι όμως ΄( ) ΄( )  1s s r r , άρα 

΄΄( ) ΄( )  0s s r r  

δηλαδή, ΄΄(s) // (s) = J ΄(s)r N r . Επομένως υπάρχει συνάρτηση 2( )s  με 

( ) ( ) = 2( ) ( )s s s s T r'' N  

H 2( )s λέγεται συνάρτηση καμπυλότητας ή προσημασμένη καμπυλότητα της 

( )sr .  Από τη σχέση αυτή έπεται: 

                                                  2( ) = ( ) ( )s s s r'' N                                         (2.6) 

Θεωρούμε τη φυσική παραμετρική καμπύλη  την ( )sr = r , s I . Είναι φανερό ότι 

2( ) 0s   αν και μόνο αν το N είναι ομόροπο με την επιτάχυνση r .                                                   

 
                                                                                
                                                                                                 
 
                                                                                 
 
 
 
 
 
 
                                                  Σχ. 4 

Σε κάθε σημείο 0( ( ))P sr  ορίζουμε τη γωνία 0( )s  που σχηματίζει το διάνυσμα 

0(́ )sr  με τον άξονα  x x  (γωνία στροφής) (σχήμα 4). 

Το 0(s )r  είναι μοναδιαίο και άρα γράφεται: 0 0 0(́s ) ( ( ), ( ))s s r . 

Αποδεικνύεται ότι ορίζεται μια συνεχής συνάρτηση η ( )s , [ , ]s    με 

΄(s) ( ( ), ( ))s s r . Η ύπαρξη και η συνέχεια της ΄΄(s)r  συνεπάγεται ύπαρξη 

και συνέχεια της (s)   διότι ΄(s) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))x s y s s s   r ,  και  

 (s) = (– ημθ(s), συνθ(s))θ΄(s)=θ΄(s)J ΄(s)=θ΄(s) (s) Nr r . Αλλά ( ) = 2( ) ( )s k s sr N οπότε 
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                                                         2( )= θ΄(s)s .                                               (2.7)

Από τη σχέση αυτή προκύπτει άμεσα η γεωμετρική ερμηνεία της καμπυλότητας 
ως ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας στροφής  . 
Έχουμε ήδη ορίσει τη βάση των διανυσματικών πεδίων{ , }T N  κατά μήκος της 

καμπύλης. Εκφράζουμε τώρα τα διανυσματικά πεδία ,  T N  στη βάση αυτή. 

Έχουμε:  

2

(s) = ΄́ (s) = 2(s)

(́s) = (́s) = 2(s)  = 2(s)  = 2(s) = – 2(s)J J J J



   

Τ r N

Ν T Ν Ν T T
 

Οι  τύποι Frenet:  

                                                
(́ ) = 2( ) ,

(́ ) = – 2( )

s s

s s




T N

N T
                                                (2.8) 

για την καμπύλη εκφράζουν τις μεταβολές  ( )sT΄ , ΄( )sN των διανυσματικών 

πεδίων ( ), ( )s sT N , ως προς τη βάση που σχηματίζουν τα  διανυσματικά αυτά 

πεδία κατά μήκος της καμπύλης. 
 

Έστω ( ),t t Ir μια παραμετρική παράσταση καμπύλης και  t = t s μια αλλαγή σε 

φυσική παραμετρική παράσταση (με αντίστροφη  s = s t ) με ( ) = ( ( ))s t sq r  ή 

( )= ( ( ))t s tr q . Αν τα 2 ,  ,     T N  αφορούν  την ( )sq , τότε ορίζουμε για την 

( )= ( ( ))  t s tr q τις αντίστοιχες ποσότητες ως εξής:     

2( )  2( ( )),     (t) = ( ( )),    (t) = ( ( ))t s t s t s t    T T N N  

Αποδεικνύεται τότε ότι υπάρχει διαφορίσιμη συνάρτηση ( ),t t I  με :  

( ) (cos ( ), sin ( ))t t t T  ,     ( ) 2( ) ( )t t t     

 
Πρόταση 2.  Θεωρούμε μια κανονική καμπύλη με γενική παραμετρική 

παράσταση ( ),t t Ir και ταχύτητα ( ) ( )t t  r . Οι τύποι για τα ,T N ,  ο τύπος για 

την καμπυλότητα  και οι τύποι Frenet  γίνονται: 

3 3

(t) (t) (t) (t) (t) r( )
(t) , (t) , 2(t) = 

(t) (t) (t)(t)

J J t
J 


 

  
     
  
r r r r r

T N
r r r

           (2.9)                            

2

2-

 

 




T N

N = T
                                               (2.10) 

 
Απόδειξη : Από την ( ) ( ( )),t s tr q  έχουμε : 

(t)= ( ( ( )) ΄( ( )) (́ ( )) (́ ( )) = ( ( )) ( ) ( ) ( )
d ds

s t s t s t s t s t t t t
dt dt

  r q = q q r T T  
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2 2

2

(t) = q ( ( )) ( ) ΄( ( )) ( ) 2(s(t)) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) =

= 2(t) ( ) ( )

s t t s t t s t t s t t

t t

    

  

      


r '' q N T

N + T
 

πολλαπλασιάζοντας την τελευταία  επί  
3

1 1
J (t)= J (t)

(t) ( )t
 


r r

r
,  προκύπτει ο τύπος 

για την καμπυλότητα.  Όμοια αποδεικνύονται και οι υπόλοιποι τύποι (2.9). 

Eπίσης,   ( ( )) ( ) 2( ( )) ( ) ( ( )) 2( ) ( ) ( )s t s t s t t s t t t t        T = T N N .  Όμοια 

αποδεικνύεται και η δεύτερη σχέση από τις (2.10). 
 
 
Παρατήρηση 1.   Αν ( ) ( ( ), ( ))t x t y tr  ο τύπος (2.9) για την καμπυλότητα 

γράφεται: 

                                     3/ 22 2

( ) ( ) –  ( ) ( )
2(t) = 

( )  ( )

x t y t x t y t

x t y t


  

   
 

  .                                      (2.11) 

Πρόταση 3. Αν η ( ),t t Ir είναι μια ομαλή καμπύλη,  τότε: 

1. Η καμπύλη είνα τμήμα ευθείας αν και μόνο αν 2( ) 0,t t I   . 

2. Η καμπύλη είνα τμήμα κύκλου ακτίνας 0  , αν και μόνο αν 1
2( ) ,t t I


  . 

Απόδειξη:1. Αν 2( ) 0,t t I    τότε ( ) 0,t t I  r και άρα υπάρχουν σταθερά 

διανύσματα ,   με ( ) ,t t t I  r   επομένως η καμπύλη  είναι τμήμα ευθείας. 

Το αντίστροφο αποδεικνύεται άμεσα. 

2. Έστω 
1

2( ) ,t t I
a

    και υποθέτουμε ότι (χωρίς βλάβη της γενικότητας) ότι η 

καμπύλη είναι φυσικά παραμερισμένη. Ορίζουμε τη νέα καμπύλη: 
( ) ( ) ( )t t t q r N για την οποία προκύπτει  

( ) ( ) ( ) ( ) (– 2 ( )) 0t t t t t        q r N T T  

Άρα υπάρχει σταθερό διάνυσμα 0q  ώστε ( )t  0q q ,  άρα ( )t  0r q , δηλαδή η 

καμπύλη βρίσκεται σε κύκλο ακτίνας α και κέντρου 0( )K q . Για το αντίστροφο, η 

καμπυλότητα του κύκλου υπολογίζεται άμεσα. 

Παράδειγμα 2. 31
( ) , , ( 1, 1)

3
t t t t    

 
r .  Το μέτρο της ταχύτητας, το 

εφαπτόμενο διάνυσμα, το κάθετο διάνυσμα και η καμπυλότητα προκύπτουν από 
τις (2.9) και (2.10): 

4 2 2
4 3/24 4

1 1 2t
( ) ( ) 1 , (1, ), ( ,1), 2(t)=

(1+t )1 1
t t t t t

t t
 


    

 

 r
r T = N = . 

Παρατηρούμε ότι 2(t)>0 t>0  . Σχεδιάστε το κάθετο διάνυσμα και το διάνυσμα 
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΄΄(s) 2( )s T = r N , σε μερικά σημεία της καμπύλης και παρατηρήστε ότι είναι 

ομόρροπα αν και μόνο άν 2 0  .       
 
Παράδειγμα 3. Η καμπύλη ( ) ( , sin )t t tr , t έχει καμπυλότητα  

2 3/ 2

sin
2( ) -

(1  cos )

t
t

t
 


. Ισχύει τότε: 2( ) 0t  αν (0, )t   και 2( ) 0t   αν 

( , 2 )t   . Επίσης 2( ) 0   και 2 ( ) 0   . 

 
                                                              Σχ. 5 

Σημεία στα οποία 02( ) 0t   αλλά 02( ) 0t   λέγονται σημεία καμπής.  

Παράδειγμα 4. α) Αν 2( ) ( , ),t t t t r   (Σχ.6), τότε 

 
2 3/ 2

2
2( )  0

(1  4 )
t

t
  


, t .     β) Επίσης (Σχ.7) για την ίδια καμπύλη με άλη 

παραμετρική παράσταση  2(τ) = (– , ) r είναι,  
2 3/2

–2
2(τ) = 0, τ

(1 + 4τ )
    .  

 

 
 
Σε κάθε σημείο της καμπύλης η εφαπτομένη χωρίζει το επίπεδο σε δύο 

ημιεπίπεδα. Παρατηρούμε στα παραδείγματα αυτά ότι όταν 02( ) 0t   σε ένα 

σημείο, τα γειτονικά σε αυτό σημεία της καμπύλης βρίσκονται στο ημιεπίπεδο 
εκείνο της εφαπτομένης  που “δείχνει” το κάθετο διάνυσμα (σχ. 5,6, και 7). Θα 
επανέλθουμε σε αυτό στη παράγραφο 2.3. 
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2.3  Θεμελιώδες Θεώρημα Επιπέδων Καμπυλών 

 

Αν 2 2:F    μια απεικόνιση και 2:[ , ]  r  μια καμπύλη, η εικόνα της r  

υπό την F είναι η καμπύλη F= q r . 

Παράδειγμα 5. Άν  3( ) ,t t tr   και J  ο γραμμικός μετασχηματισμός της 

παραγράφου 1.1, τότε  3( ) ( ( )) - ,t J t t t q r . 

Ορισμός.  Ένας μετασχηματισμός : n nF    του n ονομάζεται σημειακός 

(affine) αν υπάρχει σημείο 0x (ισοδύναμα διάνυσμα 0x ) και γραμμικός 

μετασχηματισμός Τ του n  έτσι ώστε για κάθε σημείο nx (ισοδύναμα διάνυσμα 
x  ) να ισχύει (Σχ. 8)  

           0( ) =  + F x Tx x                             (2.12)                                    

  Εφαρμόζοντας τον F  στο σημείο 0x  , 

προκύπτει 0 (0)Fx   και άρα:   

                 ( ) =  + F( )F x Tx 0                      (2.13)                                      

                
 
 

              Σχ. 8 
Επομένως ένας σημειακός μετασχηματισμός καθορίζεται πλήρως αν δοθεί ο 
γραμμικός μετασχηματισμός T και η εικόνα του 0 από την F. Ο μετασχηματισμός 
Τ ονομάζεται το “γραμμικό μέρος” του F.  Aν ο T  είναι ο ταυτοτικός,  τότε ο F

λέγεται «μεταφορά». Αν ο T  είναι ορθογώνιος, ο F λέγεται Ευκλείδειος 

μετασχηματισμός του n  (ή, ισομετρία του n ). Ισχύει τότε: 

                                                     1 2 1 2( ) – ( ) –F x F x x x                              (2.14) 

Πρόταση 4: Για μια απεικόνιση n nF:    ισχύει: 1 2 1 2( ) – ( ) –F x F x x x  αν 

και μόνο αν η F είναι σύνθεση μιας μεταφοράς και μιας ισομετρίας, δηλαδή είναι 
ένας Ευκλείδειος μετασχηματισμός. 
 
Παράδειγμα  6.  

 Ο μετασχηματισμός 1 2 1 2 1 2( , ) ( 2 1, 3)F x x x x x x     είναι σημειακός με 

1 2 1 2 1 2( , ) ( 2 , )T x x x x x x   και  (0,0) (1, 3)F  . 

 Ο μετασχηματισμός 1 2 1 2 1 2( , ) ( , 3)F x x x x x x    δεν είναι σημειακός. 

 Ο μετασχηματισμός 1 2 1 2( , ) ( , ) (3, 1)F x x x x    είναι μια μεταφορά. 

 Ο μετασχηματισμός 1 2 2 1( , ) ( , ) (1,2)F x x x x    είναι Ευκλείδειος . 
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Παράδειγμα 7.  Για τον σημειακό μετασχηματισμό ( )  (0)F x T F x  έπεται ότι 

για μια καμπύλη ( )tr  η εικόνα της γράφεται: 

( )  ( )( )  ( ( )) = ( ) + ( )t F t F t T t F  0q r r r .  Άρα: 

΄( )  ( )t T tq r' ,         (t) = ΄΄(t)Tq r . 

 
Σε μια διάλεξή του το 1870 ο Felix Klein όρισε τη Γεωμετρία ως τη μελέτη 
εκείνων των ιδιοτήτων των σχημάτων που παραμένουν αναλλοίωτες από τους 
Ευκλείδειους μετασχηματισμούς. Για παράδειγμα οι συντεταγμένες του μέσου 
ενός ευθυγράμμου τμήματος δεν έχουν κάποια γεωμετρική αξία, όμως η ιδιότητα 
του μέσου να ισαπέχει από τα άκρα, καθώς και το μήκος του ευθυγράμμου 
τμήματος, παραμένουν αναλλοίωτα από Ευκλείδειους μετασχηματισμούς. Στη 
θεωρία των καμπυλών του επιπέδου μας ενδιαφέρουν οι ιδιότητες της καμπύλης 
που παραμένουν ίδιες όταν η καμπύλη μετακινηθεί ως έχει σε άλλη θέση του 
επιπέδου, δηλαδή με ένα Ευκλείδειο μετασχηματισμό. Με τα επόμενα δύο 
θεωρήματα αποδεικνύεται ότι αν δοθεί η συνάρτηση καμπυλότητας 2  μπορούμε 
να βρούμε την καμπύλη εκτός από τη θέση της στο επίπεδο, δηλαδή «με 
προσέγγιση» (up to) Ευκλείδειου μετασχηματισμού. Έτσι το  μόνο αναλλοίωτο 
μέγεθος είναι η συνάρτηση καμπυλότητας.  
 
Θεώρημα 5: (Θεμελιώδες θεώρημα επιπέδων καμπυλών - Μονοσήμαντο) 

Θεωρούμε 2, : ( , )  r q , δύο καμπύλες στο ίδιο διάστημα (α,β) με φυσική 

παράμετρο. Αν οι r , q  έχουν την ίδια συνάρτηση καμπυλότητας, τότε υπάρχει ένας 

Ευκλείδειος μετασχηματισμός (x) = x + ( )F T F 0  που διατηρεί τον προσανατολισμό (

det 0T  ), τέτοιος ώστε η r  να απεικονίζεται στην  ( )  ( ( )s F sq r . 

Απόδειξη: Έστω 0 ( , )s   σταθερό. Τότε υπάρχει μια μεταφορά του 2 που 

απεικονίζει ένα δεδομένο σημείο 0 0( ( ))P sr στο σημείο 0 0( ( ))Q sq . Επίσης υπάρχει 

μια στροφή του 2 που απεικονίζει το 0( )sr στο 0( )sq . Άρα υπάρχει Ευκλείδειος 

μετασχηματισμός F με: 0 0 0 0( ( )) ( ), ( ( )) ( )F s s F s s  r q r q . 

Θα δείξουμε ότι η F  r m  συμπίπτει με την q . Για το σκοπό αυτό θεωρούμε τη 

συνάρτηση:  ( ) ( ) ( )f s s s  m q . Θα δείξουμε κατ΄αρχήν ότι ( ) 0f s  . Επειδή 

0( ) 0f s  αρκεί να δείξουμε ότι ( ) 0f s  . Παραγωγίζοντας (παραλείπουμε την 

αναγραφή του s ) έχουμε: 
( ) 2( - ) ( - ) 2( - - ).f s                  m q m q = m m q q m q q m  

Επειδή οι r  και q  είναι φυσικές παραμετρικές παραστάσεις, θα ισχύει: 

    m m = 0, q q = 0 . Άρα  
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( ) 2( ).f s       m q + q m  

Όμως (x) = x + ( )F T F 0 όπου T   ισομετρικός και από προηγούμενο παράδειγμα 

έχουμε: 
΄( ) = ΄(t), ( ) = ( )= 2 ( ) 2 ( )t t t J s J s    m Tr m Tr T r Tr . 

 Άρα  
( ) 2( 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ))

2( 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )) 0

f s J s s J s s

J s s s J s

 
 

         
        

Tr q q Tr

Tr q q Tr
 

διότι J είναι αντισυμμετρικός (  = -J J x y x y  ). 

Αφού ( ) 0f s   έπεται ότι: ( ( ( ))) ( )F s s r q . Άρα 0( ( )) ( )F s s r q q  με 0q  

σταθερό, για κάθε ( , )s   . Επειδή όμως 0 0( ( )) ( )F s sr q έπεται ότι 0 0q  και 

άρα ( ( )) ( )F s sr q για κάθε ( , )s   . 

Θεώρημα 6: (Θεμελιώδες θεώρημα επιπέδων καμπυλών - Ύπαρξη) Αν 
2( ), ( , )s s   είναι μια κατά τμήματα συνεχής συνάρτηση τότε υπάρχει μια 

φυσική παραμετρική καμπύλη 2: ( , )  r  με καμπυλότητα 2( )s  που δίνεται 

από την  

                                

0  
( )  cos ( ) , sin ( )s s ds s ds    r r                              (2.15) 

Όπου    
 

0 
( ) 2( )  s s ds        

με    0, ( , )c d 0r   σταθερές. 

Απόδειξη.  Δεδομένης της 2( ), ( , )s s    ορίζουμε: (s) = 2(s)       

( ) (cos ( ), sin ( ))s s s  r . Τότε προκύπτει η καμπύλη του συμπεράσματος με  

( ) 1s r   και καμπυλότητα 2( )s .                          

Δύο διαφορετικές καμπύλες που προκύπτουν με τον τρόπο αυτό διαφέρουν κατά 
τα (0)  και (0)  ( (0), (0)) x yr (σχ. 9). Αν η μια μεταφερθεί παράλληλα ώστε να 

διέρχεται από το ίδιο σημείο (0)r με την άλλη, τότε μένει μια στροφή της 

καμπύλης ώστε στο αρχικό αυτό σημείο να έχουν και την ίδια γωνία στροφής 
(0)  (σχ. 9). 

 
 
                  
 
 
 
 
 

Σχ. 9                                                                                              Σχ.10  

-1 -0.5 0.5 1

-1

-0.5

0.5

1
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Αν για μια καμπύλη ( )tr υπολογίσει κανείς το μήκος τόξου ( )s s t  και την      

καμπυλότητα ( ) t  και στη συνέχεια απαλείψει το t καταλήγει στην 

2 2( ) s  (ή εν γένει σε μια σχέση F( 2,s) = 0 ). Μια τέτοια εξίσωση λέγεται 

φυσική εξίσωση της καμπύλης και περιγράφει πλήρως  την καμπύλη (το 
«σχήμα» της) με εξαίρεση τη θέση της στο επίπεδο.  
 

Παράδειγμα 8. Η  σχέση 2( ) 0s   συνεπάγεται 0( )s  , άρα  

     

0 0 0 0 0 0 
( ) + cos , sin +  (cos ,sin )s ds ds s     r r r ,  δηλαδή είναι μια ευθεία. 

Παράδειγμα 9. Αν 
1

2( ) .s 


  , τότε 0

1
( )s s

a
   , οπότε προκύπτει ο 

κύκλος ( ) cos sin , ( ) sin cos
s s s s

x s ds a y s ds a
a a a a

       

 
Παράδειγμα 10.  Θεωρούμε την συνάρτηση καμπυλότητας 2( )s s  .  

Μολονότι η συνάρτηση 2( )s s  είναι απλή και 
2 

 

s
θ(s) = 2( )ds=

2
s  

οι συνιστώσες  
2 2

( ) cos , ( ) sin
2 2

s s
x s ds y s ds    

της καμπύλης είναι μη στοιχειώδη ολοκληρώματα Fresnel. Μετά από αριθμητικό 
υπολογισμό προκύπτει η γραφική παράσταση της καμπύλης στο σχήμα 10.    
 
 
 

2.4  Τοπική μορφή καμπύλης του επιπέδου 

 

Από Θεώρημα Taylor σε μια περιοχή του 0s  έχουμε: 

2 3
0 0

0 0 0 0 0 3

( ) ( )
( ) ( )  ( ) ΄( )  ( )  ΄́ ΄( )  

2 6

s s s s
s s s s s s s

      r r r r r R  

όπου 
0

3
s
lim 0

s
R . Όμως: 2

0 0 0 0r ( ) 2 (́ ) (0) ( 2( )) ( )s s s s   N Τ . Άρα,  
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2 3
20 0

0 0 3

2 3 2 3
0 0 0

0 3

( ) ( )
( ) ( ) ( )   2   ( 2  –  2 )  

2 6

2 ( ) ( ) 2 ( ) 2΄
( ) –        

6 2 6

s s s s
s s s s

s s s s s s
s s

  

  

 
     

     
      

   

r r T N N T R

                   = T N R

 

Άρα οι συνιστώσες της καμπύλης στο σύστημα συντεταγμένων με αρχή το 

0 0( ( ))P sr  και με διανύσματα βάσης { , }T N  είναι: 

2 3
0 0

0 3

2 3
0 0 0 0

3

2 ( )( )
( ) ( ) –

6

2( )( ) ( ) 2΄(s )
( )

2 6

x

y

s s s
x s s s R

s s s s s
y s R



 


  

 
  

 

Οι εξισώσεις αυτές λέγονται τοπικές εξισώσεις της καμπύλης σε μια περιοχή του 

σημείου με 0s s . Παρατηρούμε ότι η δεύτερης τάξης προσέγγιση της καμπύλης 

είναι η παραβολή: 202( )

2

s
y x


  

. 

Γεωμετρική ερμηνεία της επιτάχυνσης και της καμπυλότητας. 

Θεωρούμε μια καμπύλη ( ),t t Ir , το σταθερό σημείο της 0 0( ( ))P tr  και το σημείο 

( ( ))P tr  (Σχ. 11). Επίσης επί της εφαπτομένης στο 0 0( ( ))P tr  ορίζουμε το σημείο

( ( ))E tq  με 0 0 0( ) = ( ) + ( ) (́ )t t t t tq r r (ορίζεται από τα 0 0( ( ))P tr  και ( ( ))P tr ). Τότε:                
2

0
0 0 0 0

 ( )
( )  ( )  ( ) ΄( )  ( )  ( )

2

t t
t t t t t t t

      2r r r r R  

Όπου για  το υπόλοιπο έχουμε ότι 
0

2lim (t) =
t t

R 0 .  Τότε: 

2
0

0

 ( )
( ) ( ) ( ) + ( )

2

t t
t t t t

   2EP = r q r R  

                                      

                                    

Σχ. 11 
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Το διάνυσμα EP  «δείχνει» το ημιεπίπεδο, ως προς την εφαπτομένη,  που 

βρίσκονται τα σημεία της καμπύλης. Όμως όταν 0t t , το διάνυσμα EP είναι 

ομόρροπο με το διάνυσμα 0( )tr .  

Άρα το διάνυσμα της επιτάχυνσης 0( )tr  δείχνει το ημιεπίπεδο, ως προς την 

εφαπτομένη, στο οποίο  βρίσκονται τα σημεία της καμπύλης. 

Αν η παράμετρος t  είναι φυσική θα είναι 0 0 0( ) 2( ) ( )t t t r N . Άρα αν 02( ) 0t   

το 0( )tN  δείχνει το ημιεπίπεδο ως προς την εφαπτομένη, που βρίσκονται τα 

σημεία της καμπύλης (ως ομόρροπο με το 0( )tr  ), ενώ αν 02( ) 0t   δείχνει προ 

το άλλο ημιεπίπεδο της εφαπτομένης. Αν η παράμετρος δεν είναι φυσική από την 
απόδειξη της πρότασης 1είναι 

2
0 0 0 0 0 0(t )= 2(t ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t   r N + T . 

Από αυτήν έπεται ότι 2
0 0 0 0(t ) ( ) 2(t ) ( )t t   r N , οπότε και πάλι 02( ) 0t   αν και 

μόνο αν το 0( )tN  δείχνει το ημιεπίπεδο ως προς την εφαπτομένη, που βρίσκονται 

τα σημεία της καμπύλης (αφού σχηματίζει με το  0( )tr οξεία γωνία ). 

Η παραπάνω ερμηνεία φαίνεται στα παραδείγματα  της παρ. 2.3. 

2.5  Πεπλεγμένα  οριζόμενες  καμπύλες 

 

Συχνά, όπως π.χ: στην Αναλυτική Γεωμετρία, έχουμε δει καμπύλες να ορίζονται 
ως ο γεωμετρικός τόπος των σημείων ( , ) P x y των οποίων οι συντεταγμένες 

επαληθεύουν μια σχέση, ( , ) 0F x y  , όπου 2:F    μια συνάρτηση με πεδίο 

ορισμού έναν τόπο D του 2  και ο αριθμός μηδέν να ανήκει στο σύνολο τιμών 
της. Παράδειγμα: 

2 2 2x y   ,     
2 2

2 2
1

x y

 
  ,       1xy  . 

To σημειοσύνολο  

                                           2  {( , ) : ( , ) 0}x y F x y                                    (2.16) 

δεν είναι πάντα το ίχνος μιας καμπύλης με την έννοια που έχουμε ορίσει. Για 
παράδειγμα η (2.16) ακόμα και με διαφορίσιμη F μπορεί να δώσει ένα μη 
συνεκτικό σύνολο Γ (π.χ η -  1  0xy  ), ενώ ο φορέας μιας παραμετρικής 



- 32 - 
 

καμπύλης ( )I  r  είναι πάντα συνεκτικό σύνολο ως εικόνα συνεκτικού 

διαστήματος I από συνεχή απεικόνιση r . Αν η συνάρτηση F  πληρεί ορισμένες 
προϋποθέσεις, τότε μπορεί τοπικά τουλάχιστο να βρεθεί μια παραμετρική 
καμπύλη που ο φορέας της συμπίπτει με το σύνολο Γ. 

Θεώρημα 7. Έστω F: 2    μια διαφορίσιμη συνάρτηση ορισμένη σε ένα 

ανοικτό σύνολοD  και 0 0(x , y ) D  με 0 0F(x ,y )  = 0. Αν τουλάχιστον μια από τις 

μερικές παραγώγους xF , yF  είναι μη μηδενική στο 0 0(x ,y )  τότε υπάρχει μια περιοχή 

U του 0 0(x ,y )  στο 2  και μια παραμετρική καμπύλη 2:  ( , )  r   με ίχνος το 

σύνολο 1 {( , ) :  ( , ) 0}x y U F x y      (σχ. 12). 

                                                                                                                            

 

Σχ. 12                                                                        Σχ.13        

Απόδειξη: Αν π.χ. 0yF   τότε από το θεώρημα πεπλεγμένων συναρτήσεων 

υπάρχει μια παραγωγίσιμη συνάρτηση : ( , )f      τέτοια ώστε 0 0 ( )y f x  και 

( , ( ))  0F x f x  , δηλαδή η f προκύπτει από επίλυση τοπικά της F(x,y) = 0 ως προς 

y . Τότε προφανώς η παραμετρική καμπύλη ( ) ( , ( )),   ( , )t t f t t   r  είναι η 

ζητούμενη. 

 

Το θεώρημα εξασφαλίζει την ύπαρξη και την παραγωγισιμότητα της f  αλλά δεν 

δίνει τρόπο εύρεσης της. Όμως με παραγώγιση ως προς x της ( , ( ))  0F x f x 

προκύπτει: 

                                 
  ( )

( , )
( )  –  

( , )
x

y y f x

F x y
f x

F x y


                                    (2.17) 

Παράδειγμα 11: 2 2 2{( , ) : ( , ) 0}x y G x y x y a      . 

Είναι ( , ) (0,0) ( , )  (0,0)G x y x y     . Άρα το θεώρημα εφαρμόζεται στην 

περιοχή κάθε σημείου της καμπύλης. Σε μια  περιοχή V του σημείου 1P  (σχ.13) 
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x

y

υπάρχει επίλυση και ως προς x  και ως προς y  με  2 2( )y f x a x   ή 

2 2( )x g y a y    με αντίστοιχες παραμετρικές παραστάσεις 2 2( ) ( , )t t a t r  

και 2 2( ) ( , )t a t t q  αντίστοιχα. Σε μια  περιοχή U του σημείου 0P  υπάρχει 

επίλυση ως προς x , αφου (0,1) 0yG   και (0,1) 1xG  . Είναι δε  

2 2( )x m y a y   . Η επίλυση ως προς y δεν εξασφαλίζεται από το θεώρημα. 

 Παράδειγμα 12 . 3 3{( , ) : ( , ) 3 0}x y F x y x y xy      . Το (0,0) είναι το μόνο 

σημείο της Γ με (0,0) (0,0)F  . Άρα το θεώρημα δεν εφαρμόζεται σε μια 

περιοχή του (0,0)  (Σχ.14).  Η 
2

3 3

3 3
( ) ( , ), ( 1, )

1 1

t t
t t

t t
   

 
r  είναι όμως μια       

παραμετρική παράσταση τμήματος της Γ που περιλαμβάνει το (0,0)  με  (0)  0r .   

 

 

 

 

              

 

 

                                                        Σχ. 14  

Αν ( , ) 0F x y   είναι η πεπλεγμένη  εξίσωση  μιας καμπύλης και 

( ) ( ( ), ( )),   ( , )t x t y t t   r  μια παραμετρική της παράσταση που ισχύει για μια 

περιοχή ενός σημείου 0 0 0 0( ( )) ( , )P t x yr , τότε 0 0( ( )) ( ) 0F t t  r r . Το 0( )tr είναι 

ένα εφαπτόμενο διάνυσμα και επομένως το 0( ( ))F t r είναι ένα κάθετο διάνυσμα 

της καμπύλης στο   σημείο αυτό. Από το γεγονός αυτό προκύπτουν οι εξισώσεις 
που ικανοποιεί το τυχόν σημείο ( , )X Y  της εφαπτομένης και της καθέτου ευθείας 

στο σημείο 0 0 0( , )P x y  της καμπύλης:                                             

1. Εφαπτομένη :  0 0 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) 0x yX x F x y Y y F x y                            (2.18)  

2. Κάθετη :  0 0 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) 0y xX x F x y Y y F x y    .                               (2.19) 

Στο εξής όταν έχουμε καμπύλες της μορφής (2.16), θα θεωρούμε ότι ικανοποιούν 
τις προϋποθέσεις του θεωρήματος σε κάθε σημείο.  
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-1.2 1.2
x

y

2.6  Εγγύτατος Κύκλος – Εξειλιγμένη 

Θεωρούμε μια ομαλή καμπύλη = ( )tr r με καμπυλότητα στο σημείο 0 0( ( ))P tr  την 

02( ) 0t  . Ο αριθμός   0
0

1
( )   

2( )
R t

t
  

ονομάζεται ακτίνα καμπυλότητας της καμπύλης στο 0P . Ορίζουμε το σημείο 0K  

που βρίσκεται στην κάθετη της καμπύλης στο σημείο 0P   σε απόσταση από το 0P  

ίση με την ακτίνα καμπυλότητας 0( )R t , έτσι ώστε το διάνυσμα  0 0P K  να είναι 

ομόρροπο του N αν 02( ) 0t   και αντίρροπο του N αν 02( ) 0t   . Ο κύκλος με 

κέντρο το 0K  και ακτίνα 0( )R t λέγεται κύκλος καμπυλότητας της καμπύλης στο 

0P  (Σχ. 15). Το διάνυσμα θέσης 0e του 0K  είναι: 

                  0
0 0 0 0

0 0 0

( )1 1
  ( )  ( ) ( ) 

2( ) 2( ) ( )

J t
t t t

t t t 
   



r

e r N r
r

                         (2.20) 

Το 0  λέγεται κέντρο καμπυλότητας της καμπύλης στο σημείο 0P . 

                       

 

 

             

 

Σχ. 15  κύκλος καμπυλότητας                               Σχ. 16  κύκλοι καμπυλότητας σε διάφορα σημεία           

Αν ( )c το διάνυσμα θέσης του τυχόντος σημείου του κύκλου τότε:                                                      

                                         0 0
0

1
( ) – ( )

2( )
R t

t



 c e ,                                  (2.21)                                

Ο κύκλος καμπυλότητας διέρχεται από το 0( ( ))P tr , και στο σημείο αυτό έχει 

κοινή εφαπτομένη με την καμπύλη και την ίδια καμπυλότητα. Άρα ο κύκλος 
καμπυλότητας είναι «καλύτερη» προσέγγιση της καμπύλης από ότι η εφαπτομένη 
της. Για το λόγο αυτό λέγεται επίσης και εγγύτατος κύκλος της καμπύλης στο 
σημείο αυτό. 

Η εξειλιγμένη (evolute) μιας καμπύλης ( )tr  είναι η καμπύλη των κέντρων 

καμπυλότητας της και άρα  έχει παραμετρική παράσταση: 

Κ0 

P0 
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21 (t) ( )

( )  ( )   ( ) (t)) 
2( ) (t) ( ) (t)

J t
t t t J

t t J




   


 
  
r

e r r r
r r r

                  (2.22) 

Αν ( )sr  φυσική παραμετρική παράσταση και 2( ) >0s  η καμπυλότητα,  θα 

έχουμε την απλούστερη παράσταση (αλλά όχι κατ’ ανάγκη φυσική): 

                                              
1

( )  ( )  ( )
2( )

s s s
s

 e r N .                               (2.23) 

Είναι τότε: 

              
2

1 1 2 ( )
( )  ( ) ( ) ( ) – ( )

2( ) 2( ) ( 2( ))

s
s s s s s

s s s


  

        
 

e r N N N       (2.24) 

απo από όπου έπεται το παρακάτω: 

Πρόταση 8. Έστω καμπύλη  ( )sr = r  με φυσική παράμετρο. Τότε: 

1. Οι εφαπτόμενη ευθεία στην εξειλιγμένη στο σημείο ( ( ))Q se  συμπίπτει με την  

κάθετη  στην αρχική καμπύλη στο σημείο ( ( ))P sr . 

2. Τα ιδιάζοντα σημεία της εξειλιγμένης  προκύπτουν για τις τιμές της 
παραμέτρου s για τις οποίες ( 2) ( ) 0s    (πιθανές θέσεις ακρότατων τιμών 

της  καμπυλότητας της αρχικής καμπύλης). 

Παράδειγμα 13. Εξειλιγμένη της παραβολής 2( ) (2 , ), [ 1,2]t t t t  r  είναι η 
3 2( ) ( 2 , 2 3 )t t t  e     (σχ 17) . 

Παράδειγμα  14. Εξειλιγμένη της έλλειψης ( ) (1.5cos ,sin ), [0, 2 ]t t t t  r  είναι η 

3 33
( ) ( cos , 3sin )

2
t t t e  (σχ 18) .     

                                                  

 
    

 Σχ. 17  Η παραβολή, και η εξειλιγμένη της               Σχ. 18  Η έλλειψη και η εξειλιγμένη της   

x

y
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2.7  Ενειλιγμένη   

Είδαμε ότι η παραμετρική παράσταση της εξειλιγμένης ( )se μιας καμπύλης ( )sr  

προκύπτει από την αρχική καμπύλη σύμφωνα με την σχ’εση (2.23).                            
Μπορεί όμως και αντίστροφα να γραφεί η r  με τη βοήθεια της εξειλιγμένης. 
Πράγματι, παραγωγίζοντας την (2.23) προκύπτει ότι προκύπτει ότι 

2

( 2)
  –  

( 2)





 e N   και άρα  

2( 2)
= – 

( 2)







N e ,  οπότε 

                                            
2( )

( )  ( )  ( )
( 2( ))

s
s s s

s




 


r e  e                                 (2.25) 

Η καμπύλη r  όπως προκύπτει από την καμπύλη e , από τη παραπάνω σχέση 

λέγεται ενειλιγμένη της e . Γενικά για μια δεδομένη καμπύλη r κάθε καμπύλη 1r  

η οποία είναι κάθετη στις εφαπτόμενες της r  λέγεται ενειλιγμένη της r . Άρα η 
γενική μορφή μιας ενειλιγμένης της καμπύλης ( )sr = r  (s φυσική παράμετρος) 

είναι:   

1  =  + ( )u sr r T         με       = 0 1r r , 

όπου  ( )u s παραγωγίσιμη συνάρτηση. Από αυτές προκύπτει: 

1( ) = ( )  ( )   ( ) 2( )s s u s u s s   r r T N . 

Άρα         2
10 = + ( ) ΄+ ( ) 2( ) ΄=1 ( )u s u s s u s       = r r r T r N r . 

δηλαδή, ( ) 1u s    οπότε, ( )u s c s  , όπου c μια σταθερά. Επομένως για την 

δεδομένη καμπύλη r , υπάρχει μια οικογένεια ενειλιγμένων που δίνεται από την  

                               1( ) = ( )  (  –  ) ( )s s c s sr r T                                         (2.26) 

 

Σχ. 19 
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Επειδή  1( ) = ( )c cr r   και  1( ) –  ( )  |  – |s s s cr r , έπεται ότι η απόσταση 1PP  των 

σημείων 1 1( ( ))P sr  της ενειλιγμένης και ( ( ))P sr  της καμπύλης (σχήμα 19), είναι 

ίση με το μήκος του τόξου PQ  όπου ( ( ))Q cr . Επομένως  η ενειλιγμένη είναι η 

καμπύλη η οποία διαγράφεται καθώς ξετυλίγουμε νήμα επί της αρχικής καμπύλης 
με αρχή του νήματος στο Q  και διατηρώντας το νήμα τεντωμένο. Στη περίπτωση 

που η αρχική καμπύλη έχει μια γενική παραμετρική παράσταση ( )tr ,  οι 

ενειλιγμένες  δίνονται από την :    

                                          1

( )
( )  ( ) + (c – ( ))

( )

t
t t s t

t




r

r r
r

                        (2.27)              

Παράδειγμα 15. Η παραβολή 2( ) (2 , )t t tr  έχει μια ενειλιγμένη την 

2 2
( ) ( - , )

1 1

ArcSinht tArcSinht
t t

t t


 
r  (σχ. 20) 

 

 

 

 

                

   

              Σχ. 20                                                                                Σχ.21 

 

Παράδειγμα 16. Ο κύκλος:  ( ) (cos ,sin )t t tr  έχει ενειλιγμένες :                                                         

( ) (cos ( )sin , sin ( )cos )t t c t t t c s t    1r  

Στο σχήμα 21εμφανίζονται δύο διαφορετικές ενειλιγμένες του κύκλου για 
0, / 3c c   .   

Πρόταση 9. Αν ( )sr , [ , ]s    είναι καμπύλη με φυσική παράμετρο και  

1( )  ( ) (  –  ) ( )s s c s s r r T   μια ενειλιγμένη της, τότε η εξειλιγμένη της 1r  είναι η 

αρχική καμπύλη r . 

Απόδειξ. Υπολογίζουμε κατ’ αρχή την καμπυλότητα 1( 2) ( )s  της ενειλιγμένης. 

1 ( ) (́ ) – ( ) ( – ) ( ) ( –  ) 2( ) ( )s s s c s s c s s s   r r T T N  

x

y

x

y
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2
1 (s)=[ – ( 2) (  –  )( 2) ]́ –( –  )( 2)c s c s   r N T  

1( ) ( – )( 2) ( – )( 2)J s c s J c s    r N T  

Άρα 

 2 3
1 1= ( ) ( 2)J c s   r r  

οπότε η καμπυλότητα 1( 2) ( )s  της ενειλιγμένης 1r είναι: 

 

 
2 3

1 1
1 3 3

1

2( )(s) ( ) ( – ) ( 2) 1
( 2) ( ) =  = 

| ( – )( 2) | ( – ) 2( )( )

sJ s c s
s

c s c s ss


 

 



r r

r
               (2.28) 

Από τον ορισμό (2.22) της εξειλιγμένης θα έχουμε  ότι η εξειλιγμένη 1e  της 1r  

είναι η καμπύλη: 

1
1 1

1

1
( ) ( )  = ( ) ( – ) ( )

( 2) ( ) ( )

| – | 1
2( )(–( – ) 2( ) (s)) 

| 2( ) | | ( ) 2( ) |

(s)+( ) ( ) – ( – ) ( )= ( )

J
s s s c s s

s s

c s
s c s s

s c s s

c s s c s s s



 
 


   






 

1

r
e r r T

r

T

r T T r

 

δηλαδή η εξειλιγμένή μιας ενειλιγμένης μιας καμπύλης είναι η ίδια η καμπύλη. 

 

2.8  Περιβάλλουσα οικογένειας καμπυλών 

 

Θεωρούμε μια μονοπαραμετρική οικογένεια ομαλών καμπυλών ,a a J   . 

Μια καμπύλη γ που δεν ανήκει στην οικογένεια θα λέγεται περιβάλλουσα της 
οικογένειας, αν κάθε σημείο της είναι σημείο επαφής με μια καμπύλη – μέλος της 
οικογένειας και κάθε μέλος της οικογένειας εφάπτεται της γ σε κάποιο  σημείο 
(δηλαδή έχουν κοινό σημείο και κοινή εφαπτομένη).   

Παράδειγμα 17. Μια καμπύλη είναι η περιβάλλουσα των εφαπτόμενων ευθειών 
της. 

Παράδειγμα 18. Η οικογένεια των κύκλων 2 2: ( ) 1,a x a y a      έχει 

περιβάλλουσα το ζεύγος των ευθειών 1y    . 
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Θεωρούμε μια διαφορίσιμη πραγματική συνάρτηση ( , , )F x y a  με 2( , )x y D   

και a J   . Υποθέτουμε ότι για κάθε τιμή της παραμέτρου a  η σχέση 

( , , ) 0F x y a   ορίζει μια καμπύλη σύμφωνα με τις προϋποθέσεις της παραγράφου 

2.5 περί πεπλεγμένα οριζόμενων καμπυλών.  Τότε ότι η σχέση  

                                           ( , , ) 0,F x y a a J                                        (2.29) 

Ορίζει μια μονοπαραμετρική οικογένεια καμπυλών.  

Αν ( ) ( ( ), ( )),t x t y t t I  είναι η περιβάλλουσα, τότε σε κάθε σημείο της (για 

κάθε t ) υπάρχει καμπύλη της οικογένειας (υπάρχει ( )a a t ) ώστε η καμπύλη 

( , , ( )) 0,F x y a t  να εφάπτεται της ( )t  στο t . Υποθέτουμε ότι η ( )a a t είναι 

παραγωγίσιμη. Επομένως: 

                                 ( ( ), ( ), ( )) 0, ( ) ( ) 0x yF x t y t a t F x t F y t                          (2.30) 

Παραγωγίζοντας  ως προς t  την πρώτη και χρησιμοποιώντας την δεύτερη  
προκύπτουν οι ισοδύναμες συνθήκες: 

                                ( ( ), ( ), ( )) 0, ( ( ), ( ), ( )) 0aF x t y t a t F x t y t a t                      (2.31) 

Άρα οι παραμετρικές εξισώσεις ( ), ( ),x x t y y t t I    της περιβάλλουσας 

ικανοποιούν το σύστημα:  

                                              ( , , ) 0, ( , , ) 0aF x y a F x y a                               (2.32)  

Με επίλυση του συστήματος ως προς ,x y  συναρτήσει του a  προκύπτουν οι 

παραμετρικές εξισώσεις ( ), ( ),x x a y y a a J    της περιβάλλουσας,. Μια 

τέτοια παράσταση δίνει για κάθε α το σημείο επαφής ( , )x y  της αντίστοιχης με το 

α καμπύλης της οικογένειας, με την περιβάλλουσα. Απαλείφοντας το a  από τις 
παραμετρικές εξισώσεις προκύπτει η πεπλεγμένη μορφή της ( , ) 0x y  . Οι 

συνθήκες (2.30) ή (2.31) ή (2.32) είναι απλά  αναγκαίες. 

Παράδειγμα 19. Να βρεθεί η περιβάλλουσα της οικογένειας  

( , , ) cos 2 sin 4 0F x y a x a y a    . 

Λύση: Από τις  

 cos 2 sin 4 0, sin 2 cos 0x a y a x a y a       

 Έπεται 4cos , 2sinx a y a   και με απαλειφή του aπροκύπτει η  
2 2

1
16 4

x y
  . 

Παρατήρηση 2. Το σύστημα των εξισώσεων μπορεί να ικανοποιείται και από  
καμπύλες που δεν είναι περιβάλλουσες όπως για παράδειγμα αν 
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 3 3( , , ) ( ) ( ) 3( )( ),F x y a x a y a x a y a a         

το σύστημα (2.32) ικανοποιείται από την ευθεία x y  που δεν είναι εφαπτομένη 

καμιάς από τις καμπύλες της οικογένειας.  

Αν η οικογένεια των καμπυλών ,a a J    δίνεται από την 

 ( , ) ( , ), ( , ) ,t a x t a y t a t I r , 1a I   τότε αποδεικνύεται ότι αναγκαία 

συνθήκη για τη ύπαρξη περιβάλλουσας είναι 

                                  1

( , ) ( , )
0, ,

t a t a
J t I a I

t a

 
   

 
r r

                     (2.33) 

ισοδύναμα, 

                                       0
x y y x

t a t a

   
 

   
.                                      (2.34) 

Παράδειγμα 20.  Να δειχθεί ότι: 

1. Η περιβάλλουσα των εφαπτόμενων μιας καμπύλης είναι η ίδια καμπύλη. 

2. Η περιβάλλουσα των καθέτων ευθειών μιας καμπύλης είναι η εξειλιγμένη 
της καμπύλης. 

Απόδειξη:Υποθέτουμε ότι η καμπύλη έχει φυσική παραμετρική παράσταση. 

1. Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο ( )ar  της καμπύλης είναι: 

( , ) ( ) ( ),t a a t a t I  r r r . Η σχέση (2.33) γράφεται: 

 ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 2)

- 2 ( ) ( ) ( 2) 0
t at a J t a a J a t a t a J a t a J

t a a t


 

             

     

r r r r r r r r N

r r
 

και επειδή 2 0   έπεται ότι 0t  . Άρα στα σημεία της  περιβάλλουσας η επαφή 
γίνεται για το σημείο του μέλους της οικογένειας με  0t  , οπότε η διανυσματική 
παράσταση της με παράμετρο το a  είναι: (0, ) ( ),a a t I r r  δηλαδή η ίδια η 

καμπύλη. 

2. Η εξίσωση της κάθετης στο σημείο ( )ar  της καμπύλης είναι: 

( , ) ( ) ( ),t a a tJ a t I  r r r . Η σχέση (2.33) γράφεται: 

 
2

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( - ( 2) 1 ( 2) 0

t at a J t a J a J a tJ a

tJ a t t 

      

      

r r r r r

N N + r N N N)
 

Άρα στα σημεία της  περιβάλλουσας η επαφή γίνεται για το σημείο του μέλους 

της οικογένειας με  
1

2
t


 , οπότε η διανυσματική παράσταση της με παράμετρο 



- 41 - 
 

το a  είναι: 
1 1

( , ) ( ) ( ),
2 2

a a J a t I
 

  r r r . Η οποία είναι η ενειλιγμένη της 

αρχικής καμπύλης.  

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 22  Η παραβολή, η οικογένεια των καθέτων της και η περιβάλ/σα τους 
(εξειλιγμένη της παραβολής). 

Άσκηση 3. Γίνεται βολή βλήματος από την αρχή των συντεταγμένων με δεδομένη 

αρχική ταχύτητα 0  και μεταβλητή γωνία βολής a  ως προς τον άξονα των x . Να 

αποδειχθεί ότι το βλήμα ακολουθεί την τροχιά που περιγράφεται από τις: 

       2
0 0

1
cos , sin

2
x t a y t a gt    , 

ή  πεπλεγμένα από την:        
2

2
2

0

(1 )
, tan

2

g m
y mx x m a




   .  

Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν μια μονοπαραμετρική οικογένεια παραβολών με 

παράμετρο τη γωνία βολής a . Αν πρέπει να βληθεί ο στόχος 0 0( , )x y  να βρεθεί 

συνθήκη που πρέπει να ικανοποιούν οι γωνίες a . Να βρεθεί η περιβάλλουσα των 
παραβολών και δοθεί η σχετική με το πρόβλημα φυσική ερμηνεία που εξηγεί και 
την ονομασία της ως «παραβολή ασφαλείας». 

Άσκηση 4: Δίνεται σημείο π.χ. το 0(0, )K y  και καμπύλη γ του επιπέδου που 

δίνεται από την εξίσωση ( , ) 0x y  , ή από την ( ),t t I r r . Στο σημείο Κ  

υπάρχει φωτεινή πηγή της οποίας οι ακτίνες ανακλώνται στη καμπύλη και οι 
ανακλώμενες σχηματίζουν μια μονοπαραμετρική οικογένεια ευθειών με 
παράμετρο τη κλίση της ακτίνας πρόσπτωσης. Η περιβάλλουσα της οικογένειας 
λέγεται καυστική καμπύλη της γ. 

1. Να βρεθεί γενική της μορφή της γ.  
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2. Να βρεθεί η καυστική του μοναδιαίου κύκλου με κέντρο την αρχή και για 

την περίπτωση πολύ μεγάλου 0 0y   (μακρινή φωτεινή πηγή).  

3. Να γίνει γραφική παράσταση της οικογένειας και της περιβάλλουσας του 
προηγουμένου ερωτήματος με χρήση υπολογιστή. 

 

2.9  Στοιχεία από την Ολική Θεωρία επιπέδων 
καμπυλών  

Οι μέχρι τώρα έννοιες και ιδιότητες των καμπυλών που εξετάσαμε ήταν τοπικού 
χαρακτήρα μελετώντας την συμπεριφορά της καμπύλης στη περιοχή ενός σημείου 
της. Στη παράγραφο αυτή παραθέτουμε ιδιότητες που αφορούν την καμπύλη στο 
σύνολό της. Τέτοιες ιδιότητες είναι: «η καμπύλη είναι κλειστή», «η καμπύλη δεν 
τέμνει τον εαυτό της» κ.λ.π.  

Μολονότι το αντικείμενο αυτό είναι ιδιαίτερα πλούσιο και ενδιαφέρον, ο σκοπός 
της παραγράφου αυτής είναι μια πρώτη γνωριμία με κάποια από τα πιό γνωστά 
αποτελέσματα που αφορούν την ισοπεριμετρική ανισότητα, το δείκτη στροφής και 
το θεώρημα των τεσσάρων κορυφών. Για το λόγο αυτό δεν συμπεριλαμβάνονται 
αποδείξεις (βλέπε M.P. Do Carmo).  

Μια ομαλή καμπύλη γ λέγεται απλή αν υπάρχει ομαλή παραμετρική της 
παράσταση = ( ), [ , ]t t  r r  που είναι 1-1.  Μια ομαλή καμπύλη γ λέγεται απλή 

και κλειστή αν υπάρχει ομαλή παραμετρική της = ( ), [ , ]t t  r r  που είναι 1-1 

στο διάστημα [ , )   και ) ( ) r( r . 

Παράδειγμα 21. 
      ( ) (cos , sin ), [0, 2 ]t t t t  r  είναι  απλή κλειστή. 

      ( ) (cos , sin ), [0,8 ]t t t t  r  κλειστή αλλά όχι απλή. 

      ( ) (sin 2 , sin ), [0,6 ]t t t t  r  κλειστή αλλά όχι απλή 

Στη παράγραφο αυτή θα θεωρούμε καμπύλες που είναι απλές και κλειστές αλλά 
με την επιπλέον συνθήκη ότι ισχύει και ( ) ( ), ( ) ( ),...       r r r r  για τις 

παραγώγους 1ης, 2ης, κ.λπ. τάξης. Για παράδειγμα αυτό δεν ισχύει για την 
( ) (sin 2 , cos ), [0, ]t t t t  r  αφού (0) ( )r r  αλλά (0) (π) r r .  

Ένα ιδιαίτερα σημαντικό θεώρημα ( Θεώρημα  Jordan ) λέει ότι μια απλή κλειστή 
καμπύλη χωρίζει το επίπεδο σε δύο χωρία: το εσωτερικό και το εξωτερικό της 
(Σχ.1). Παρά την προφανή γεωμετρική του ερμηνεία η απόδειξή του είναι μη 
τετριμμένη.  
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Θεώρημα 10.  (Jordan). Για μια απλή κλειστή καμπύλη γ υπάρχουν δύο 

υποσύνολα του επιπέδου Ε τα εσγ , εξγ  τέτοια ώστε: 

1. Τα σύνολα εσγ , εξγ  είναι ανοικτά, συνεκτικά και ξένα μεταξύ τους.  

2. Το εσγ  είναι φραγμένο και το εξγ  δεν είναι. 

3. εσ εξΕ = γ γ γ  . 

Το σύνολο γ είναι το κοινό σύνορο των συνόλων εσγ , εξγ . 

 
Σχ. 23 

 
Το πρόβλημα το ποιά από τις απλές και κλειστές καμπύλες με δεδομένο μήκος L 
περικλείει χωρίο με το μέγιστο δυνατόν εμβαδόν ήταν γνωστό από την 
αρχαιότητα. Η απάντηση στο πρόβλημα αυτό, οτι η καμπύλη είναι ο κύκλος ήταν 
επίσης γνωστή, αλλά χρειάσθηκε να περάσουν αρκετοί αιώνες εως το 1870 για μια 
απόδειξη από τον Κ. Weierstrass. 
 
Ως θετικό προσανατολισμό απλής κλειστής καμπύλης ενοούμε αυτόν τον οποίο 
όταν ακολουθεί κάποιος έχει το εσωτερικό της καμπύλης στα αριστερά του 
(προσανατολισμός θεωρήματος Green). 
 
Α. Ισοπεριμετρική ανισότητα 
 
Θεώρημα 11.  (Ισοπεριμετρική ανισότητα) 

Αν γ είναι μια απλή και κλειστή καμπύλη με μήκος ( )L   και αν ( )E   είναι το 

εμβαδόν του εσωτερικού εσγ  της γ,  τότε ισχύει: 

21
Ε( ) ( )

4
L 


  

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν η γ είναι κύκλος. 
 
Πόρισμα 12. Από όλες τις επίπεδες ομαλές απλές και κλειστές καμπύλες που 
έχουν το ίδιο μήκος, ο κύκλος έχει εσωτερικό με το μέγιστο εμβαδόν. 
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Άσκηση 5. Υπάρχει απλή κλειστή επίπεδη καμπύλη με μήκος 120 m που 
περικλείει χωρίο 1200 m2; 
 
Άσκηση 6. Χρησιμοποιώντας την ισοπαραμετρική ανισότητα για την έλλειψη να 

αποδειχθεί ότι:  
2 2 2 2 2

0
sin cos 2 , , 0t tdt


        . 

 
Β. Δείκτης στροφής  καμπύλης 
Αν γ μια κλειστή επίπεδη καμπύλη με μήκος   και φυσική παραμετρική 
παράσταση  = ( )  ( ( ), ( )),  [0, ]s x s y s s L r r . Η (εφαπτομενική) δείκτρια της r  

είναι η καμπύλη 

1 = ( ) ( ) ( (́ ), (́ )),   [0, ]s s x s y s s L   r r T  

Επειδή ( ) 1   [0, ]s s L  T  το ίχνος της περιέχεται σε περιφέρεια κύκλου 

ακτίνας 1 (σχ.  24). 

 
σχ. 24 

Αν θ(s) (0,2π)  είναι η γωνία που σχηματίζει το εφαπτόμενο διάνυσμα ( )sT  με 

τον άξονα x΄x τότε 
( ) (cos ( ), sin ( ))s s s T  

Εξάλλου από τη σχέση ( ) 2( )s s    προκύπτει η συνάρτηση 
 s

 0
θ(s)= 2(λ)dλ,     s [0, ]L   

που μετρά τη συνολική γωνία που διαγράφει το ( )s  στη δείκτρια καθώς η 

αρχική καμπύλη ( )sr  διαγράφεται από το 0 ως το s. Επειδή η καμπύλη είναι 

κλειστή η συνολική αυτή γωνία θα είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2 : 
 

 0
2( ) ( ) – (0) 2

L
s ds        

Ο ακέραιος αριθμός I λέγεται δείκτης στροφής της καμπύλης. Αν η καμπύλη 
είναι απλή τότε ισχύει το: 
 
Θεώρημα 13 (H. Hopf). Ο δείκτης στροφής μιας απλής κλειστής καμπύλης είναι

  1I   , όπου το πρόσημο είναι “+” για θετικά προσανατολισμένη καμπύλη και 
“–” για αρνητικά προσανατολισμένη. 
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Γ.  Θεώρημα τεσσάρων κορυφών 
 

Θεωρούμε μια ομαλή καμπύλη του επιπέδου 2 [ , ]  r : . Για κάθε [ , ]t    

η εφαπτομένη ευθεία στο P( ( ))tr  χωρίζει το επίπεδο σε δύο ημιεπίπεδα. Αν 

συμβεί για κάθε [ , ]t    το ίχνος της καμπύλης να βρίσκεται ολόκληρο στο ένα 

κλειστό ημιεπίπεδο του καθορίζεται από την εφαπτομένη στο αντίστοιχο σημείο 
P(r(t)) , τότε η καμπύλη λέγεται κυρτή. 

                                           
                                                     
 
                                                                   
                                                                                         

 
  Κυρτές καμπύλες                                                                Μη κυρτή καμπύλη 
      
Σχετικά με τις κυρτές καμπύλες ισχύουν τα εξής: 
 
Πρόταση 14. Μία κλειστή ομαλή καμπύλη γ είναι κυρτή αν και μόνο αν είναι απλή 
και η καμπυλότητα της 2( )t δεν αλλάζει πρόσημο. 

Ονομάζουμε κορυφή (vertex) μιας ομαλής καμπύλης 2 [ , ]  r :  ένα σημείο 

της 0P( ( ))tr  για το οποίο 02 (́ ) 0t  . 

 
Άσκηση 7. Να δειχθεί ότι η έλλειψη ( ) ( cos , sin )t t t r , με   , [0, 2 ]t   

έχει τέσσερις κορυφές. 
 
Άσκηση 8. Να δειχθεί ότι η  ( )  (cos ,  sin(sin( ))),  [0, 2 ]t t t t  r  έχει οκτώ 

κορυφές . 
 
Θεώρημα 15 (τεσσάρων κορυφών). Μια απλή κλειστή κυρτή καμπύλη έχει 
τουλάχιστον τέσσερις κορυφές. 
 

Ασκήσεις  
1.  Αν μια καμπύλη δίνεται από τη συνάρτηση ( )y f x δείξτε ότι η καμπυλότητά 

της είναι:   
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2 3/ 2

( )
2( )

[1 ( )]

f x
x

f x






 

(Υποδ. χρησιμοποιείστε την παραμετρική παράσταση ( ) ( , ( ))x x f xr ) 

 
2.  Αν μια καμπύλη δίνεται με τη συνήθη εξίσωση  ( , ) 0F x y  δείξτε ότι για την 

καμπυλότητα 2( )x της καμπύλης που ορίζει η ( )y y x  με ( , ( )) 0F x y x  , 

ισχύει: 
2 2

2 2 3/ 2

2
2( ) 2( , ( ))

( )
xx y xy x y yy x

x y

F F F F F F F
x x y x

F F
 

 
  


 

3.  Αν μια καμπύλη δίνεται σε πολικές συντεταγμένες από μια εξίσωση  
( )   , τότε η   cos , sin )      r( ) = ( ( ) ( )  είναι μια παραμετρική της 

παράσταση. Να δειχθεί ότι η καμπυλότητα ( )k   δίνεται από 
2 2

2 2 3/ 2

2
2( )

( )

   
 
 



 


 

 
4.  Να υπολογισθεί η καμπυλότητα στις παρακάτω καμπύλες: 

α) ( ) ( cos , sin )t a t b tr ,      β) cosh
x

y a
a

        γ) 2 22 1 0x y   ,      δ) ae    

 
5.  Αν ( )tr   ομαλή καμπύλη και ( ) ( ( ))  q r μια,  αναπαραμέτρηση της  

να δειχθεί ότι: ( 2) ( 2)  q r  (με το “+” αν και μόνο αν 0  ). 

6.  Αν  = ( ),t t Ir = r , ομαλή τότε: 

a.  2( ) 0,t t I    αν και μόνο αν η ( )tr  είναι τμήμα ευθείας. 

b. 
1

2( ) ,t t I
a

    η  είναι τμήμα κύκλου ακτίνας α. 

7.  Για μια φυσική παραμετρική καμπύλη να αποδειχθεί ότι το διανυσματικό 
πεδίο T  είναι ανεξάρτητο του προσανατολισμού της καμπύλης. 

8.  Για μια φυσική παραμετρική καμπύλη να αποδειχθούν οι :  
2( 2) - ( 2) 2( 2)        r N T,        r r =        

9.   
a. Να βρεθεί  η ταχύτητα και η επιτάχυνση μιας παραμετρικής καμπύλης 

( )tr ως προς το σύστημα των διανυσματικών πεδίων { }T, N  και να 

δοθεί μια κινηματική ερμηνεία των τύπων.  

(Απάντηση      2( ) ( ) 2t t       r T,      r T N  ) 

t I r
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b. Να δειχθεί ότι στο παράδειγμα 1 της παραγρ. 6,  το διανυσματικό πεδίο 

2
T

 μπορεί να επεκταθεί συνεχώς στο σημείο με 0t  , ενώ το  

διανυσματικό πεδίο  =
2

 


T T

T
  όχι.  

10.  Κυκλικός δίσκος ακτίνας α κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε μια ευθεία. Η 
καμπύλη που διαγράφει ένα συγκεκριμένο σημείο Μ της περιφέρειας του 
δίσκου λέγεται κυκλοειδής. Θεωρώντας ότι η ευθεία κύλισης είναι ο άξονας 
x x και ότι για 0t  το σημείο Μ βρίσκεται στην αρχή των αξόνων, να βρεθεί 
μια παραμετρική της παράσταση και στη συνέχεια να υπολογισθούν τα 

, , 2(t)T   N   .    (Απ. ( ) ( sin , cos )t t t t t     r  ). 

 
11.  Αν ο κυκλικός δίσκος της προηγούμενης άσκησης κυλίεται  χωρίς να 

ολισθαίνει στο εξωτερικό σταθερού κυκλικού δίσκου ακτίνας β, η καμπύλη 
που διαγράφει το σημείο Μ λέγεται επικυκλοειδής . Αν ο σταθερός κύκλος 
έχει το κέντρο του στην αρχή των αξόνων και το σημείο Μ βρίσκεται για 0t 
στο σημείο ( , 0)A  να βρεθεί μια παραμετρική της παράσταση και στη 

συνέχεια να υπολογισθούν τα , , k(t)T   N   . 

Απ. ( ) (( ) cos cos , ( )sin sin )t t t t t
        
 
 

    r . 

Αν ο κυκλικός δίσκος κυλίεται  χωρίς να ολισθαίνει στο εσωτερικό σταθερού   
κυκλικού δίσκου ακτίνας β η καμπύλη λέγεται υποκυκλοειδής, η οποία στην 
ειδική περίπτωση β=4α   λέγεται αστεροειδής. Να βρεθεί μια η παραμετρική 
παράσταση και να γίνουν οι προηγούμενοι υπολογισμοί. 

 
12.  Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων ( , )M x y των οποίων το γινόμενο των 

αποστάσεων από δύο δεδομένα σημεία 1( ,0)F  και 2 ( ,0)F  με 0   είναι 

σταθερό και ίσο με c λέγεται λημνίσκος Bernoulli (συνήθως λέγεται έτσι για 
4c   ) Να βρεθεί η πεπλεγμένη εξίσωση της καμπύλης και να επαληθευθεί 

ότι μια παραμετρική της παράσταση είναι η : 
2 2

cos sin cos
( ) ( , )

1 sin 1 sin

t t t
t

t t

 


 
r . 

13.  Κλωθοειδής (Εφαρμογή στην οδοποιία).  Η έξοδος από την ευθεία εθνική 
οδό (κ=0) σε καμπύλη (π.χ τόξο κύκλου κ=1/α) δημιουργεί πρόβλημα στον 
οδηγό αφού περνώντας από το σημείο επαφής ευθείας και καμπύλης έχει να 
αντιμετωπίσει μια ασυνέχεια στην συνάρτηση καμπυλότητας και 
συνακόλουθη απότομη διόρθωση στο τιμόνι. Αντί του συνδυασμού ευθεία-
τόξο κύκλου,  μια καμπύλη με γραμμική εξέλιξη της καμπυλότητας π.χ. 

( )k s s  θα ήταν σαφώς προτιμότερη. Να βρεθή η παραμετρική εξίσωση ( )sr
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της καμπύλης με φυσική εξίσωση ( )k s s και (0)  0r . Αναπαραστήστε τότε  

σε σχήμα την εθνική οδό και την έξοδο από αυτή. 
14.  Καμπύλη καταδίωξης. Πλοίο Β ακολουθεί μια καμπύλη ( )tb και ένα άλλο 

πλοίο Α του Λιμενικού  ακολουθεί μια καμπύλη ( )ta  καταδιώκοντας το Β με 

την έννοια ότι το διάνυσμα ταχύτητας του Α συνεχώς δείχνει το πλοίο Β. 
Υποθέτοντας ότι το μέτρο της  ταχύτητας του Α είναι σταθερό (ανεξάρτητο 
του t) πολλαπλάσιο του μέτρου ταχύτητας του Β, να διατυπωθούν οι συνθήκες 
που περιγράφουν το πρόβλημα και να αποδείξετε ότι αν ( ) ( ( ), ( ))t x t y ta και 

( ) ( ( ), ( ))t f t g tb και κ η σταθερά αναλογία των ταχυτήτων τότε  
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ( ) ( ) )

( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))

x t y t k f t g t

x t y t g t y t x t f t

  
  

  
 

 

Ειδική περίπτωση: Αν υποτεθεί ότι ( ) ( , ( )), (0) 0t g t g b δηλαδή μια  ευθεία, 

να βρεθεί η ( ) ( , ( ))t t y ta με (0) (0,0), (0) (1,0) a a . Υπάρχει 1t  με  

1 1( ) ( )t ta b  ? (χρόνος και σημείο που το Α φθάνει το Β). Να γίνει διερεύνηση    

με το κ και γραφική παράσταση (Mathematica). 
15.  Παράλληλες καμπύλες. Για μια δεδομένη ομαλή καμπύλη ( ),t t Ir  μια  

καμπύλη με παραμετρική παράσταση: 
( )

( ) ( )
( )

J t
t t

t  


r

r r
r

  ονομάζεται 

παράλληλη καμπύλη στην ( )tr σε απόσταση δ . Επιτρέπουμε στο δ να παίρνει 

θετικές ή αρνητικές τιμές ώστε να έχουμε παράλληλες καμπύλες και από τις 
δύο πλευρές της αρχικής.  
Α). Να αποδειχθεί ότι μια αλλαγή παραμέτρου ( )t f   για την αρχική 

καμπύλη, αλλάζει την παράσταση της παράλληλης καμπύλης μόνο ως προς το 
πρόσημο του δ και αυτό μόνο αν ( ) 0f   .   

Β). Να αποδειχθεί η καμπυλότητα μιας παράλληλης καμπύλης είναι:
( )

( )
1 ( )

k t
k t

k t 



.  

Γ).  Σε ποια σημεία και για ποιες τιμές της παραμέτρου δ, μια παράλληλη 
καμπύλη δεν είναι ομαλή?  Να γίνει εφαρμογή σε έλλειψη και παραβολή. 

 
16.  Αν η καμπύλη ( ), [0, ]s s la  είναι μια απλή κλειστή και θετικά 

προσανατολισμένη καμπύλη και ( ) ( ) ( ), [0, ], 0s s s s l    b a N είναι μια 

«έξω» παράλληλη της a ,να δειχθεί ότι για τα μήκη και τα εμβαδά των 
αντιστοίχων χωρίων που περικλείουν ισχύουν: 

                       Α)   ( ) ( ) 2L L  b a .                Β)   2( ) ( )E E l   b a . 
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Κεφάλαιο 3    Καμπύλες του Χώρου 

3.1    Τρίεδρο  Frennet 

 Έστω 3:I  r  μια φυσική παραμετρική καμπύλη. Το διάνυσμα ( ) ΄( )s sT r  

είναι το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα στο σημείο ( ( ))P sr . Αφού (́ ) = 1sr  το 

διάνυσμα ΄΄( )sr  εκφράζει το ρυθμό μεταβολής της διεύθυνσης του ( )sT  και για 

κάθε s ο αριθμός   ( ) (s)s  r  λέγεται καμπυλότητα της καμπύλης στο σημείο 

( ( ))P sr . Η συνάρτηση ( )s λέγεται συνάρτηση καμπυλότητας. Το ΄́ (s)r  δεν 

είναι εν γένει μοναδιαίο. Αν ( ) 0s   τότε το 

                                                             
(s)

( )
(s)

s





r
N

r
                                         (3.1)  

λέγεται πρώτο κάθετο διάνυσμα. Είναι  ΄́ ( )= ΄́ ( ) ( ) ( )s s s sr r N N . Άρα: 

                                                             ( )  ( ) ( )s s s T N                                   (3.2) 

Το διάνυσμα 

                                                             (s) = (s) (s)B T N                                   (3.3) 

λέγεται δεύτερο κάθετο διάνυσμα της   καμπύλης (Σχ. 1). Τα { , , }T N B είναι σε 

κάθε σημείο της καμπύλης ένα ορθοκανονικό και δεξιόστροφο σύστημα 
διανυσμάτων και ονομάζεται πεδίο βάσεων ή πεδίο πλαισίων ή τρίεδρο Frenet 
της καμπύλης. Το επίπεδο που διέρχεται από το P  και είναι  

παράλληλο προς τα { , }T N

ονομάζεται εγγύτατο επίπεδο της 
καμπύλης, ενώ αυτό που είναι 
παράλληλο προς τα επίπεδα { , }N B ή

{ , }T B ονομάζονται κάθετο ή 

ευθειοποιούνεπίπεδο αντίστοιχα 

    (σχ. 1). 

 

Σχ. 1 Το τρίεδρο Frenet 

Αν κανείς να φαντασθεί ένα αεροπλάνο που ακολουθεί τη καμπύλη με το εμπρός 
μέρος (μύτη ) να δείχνει το διάνυσμα T  τότε  η αριστερή του πτέρυγα δείχνει το 
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πρώτο κάθετο διάνυσμα N  ενώ το πίσω πτερύγιο της ουράς δείχνει το δεύτερο 
κάθετο διάνυσμα B . Καθώς κινείται στη καμπύλη έχει ανοδική ή καθοδική 
κίνηση η σροφή περι τον εαυτό του και κάθε στιγμή η θέση του και ο 
προσανατολισμός του περιγράφεται πλήρως απο απο το τρίεδρο { , , }T N B . 

Άσκηση 1. Να δειχθεί ότι η καμπύλη ( ),s s Ir  είναι ευθεία αν και μόνο αν 

( ) 0,s s I   . 

Άσκηση 2. Αν ( ),s s Ir  φυσική παραμετρική καμπύλη με 0( ) 0s   να 

αποδειχθεί ότι υπάρχει ακριβώς ένας  κύκλος ( )c s  που αποτελεί μια «δεύτερης 

τάξης» προσέγγιση της καμπύλης στο σημείο 0( ))sP(r , δηλαδή: 

 0 0 0 0 0 0( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )s s s s s s     c r c r c r  

Να βρεθεί το κέντρο και να δειχθεί ότι η ακτίνα του  είναι 01/ ( )a s και ότι 

βρίσκεται στο εγγύτατο επίπεδο της καμπύλης στο σημείο 0( ))sP(r . Ο κύκλος 

αυτός λέγεται εγγύτατος κύκλος της καμπύλης στο σημείο 0( ))sP(r . 

Υπόδειξη: Μια μοναδιαίας παραμέτρηση ενός κύκλου ακτίνας α και κέντρου 

0( )K c στο χώρο  με  ορθοκανονικό σύστημα διανυσμάτων 1 2{ , }e e στο επίπεδό του 

είναι:    0 1 1( ) ( ) ( )
s s

s a a
a a

   c c e e . 

Οποιοδήποτε διάνυσμα στο σημείο P  της καμπύλης μπορεί να εκφρασθεί ως 
γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων αυτών. Ιδιαίτερα αυτό ισχύει και για τις 
παραγώγους , ,   T N B  που θα μας δώσουν πληροφορίες για τη γεωμετρία της 

καμπύλης. 

Υποθέτουμε ότι 0  . Έχουμε δει ότι : 

  =  = 0  +  + 0 T N T N B  

Από την  = 1B B έπεται ότι = 0B' B . Επίσης από την  = 0B T  έπεται ότι 
΄  +  = 0 B T B N και άρα  = 0 B T . Επομένως  B Τ  και  B B  οπότε //B N  

και άρα υπάρχει συνάρτηση ( )s με  

 ( ) = – ( ) ( )s s sB N . 

Η συνάρτηση ( )s λέγεται στρέψη της καμπύλης.  Για  το διάνυσμα N  έχουμε: 

 = ( ) + ( )  + ( )     N N T T N N N N B B  

Αλλά,         = 0  + = 0  = –       N T N T N N N T  

                   =1 = 0  N N N N  
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                   0 Β – – (– ) =         N B N N B N N . 

Άρα:  ́= –  + 0  +  N T N B . Αποδείχθηκε επομένως το: 

Θεώρημα 1 (τύποι Frenet). Για μια καμπύλη γ με φυσική παραμετρική παράσταση  
 = (s)r r , s I  και 0  ισχύει: 

                                        
( )  ( ) ( )

 ́( )= – ( )  + ( )

( ) = – ( ) ( )

s s s

s s s

s s s


 


 



T N

N T B

B N

                                    (3.4) 

Άσκηση 3. Αν =  +  d T B  (διάνυσμα Darboux) να δειχθεί ότι: 

                                     = ,      = ,      =     T d T N d N B d B                            (3.5) 

και να δοθεί μια μηχανική ερμηνεία. 

Είδαμε ότι η καμπύλη προσεγγίζεται «πολύ καλά» σε ένα σημείο της απο τον 
εγγυτατο κύκλο που είναι μια καμπύλη στο εγγύτατο επίπεδο. Έτσι , στιγμιαία, η 
κάμπύλη «βρίσκεται » στο εγγύτατο επίπεδο. Η στρέψη ( )s που σχετίζεται με τη 

μεταβολή του B  είναι μέτρο της απομάκρυνσης της καμπύλης απο το εγγύτατο 
επίπεδο. Αν ( ) 0,s s I    τότε = 0B , το εγγύτατο επίπεδο δεν μεταβάλλεται και  

η καμπύλη μένει «παγιδευμένη» στο επίπεδο αυτό. 

Πρόταση 2. Έστω ( )sr μια φυσική παραμετρική παράσταση μιας καμπύλης με  

( ) 0,s s I   . Ισχύει τότε: Η ( )sr είναι επίπεδη αν και μόνο αν ( ) 0,s s I   . 

Απόδειξη. Αν 0  , τότε = 0B , άρα = .B  Θα δείξουμε ότι όλα τα σημεία 

της καμπύλης κείνται στο επίπεδο που διέρχεται από ένα σημείο 0( )sr  και είναι 

κάθετο στο B  και άρα έχει εξίσωση 0( – ( )) = 0s R r B δηλαδή το εγγύτατο επίπεδο. 

Θα δειχθεί ότι η ( )sr  ικανοποιεί την εξίσωση του επιπέδου. Πράγματι, 

 0 0 0[ ( ) –  ( ) ] ( ( ) –  ( )) ( ( ) –  ( )) ΄ (́ )  0s s s s s s s          r r B r r B r r B r B T B  

Άρα 0( ( ) –  ( )) .s s r r B =  και επειδή 0 0( ( ) – ( )) 0s s  r r B  έπεται: 

 0( ( ) –  ( )) 0.s s r r B =  

Αντίστροφα, αν ( )sr είναι επίπεδη, θα υπάρχει επίπεδο με κάθετο διάνυσμα n  που 

διέρχεται από ένα σημείο της 0P( ( )sr  και την περιέχει. Δηλαδή: 

 0( ( ) –  ( ))  = 0     s Is s   r r n  

Τότε   (s)  = 0 r n , (s)  = 0 r n . Άρα:    = 0,      = 0 T n N n .  
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Επομένως το n  είναι κάθετο στα διανύσματα T  και N  οπότε = n B . Επομένως 
B = . , άρα 0B = οπότε  και 0  . 

Παρατήρηση 1. Αν μια καμπύλη είναι επίπεδη, τότε κατάλληλη στροφή και 
μεταφορά του συστήματος συντεταγμένων μπορεί να ταυτίσει το επίπεδό της με το 
επίπεδο xOy και η καμπύλη να έχει ως προς το σύστημα αυτό μια παραμετρική 

παράσταση ( ) ( ( ), ( ), 0),s x s y s s I r . Αν συμβολίσουμε με 2( )k s την συνάρτηση 

καμπυλότητας της επίπεδης καμπύλης ( ) ( ( ), ( )),q s x s y s s I   όπως ορίσθηκε στο 

κεφάλαιο 2, και ( )k s είναι η καμπυλότητα της ( )sr , τότε ( ) 2( )s s  . 

Άσκηση 4. Να αποδειχθεί ότι μια καμπύλη r( ),s s I είναι τμήμα κύκλου αν και 

μόνο αν ( ) 0s    σταθερή και ( ) 0,s s I   .  

Έστω ( )tr μια παραμετρική παράσταση καμπύλης  ( )s s t  ή    ( ) t t s μια 

αλλαγή σε φυσική παραμετρική παράσταση ( ) ( ( ))s t sq r  ή ( ( ))  ( )s t tq r . Αν 

 > 0,  τ,  ,  ,       T N B  ορίζονται για την ( )sq , τότε ορίζουμε για την ( )= ( ( ))  t s tr q  

τις αντίστοιχες ποσότητες ως εξής 

: ( ) = ( ( )),     τ(t) = τ(s(t)),    ( ) = ( ( )),    (t) = ( ( )),    (t) = ( ( ))t s t t s t s t s t      T T N N B B  

Επειδή σε κάθε σημείο της καμπύλης ισχύει ( )= ( ( ))t s tr q  οι αριθμοί ( ) t  και 

( ( ))s t  είναι ίδιοι. Το ίδιο συμβαίνει για τα , , , ,   T N B  και τη γεωμετρική 

τους σημασία για την καμπύλη. Σε προβλήματα με αριθμητικούς υπολογισμούς 
δεν είναι πρακτικό να υπολογίζουμε τα ( ), ( )...t t  αφού πρώτα βρούμε μια 

φυσική παραμετρική παράσταση. Είναι σημαντικό να έχουμε τύπους με τη 
βοήθεια της ( )tr  και μόνο. 

Θεώρημα 3. Για μια ομαλή καμπύλη ( )tr έχουμε: 

 

3 2

 = ,  = ,
|| || || ||

|| || (  )
 = , τ = 

|| || || ||



 






  
  
   
  

r r r
T B N B T

r r r

r r r r r

r r r

                   (3.6)  

Απόδειξη.  Ο τύπος για το T  προκύπτει όπως και στις επίπεδες καμπύλες. Με 
σύνθετη παραγώγιση, 

 2 2( )
ds ds d

dt dt ds
     T

r T    

Οπότε 3 r r = B . Άρα 3 3   r r = B . Αν 0  τότε   r r 0 και άρα τα 

 r, r  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και ορίζουν το εγγύτατο επίπεδο σε κάθε σημείο 

όπως τα { , }T N  και προκύπτει άμεσα ο τύπος για το B . Για τον υπολογισμό της 
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στρέψης, υπολογίζουμε το r  και στη συνέχεια το (   )=( )      r r r r r r . Επειδή όμως 

το 3 r r = B//B , αρκεί ο υπολογισμός μόνο της συνιστώσας του r  που είναι 
παράλληλη στο B .  

Πρόταση  4. Αν ( )tr  μια ομαλή καμπύλη του 3  με 0   και υ = || ΄(t)||r   

ισχύουν οι (τροποποιημένοι) τύποι Frenet: 

  = T N  

  = –   N T B                                       (3.7)  

  = –  B N  

Απόδειξη:
( )

(t) = ( ( )) ( ( )) ( )) ( ) (t)
ds t

s t s t s t t
dt

       T T N Ν︵ .Όμοια 

αποδεικνύονται και οι άλλοι τύποι. 

Άσκηση 13. Να υπολογισθούν τα , , , ,   T N B  για την 
3 2 3( )  (3  –  ,  3 ,  3   )t t t t t t r . 

Το παρακάτω θεώρημα, που παραθέτουμε χωρίς απόδειξη, είναι η επέκταση στις 
καμπύλες του χώρου του θεμελιώδους θεωρήματος των επιπέδων καμπυλών. Εδώ 
αποδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις καμπυλότητας και στρέψης είναι αρκετές για να 
προσδιορίσουν πλήρως τη καμπύλη εκτός από τη θέση της στο χώρο, δηλαδή με 
προσέγγιση ενός ευκλείδειου μετασχηματισμού στο χώρο. Έτσι τα μόνα 
γεωμετρικά αναλλοίωτα της καμπύλης είναι η καμπυλότητα και η στρέψη της.  

Θεώρημα 5 (Θεμελιώδες Θεώρημα της Τοπικής Θεωρίας Καμπυλών)). Αν δοθούν 
παραγωγίσιμες συναρτήσεις ( ) 0, ( ),s s s I   , τότε υπάρχει μια ομαλή 

παραμετρική καμπύλη = ( ),s s Ir r  τέτοια ώστε, s είναι το μήκος τόξου, ( )s η 

καμπυλότητα και ( )s  η στρέψη της. Επιπλέον  κάθε άλλη καμπύλη r  που 

ικανοποιεί τις ίδιες συνθήκες, διαφέρει από την r  μόνο ως προς τη θέση της στο 
χώρο. 

Προσδιορίζουμε πρώτα τα , , T N B από το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων 

(3.4) με κατάλληλες αρχικές συνθήκες και στη συνέχεια η καμπύλη 
προσδιορίζεται από την ( ) ( )s s r T  ολοκληρώνοντας για την κάθε συνιστώσα. 
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3.2  Τοπική μορφή καμπύλης του χώρου 

Έστω = ( )sr r  φυσική παραμετρική καμπύλη με ΄΄( )s s I  0 ,  r . Σε μια περιοχή 

ενός σημείου 0P( ( ))sr  (θεωρούμε ότι 0s 0  χωρίς βλάβη της γενικότητας) το 

ανάπτυγμα Taylor της ( )sr είναι: 

                              
2 3

( )= (0) + ΄(0) +  ΄΄(0) +  ΄΄΄(0) + 
2 3!

s s
s sr r r r r R                       (3.8) 

όπου 
0s

lim  = 0
s

R . Όμως 0 0(́0) = ,  (0) = (0)r T r N  και 

 
2

2
0 0 0

( ) = ( )΄ = ΄  + ΄ = ΄  –  + 

(0) = ΄(0) – (0)  + (0) (0)

s      

   





r N N N N T B,

r N T B
 

Άρα:    

2 3 3 3
2

0 0 0 0 0

2 3 2 3 3

0 0

( ) (0) +  +  (0)  +  (́0)  –  (0)  +  (0) (0)
2 3! 3! 3!

=   –    +     ΄  +   + 
3! 2 3! 3!

s s s s
s s

s s s s
s

    

   



   
   

   
R

r r T N N T B

T N B

 

Αν x y zR = (R , R , R ) , ( ) ( ( ), ( ), ( ))s x s y s z sr , (0)=0r , τότε έχουμε τις 

παραμετρικές εξισώσεις ως προς το σύστημα συντεταγμένων με αρχή το  (0)r  τη 

βάση διανυσμάτων { }T, N,B  

                                                   

2
3

2 3

3

( ) –    
6

΄
( )    

2 6

    
6

x

y

z

x x s s s R

y y s s s R

z s R



 

 

  

   

 

                            (3.9)        

Οι προβολές της προσεγγιστικής καμπύλης στο εγγύτατο, ευθειοποιούν και 
κάθετο επίπεδο φαίνονται στο παρακάτω σχήμα 2. 

 

                                                               Σχ. 2 
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Παρατήρηση 2. Οι προσεγγίσεις της καμπύλης τάξης 1, 2n   είναι αντίστοιχα: 

Για n=1: 0( ) (0) +  s sr r T : η εφαπτομένη 

Για n=2: 
2

0 0( )= (0) +  +   
2

s
s s r r T N :  παραβολή στο εγγύτατο επίπεδο. 

Η στρέψη εμφανίζεται στην προσέγγιση 3ης τάξης και δίνει την απόκλιση της 

καμπύλης από το εγγύτατο επίπεδο με τον όρο 
3

 Β 
3!

s  . 

Ασκήσεις 

1.   Δίνεται η καμπύλη 4 3 24
( ) ( , , )

3
t t t tr . Να βρεθούν τα σημεία της στα 

οποία η πρώτη κάθετος είναι παράλληλη προς το επίπεδο 1x y z   . 

 
2.   Να βρεθεί το τρίεδρο Frenet, το εγγύτατο επίπεδο, η καμπυλότητα και 

η στρέψη των παραμετρικών καμπυλών: 2 3( ) ( , , )t t t tr  

( ) ( cos , sin , )t t tt e t e t er . 

 
3.   Για μια φυσική παραμετρική διαφορίσιμη και ομαλή καμπύλη καμπύλη 

( )sr με ( ) 0, ( ) 0k s s  , να δειχθεί ότι : 
2

2

2

A. ( )

. ( ) ,

Γ. ( ) ( )

s

B

  

 

  

    

   

     

 r T N B,

r r r

B B B

 

         4. Αν ., .      να δειχθεί ότι: 2 2( ) 0   N N . 

 
         5.  Να βρεθεί το σημείο τομής Α της εφαπτομένης σε ένα σημείο Μ της 

  κυλινδρικής έλικας και του επιπέδου xOy . Επίσης να βρεθεί η καμπύλη 
  που διαγράφει το Α καθώς το Μ κινείται στην έλικα, καθώς και η 
  καμπυλότητα της. 

          6.  Να αποδειχθεί ότι μια φυσική παραμετρική ( )sr είναι ευθεία γραμμή αν 

               και  μόνο αν όλες οι εφαπτόμενες της διέρχονται από το ίδιο σημείο. 
              
         7.  Μια καμπύλη στο χώρο λέγεται γενική έλικα ή καμπύλη σταθερής 
               κλίσης, αν υπάρχει σταθερό διάνυσμα v τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της 
               σε κάθε σημείο σχηματίζει σταθερή μη μηδενική γωνία με το v  
              ( cos )v =r .  
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                   Α) Να δειχθεί ότι η 2 3 2( ) ( , , ), 2 3t at bt t b a r  είναι γενική 

                        έλικα με  v = i + k .  
        Β) Να βρεθεί η μορφή μιας γενικής έλικας ( )sr = r  με 

            (0,0,1) (0) v = k ,  r 0 . 

         8.  Μια καμπύλη ( ),s s Ir λέγεται σφαιρική αν όλα τα σημεία της είναι σε 

   μια σφαίρα, δηλαδή 2 2
0( ( ) - ) ,s a s I r r  όπου α είναι η ακτίνα. Της 

    σφαίρας και 0( )K r το κέντρο της. Να δειχθεί ότι για μια σφαιρική 

    καμπύλη με μη μηδενική στρέψη ισχύει: 
2 2

2
2

1
a


  

       
   

. 

9.  Η τομή της σφαίρας 2 2 2 24x y z a   και του κυλίνδρου 

     2 2 2( )x a y a    ονομάζεται καμπύλη του Viviani. Να βρεθεί μια  

     παραμετρική της παράσταση και στη συνέχεια να υπολογισθούν η 
     καμπυλότητα και η στρέψη της και να επαληθευθεί ο τύπος της  
     προηγούμενης άσκησης που αφορά σφαιρικές καμπύλες. 
 

10.  Δύο καμπύλες *,   λέγονται καμπύλες Bertrand αν έχουν τις ίδιες  

      πρώτες κάθετες ευθείες. Να δειχθεί ότι:α) Η απόσταση μεταξύ 
      αντιστοίχων σημείων δύο καμπύλες Bertrand είναι σταθερή. β) Η γωνία 
      μεταξύ αντιστοίχων εφαπτομένων ευθειών δύο καμπυλών Bertrand είναι 
      σταθερή. 
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Κεφάλαιο 4:  
Βασικές έννοιες στις επιφάνειες     
                                               
4.1   Η έννοια της Επιφάνειας 

 
Οι επιφάνειες είναι κατάλληλα υποσύνολα του χώρου όπως τα ήδη γνωστά από τη 
Γεωμετρία: Σφαίρα, Κύλινδρος, Κώνος, κ.λ.π. Τα υποσύνολα αυτά περιγράφονται 
στην Αναλυτική Γεωμετρία κυρίως με δύο τρόπους: 

1. Ως γεωμετρικοί τόποι σημείων  ( , , )x y z   που ικανοποιούν κάποια σχέση της 

μορφής: ( , , ) 0F x y z   όπως η σφαίρα  2 2 2 2x y z a    , ο κύλινδρος  2 2 2x y a    

και το παραβολοειδές  2 2.z x y    

2. Ως σύνολα σημείων τα οποία έχουν ως διάνυσμα θέσης μια διανυσματική 
συνάρτηση δύο μεταβλητών: ( , ) ( ( , ), ( , ), ( , )).u v x u v y u v z u vr   Μια τέτοια είναι η 

κυλινδρική επιφάνεια ( , ) ( )u v c u v r a  που παράγεται από την κίνηση μιας 

ευθείας στο χώρο , ώστε να παραμένει παράλληλη προς ένα διάνυσμα  a   και να 
τέμνει δεδομένη καμπύλη  ( ).c u   

Η μελέτη των επιφανειών στη Διαφορική Γεωμετρία γίνεται με μεθόδους και 
έννοιες του διαφορικού λογισμού χρησιμοποιώντας για την παράστασή τους 
κατάλληλες διανυσματικές συναρτήσεις της προηγούμενης μορφής. Με D  θα 

συμβολίζουμε ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του  2R   του οποίου τα 

σημεία θα τα σημειώνουμε με  ( , )u v   ή  1 2( , ).u u   

Ορισμός 1. Μιa απλή (παραμετρική) επιφάνεια είναι ένα ζέυγος ( , )Dx , όπου 
2D    ανοικτό σύνολο και x  η απεικόνιση: 

3 1 2 3: , ( , ) ( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ))D R u u v x u v x u v x u v  x x  

η οποία είναι: 

1. Διαφορίσιμη.Υποθέτουμε, δηλαδή, ότι οι συνιστώσες ( , )ix u v  έχουν συνεχείς  
μερικές παραγώγους κάθε τάξης.  

2. Ομοιομορφισμός. Δηλαδή η x  είναι αμφιμονοσήμαντη και η  1 : ( )D D x x  
είναι συνεχής.  

3. Ομαλή. Ισοδύναμα,για κάθε ( , )u v D   το διαφορικό 3
( , ) ( , )( , ) : Ru v u vd u v T D T xx  

   έχει βαθμό 2. 



- 58 - 
 

Συχνά το σύνολο 3( ) RM D x  είναι εκείνο που αναφέρεται ως (απλή) 

επιφάνεια και η x  ως μια παραμετρική παράσταση της επιφάνειας. Οι αριθμοί  

( , )u v  για τους οποίους 1 2 3( ( , ), ( , ), ( , ) ,p x u v x u v x u v M   συντεταγμένες 

(καμπυλόγραμμες) του σημείου p .  Το ζευγάρι ( , )Dx   θα λέγεται και χάρτης ή 

ένα σύστημα συντεταγμένων ή  συντεταγμενική περιοχή (σ.π.) του συνόλου  
( )M D x  . Θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό για τις μερικές παραγώγους  

1 2 3
1 2 3( , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( ( , ), ( , ), ( , ))u u u u

x u v x u v x u v
x u v x u v x u v

u u u

  
 

  
x . 

Ο πίνακας του διαφορικού ως προς τις συνήθεις βάσεις του  2   και  3   είναι 

1 1

2 2

3 3

[ ]
u v

u v

u v

x x

d x x

x x

 
 
 
  

x   

και η συνθήκη για την ομαλότητα της x  είναι ισοδύναμη με τη συνθήκη: ο 
βαθμός αυτού του πίνακα είναι 2 για κάθε  ( , )u v . 

Άσκηση 1.  Να δειχθεί ότι:  

[ ] 2 0u u u v
u v

u v v v

rank d
 

    
 

x x x x
x x x 0

x x x x
  

Παράδειγμα 1. Για την απεικόνιση ( , ) (cos , sin , ),u v u u vx  με 
( , ) (0, / 2) ( 1,1),u v     οι συνιστώσες είναι διαφορίσιμες, τα διανύσματα  

( , ) ( sin ,cos ,0),u u v u u x   ( , ) (0,0,1)v u v x   είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, και 

προφανώς η x  είναι 1-1. Ορίζει ένα τμήμα επιφάνειας (μια απλή επιφάνεια)  
( )M D x  που είναι ένα τμήμα του κυλίνδρου:  {( , , ),C x y z    2 2 1}x y   , 

(σχ.1). Το ζευγάρι των αριθμών ,1
4

 
 
 

 είναι οι τοπικές συντεταγμένες του 

σημείου  2 2
2 2( , ,1).  

 

Σχ.  1 
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Παράδειγμα  2. Αν     3: 0,1 2,4 x   με ( , ) ( 2 , 2 4 , 3 6 )u v u v u v u v   x τότε 

έχουμε (2, 4,6) 2(1,2,3) 2v u  x x , δηλαδή τα διανύσματα είναι γραμμικώς 

εξαρτημένα (ισοδύναμα  1).rankd x   Άρα η x δεν ορίζει επιφάνεια. Στην ουσία η  

x   περιγράφει την καμπύλη:  ( ) ( ,2 ,3 ), (4,9).t t t t t r   

 Παράδειγμα 3. (Επιφάνεια Monge). Αν : R,f D  είναι μια διαφορίσιμη 

συνάρτηση, τότε το γράφημά της,  

3{( , , ) R : ( , ), ( , ) }G x y z z f x y x y D     

είναι πάντα μια απλή επιφάνεια αφού είναι εικόνα της 

( , ) ( , , ( , )), ( , )u v u v f u v u v D x  

Πράγματι η x  είναι διαφορίσιμη, 1-1 και  (1,0, ) (0,1, ) .u v u vf f   x x 0   

Παράδειγμα 4. Η συνάρτηση 2 2( , )f x y x y   με πεδίο ορισμού 
2 2{( , ), 1}D x y x y    ορίζει την απλή επιφάνεια (τμήμα παραβολοειδούς),  

( ),Dx   όπου   2 2( , ) ( , , ), ( , )u v u v u v u v D  x . 

Παράδειγμα 5.  Η απεικόνιση  

2 2 2 2 2 2
1( , ) ( , , ( )), ( , ) {( , ), }x y x y R x y x y D x y x y R      x  

περιγράφει το άνω ημισφαίριο σφαίρας 2 2 2 2:S x y z R    με κέντρο την αρχή 

και ακτίνα .R   

Παράδειγμα 6. H απεικόνιση:  ( , ) ( cos cos , cos sin , sin )R R R      x  

όπου  2
2 2( , ) {(( , ) R : ( , ), (0, 2 )}D                (γεωγραφικό μήκος και 

πλάτοςαντίστοιχα, σχ.2) περιγράφει το τμήμα σφαίρας  2 ,S C   όπου  C   είναι το 

ημικύκλιο  2{( , , ) , 0, 0}C x y z S y x      στο οποίο περιλαμβάνονται και οι δύο 

πόλοι  (0,0, ), (0,0, )P R Q R   ( βόρειος και ο νότιος πόλος ) (Σχ.3). Τότε:  

2 2 2( , ) ( , ) (cos cos ,cos sin ,sin cos )R           x x  

H x  είναι 1-1, διαφορίσιμη και ομαλή διότι η ισότητα 0  x x  ισχύει μόνον 

όταν, cos 0   , (αφού 
2 2 2cosR   x x  ), ισοδύναμα όταν  2

     (δηλαδή 

για σημεία που δεν ανήκουν στο  )D . 
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                    Σχ. 2                          Σχ. 3 

Παράδειγμα 7. Το τμήμα του παραβολοειδούς  2 2z x y    με  2 2 1x y    έχει 

παραμετρική παράσταση  

2 2 2 2( , ) ( , , ), {( , ), 1}u v u v u v D u v u v    x  

Παρατηρούμε ότι η αλλαγή μεταβλητών ( , ) ( , ),u v         με  2 2 1

2
    , 

δηλαδή η απεικόνιση :f V D με ( , ) ( , ) ( , ),f u v          όπου  

2 2 1
{( , ), },

2
V         δίνει μια νέα παραμετρική παράσταση y  της ίδιας 

επιφάνειας με : 

2 2( , ) ( , , 2 2 ), ( , ) .V             y  

Ορισμός 2. Μια απεικόνιση  :f V D   με  ( , ) ( ( , ), ( , ))f u v        θα λέγεται 

επιτρεπτή αλλαγή παραμέτρων αν είναι μια αμφιδιαφόριση (διαφορίσιμη, 1-1 και 

επι, με διαφορίσιμη αντίστροφη (η Ιακωβιανή είναι 
( , )

det ( ) 0).
( , )

u v
J f

 





     Είναι 

τότε  fy x    (δηλαδή  ( , ) ( ( , ), ( , ))u v     y x  ), και  ( ) ( ( )).M V f V y x    

Άσκηδη 2. Να δειχθεί ότι μετά απο μια επιτρεπτή αλλαγή παραμέτρων με  
( , ) ( ( , ), ( , ))u v     y x   ισχύουν οι:  

1)  fy x    και  ( ) ( ( )).M V f V y x   

2)  ( , )
( , ) det ( )( ) 0,u v

u v u vJ f   

     y y x x x x   

3) Η  ( , )Vy   είναι ένας νέος χάρτης για την ίδια επιφάνεια  .M   

Κάθε φορά που χρησιμοποιούμε διαφορετικές παραμετρικές παραστάσεις για την 
ίδια απλή επιφάνεια M  θα θεωρούμε ότι συνδέονται με επιτρεπτή αλλαγή 
παραμέτρων. 

Ο παραπάνω ορισμός τμήματος επιφάνειας, μολονότι ικανός για την τοπική 
Διαφορική Γεωμετρία, καλύπτει μόνο τμήματα των γνωστών απο την αναλυτική 
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γεωμετρία επιφανειών, αφού πολλές απο αυτές δεν μπορεί να δοθούν ως εικόνες 
ενός μόνο χάρτη. 

Στη συνέχεια δίνουμε τον ορισμό μιας ομαλής επφάνειας (και όχι απλά τμήματος 
επιφάνειας) ως υποσυνόλου του χώρου που προκύπτει από κατάλληλη συνένωση 
πολλών απλών επιφανειών. 

Ορισμός 3. Μια ομαλή επιφάνεια είναι ένα υποσύνολο 3RM    τέτοιo ώστε για κάθε 

σημείο p M  υπάρχει μια περιοχή pV  του 3  και μια απεικόνιση.  2 3: D R R x   

με   ( )p pW V M D   x , η οποία είναι διαφορίσιμη, ομαλή και ομοιομορφισμός. Το 

ζεύγος ( , )Dx  (ή συχνά το  1( , )pWx   ) λέγεται και χάρτης της περιοχής  .pW  Ένα 

σύνολο χαρτών που καλύπτουν όλη την επιφάνεια λέγεται άτλας της επιφάνειας. Οι 
αριθμοί  ( , )u v  θα λέγονται τοπικές συντεταγμένες του σημείου  p M  ως προς τον 

χάρτη  ( , ).Dx   

 

 

Σχ. 4 χάρτης στο σημείο p 

Παράδειγμα 8. Η σφαίρα:  2 3 2 2 2 2{( , , ) R : }.M S x y z x y z R        σύμφωνα 
με την προηγούμενη πρόταση είνα μια ομαλή επιφάνεια. Η απεικόνιση: 

2 2 2
1( , ) ( , , ( )), ( , )x y x y R x y x y D   x  

 2 2 2 2{( , ) R : }D x y x y R      είναι διαφορίσιμη, ομαλή και 1-1. Άρα είναι ένας 
χάρτης του "άνω" ανοικτού ημισφαιρίου. Θεωρούμε τις παρακάτω απεικονίσεις στο  
D  : 

2 2 2 2 2 2
1 2

2 2 2 2 2 2
3 4

2 2 2 2 2 2
5 6

( , ) ( , , ( )), ( , ) ( , , ( ))

( , ) ( , ( ), ), ( , ) ( , ( ), )

( , ) ( ( ), , ), ( , ) ( ( ), , )

x y x y R x y x y x y R x y

x z x R x z z x z x R x z z

y z R y z y z y z R y z y z

      

      

      

x x

x x

x x

 

Παρατηρούμε ότι για κάθε σημείο της σφαίρας μπορεί να επιλεγεί και μία από τις 
παραπάνω απεκονίσεις, ώστε το σημείο να βρίσκεται στην εικόνα της. Άρα το σύνολο 

των χαρτών  {( , ), 1,..6}i iD i x   είναι ένας άτλας της σφαίρας. 
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Παράδειγμα 9.  Ταινία Mobious. Προκύπτει ενώνοντας τις δύο απέναντι πλευρές 
ορθογωνίου παραλληλογράμμου αντίστροφα από ό,τι για να σχηματιζόταν κύλινδρος. 
Ισοδύναμα μια τέτοια επιφάνεια προκύπτει με κίνηση ενός ανοικτού ευθυγράμμου 
τμήματος ΑΒ (σχήμα 5) που αρχικά είναι στο επίπεδο yz και δίνεται από την  2,y     

1.z   Η κίνηση γίνεται έτσι ώστε το μέσο του Μ να διαγράφει τον κύκλο  

2 2 4x y  , 0z  , με τέτοιο τρόπο ώστε όταν έχει διαγράψει γωνία u στον κύκλο, το 

ΑΒ έχει περιστραφεί περί το Μ κατά γωνία u/2 . 

 

Σχ. 5  Ταινεία του Mobious 

Η επιφάνεια καλύπτεται από δύο χάρτες τις  ( , ), ( , ) (0,2 ) ( 1,1)u v u v   x   και  
(( , ), ( , ) (0,2 ) ( 1,1)u v u v   y   με  

 ( , ) (2 sin )sin u, (2 sin )cos , cos ) ,
2 2 2

u u u
u v v v u v    

 
x  (4.1) 

 (παραλείπει τα σημεία με  0u  ) ,   και  

( , ) (2 sin( )cos , (2 sin( )sin , cos( )
4 2 4 2 4 2

u u u
u v v u v u v

          
 

y  

(παραλείπει τα σημεία με  2u   ). 

Παρατήρηση Αποδεικνύονται τα εξής: 
1) Ανοικτό υποσύνολο ομαλής επιφάνειας είναι ομαλή επιφάνεια. 

2) Για κάθε τμήμα επιφάνειας  :x    3RD   το σύνολο  ( )M D x   είναι ομαλή 

επιφάνεια που καλύπτεται με ένα μόνο χάρτη. 

Η επόμενη πρόταση εξασφαλίζει πότε γνωστές επιφάνειες της αναλυτικής γεωμετρίας 
είναι ομαλές επιφάνειες. 

Πρόταση 1. Έστω  3: R R,U   διαφορίσιμη και  

3{( , , ) R : ( , , ) , ( )}M x y z x y z c c U      

 Αν ( , , ) 0,x y z   για κάθε ( , , ) ,x y z M  τότε το σύνολο M είναι μια ομαλή 

επιφάνεια. Λέμε τότε ότι η      ορίζει πεπλεγμένα την επιφάνεια  .M   
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Απόδειξη: Θεωρούμε  p M   με έστω  ( ) 0.z p    Από το θεώρημα πεπλεγμένης 

συνάρτησης, υπάρχει περιοχή  pV   του  p   και διαφορίσιμη συνάρτηση  ( , ),f x y    

( , )x y D   (ανοιχτό) τέτοια ώστε ( , , ( , ) ,x y f x y M   δηλαδή ( , , ( , ))x y f x y c   , 

οπότε η  ( , ) ( , , ( , )), ( , )u v u v f u v u v D x  τότε  ( ).pV M D  x   Η  x   ικανοποιεί 

όλες τις προϋποθέσεις του ορισμού για να ορίζει ένα χάρτη. Άρα είναι μια ομαλή 
επιφάνεια. 

Παράδειγμα 10. Ο κύλινδρος:  3 2 2 2{( , , ) R : }M x y z x y a      (σχ. 2) που 

σύμφωνα με την πρόταση 1 είνα μια επιφάνεια, καλύπτεται από δύο χάρτες όπως 
οι: 

( , ) ( cos , sin , ), ( , ) (0,2 ) ( , ),

( , ) ( cos , sin , ), ( , ) ( ,3 ) ( , )

u v a u a u v u v

u v a u a u v u v


 

    
    

x

y
 

Αν συμβεί τμήμα μιας περιοχής ενός σημείου της επιφάνειας να επικαλύπτεται 
από διαφορετικές παραμετρικές παραστάσεις, τότε η μετάβαση από τη μια στην 
άλλη είναι επιτρεπτή με την ένοια που περιγράψαμε πριν. Πράγματι ισχύει η: 

Πρόταση 2. Θεωρούμε μια ομαλή επιφάνειαM , και ένα σημείο p M  που ανήκει 

στην εικόνα δύο χαρτών ( , )Dx  και 1( , )Dy  δηλαδή: 1( ) ( ).p W D D  x y   Τότε η 

απεικόνιση (αλλαγή παραμέτρων) (βλέπε σχήμα 6)   

1 1 1: ( ) ( )f W W   x y y x  

είναι μια αμφιδιαφόριση. 

 

Σχ. 6 Επικάλυψη χαρτών 

Άσκηση  2. Να δειχθεί ότι αν ( , )Dx  είναι ένας χάρτης τότε: α) Η απεικόνιση x

δεν είναι σταθερή (άρα το ( )Dx  δεν είναι σημείο). β) Η απεικόνιση x  δεν είναι 

ανεξάρτητη του u ή του v  (άρα το  ( )Dx δεν είναι καμπύλη). 

Παρατήρηση 2. Αρκετές έννοιες ή ιδιότητες μιας επιφάνειας ορίζονται σε σχέση με 
ένα χάρτη, δηλαδή μια παραμετρική παράσταση. Για να έχει νόημα μια τέτοια 
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έννοια ή ιδιότητα για την επιφάνεια, θα πρέπει να εξακολουθεί να ισχύει ακόμα και 
όταν χρησιμοποιηθεί άλλος χάρτης του ίδιου σημείου ή γίνει αλλαγή παραμέτρων. 
Αυτό ακριβώς εξασφαλίζει η προηγούμενη πρόταση αφού η μετάβαση από χάρτη σε 
χάρτη γίνεται με αμφιδιαφόριση. 

Θεωρούμε μια συνάρτηση : R nf M  και ένα χάρτη ( , )Dx . Η συνάρτηση  

R nf D x :  λέγεται τοπική παράσταση της συνάρτησης ως προ x  . Συχνά, αν 

δεν υπάρχει περίπτωση σύγχυσης, γράφουμε  ( , )f u v   για την τοπική έκφραση της 

f  αντί του ορθού ( , ) ( ( , ))f u v f u vx x  . 

Παράδειγμα 11. Θεωρούμε μια συνάρτηση : Rf M   όπου  M   η επιφάνεια 

του κυλίνδρου 2 2 1,x y   με 2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , ) 2 3f p p p p p p   . Αν  

( , ) (cos ,sin , )u v u u vx   είναι ένας χάρτης, τότε η τοπική μορφή της f   είναι η  
2 2 2( , ) 2cos 3sin .f u v u u v     

Ορισμός 4. Μια συνάρτηση : R nf M   λέγεται διαφορίσιμη σε ένα σημείο  

,p M  αν η τοπική της παράσταση, είναι διαφορίσιμη ως προς μια παραμετρική 

παράσταση x  στο σημείο .p   Η f   θα λέγεται διαφορίσιμη, αν είναι διαφορίσιμη σε 

κάθε σημείο. 

Η πρόταση 2 αλλαγής παραμέτρων επιτρέπει να συμπεράνουμε ότι ο ορισμός της 
διαφορισιμότητας είναι ανεξάρτητος απο τη παραμετρική παράσταση  .x   
Πράγματι αν 1( , )Dy είναι ένας άλλος χάρτης με 1( )p Dy , τότε η  

1( ) ( )f f y x x y     είναι διαφορίσιμη αφού η αλλαγή παραμέτρων 1x y   

είναι αμφιδιαφόριση. Τότε προκύπτει η 

Πρόταση 3.  Αν η : R nf M    είναι διαφορίσιμη σε ένα σημείο ,p M  τότε 

είναι συνεχής στο σημείο αυτό. 

Απόδειξη: Απο την f fx x  έπεται ότι 1.f f  x x   Όμως η  f x   είναι συνεχής 

ως διαφορίσιμη απεικόνιση (μεταξύ Ευκλειδείων χώρων) και η  1x  είναι συνεχής 
ως ομοιομορφισμός. Άρα η  f   είναι συνεχής. 

Όμοια αποδεικνύεται η 

Πρόταση 4. Για κάθε απλή παραμετρική επιφάνεια  ( , )Dx  η απεικόνιση  

1 : ( )D D x x  

 είναι διαφορίσιμη. 
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Παρατήρηση 2. Συχνά για την περιγραφή απλών επιφανειών χρησιμοποιούνται 

απεικονίσεις 2 3: D R R x  που δεν ικανοποιούν πλήρως τις συνθήκες ενός 

χάρτη. Έτσι μπορεί για παράδειγμα 
1) Να υπάρχουν σημεία στα οποία η  x  έχει βαθμό μικρότερο απο 2 (ιδιάζοντα 

σημεία) όπως η  2( , ) ( , , ), ( , ) ( 2,2) ( 2,2)u v u v uv u v D     x      με ένα 

ιδιάζον σημείο. Πράγματι  (1,0, ),u vx    (0,2 , )v v ux   και  0u v x x   μόνον 

όταν  0u v   . Άρα, σε πεδίο ορισμού D   που δεν περιέχει το  (0,0)   ορίζει 

μια ομαλή απλή επιφάνεια. 
2)  Να έχει βαθμό 2 αλλά να μην είναι 1-1. Τότε η επιφάνεια τέμνει τον εαυτό της.  

4.2   Εφαπτόμενος  χώρος  επιφάνειας 
 

Μια καμπύλη της επιφάνειας M  είναι μια καμπύλη 3: ,I   του 3 , ( ,     

ανοικτό) με  ( )t M  για κάθε .t I   Το διάνυσμα  ( )t  είναι η ταχύτητα της 

καμπύλης στο σημείο ( ).t  Για παράδειγμα η καμπύλη  

( ) (sin ,cos , ), (0,2 )t t t t t     είναι μια καμπύλη του κυλίνδρου:  2 2 1.x y    

 

Πρόταση 5.  Αν η  : ,I M   είναι καμπύλη της επιφάνειας ( ),M D x  τότε η 

  είναι η εικόνα μέσω της x μιας καμπύλης στο ,D  δηλαδή υπάρχουν μοναδικές 

συναρτήσεις  1 2, : I     τέτοιες ώστε: 

1 2( ) ( ( ), ( ))t t t  x  

Απόδειξη: Αρκεί να ορίσουμε ως 1 2, : RI   τις συνιστώσες της q   
1( ) ( )( ),t t x q    δηλαδή  1 2( ) ( ( ), ( ))t t t q . Τότε 

 1 2( ) ( ) (( ( ), ( ))t t t t  x q x  (4.2) 

Οι  1 2,    είναι μοναδικές διότι η  x είναι «1-1».   

Παράδειγμα 12. Η καμπύλη (έλικα) ( ) (sin ,cos , )t t t t  του κυλίνδρου  

( , ) (cos , sin , ), ( , ) (0,2 ) ( , )u v u u v u v     x  

παράγεται από την καμπύλη (ευθεία)  ( ) ( , )t t tq   διότι ( ) ( ( )) ( , )t t t t x q x . 

Παρατήρηση 3. Αν δοθεί ένας χάρτης ( , ),Dx τότε η απεικόνιση  
2: ( )D R D M  x x  και η αντίστροφή της συνεπάγονται μια 1-1 αντιστοιχία 
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μεταξύ των σημείων, των καμπυλών κ.λ.π. της επιφάνειας στο  ( )Dx   και των 

σημείων, των καμπυλών κ.λ.π. του .D  Έτσι το σύνολοD  είναι μια " χαρτογράφηση" 
της επιφάνειας  ( ).Dx   Μια καμπύλη  ( )t   στην επιφάνεια  ,M  αποτυπώνεται με 

το χάρτη D  μοναδικά σε μια καμπύλη των συντεταγμένων  
1 1 2( ) ( ) ( ( ), ( ))t t t t  q x   για την οποία ( ) ( ( )).t t x q  Για παράδειγμα στη 

σφαίρα ( , ) ( cos cos , cos sin , sin ),R R R      x   με  0    προκύπτει ο κύκλος 

("παράλληλος") στο επίπεδο  0sinz R    με ακτίνα  0cosR    :  

0 0 0 0( , ) ( cos cos , cos sin , sin ), (0,2 )R R R         x  

και αποτυπώνεται στο χάρτη ως η ευθεία:  0( ) ( , ), (0,2 ).        

Θεωρούμε ένα σημείο  0 0( , ),p u v x    0 0( , )u v D   μιάς επιφάνειας  ( ).M D x   Η 

κάθε μια από τις ευθείες του  2    

0 0( ) ( , ), ( ) ( , )u u v v u v q c  

ορίζει  και από μια καμπύλη στην επιφάνεια, αντίστοιχα την:  

0( ) ( ( )) ( , )u u u v x xq   και  0( ) ( ( )) ( , ).v v u v x xc  

Στα σημεία της κάθε μιας καμπύλης διατηρείται και μια παράμετρος σταθερή και 
ονομάζονται παραμετρικές γραμμές ή καμπύλες συντεταγμένων. Η πρώτη (με  

0 )v v  λέγεται u-καμπύλη και η δεύτερη (με  0 )u u  v-καμπύλη. Οι δύο 

καμπύλες τέμνονται στο σημείο  0 0( , )u vx   (σχ.7). 

 

Σχ. 7 Παραμετρικές γραμμές και εφαπτόμενος χώρος 

Παράδειγμα 13. Για τον κύλινδρο  ( , ) (sin , cos , ), ( , ) (0,2 ) (0,4).u v u u v u v   x    

οι καμπύλες συντεταγμένων που διέρχονται από το σημείο  0 0( , )p u v x   με  

0 0( , ) ( / 4,2)u v    είναι οι:  

0

( ) ( , 2) (sin , cos , 2)

2 2
( ) ( , ) ( / 4, ) (sin / 4, cos / 4, ) ( , , ),

2 2

u u u u

v u v v v v  

 

   

x

x x
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Η πρώτη ( u  - καμπύλη) είναι ένας κύκλος στο επίπεδο 2,z    και η δεύτερη ( v   

- καμπύλη) είναι μια ευθεία παράλληλη προς τον άξονα  ´z z  . 

Ορισμός 5. Θεωρούμε ένα σημείο p M  σε μια επιφάνεια. Θα λέμε ότι το 

διάνυσμα  3Rp pv    είναι εφαπτόμενο διάνυσμα της επιφάνειας στο σημείο p M    

αν υπάρχει καμπύλη : I M τέτοια ώστε για κάποιο 0t I ισχύει  

0 0( ) , ( ) .pt p t  v   Το σύνολο: 

3{ R :  }p p p pT M T εφαπτόμενο διάνυσμα της Μ  στο p v v  

λέγεται εφαπτόμενος χώρος της επιφάνειας Μ στο σημείο .p   

Προφανώς οι ταχύτητες των παραμετρικώνγραμμών 0( , ),u u vx  0( , )v u vx  των 

καμπυλών  0( , )u vx  καί  0( , ),u vx  στο σημείο 0 0( , )p u v x  μπορεί να θεωρηθούν 

ως εφαπτόμενα διανύσματα της επιφάνειας στο σημείο αυτό .  

 

Πρόταση 6. Ο εφαπτόμενος χώρος pT M μιας επιφάνειας Μ στο σημείο ,p  είναι 

διανυσματικός υπόχωρος του 3RpT  με dim 2.pT M    

Απόδειξη: Αν  ( ) ( ( ), ( )), ,t u t v t t I x   μια καμπύλη της επιφάνειας  ,M   η 

ταχύτητά της γράφεται: 

 
( )

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))u v

d t du dv
u t v t u t v t

dt dt dt
 x x


 (4.3) 

Από την τελευταία σχέση έπεται ότι κάθε εφαπτόμενο διάνυσμα ,p pT Mv   

γράφεται: 

 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )p u v

du dv
t u t v t t u t v t t

dt dt
  v x x  (4.4) 

και άρα είναι γραμμικός συνδυασμός των  ux  και vx  υπολογισμένων στο σημείο  

0 0 0 0( ( ), ( ) ( , ).u t v t u v   Αντίστροφα, αν ένα διάνυσμα είναι γραμμικός συνδυασμός 

των  ,u vx x   δηλαδή:  1 0 0 2 0 0( , ) ( , )p u vk u v k u v v x x   με  0 0( , )u v px  , τότε υπάρχει 

μια καμπύλη π.χ. η εικόνα μιας ευθείας 

0 1 0 2( ) ( , ), ,t u k t v k t t I   x  
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με (0) p  και (0) .p  v   Άρα το pv  είναι εφαπτόμενο διάνυσμα σύμφωνα με 

τον ορισμό. Άρα το υποσύνολο pT M  του 3R p  είναι η γραμμική θήκη των  

0 0 0 0( , ), ( , )u vu v u vx x   και άρα είναι διανυσματικός υπόχωρος του  3R .p   

Τέλος, τα διανύσματα 0 0( , )u u vx  και 0 0( , )v u vx  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα  

0 0 0 0( ( , ) ( , ) 0)u vu v u v x x   αφού η  x  είναι ομαλή και άρα αποτελούν μια βάση 

στον εφαπτόμενο χώρο  pT M  στο  0 0( , )p u v x   και άρα dim 2.pT M    

Άσκηση 3. Απο την απόδειξη προέκυψε ότι στο σημείο  0 0( , )p u v x   ο 

εφαπτόμενος χώρος είναι  0 0 0 0[ ( , ), ( , )].p u vT M u v u v x x   Να αποδειχθεί ότι χώρος  

pT M είναι ανεξάρτητος απο την παραμετρική παράσταση (χάρτη) που 

χρησιμοποιούμε, με την έννοια ότι αν  ( , ) ( ( , ), ( , ))u v     y x   είναι ένας 

άλλος χάρτης με  0 0( , )p   x   τότε:  

0 0 0 0 0 0 0 0[ ( , ), ( , )] [ ( , ), ( , )]u vu v u v     x x y y  

δηλαδή σε κάθε σημείο  p M   της επιφάνειας με οποιαδήποτε παράσταση της 

θα βρίσκουμε πάντα τον ίδιο υπόχωρο του  3R .p   

Άσκηση 4.  Αν 2
1 2 ( , )(1,0), (0,1) u vT e e  ,  η κανονική βάση, να δειχθεί οτι: 

 ( , ) 1 ( , ) 2, ,u u v v u vd d x x e x x e    

 2
( , ) ( , )( ).p u v u vT M d T x    

Το επίπεδο που διέρχεται από το σημείο  p M  και είναι παράλληλο προς τα 

διανύσματα ,u vx x  λέγεται εφαπτόμενο επίπεδο της επιφάνειας στο σημείο 

αυτό.  Αν R  το διάνυσμα θέσης του τυχόντος σημείου του εφαπτομένου 
επιπέδου, τότε η εξίσωσή του θα είναι : 

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ), , Ru vk m u v k u v m u v k m   R R x x x  

Άν θεωρήσει κανείς το χώρο  pT M   ως υπόχωρο του  3   (και όχι του  3
p )  τότε 

το εφαπτόμενο επίπεδο μπορεί να θεωρηθεί ως η παράλληλη μετατόπιση του 

εφαπτόμενου χώρου pT M  στο σημείο  p M   (σημειακός υπόχωρος του 3R ).  

Είναι φανερό ότι το εφαπτόμενο επίπεδο είναι τότε το υποσύνολο pE  του  3   (το 

"+" είναι αυτό της άθροισης υποσυνόλων ενός διανυσματικού χώρου ) 

p pE p T M   
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Παράδειγμα 14. Για την  2 2( , ) ( , , ),u v u v u v x   α) Να δειχθεί ότι το σημείο  

(1,3,10)p   ανήκει στην επιφάνεια, β)Να βρεθεί μια βάση στον εφαπτόμενο χώρο 

του σημείου γ) Να εξετασθεί αν το διάνυσμα  (2,1,0)v   είναι εφαπτόμενο της 

επιφάνειας στο σημείο  p   και δ) Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου 

στο σημείο αυτό. 

Λύση: Η  2 2( , , ) (1,3,10)u v u v    δίνει  1, 3,u v   άρα ανήκει στην επιφάνεια. β) 

Μια βάση είναι τα διανύσματα  (1,3) (1,0, 2)u x   και  (1,3) (0,1,6).v x   άρα  

[(1,0, 2), (0,1,6)]pT M     γ) Δεν υπάρχουν  , ,    ώστε  (2,1,0) (1,02) (0,1,6)     

άρα  (2,1,0) .pT M   δ) Το εφαπτόμενο επίπεδο διέρχεται από το σημείο  (1,3,10)   

και είναι παράλληλο προς τα  (1,0,2), (0,1,6).  άρα το διάνυσμα θέσης του τυχόντος 

σημείου του είναι  (1,3,10) (1,0,2) (0,1,6).R k m     Ισοδύναμα η εξίσωσή του 

είναι: 2 6 10.z x y     

Ορισμός 6. Ένα διάνυσμα 3R ,p p p M z  λέγεται κάθετο διάνυσμα στην 

επιφάνεια στο σημείο p , αν 0p pz  v  για κάθε .p pT Mv   Το σύνολο των 

καθέτων διανυσμάτων στο σημείο p  είναι το μονοδιάστατο ορθογώνιο 

συμπλήρωμα  pT M   του  pT M . Τότε ο χώρος  3R p   μπορεί να γραφεί ως ευθύ 

άθροισμα: 

3 .p p pT M T M   

Ορισμός 7.  Ένα διανυσματικό πεδίο (δ.π)  X   επί της επιφάνειας M  είναι μια 

αντιστοίχιση σε κάθε σημείο p M  ενός διανύσματος 3( ) R pp X   (σχ.7). Αν συμβεί 

το
3( ) Rp pp T M X

 για κάθε p M τότε το X  λέγεται εφαπτόμενο διανυσματικό 

πεδίο της  .M  Αν το  3( ) Rp pp T M X   για κάθε p M  το X  λέγεται κάθετο 

διανυσματικό πεδίο της  .M   Ένα διανυσματικό πεδίο  X   επί της επιφάνειας  M    

λέγεται  kC   διαφορίσιμο, αν οι συνιστώσες του  : R,iX M    ως πεδίου του  3R   

είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις, ισοδύναμα, για κάθε χάρτη ( , ),Dx οι  

: RiX D x   είναι διαφορίσιμες συναρτήσεις των παραμέτρων. 
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Παρατήρηση 4. Συχνά, όταν η έμφαση είναι στην απεικόνιση x  και όχι στο 
σύνολο ( )M D x , ορίζουμε ένα διανυσματικό της επιφάνειας ως διανυσματικό 

πεδίο επι της  x  , δηλαδή ως μια απεικόνιση  

3 3
( , ): , ( , ) ( , ) u vD u v u v T   x

  X X  

Ο χαρακτηρισμός εφαπτόμενου ή κάθετου διανύσματος επι της x  γίνεται ανάλογα. 

Προφανώς ένα δ.π  X   επί της  M  και ένα δ.π.  

X   επί της  x   συνδέονται με τις  

 ( , ) ( ( , ))u v u v X xX  (4.5) 

 1( ) ( ( ))p pX X x  (4.6) 

και άρα αποτελούν ισοδύναμες περιγραφές. Θα χρησιμοποιούμε την, κατά 
περίπτωση φυσικότερη περιγραφή. Έτσι για παράδειγμα τα  ( , )u u vx   και  ( , )v u vx   

είναι φυσικότερο να θεωρούνται εφαπτόμενα διανυσματικά πεδία επί της  x  . 

Ένα εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο στην επιφάνεια θα έχει σε κάθε σημείο μια 
ανάλυση ως προς τη βάση του αντίστοιχου εφαπτόμενου χώρου. Άρα εκτός από 

τις τρεις συνιστώσες του  iX   ως πεδίο του  3R ,   θα περιγράφεται ισοδύναμα και 

από δύο συνιστώσες συναρτήσεις 1 2, :X X D     και γράφεται 

(χρησιμοποιώντας τα ίδια σύμβολα για τις τοπικές εκφράσεις)  

1 2( , ) ( ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u vu v u v X u v u v X u v u v  X X x x x    

Για παράδειγμα οι συνιστώσες του ( , )u u vx είναι οι (1,0)  και του ( , )v u vx  οι  (0,1).   

Αν ( , )Dx   είναι ένας χάρτης μιας επιφάνειας M , τότε ορίζεται το μοναδιαίο 

κάθετο διανυσματικό πεδίο U της επιφάνειας, έτσι ώστε σε κάθε σημείο  
( , )p u v x   το αντίστοιχο διάνυσμα είναι:  

 1( ) ( ( ))u v

u v

p p



x x

U x
x x

 (4.7) 

Το αντίστοιχο πεδίο επί της  x   είναι το  

                                                   ( , ) u v

u v

u v





x x

x x
U                                             (4.7α) 

συνήθως χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο  U   και για τα δύο διακρίνοντάς τα απο 
το πεδίο ορισμού τους. 
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Άσκηση 5. Αν x  και fy x   είναι δύο παραμετρικές παραστάσεις της 

επιφάνειας  M   με την f  επιτρεπτή αλλαγή παραμέτρων, να δειχθεί ότι για τα 

αντίστοιχα με τις ,x y κάθετα διανυσματικά πεδία xU  και yU , ισχύει: 

det ( )
( , ) ( ( , ), ( , ))

det ( )

J f
u v

J f
       y xU U  

Θα λέμε ότι η f   διατηρεί τον προσανατολισμό αν det ( ) 0.J f    

Παράδειγμα 15. Έστω η επιφάνεια 3{( , , ) R : ( , , ) }M x y z x y z c     με  

( , , ) 0,x y z   ( , , )x y z M . Το διανυσματικό πεδίο ( , , )x y z   είναι κάθετο 

στην .M  Πράγματι για κάθε καμπύλη 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( )),t t t t t I    της 

επιφάνειας με  0( )t p  και  0( ) pt  v   ισχύει  1 2 3( ( ), ( ), ( ))t t t c      και 

άρα ( ( )) ( ) 0t t     και άρα για  0 : ( ) 0.pt t p   v  Το αντίστοιχο κάθετο 

μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο επί της M  δίνεται για κάθε  ( , , )p x y z   από την 

 
( )

( )
( )

p
p

p





U  (4.8) 

ο δε εφαπτόμενος χώρος pT M  στο σημείο ( , , )p x y z M   δίνεται και από την 

 3{ : ( , , ) 0} [ ( , , )] .p pT M x y z x y z     v R v   (4.9) 

Παράδειγμα 16. Για την απλή επιφάνεια ( )M D x  όπου 2RD   και  

2 2( , ) ( , , )u v u v u v u v   x  

1. Να βρεθούν οι τοπικές συντεταγμένες  ( , )u v  του σημείου (3,1,3) .p M    

2. Να εξετασθεί αν τα διανύσματα  1 (2,2, 1) v , 2 ( 1,3,8), v   3 (0,0,0),v   

είναι εφαπτόμενα ή κάθετα στην επιφάνεια στο σημείο  (3,1,3).p    

3. Nα βρεθούν οι συνιστώσες του εφαπτομένου διανύσματος  (1,0,1)v   ως 

προς τη βάση  { , }u vx x   στο σημείο αυτό. 

Λύση: 1. Ζητείται το ( , )u v  για το οποίο 2 2( , , ) (3,1,3).u v u v u v      Άμεσα 

προκύπτει ότι: ( , ) (2,1).u v   2. Είναι (1,1, 2 ), (1, 1, 2 ),u vu v   x x άρα 

(2,1) (1,1, 4)u x , (2,1) (1, 1, 2)v   x  οπότε (2,6, 2).u v  x x  Τότε 

(2, 2, 1) ( ) 18 0,u v    x x  άρα το  1v  δεν είναι εφαπτόμενο. Επίσης,  

2 ( ) 0,u v  v x x  άρα το  2v  είναι εφαπτόμενο. Το 3 pT Mv  και 3 pT M v . 3. 
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Τέλος 1 1
2 2(1,0,1) (2,1) (2,1).u v  v x x Όμοια (2, 2, 1) (2,1) 0u  x και  

(2, 2, 1) (2,1) 0v  x  οπότε  το 1v  δεν είναι ούτε κάθετο. 

4.3   Πρώτη  Θεμελιώδης  Μορφή 
 

Σε κάθε σημείο p  μιας ομαλής επιφάνειας ,M  το εσωτερικό γινόμενο στο χώρο  
3RpT  επάγει ένα εσωτερικό γινόμενο στον υπόχωρο  pT M   έτσι ώστε αν  

,p p pT Mv w   τότε το εσωτερικό τους γινόμενο  p pv w   είναι απλά το εσωτερικό 

τους γινόμενο θεωρούμενα ως διανύσματα του 3RpT . Το εσωτερικό αυτό γινόμενο 

είναι η γνωστή διγραμμική μορφή  

 : R, ( , )p p p p p p pI T M T M   v w v w  (4.10) 

η οποία λέγεται πρώτη θεμελιώδης μορφή της επιφάνειας στο σημείο  .p M   

Οι αριθμοί :  

 
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

p u u u u

p u v u v

p v v v v

I u v u v E

I u v u v F

I u v u v G

  

  

  

x x x x

x x x x

x x x x

 (4.11) 

λέγονται Θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης στο σημείο  0 0( , )p u v M x   . 

Μεταβάλλοντας το σημείο p  προκύπτουν οι διαφορίσιμες συναρτήσεις  

, , : RE F G M    με τοπικές παραστάσεις τους, 

 

( )( , ) ,

( )( , ) ,

( )( , ) .

u u

u v

v v

E u v

F u v

G u v

 
 
 

x x x

x x x

x x x





 (4.12) 

Συνήθως χρησιμοποιούμε το σύμβολο  E   και για την απεικόνιση  E x  . Όμοια 
και για τις ,F G . Αν , pT Mv w τότε αυτά έχουν μεν την έκφραση 

   1 2 3 1 2 3, , , , ,v v v w w wv w = ως διανύσματα του 3
p  με εσωτερικό γινόμενο τον 

αριθμό 1 1 2 2 3 3v w v w v w   v w . Όμως ως διανύσματα του υπόχωρου pT M  έχουν 

την έκφραση 1 2 1 2,u v u va a b b   v x x w x x  και το εσωτερικό ους γινόμενο 

δίνεται από την έκφραση: 

     1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2( , )p u v u vI a a b b Ea b F a b a b Ga b        v w = v w x x x x  
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Ειδικά το μέτρο ενός διανύσματος γράφεται :  

2 2
1 1 2 22Ea Fa a Ga  v  

Άν  ( ) ( ( ), ( ))t u t v t x   είναι καμπύλη της επιφάνειας με  0 0 0( ) ( , ),t p u  x v   και  

0( ) pt  v  τότε για το μέτρο της ταχύτητας της  ( )t   στο σημείο  0( )t p   

ισχύει : 

2 2 2
0 0 0( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) 2p u v u vt I t t u v u v Eu Fu v Gv                 x x x x    

όπου οι συναρτήσεις  ( ), ( )u t v t   και οι παράγωγοί τους υπολογίζονται στο  0t t  . 

Η συνάρτηση μήκους τόξου μιας καμπύλης ( ) ( ( ), ( )),t u t v t x  t I   μιας 

επιφάνειας   είναι  

 2 2

0 0
( ) ( ) 2

t t
s t m dm Eu Fu v Gv dt         (4.13) 

Η γωνία μεταξύ δύο καμπυλών  ,    της επιφάνειας που τέμνονται στο σημείο με  

0t t   δίνεται από την  

0 0

0 0

( ) ( )
cos

( ) || || ( )

t t

t t


 

 




 
 

 

Ειδικά οι καμπύλες συντεταγμένων σχηματίζουν γωνία     με  

 cos
|| ||

u v

u v

F

EG
 
 

x x

x x
 (4.14) 

Άρα οι καμπύλες συντεταγμένων τέμνονται ορθογώνια σε κάποιο σημείο αν και 
μόνο αν  0.F    

Παράδειγμα 17. Το ελικοειδές είναι μια ευθειογενής επιφάνεια που παράγεται 
από την κίνηση μιας ευθείας που συναντά τον άξονα  ´z z   και την κυλινδρική 
έλικα  ( ) (cos ,sin , )u u u u   και ,   ενώ παραμένει παράλληλη στο επίπεδο xOy. 

Μια παραμετρική της παράσταση είναι: 

( , ) ( cos , sin , ), ( , ) (0,2 ) ( , )

( sin , cos , ), (cos ,sin ,0)u v

u v v u v u au u v D

v u v u a u u

     
  

x

x x
 

Και άρα τα θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης είναι: 2 2( , ) , ( , ) 0, ( , ) 1E u v v a F u v G u v    . 
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Η πρώτη θεμελιώδης μορφή δίνει όλες τις μετρικές ιδιότητες της επιφάνειας και 
θα αποδειχθεί ότι περιγράφει την ενδογενή ή εσωτερική γεωμετρία της επιφάνειας 
ανεξάρτητα από τον περιβάλλοντα χώρο. 

Παρατήρηση 6: Συχνά, για περισσότερη ευκολία θα χρησιμοποιούμε για τις 
μερικές παραγώγους της  x  τον συμβολισμό u 1,x x    2 11 u 12 u, , ,v u v  x x x x x x    

22 vvx x   όπως και 11 12 21 22, ,g E g g F g G     κ.λ.π. Στην περίπτωση αυτή θα 

γράφουμε επίσης:  

ij i jg  x x  

Ο πίνακας  ( )ijg g   της 1ης θεμελιώδους μορφής λέγεται και μετρικός τανυστής 

της επιφάνειας. Το εσωτερικό γινόμενο και η ταχύτητα καμπύλης γράφονται με τη 
σύμβαση άθροισης (επαναλαμβανόμενος δείκτης ισοδυναμεί με άθροιση για τις 

τιμές του δείκτη αυτού) :   

1 2

1 2´(0)
i

ij i j i

d d d
g v w

dt dt dt

  
    x x xv w    

Άσκηση 6.  Να δειχθεί ότι  

 
2 2 det( )u v ijEG F g   x x  (4.15) 

Υπόδειξη: Να χρησιμοποιηθεί η διανυσματική ταυτότητα:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )    a b c d a c b d a d b c     

4.4    Μερικές κατηγορίες Επιφανειών 
 

Στην παράγραφο αυτή αναφέρουμε μερικές γενικές κατηγορίες επιφανειών στις 
οποίες υπάγονται αρκετές από τις επί μέρους επιφάνειες που χρησιμοποιούμε σε 
διάφορα παραδείγματα. Εδώ είναι χρήσιμα τα όσα αναφέρονται στο τέλος της 
παραγράφου 4.1. 

4.4.1   Επιφάνειες εκ περιστροφής 

Μια επιφάνεια εκ περιστροφής προκύπτει από την περιστροφή δεδομένης 
επίπεδης καμπύλης (γενέτειρα) περί ένα δεδομένο άξονα του επιπέδου της που δεν 
την τέμνει. Θεωρούμε για παράδειγμα την καμπύλη του επιπέδου xOz  : 

  ( ) ( ), 0, ( ) , , ( ) 0, ( ) 0I              (4.16) 
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Σχ. 9   Επιφάνεια εκ περιστροφής                          Σχ. 10   Σαμπρέλα (torus) 

που περιστρέφεται περί τον .z z  Το τυχόν σημείο  ( ( ), 0, ( ))A       της καμπύλης 

διαγράφει κύκλο στο επίπεδο  ( )z     περιστρεφόμενο περί τον  ´z z   και 

έχοντας περιστραφεί κατά γωνία  u   (σχήμα 9) βρίσκεται στο σημείο  ( , )p u v x   

με ίδια συντεταγμένη z , την  ( ),   και νέες συντεταγμένες x  και ,y  τις  

( )cosu   και  ( )sin u    αντίστοιχα.  Άρα  

 ( , ) ( )cos , ( )sin , ( )u v u u     x  

Η x  ορίζεται σε κατάλληλο D  ώστε το v  να ανήκει στο πεδίο ορισμού της ( ) . 

Παρατηρούμε ότι:  

 ( )sin , ( )cos , 0), ( ( )cos , ( )sin , ( )u u u u u             x x  

Άρα  ( cos , sin , ) 0 0, 0u u u                x x  και επομένως η  ( , )u vx   

είναι ομαλή αν και μόνο αν  0    ή  0   . Ακόμα και τότε η  x   δεν είναι "1-

1" παρα μόνο αν περιορίσουμε το πεδίο ορισμού της π.χ. στο στο  
(0,2 ) ( , )D a b   οπότε η ( , )Dx  είναι ένας χάρτης. 

Οι κύκλοι που διαγράφονται από σημεία της καμπύλης κατά την περιστροφή της 
λέγονται παράλληλοι, ενώ οι καμπύλες της επιφάνειας που είναι θέσεις της 
αρχικής καμπύλης κατά την περιστροφή της, λέγοντα μεσημβρινοί. Κάθε σημείο 
της επιφάνειας είναι τομή ενός παράλληλου με ένα μεσημβρινό που είναι και οι 
παραμετρικές γραμμές της επιφάνειας που διέρχονται από το σημείο αυτό. 

Παράδειγμα 18.  Σπείρα ή σαμπρέλα (Σχ.10) Προκύπτει από περιστροφή του 
κύκλου  ( ) ( cos ,0, sin ))R r r       περί τον άξονα  z z  , οπότε : 

  ( , ) ( cos )cos , ( cos )sin , sinu v R r u R r u r    x  (4.17) 

 

 



- 76 - 
 

4.4.2    Ευθειογενείς Επιφάνειες 
Μια ευθειογενής επιφάνεια  παράγεται από την κίνηση μιας ευθείας L  (γενέτειρα) 

στο χώρο ώστε κατά τη κίνησή της να συναντά δεδομένη καμπύλη  3: RI    

(οδηγός καμπύλη). Θεωρούμε ότι όταν η ευθεία L  τέμνει την καμπύλη στο σημείο  
( )u  (έστω ότι τότε είναι η ευθεία uL ), είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 

( ) 0,u u I  . Το ζέυγος { ( ), ( )},u u   ορίζει μονοσήμαντα μια 

μονοπαραμετρική οικογένεια ευθειών  { } , ,uL u I  ώστε για κάθε u η ευθεία uL  

διέρχεται από το σημείο 3( ) Ru  της οδηγού καμπύλης και είναι παράλληλη 

προς το διάνυσμα  ( ).u  Η ευθειογενής επιφάνεια παράγεται από την οικογένεια 

των ευθειών uL  (σχ 11). 

                                   

Σχ. 11 Ευθειογενής επιφάνεια                Σχ. 12 Εφαπτομενική επιφάνεια έλικας              

Μια ευθειογενής παραμετρική παράσταση της επιφάνειας είναι: 

 ( , ) ( ) ( )u v u v u x    (4.18) 

Η  ( , )u vx   είναι χάρτης, αν  

( ´ ) .u v v     x x 0    

4.4.3  Εφαπτόμενη  επιφάνεια  καμπύλης 

Η εφαπτόμενη  επιφάνεια  μιας καμπύλης  ( )u   είναι η ευθειογενής επιφάνεια 

που παράγεται από την κίνηση της εφαπτομένης ευθείας,  uL   στην  ( )u   δηλαδή  

( ) ( ).u u    Επομένως   

 ( , ) ( ) ( )u v u v u x    (4.19) 
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Επειδή  ( ),u v v    x x     η  x  δέν είναι ομαλή στα σημεία της καμπύλης με 

καμπυλότητα  ( ) 0.u    

Για την έλικα  ( ) ( cos , sin , )u a u a u bu   η εφαπτομένη επιφάνεια είναι (σχ.12): 

( , ) ( cos , sin , ) ( sin , cos , )u v a u a u bu v a u a u b  x  

4.4.4  Κυλινδρικές  Επιφάνειες 

Είναι ευθειογενείς με τις γενέτειρες να είναι παράλληλες προς σταθερό διάνυσμα  
( ) .u     Άρα:  

 ( , ) ( )u v u v x    (4.20) 

Μια κυλινδρική επιφάνεια είναι ομαλή όταν  u v x x    (́ )u   0    (σχ. 13). 

           

Σχ. 13 Κυλινδρική επιφάνεια                                    Σχ. 14 Κωνική επιφάνεια 

Αν  ( ) (0, ,cos )u u u   και  (1,0,0)    τότε παράγεται η κυλινδρική επιφάνεια  

( , ) (0, ,cos ) (1,0,0) ( , ,cos )u v u u v v u u x   

 

4.4.5    Κωνικές  Επιφάνειες 
 

Είναι ευθειογενείς με τις γενέτειρες να διέρχονται από ένα σταθερό σημείο 
3

0p   (σχ. 14) και άρα μπορούμε να θέσουμε  0( ) ( ).u p u     Με δεδομένα τα  

0p   και  ( )u   έχουμε την παραμετρική παράσταση: 
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 0( , ) ( ) ( ( ))u v u v p u  x    (4.21) 

Με δεδομένα τα  0p   και  ( )u  έχουμε την 0( , ) ( ).u v p v u x   

Η x  δεν είναι ομαλή όταν 0u v v    x x    και προφανώς δεν είναι είναι ομαλή 

για 0v   (κορυφή  0 ).p   

 Ασκήσεις 
1. Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτομένου επιπέδου και της κάθετης ευθείας της 

απλής επιφάνειας  ( )M D x   με  2 2( , ) ( , , )u v u v u v x   και  

( 4,4) ( 4,4)D       στο σημείο με  ( , ) (1,1).u v    

2. Να βρεθούν οι καμπύλες συντεταγμένων, η γωνία τους και οι συντελεστές της 
1ης θεμελιώδους μορφής για τις  παρακάτω απλές επιφάνειες  ( )M D x   με  

D   ανοικτό υποσύνολο του  2R  : a.  2( , ) ( , , )u v u vu u vu v  x    b.  

( , ) ( cos , sin , ( )),u v u v u v f ux  όπου  f   παραγωγίσιμη συνάρτηση. 

3. Δίνεται η απλή επιφάνεια με  ( , ) ( , , )u v u v u v uv  x  . Να βρεθεί η γωνία των 

καμπυλών συντεταγμένων στο σημείο  p   της επιφάνειας με  
1 1

( , ) ( , ).
2 2

u v    

Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση  2 2: R Rf    με  

( , ) ( , ) ( , )f u v u v u v        είναι μια επιτρεπτή αλλαγή παραμέτρων που 

ορίζει την  ( , ) y   με  ( , ) ( ( , )).u v f u vx y   Να βρεθεί η  ( , ) y   και να 

αποδειχθεί ότι οι καμπύλες συντεταγμένων της επιφάνειας ως προς την  y   

στο ίδιο σημείο  p   της επιφάνειας τέμνονται κάθετα. 

4. Να προσδιορισθούν οι γραμμές συντεταγμένων  και οι συντελεστές της 1ης 
θεμελιώδους μορφής για την επιφάνεια της σαμπρέλας με  

( , ) (( cos )cos , ( cos )sin , sin ).u R r u R r u r     x   

5. Να προσδιορισθούν οι καμπύλες συντεταγμένων σε κάθε μια από τις 
επιφάνειες της παραγράφου 4.5, καθώς και τα θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης. 

6. Δίνονται οι καμπύλες του επιπέδου: α)  ( ) ( ,2 ), ( 6,6),t t t t     β)  
2( ) ( , ), ( 6,6)t t t t  c   Να βρεθεί η καπύλη  ( )t   της επιφάνειας που 

αντιστοιχεί στις καμπύλες αυτές, για κάθε μία από τις επιφάνειες: Α) Του 
κυλίνδρου με  ( , ) ( cos , sin , ), ( , ) (0,2 ) ( , )u v a u a u v u v     x  , και Β) της 

σφαίρας με  ( , ) ( cos cos , cos sin , sin ), ( , )
2 2

a a a
          x   και  

(0,2 ).    Για τις καμπύλες των επιφανειών που βρέθηκαν να εκφρασθεί η 

ταχύτητα και η εφαπτομενική συνιστώσα της επιτάχυνσης ως προς τη βάση  
{ , }u vx x   και  { , } x x  αντίστοιχα.  
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Κεφάλαιο 5:  
Εξωτερική  Γεωμετρία  Επιφάνειας             
 

5.1   Τελεστής Σχήματος 
 

Η εξωτερική Γεωμετρία της επιφάνειας αφορά έννοιες και ιδιότητές της όπως 
αυτές γίνονται αντιληπτές από παρατηρητή ο οποίος για τις μετρήσεις του 
χρησιμοποιεί όλο τον τρισδιάστατο χώρο. Για παράδειγμα τέτοιες είναι αυτές που 
περιγράφουν τον τρόπο που η επιφάνεια "κάμπτεται" προς, ή μακριά από το 
κάθετο διάνυσμα της. Η εξωτερική Γεωμετρία αφορά επομένως τον τρόπο που η 
επιφάνεια "εμφυτεύεται" στον περιβάλλοντα χώρο. 
 

Οι έννοιες  της παραγώγου κατά κατεύθυνση και της συναλλοιώτου παραγώγου 
προσαρμόζονται σε συναρτήσεις που ορίζονται σε μια επιφάνεια αρκεί στις 
σχέσεις (1.3) και (1.7) της παραγρ. 1.3  η καμπύλη που χρησιμοποιείται να ανήκει 
στην επιφάνεια (δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί ευθεία): 

Παράδειγμα 1.  Να δειχθεί ότι η παράγωγος κατά την κατεύθυνση του  ux   ή  vx   

ισοδυναμεί με μερική παραγώγιση της τοπικής παράστασης της f   ως προς την 

αντίστοιχη μεταβλητή, δηλαδή:  

 ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )u u u v v vf f f f f f   x xx x x x   (5.1) 

Απόδειξη: Αποδεικνύουμε την πρώτη: Από το σημείο  0 0( , )p u v x   διέρχεται η u 

- καμπύλη  0( , )u vx  με ταχύτητα  0 0( , )u u vx στο σημείο p , άρα:  

0 0 0

0
0 0 0 0

( , )
( ) ( ( , )) ( )( , )) | | ( , ).u u u u u u u

d d df u v f
f f u v f u v u v

du du du u  


   


x x

x x x  

Χρησιμοποιούμε συχνά το σύμβολο της παραγώγισης για να διακρίνουμε την  f   

από την  .f fx x   Έτσι η γραφή  uf   θα σημαίνει  ( ) .uf x   Άν  , pT Mv w   

και  c  τότε  ισχύουν και εδώ οι ιδιότητες (1.5) στην παράγραφο 1.4. 

Αν  1 2
p u vv v v x x   τότε  

1 2 1 2
1 2

( ) ( ) ( ) .i
p u v i

f f f
f v f v f v v v

u u u

  
    

  
v x x  

Παράδειγμα 2. Για την απλή επιφάνεια  ( )M D x   όπου    
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2 2 2( , ) ( , , ), ( , )u v u v u v u v u v    x   

την απεικόνιση : , ( , , ) ,f M f x y z x y z     και το εφαπτόμενο διάνυσμα 
1 1
2 2(1,0,1) (2,1) (2,1)u v  v x x , να υπολογισθεί η παράγωγος της f στο σημείο 

(3,1,3),p   κατά την κατεύθυνση v . 

 Λύση: Η τοπική παράσταση της  f  είναι 

2 2 2 2( , ) ( ( , )) ( , , ) 2f u v f u v f u v u v u v u u v       x x  

οπότε:                (2,1) (2,1)

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) | | 2

2 2 2 2p u v

f f
f f f

u v

 
    

 
v x x . 

Όμοια ορίζεται και η συναλλοίωτη παράγωγος για διανυσματικά πεδία μιας 
επιφάνειας (βλ. σχέση (1.7) παράγραφος 1.4) και ισχύουν οι ιδιότητες (1.11) της 
παραγράφου 1.3. 

Άσκηση 1.  Αν  Y   είναι ένα διανυσματικό πεδίο της επιφάνειας, να αποδειχθούν 
οι παρακάτω σχέσεις: 

 ( ) , ( )
u vu v   x xY Y x Y Y x   (5.2) 

 u ,
u vu u u uv   x xx x x x  (5.3) 

(ή με το συμβολισμό του παραδείγματος 1:  ,
u u x Y Y  και  

v v x Y Y  ). 

Απο τα προηγούμενα, αν  1 2
u vY YY x x  εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο  και  

1 2
p u vv v v x x   τότε μπορούμε να γράφουμε:  

1 1 2 2
u vv Y v Y vY   

Παράδειγμα 3. Αν  U   το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στην επιφάνεια, 
τότε από την προηγούμενη άσκηση: 

 
u vu v   x xU U U U  (5.4) 

(όπου οι μερικές παράγωγοι εννοούνται όπως στο παράδειγμα 1, δηλαδή με  
,u vU U   συμβολίζουμε τις  ( )uU x   και  ( )vU x   αντίστοιχα). 

 Άσκηση  2. Αν U  το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στην επιφάνεια  M   
να δειχθεί ότι για κάθε pT Mv , ,p M το διάνυσμα vU  ανήκει στον 

εφαπτόμενο χώρο pT M , δηλαδή:  0 vU U   (Υπόδειξη: Παραγώγιση της 

σχέσης  1.). U U   
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Παράδειγμα 4. Για την επιφάνεια  2 2( , ) ( , , )u v u v u v u v   x , 2R ,D   να 

υπολογισθούν στο σημείο  (2,1)p  x   οι συναλλοίωτοι παράγωγοι: 

, , , .
u u uu v  

vx x x u xx x x U  

Λύση:  | ( ) | | (0,0, 2)
u u p u u p uu p   x x x x   και  | | (0,0,0),

u v p vu p  x x x   άρα 

 
2 2

1

1 2( )
( , , 1)u v

u v u v
u v u v

  
   x x

x x
U x   . Οπότε  

(2,1)3/22 2

3/2

1
| ( ) | (1 2 ( ), 1 2 ( ), 2 ) |

1 2( )

1
(7, 1,4)

11

u p u p v u v v u v u
u v

     
   

 

x U U x

 

Θεωρούμε τώρα μια επιφάνεια M  και ένα κάθετο διανυσματικό πεδίο της .U  Το 
σχήμα της επιφάνειας στο χώρο έχει άμεση σχέση με το πώς μεταβάλλεται το 
εφαπτόμενο επίπεδο, ισοδύναμα, το κάθετο διάνυσμα U  προς μια δεδομένη 
εφαπτόμενη κατέυθυνση v  της επιφάνειας. Από την άσκηση 2 έπεται ότι 

pT M vU  και από τις ιδιότητες της συναλλοίωτης παραγώγου, έπεται ότι η 

απεικόνιση  

: ,p p p pS T M T M S  vv U  

είναι γραμμική. Επομένως η γνώση της απεικόνισης pS  δίνει την πληροφορία 

αυτή για κάθε κατεύθυνση. 

Ορισμός 1. Αν p  είναι σημείο μιας προσανατολισμένης επιφάνειας ,M  με 

μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο ,U  τότε η γραμμική απεικόνιση: 

 : ,p p p pS T M T M S  vv U  (5.5) 

ονομάζεται  τελεστής σχήματος της επιφάνειας στο σημείο  .p   

Παράδειγμα (Σφαίρα) 5.: 2 3 2 2 2 2{( , , ) R : }M S x y z x y z R       

Είναι:  1 ( , , )R x y zU . Παρατηρούμε ότι για το 1 2 3( , , )v v vv   ισχύει:  

1 2 31 1 1
( , , ) ( , , )x y z v v v

R R R
      vU v v v v  

άρα: 1 .p RS  v v   Να γίνει το ίδιο χρησιμοποιώντας τη γνωστή παραμετρική 

πράσταση της σφαίρας. 
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 Παράδειγμα 6. Αν M είναι ένα επίπεδο τότε το U  είναι σταθερό και άρα  
0,p pS T M v v  . 

 Παράδειγμα 7. Για τον κύλινδρο με ( , ) ( cos , sin , )u v a u a u vx  έχουμε:  

( ( , )) (cos ,sin ,0)u v u uU x   και άρα:  

 
1

, 0p u u u p v vS S
a

      x U x x U  (5.6) 

Επομένως, στην κατεύθυνση μιας u  -καμπύλης η επιφάνεια συμπεριφέρεται όπως 
η σφαίρα, ενώ στην κατεύθυνση μιας  v  -καμπύλης ως επίπεδο. 

 

Πρόταση 1.  Για κάθε  p M   ο τελεστής σχήματος : p pS T M T M  είναι 

συμμετρική γραμμική απεικόνιση, δηλαδή για κάθε , pT Mv w   ισχύει:  

 S S  w v v w  (5.7) 

Επί πλέον ως προς τη x  ισχύουν οι σχέσεις στο p M : 

u , ,u u u u v uv v v vvS S S        x x x U x x x U x x x U  

ή με τον ισοδύναμο συμβολισμό: 

i j ijS  x x x U  

Απόδειξη. Παραγωγίζοντας ως προς u  την  0v U x  προκύπτει η u v uv   U x U x    

οπότε, 

( ) .
uv u v v u uvS      xx x x U x U U x   

Όμοια αποδεικνύεται ότι u v uvS  x x U x , οπότε  .u v v uS S  x x x x   Η σχέση  

S S  w v v w  έπεται αφού τα { , }u vx x  αποτελούν βάση του pT M . Όμοια 

αποδεικνύονται και οι υπόλοιπες σχέσεις.  

 

Θα υπολογίσουμε τον πίνακα [ ] ( )i
kS Sx  της pS  ως προς τη βάση { , }u vx x  του 

pT M .  Έστω: 

1 2
1 1

1 2
2 2

u u v

v u v

S S S

S S S

 

 

x x x

x x x
 

ή με τον ισοδύναμο συμβολισμό:   
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 i
k k iS Sx x  (5.8) 

Πολλαπλασιάζουμε κάθε μια σχέση εσωτερικά, διαδοχικά επί ux  και vx  και 

θέτουμε 

 
u

u

u u u

u v v

v v vv

L S

M S

N S

   

   

   

x x U x

x x U x

x x U x

 (5.9) 

Δεδομένου ότι  , ,u u u v v vE F G     x x x x x x   προκύπτουν οι σχέσεις:  

1 2 1 2
1 1 1 1

1 2 1 2
2 2 2 2

,

,

S E S F L S F S G M

S E S F M S F S G N

   

   
 

από τις οποίες (θέτοντας 2 det 0ijD EG F g     ) προκύπτουν τα  στοιχεία i
kS  

του πίνακα [ ]S x : 

 [ ]
GL FM MG NF

D D

EN FMEM LF
D D

S
 



 
  
 

x  (5.10) 

και οι αντίστοιχες εξισώσεις Weigarten:  

 
u u v

v u v

GL FM EM LF
S

D D
MG NF EN FM

S
D D

 
 

 
 

x x x

x x x
 (5.11) 

Παρατήρηση 7. Το αποτέλεσμα αυτό προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε εσωτερικά 
επί jx  τη σχέση (5.8). Τότε με βάση την ij i jg  x x  προκύπτει το σύστημα  

i
j k k ijS S g x x  με ορίζουσα  det 0ijg   και άρα τη μοναδική λύση  ( )i ji

k j kS g S x x   

όπου  ( )ijg   ο αντίστροφος πίνακας του ijg  . 

Παράδειγμα 8.  Δίνεται η απλή επιφάνεια ( )M D x  με  2( , ) ( , , / 2).u v u v ux   Να 

υπολογισθούν τα  ,u vS Sx x  και ο πίνακας  [ ] .S x   

Λύση: Είναι (1,0, ),u ux  (0,1,0),v x  2

1

1
( ,0,1).

u
u


U   Άρα 

3/22

1

1
3/2 3/22 2

01 1
(1,0, ) , [ ] .

1 1 0 0

u
u u u vS u S S

u u

  
 
       
          

xx U x x 0  
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5.2  Κάθετη καμπυλότητα 
 Πρόταση 2. Αν  : I M   είναι μια καμπύλη της επιφάνειας  M   και  U   είναι 

ένα μοναδιαίο κάθετο διάνυσμά της, τότε  S    U     . 

Απόδειξη: Παραγωγίζουμε τη σχέση  ( ) ( ( )) 0.t t  U    

Παρατήρηση 8. Σύμφωνα με την πρόταση αυτή η κάθετη στην επιφάνεια 
συνιστώσα της επιτάχυνσης U   σε ένα σημείο εξαρτάται μόνο από την ταχύτητά 

της και τον τελεστή σχήματος της επιφάνειας στο σημείο. Δηλαδή όλες οι καμπύλες 
με την ίδια ταχύτητα έχουν την ίδια κάθετη συνιστώσα που επιβάλλεται στην 
καμπύλη από το σχήμα της επιφάνειας. 

Ορισμός 2.  Αν  pT Mv  μοναδιαίο, ορίζουμε την κάθετη καμπυλότητα της  M   

στο σημείο p M  κατά την κατεύθυνση του v  ως τον αριθμό  

 ( )k S v v v  (5.12) 

Ο ορισμός επεκτείνεται και για μη μοναδιαία διανύσματα θέτοντας 

 2( )
S

k



v v

v
v

 (5.13) 

Παρατηρούμε ότι για 0   ισχύει ( ) ( )k k v v  και άρα ο αριθμός ( )k v   

εξαρτάται μόνο από τη διέυθυνση του  v  . 

Άσκηση 3. Άν 1 2u vv vv x x  είναι εφαπτόμενο διάνυσμα της επιφάνειας Μ στο 

σημείο ( , )u vx  να δειχθεί ότι: 

 
2 2
1 1 2 2
2 2
1 1 2 2

2
( )

2

Lv Mv v Nv
k

Ev Fv v Gv

 


 
v  (5.14) 

Υπόδειξη:  1 2 1 2( ) ( ).u v u vS v v v S v S   v v x x x x   

Θεωρούμε μια καμπύλη : I M  μοναδιαίας ταχύτητας με καμπυλότητα  ( )t , 

πρώτο κάθετο διάνυσμα ( )tN  και τέτοια ώστε (0) , (0) p  v   . 

Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη πρόταση έχουμε τον τύπο Meusnier:  

 (0)( ) (0) (0) (0)

(0) (0) (0)cosp

k S S

  

        

  

v v v U

N U

  
 (5.15) 

όπου  (0)   είναι η καμπυλότητα της καμπύλης στο σημείο  (0)  και   η γωνία  

( (0), ( )).pN U  Για ένα δεδομένο v  μπορούμε να επιλέξουμε την καμπύλη έτσι 
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ώστε να είναι κάθετη τομή, δηλαδή τομή της επιφάνειας με ένα κάθετο επίπεδο 
στην επιφάνεια (π.χ. το επίπεδο που διέρχεται από το σημείο p  και περιέχει τα 

διανύσματα  , ( )pv U , θα είναι: 0   ή  . Θεωρώντας μοναδιαίας ταχύτητας 

παραμετρική παράσταση για την καμπύλη αυτή, προκύπτει:  

 ( ) (0)k  v  (5.16) 
 

 

         Σχ. 5.1 Πλάγια τομή                                    Σχ. 5.2 πλάγια και κάθετη τομή 

Με δεδομένο ότι μια επίπεδη καμπύλη με (0) 0,  στρέφεται προς το πρώτο 

κάθετο διάνυσμα ,N  αν  τότε διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

 Αν  ( ) 0,k v   τότε  (0) ( )pN U   οπότε η κάθετη τομή, άρα και η επιφάνεια 

κατά την κατεύθυνση της κάθετης τομής, κάμπτεται προς το  ( ).pU   

 Αν  ( ) 0,k v   τότε  (0) ( ),p N U   οπότε η οπότε η κάθετη τομή, άρα και η 

επιφάνεια κατά την κατεύθυνση της κάθετης τομής, κάμπτεται αλλά 
απομακρυνόμενη από το  ( ).pU   

Αν (0) 0  , η κάθετη τομή μοιάζει με ευθεία στην περιοχή του σημείου και η 

επιφάνεια κάμπτεται ελάχιστα. 

Θεωρούμε ένα σημείο p M  και το μεταβαλλόμενο μοναδιαίο διάνυσμα  

.pT Mv  Σε κάθε θέση του v  δημιουργείται μια κάθετη τομή από το  v   και το  

( )pU  και άρα παίρνουμε μια τιμή για την κάθετη καμπυλότητα. Η συνάρτηση  

( )kv v  ορίζεται σε συμπαγές σύνολο { : 1}p pD T M  v v  και άρα έχει μια 

μέγιστη και μια ελάχιστη τιμή:  

 1 2max ( ), min ( ),
pp DD

k k k k


 
vv

v v  (5.17) 
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Οι αριθμοί 1k και 2k  ονομάζονται κύριες καμπυλότητες, ενώ τα αντίστοιχα 

μοναδιαία διανύσματα που αυτές επιτυγχάνονται ονομάζονται κύρια διανύσματα 
και ορίζουν τις κύριες διευθύνσεις της επιφάνειας στο σημείο .p M   

Παράδειγμα 9. Στην επιφάνεια του κυλίνδρου με κάθετο διάνυσμα U το προς τα 
έξω, παίρνοντας κάθετες τομές παρατηρούμε ότι αυτές κάμπτονται 
απομακρυνόμενες από το U  ή είναι ευθείες. Η μέγιστη τιμή είναι η 1 0k   και 

αντιστοιχεί σε διεύθυνση παράλληλη προς τη γενέτειρα ενώ η ελάχιστη  

2 1 /k a   αντιστοιχεί στην εφαπτομένη του κύκλου της εγκάρσιας τομής. Οπότε 

σε κάθε σημείο ισχύει ( ) 0.k v   

Στην ειδική περίπτωση που σε ένα σημείο μιας επιφάνειας έχουμε 1 2 ,k k  το 

σημείο λέγεται ομφαλικό. Προφανώς σε ένα τέτοιο σημείο ισχύει:  ( )k cv   

σταθερό. 

Παράδειγμα 10. Στη σφαίρα ακτίνας R  με κάθετο διάνυσμα το προς τα έξω, 

κάθε κάθετη τομή είναι μέγιστος κύκλος με καμπυλότητα 
1

R
   και κάθετο 

διάνυσμα N  προς το κέντρο του κύκλου. Άρα 
1

( )k
R

 v  για κάθε v  . Επομένως 

κάθε σημείο της σφαίρας είναι ομφαλικό. 

Θεώρημα 3. Θεωρούμε ομαλή επιφάνεια M  και σημείο p M  : 

1.  Άν το p  είναι ομφαλικό σημείο τότε υπάρχει σταθερά Rk  τέτοιa ώστε ο 

τελεστής σχήματος γράφεται: .S kv v   
2.  Άν το p  δεν είναι ομφαλικό σημείο, τότε τα κύρια διανύσματα  1 2,e e   είναι 

τα ορθογώνια ιδιοδιανύσματα του τελεστή σχήματος και οι κύριες 
καμπυλότητες  1 2,k k  είναι οι αντίστοιχες ιδιοτιμές τους, δηλαδή:  

 1 1 1 2 2 2,S k S k e e e e  (5.18) 

Απόδειξη: Έστω { : 1}p pD T M  v v και 1 2max ( ), min ( ).
p pD Dk k k k  v vv v  

Έστω 1e  το μοναδιαίο διάνυσμα που επιτυγχάνεται η μέγιστη τιμή και 2e  ένα 

μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο 1.e   Τότε ως προς την ορθοκανονική βάση 1{ ,e    

2}e  του  pT M   έχουμε: 

 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

S S S k S

S S S

      
   

e e e e e e e e e e e

e e e e e e e
 (5.19) 
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Θα δειχθεί ότι τα 1 2,e e  είναι ιδιοδιανύσματα του S . Κάθε μοναδιαίο διάνυσμα  

pDu   γράφεται: 

1 2( ) (cos ) (sin )   u u e e  

οπότε η κάθετη καμπυλότητα κατά την κατεύθυνση του u είναι συνάρτηση του  :   

 1 2 1 2

2 2
1 1 2 1 2 2

( ) ( ( ) ( ) ( )

((cos ) (sin ) ) ((cos ) (sin ) )

( )cos 2( )sin cos ( )sin .

k S

S S

S S S

    
   

   

   
   

     

u u u

e e e e

e e e e e e

 (5.20) 

Όμως η ( )   έχει μέγιστο στο 0   οπότε (0) 0   και άρα 2 1 0,S e e  λόγω δε 

της συμμετρίας του S  έπεται ότι και 1 2 0.S e e   Άρα οι σχέσεις (5.19) 

γράφονται: 

1 1 1

2 2 2 2 2 2( ) ( )

S k

S S k


  

e e

e e e e e e
 

Επομένως η ( )   γράφεται:  

2 2
1 2( ) cos ( ) sink k     e  

Αν το σημείο p  δεν είναι ομφαλικό η ( )   δεν είναι σταθερή και από την 

τελευταία έπεται ότι η μέγιστη τιμή επιτυγχάνεται όταν 0   ή 2 ,   δηλαδή 

στη διέυθυνση του 1,e  ενώ η ελάχιστη τιμή επιτυγχάνεται όταν 
2

   ή 
3

2

    

δηλαδή στη διεύθυνση του 2.e   Άρα: 1 1( ) (0)k k e  και 2 2( ) ( ) .
2

k k
 e   

Επομένως 1 1 1S ke e  και 2 2 2 ,S ke e   δηλαδή τα  1 2,e e  είναι ιδιοδιανύσματα και τα  

1 2,k k  οι αντίστοιχες ιδιοτιμές του τελεστή σχήματος S . 

Αν το σημείο p  είναι ομφαλικό τότε 1 2k k k    και 1 1 2 2, .S k S k e e e e  Άρα 

1 2 1 2( ) cos sin (cos sin ) ( ( )),S S S k k         u e e e e u  

δηλαδή η δράση του S  ισοδυναμεί με πολλαπλασιασμό επί .k   

 

Άμεση συνέπεια του προηγουμένου θεωρήματος είναι το παρακάτω: 
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Πόρισμα 4. (τύπος  Euler). Άν 1 2,k k  είναι οι κύριες καμπυλότητες, 1 2,e e  είναι οι 

αντίστοιχες κύριες διευθύνσεις και 1 2(cos ) (sin ) pT M   v e e  μοναδιαίο 

διάνυσμα, τότε η κάθετη καμπυλότητα δίνεται από τη σχέση : 

 2 2
1 2( ) cos sink k k  v  (5.21) 

Παρατήρηση 9. Διαδικασία εύρεσης των 1 2,k k  και 1 2,e e : Αυτά προκύπτουν απο 

επίλυση του συστήματος  

 [ ]S k
 
 
   

   
   

x  (5.22) 

Μετά την εύρεση των ιδιοδιανυσμάτων 1 1( , )   κα 2 2( , )   του [ ] ,S x  προκύπτουν 

τα , 1, 2i i u i v i   u x x  (ως διανύσματα του 3 ). Tα κύρια διανύσματα είναι τότε 

τα / .i i ie u u   

Παρατήρηση 10. Αν ισχύει 1u uS kx x  και 2v vS kx x  με 1 2k k , δηλαδή ο [ ]S x   

είναι διαγώνιος τότε τα κύρια διανύσματα είναι: 1
u

u


x

e
x

,  2
v

v


x

e
x

 και οι κύριες 

καμπυλότητες είναι οι αριθμοί  1 2, .k k  

Παράδειγμα 11. Από το παράδειγμα 8 προκύπτει άμεσα ότι τα ux  και vx είναι 

ιδιοδιανύσματα του S  σε κάθε σημείο και άρα οι κύριες καμπυλότητες είναι 

1 3/22

1

1
k

u

  

 και 2 0k   και τα αντίστοιχα κύρια διανύσματα είναι  

1 1/22

1
/ (1,0, ),

1
u u u

u
 

  
e x x   και  2 (0,1,0).v e x   

Παράδειγμα 12. Μια επιφάνεια M  έχει σε ένα σημείο κύριες καμπυλότητες  

1 0k   και 2 4k   και αντίστοιχες κύριες διευθύνσεις 1 (1,0,0)e και  

2 (0,1/ 2, 1/ 2). e   Να βρεθούν μοναδιαία εφαπτόμενα διανύσματα v  ώστε:  

α)  ( ) 0,k v   β)  ( ) 1,k  v   γ)  ( ) 1,k v   δ)  .S v v   

Λύση:α) 1 10 ,S  e e 0  άρα 1.v e  β) Επειδή η ελάχιστη τιμή της ( )k v  είναι η  

1 0,k   έπεται ότι δεν υπάρχει v  με ( ) 1.k  v   γ) Έστω 1 2(cos ) (sin )e e  v   

τότε από την (Euler) έπεται ότι 2 2 2
1 21 ( ) cos sin 4sin .k k k     v  Άρα  

1
2sin   . Από αυτή προκύπτουν οι γωνίες: / 6,   5 / 6,  7 / 6   και 11 / 6 , 

επομένως τέσσερα διανύσματα v  από το τύπο 1 2(cos ) (sin ) .e e  v   δ) Δεν 
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υπάρχει τέτοιο v  διότι τότε ο αριθμός 1 θα ήταν ιδιοτιμή του S πράγμα που δεν 
ισχύει. 

Παράδειγμα 13. Δίνεται ότι για τον τελεστή σχήματος μιας επιφάνειας σε ένα 
σημείο ισχύει:  

 
3

2 2
u u v

v u v

S

S

 
 

x x x

x x x
 (5.23) 

Να βρεθούν οι κύριες καμπυλότητες και οι κύριες διευθύνσεις στο σημείο αυτό. 

Λύση: Ο πίνακας του S  είναι:  

1 2
[ ]

3 2
S

 
  
 

x  

που έχει ιδιοτιμές 1 4k   και 2 1k    με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα (2,3) , (1, 1).   

Άρα οι κύριες διευθύνσεις είναι 1 2
1 2

1 2

, 
u u

e e
u u

 όπου 1 2 3u v x xu  και 

2 .u v x xu   

 Παράδειγμα 14. Για την επιφάνεια της σέλλας με  ( , ) ( , , )u v u v uvx   Θα 

υπολογίσουμε τις κύριες καμπυλότητες και τα κύρια διανύσματα στο σημείο  
(1,0).p  x   

Υπολογίζουμε τα βασικά μεγέθη:  

2 2

2 2

(1,0, ), (0,1, ), 1 , , 1

1
( , , 1)

1

u vv u E v F uv G u

v u
u v

      


 

x x

U  
 

Από αυτές προκύπτει ο πίνακας του τελεστή σχήματος ως προς τη βάση { , }u vx x    

2

22 2

11
[ ]

11

uv u
S

v uvu v

  
      

x  

Στο σημείο (1,0) (1,0,0)x   έχουμε  (1,0) (1,0,0)u x   και  (1,0) (0,1,1)v x   τότε  

1
2

0 2
[ ]

0
S

 
  
  

x  

ο οποίος έχει ιδιοτιμές  1 1 / 2k     και  2 1 / 2k    με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:  

( 2,1)   και  ( 2,1)  , οπότε από την παρατήρηση 2 προκύπτουν τα 
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1

2

2 (1,0) (1,0) ( 2, 1, 1)

2 (1,0) (1,0) ( 2, 1, 1)

u v

u v

    

  

u x x

u x x
 

Παρατηρούμε ότι: 1 2 0. u u  Τα κύρια διανύσματα είναι τα αντίστοιχα μοναδιαία  

1
1 2 ( 2,1,1) e   και  1

2 2 ( 2,1,1).e   

 

 

5.3   Δεύτερη  Θεμελιώδης μορφή 
 

Σε ένα σημείο p M  μιας επιφάνειας ορίζουμε τη δεύτερη θεμελιώδη μορφή: 

 1 2 1 2 1 2: R, ( , ) ( , )p p p pb II T M T M II b S     v v v v v v  (5.24) 

Ως προς τη βάση  1 2{ , } { , }u v x x x x   η pII  έχει πίνακα  pII     με στοιχεία:  

 ( , )ij p i j i jb II S  x x x x  (5.25) 

Προφανώς από τις  (5.9) με  1 2( , )u ux x , προκύπτει: 

 11 12 21 22, , .b L b b M b N     (5.26) 

Οι συναρτήσες  ,L M  και N  λέγονται συντελεστές της δεύτερης θεμελιώδους 

μορφής ώς προς τη .x   Επίσης για τα ijb  προκύπτει: 

 
2

ij iji j
b

u u


  
 

x
U x U  (5.27) 

Η αντίστοιχη της pII  τετραγωνική μορφή είναι η απεικόνιση : 

,pT M S v v v  . Η έκφρασή της ως προς την απεικόνιση x  για το  

1 1 2 2p v v v x x   είναι τότε: 

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )p p p p pb II v v S v v L v Mv v N v       v v v v x x x x  

Παρατήρηση 11.  Οι συντελεστές της δέυτερης θεμελιώδους μορφής δεν πρέπει 

να συγχέονται με τα στοιχεία i
jS  του πίνακα [ ] .S x   Ισχύει: 

 i
kj ki jb g S  (5.28) 
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 όπου ( , )ki i jg g x x  οι συντελεστές της 1ης θεμελιώδους μορφής. 

Πράγματι:  .i i
kj k j k j i j kib S S S g    x x x x   

Άσκηση 4. Να δειχθεί ότι:  

 u u
11 12 222 2 2

( ) ( ) ( )
, ,u u v v u v vv u vL b M b N b

EG F EG F EG F
     

  

x x x x x x x x x
 (5.29) 

Παράδειγμα 15. Για μια επιφάνεια Monge ( , )z f x y  με χάρτη  

 ( , ) , , ( , )x y x y f x yx   ο πίνακας δεύτερης θεμελιώδους μορφής θα είναι: 

2 2

1

1

xx xy

p
xy yyx y

f f
II

f ff f

 
         

 

Από τον ορισμό της κάθετης καμπυλότητας  προκύπτει:  

2
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )b S k I k v v II v v v v v v v v v    

Έχουμε επομένως την έκφραση της κάθετης καμπυλότητας: 

 
( , )

( )
( , )

II
k

I


v v
v

v v
 (5.30) 

Προφανώς το πρόσημο της δεύτερης θεμελιώδους μορφής είναι το ίδιο με το 
πρόσημο της κάθετης καμπυλότητας. 

H δεύτερη θεμελιώδης μορφή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να μελετηθεί η θέση 
της επιφάνειας στην περιοχή ενός σημείου   0 (0,0)p = x   ως προς το εφαπτόμενο 

επίπεδο στο σημείο αυτό. Αν 
0

( , ) ( ( , ) (0,0)) pd u v u v  x x U , τότε ο αριθμός 

( , )d u   είναι η απόσταση ενός σημείου ( , )p u v= x  από εφαπτόμενο επίπεδο στο 

σημείο 0p   (Σχ. 3). 

 

Σχ. 5.3 
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To πρόσημο της d  δείχνει σε ποια πλευρά του εφαπτόμενου επιπέδου βρίσκεται 
το .p   Επειδή: 

2 2 2 2
u

1
( , ) (0,0) (0,0) (0,0) ( 2 ) ( , )

2u v u u vvu u v u uv v o u v       x x x x x x x  

έπεται ότι: 

 2 2 2 21
( 2 ) ( , )

2
d Lu Muv Nv o u v     (5.31) 

Η συνάρτηση:  

2 21
( , ) ( 2 )

2
u v Lu Muv Nv     

ορίζει μια επιφάνεια 2ου βαθμού που λέγεται εγγύτατο παραβολοειδές στο σημείο 
p . Για μικρές τιμές των  , ,u v   η  d  προσεγγίζεται από την  : ( , ) ( , ),d u v u v  
δηλαδή έχει το πρόσημο της 2ης θεμελιώδους μορφής, που επομένως καθορίζει το 
σχήμα της επιφάνειας κοντά στο 0 (0,0).p  x  Το πρόσημο της ορίζουσας  

2LN M  καθορίζει το πρόσημο της     και άρα τη μορφή της επιφάνειας κοντά 
στο 0.p  Έτσι έχουμε τις περιπτώσεις: 

1.  Ελλειπτικό σημείο (eliptic point):  2 0LN M  . Τότε η 
0pII  είναι ορισμένη 

και τα σημεία της επιφάνειας κοντά στο 0p  βρίσκονται όλα στο ίδιο μέρος του 

εφαπτόμενου επιπέδου. Αν είναι θετικά ορισμένη τότε 0   και τα σημεία της 
επιφάνειας βρίσκονται στο ίδιο μέρος  με το U , ενώ αν είναι αρνητικά 
ορισμένη 0   και τα σημεία της επιφάνειας βρίσκονται όλα στο ίδιο μέρος 
του εφαπτόμενου επιπέδου αλλά προς την πλευρά του U  (σχ. 5.4). 

                                     
Σχ. 5.4 Ελλειπτικό σημείο                                  Σχ. 5.5 Υπερβολικό σημείο      
 

2. Υπερβολικό σημείο (hyperbolic point): 2 0LN M  . Τότε η 
0pII είναι μη 

    ορισμένη. Η εξίσωση 2 22 0,Lu Muv Nv   ισοδύναμα η  2 2( ) 2 ( ) 0,u uL M N     

    έχει δύο λύσεις ως προς  /u v  που καθορίζουν δύο διευθύνσεις στο εφαπτόμενο 
    επίπεδο, χωρίζοντάς το σε τέσσερα χωρία στα οποία η επιφάνεια βρίσκεται 
    εναλλάξ  "επάνω" ή  "κάτω" από το εφαπτόμενο επίπεδο (σχ. 5.5). 
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3.   Παραβολικό σημείο (parabolic point):  2 0,LN M   και δεν είναι όλοι οι 

συντελεστές , , ,L M N  μηδέν. Η  
0pII   είναι τέλειο τετράγωνο και η επιφάνεια 

μοιάζει με παραβολικό κύλινδρο (σχ. 5.6).  

 
Σχ. 5.6 παραβολικό σημείο 

 
4.   Επιπεδικό σημείο (planar point): 0L M N    . 
 
 

5.4   Καμπυλότητα Gauss και Μέση  καμπυλότητα 
 

Θεωρούμε μια ομαλή προσανατολισμένη επιφάνεια M  με τελεστή σχήματος  .S   
Στο σημείο p M ορίζουμε την καμπυλότητα Gauss K  και τη μέση 

καμπυλότητα H  ως συναρτήσεις στην επιφάνεια M  από τις: 

 1 2( ) det pK p S k k   (5.32) 

 1 2

1 1
( ) ( )

2 2pH p trS k k    (5.33) 

Παρατηρούμε ότι με επιλογή του καθέτου διανύσματος ,U  τα 1 2,k k  αλλάζουν 

πρόσημο και άρα η καμπυλότητα Gauss K  δεν αλλάζει πρόσημο (άρα είναι 
ανεξάρτητη του προσανατολισμού της επιφάνειας), ενώ η μέση καμπυλότητα H   
αλλάζει. 

 Πόρισμα 5. Οι κύριες καμπυλότητες 1 2,k k  είναι ρίζες της εξίσωσης: 

2 2 0k Hk K    

Με υπολογισμό της ορίζουσας και του ίχνους του πίνακα  (5.10) προκύπτει: 

Πρόταση 6. Η καμπυλότητα Gauss και η μέση καμπυλότητα δίνονται ως προς την  
x  από τις σχέσεις: 
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2

2

det

det
ij

ij

bLN M
K

EG F g


 


 (5.34) 

 
2

2

2( )

GL EN FM
H

EG F

 



 (5.35) 

Άσκηση 5. Να αποδειχθούν οι τύποι: 

 
2

u u
2 2

( )( ) ( )

( )
u u v vv u v v u vK

EG F





x x x x x x x x x  (5.36) 

 
2 2

u u
2 3/2

( ) 2( )( ) ( )

2( )
u u v v v u v u v vv u v uH

EG F

  



x x x x x x x x x x x x x

 (5.37) 

 

Πρόσημο της καμπυλότητας Gauss σε ένα σημείο και μορφή της επιφάνειας: 

Παρατηρούμε ότι 2( ) 0 0.K p LN M     Επομένως η παρακάτω ταξινόμηση 

ως προς το πρόσημο της καμπυλότητας Gauss είναι παράλληλη με αυτήν ως προς 
την προσημασμένη απόσταση και τη δεύτερη τετραγωνική μορφή που είδαμε 
στην προηγούμενη παράγραφο. Εδώ όμως χρησιμοποιούμε την έκφραση (5.32) ως 
προς τις κύριες καμπυλότητες. 
1.  ( ) 0.K p    (Ελλειπτικό σημείο). Τότε οι 1 2,k k  είναι ομόσημες και άρα  

2 2
1 2( ) cos sin 0k k k   v   ή ( ) 0k v  για κάθε .pT Mv   Στην πρώτη 

περίπτωση κάθε κάθετη τομή καμπυλώνεται στρεφόμενη προς το U  ενώ στη 
δεύτερη περίπτωση απομακρυνόμενη από αυτό. Στην περίπτωση αυτή ανήκει 
και το ομφαλικό σημείο με 1 2 0.k k    

2. ( ) 0.K p   (Υπερβολικό σημείο). Τότε οι 1 2,k k  είναι ετερόσημες και άρα αν π.χ. 

η 1 0,k   τότε μία κάθετη τομή (με το επίπεδο ( 1, )U e ) στρέφεται προς το U  

και η άλλη κάθετη τομή (με το επίπεδο ( 2, )U e ) στρέφεται μακριά από το .U   

3. ( ) 0.K p   Υπάρχουν δύο περιπτώσεις:  

α) 1 20, 0k k   οπότε  2
2( ) sink k v  (  παραβολικό σημείο) και 

 β) 1 20, 0k k  , οπότε  ( ) 0, pk T Mv v  (επιπεδικό σημείο). 

Παράδειγμα 16. Στα παραδείγματα 5 και 6 της παραγράφου 5.2, το σημείο που 
εξετάζεται είναι υπερβολικό. 

Άσκηση 6. Για την επιφάνεια της σαμπρέλας να βρεθούν σημεία που 
αντιστοιχούν στις παραπάνω κατηγορίες. Υπόδειξη: χρησιμοποιείστε την 

( , ) ((3 2cos )cos , (3 2cos )sin , 2sin )u v v u v u v  x  
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και υπολογίστε τις κύριες καμπυλότητες στα σημεία με:  
( , ) (0,0),( , ) (0, ),u v u v    και ( , ) (0, / 2),u v    (σχήμα 5.7). 

 

 

Σχ. 5.7    Ταξινόμηση σημείων σαμπρέλας 

Άσκηση  7.  Να δειχθεί ότι η καμπυλότητα Gauss μιας ευθειογενούς επιφάνειας 
με  ( , ) ( ) ( )u v u v u x   είναι μη θετική και μάλιστα: 

2

( )
K

EG F

   



  

 

Υπόδειξη: 0vv x  άρα 0.N     

 

Για κάθε σημείο  p M   ορίζεται η τρίτη θεμελιώδης μορφή 

: R, ( , )p pIII T M T M III S S  w v w v  

 

Πόρισμα 7. Για κάθε σημείο p M οι τρεις θεμελιώδεις μορφές , , ,I II III   

συνδέονται με τη σχέση: 

2 0III H II K I    

Απόδειξη:  Η σχέση 2III H II K I   είναι μια συμμετρική διγραμμική μορφή 

και επομένως αρκεί να αποδειχθεί ότι για κάθε p M  ισχύει  

1 2( 2 )( , ) 0III H II K I  e e  για κάποια ορθοκανονική βάση του .pT M   

Επιλέγοντας τα  1 2,e e  να είναι τα κύρια διανύσματα προκύπτει το ζητούμενο. 

Αξιοσημείωτες κατηγορίες επιφανειών όπως οι επόμενες χαρακτηρίζονται από 
την καμπυλότητα Gauss και τη μέση καμπυλότητα. 

Ορισμός 3. Μια επιφάνεια λέγεται ελαχιστική αν 0.H    
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Ο όρος ελαχιστική σχετίζεται με το γεγονός ότι μια τέτοια επιφάνεια εμφανίζεται 
ως επιφάνεια ελάχιστου εμβαδού από όλες τις "γειτονικές" της επιφάνειες με 
δεδομένη καμπύλη ως σύνορο. Στη φύση εμφανίζονται ως επιφάνειες που 
σχηματίζονται από διάλυμα σαπουνιού με σύνορο ένα κλειστό σύρμα. Μια τέτοια 
επιφάνεια είναι ευσταθής αν έχει το μικρότερο εμβαδόν από όλες τις επιφάνειες 
"κοντά" σε αυτή με το ίδιο σύνορο. 

Άσκηση  8. Να εξετασθεί αν το ελικοειδές και το υπερβολικό παραβολοειδές 
είναι ελαχιστικές επιφάνειες. 

Πρόταση 8. α) Άν μια επιφάνεια είναι ελαχιστική τότε 0.K    β) Άν μια επιφάνεια 
είναι επιπεδική τότε 2.rankS     

Απόδειξη: Άν  ( ) 0H p    τότε  1 2 0k k    και άρα  1 2 0.K k k   Επίσης αν 0K    

τότε det 0S   και άρα 2.rankS    

Άσκηση  9. Να δειχθεί ότι για τον κύλινδρο είναι 0K   και 1.rankS    

Παράδειγμα 17. Αν ,v w  γραμμικώς ανεξάρτητα εφαπτόμενα διανύσματα σε ένα 

σημείο p  μιας ομαλής επιφάνειας S , να δειχθεί ότι: 

 ( )( )S S K p  v w v w  (5.38) 

 ( ) ( ) 2 ( )( )S S H p    v w v w v w  (5.39) 

Απόδειξη: Τα ,v w  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και άρα τα Sv και Sw   

γράφονται: 

S a b

S c d

 
 

v v w

w v w
 

Άρα:  ( )( ) (det )( ).S S ad bc S    v w v w v w   Όμοια  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).S S a b c d a d       v w v w v w w v v w v w     

Από τις δύο αυτές σχέσεις έπονται άμεσα οι αποδεικτέες. Οι σχέσεις αυτές 
επιλύονται ως προς K  και H  πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά και τα δύο μέλη επί 
το διάνυσμα .v w   

 

Ασκήσεις 
1.  Δίνονται τα διανυσματικά πεδία του  3R :   2( ,0, ), ( ,0, ),x yz y x xy  X Y  και 

το διάνυσμα ( 1,0,2)pv    στο σημείο (2,1,0).p   Να βρεθεί το διάνυσμα:  

,
pv X   το διαν. πεδίο  YX  και το διάνυσμα ( ) .pYX   

nkad
Typewritten Text

nkad
Typewritten Text
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2.  Να βρεθεί το κάθετο διανυσματικό πεδίο, ο τελεστής σχήματος (ο πίνακάς 
του ως προς μια βάση { , }u vx x   ), οι συντελεστές της 2ης θεμελιώδους μορφής, 

και να ταξινομηθούν κάποια σημεία τους, για τις επιφάνειες που ορίζονται από 
τις: 

α) 2 2z x y   ,               β) 2 2z x y   ,              γ) 2 2 1x y   

3.  Για τις επιφάνειες της άσκησης 2 να χαρακτηρισθεί το σημείο  (0,0,0)O   για 

τις δύο πρώτες και Α(1,1,1) για την τρίτη επιφάνεια, πρώτα γεωμετρικά 
(σχέση επιφάνειας και εφαπτομένου επιπέδου της) και μετά υπολογίζοντας τις 
κύριες καμπυλότητες στο σημείο αυτό. 

4.  Να υπολογισθούν η καμπυλότητα Gauss και η μέση καμπυλότητα του 
ελικοειδούς: 

( , ) ( cos , sin , ), ( , ) (0,2 ) ( , )u v v u v u au u v D      x  

5.  Να βρεθεί η καμπυλότητα Gauss της εφαπτομενικής επιφάνειας μιας ομαλής 
καμπύλης. 

6.  Να βρεθεί συνθήκη ώστε μια ευθειογενής επιφάνεια να έχει καμπυλότητα 
Gauss μηδέν. 

7.  Μια καμπύλη : I M  της επιφάνειας M ονομάζεται κύρια καμπύλη αν η 

ταχύτητά της   είναι σε κάθε σημείο ( )t  παράλληλη με ένα κύριο 

διάνυσμα. Να δειχθεί ότι:  α) Η καμπύλη είναι κύρια αν και μόνο αν σε κάθε 
σημείο  ( )t  είναι: ( ) / / ( ( ))t U t    . β) Άν μια καμπύλη επιφάνειας είναι τομή 

με ένα επίπεδο που σχηματίζει σταθερή γωνία με την επιφάνεια σε κάθε 
σημείο της τομής τους τότε η καμπύλη είναι κύρια. γ). Οι μεσημβρινοί και οι 
παράλληλοι μιας επιφάνειας εκ περιστροφής είναι κύριες καμπύλες. 

8.  Μια καμπύλη : I M  της επιφάνειας  M  ονομάζεται ασυμπτωτική αν η 

ταχύτητά της    σε κάθε σημείο  ( )t  είναι ασυμπτωτική κατεύθυνση 

δηλαδή :  ( ( )) 0.k t   Να δειχθεί ότι:  α) Μια καμπύλη είναι ασυμπτωτική αν 

και μόνο αν   ( ) ( ) 0.t U t      β) Αν η επιφάνεια έχει καμπυλότητα Gauss  

0K   , τότε δεν έχει ασυμπτωτικές κατευθύνσεις και άρα ούτε ασυμπτωτικές 
καμπύλες. 

9. Μια καμπύλη : I M  της επιφάνειας  M  ονομάζεται γεωδαισιακή αν η 
    επιτάχυνσή της είναι κάθετη στην επιφάνεια σε κάθε σημείο της δηλαδή 

   ( )( ) .tt T M    Να δειχθεί ότι σε μια επιφάνεια εκ περιστροφής κάθε  

    μεσημβρινός είναι γεωδαισιακή. 
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Κεφάλαιο 6    

Εσωτερική Γεωμετρία Επιφάνειας           

           

6.1 Θεώρημα Gauss,  Εξισώσεις Mainardi – Codazzi 

 

Πολλές από τις έννοιες που περιγράφουν τη γεωμετρία μιας επιφάνειας είναι ανεξάρτητες 
από τον τρόπο που η επιφάνεια εμπεριέχεται στον περιβάλλοντα χώρο. Είδαμε, για 
παράδειγμα, ότι με τη βοήθεια μόνο της 1ης θεμελιώδους μορφής της μπορούμε να 
υπολογίσουμε μετρικά στοιχεία της επιφάνειας όπως μήκος μιας καμπύλης ή τη γωνία 
μεταξύ καμπυλών στην επιφάνεια, χωρίς τη χρήση στοιχείων εκτός της επιφάνειας που 
σχετίζονται με τον περιβάλλοντα χώρο (όπως π.χ. το κάθετο διάνυσμα). Εκτός όμως από τις 
απλές αυτές μετρικές έννοιες θα δούμε και άλλες σημαντικές έννοιες όπως η καμπυλότητα 
Gauss εκφράζονται μόνο με τη βοήθεια της 1ης θεμελιώδους μορφής. Η μελέτη τέτοιων 
εννοιών αποτελεί την ενδογενή ή εσωτερική γεωμετρία των επιφανειών. 

Θεωρούμε μια απλή επιφάνεια  ( )DM = x . Τα διανυσματικά πεδία  u vx , x , U δίνουν σε 

κάθε σημείο p M  μια βάση στον 3RpT . Με στόχο ανάλογο με αυτόν στις καμπύλες (τύποι 

Frenet), θα εκφράσουμε τις παραγώγους  u u, , , ,u v vv u vU Ux x x  των πεδίων αυτών ως προς τη 

βάση που ορίζουν τα ίδια τα πεδία  u{ , , }.vx x U   

Για περισσότερη ευκολία θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό u 1x x  και 2 ,v x x  και 

11 u 12 u, ,u v x x x x  22 vvx x . Αφού  12 12bx U    κ.λ.π., για τα 11x  έχουμε:  

 
1

2

2

1 2
1 11 11 1 11 2 11

1 2
1 12 12 1 12 2 12

1 2
2 22 22 1 22 2 22

b

b

b

     

     

     

x

x

x

x x x x U

x x x x U

x x x x U

 (6.1) 

όπου οι συντελεστές  i
jk  είναι συναρτήσεις :i

jk M    . 

 
Πρόταση 1. Για μια απλή επιφάνεια  ( )DM = x  ισχύει: 

 
j

k
i ij ij k ijb    x x x x U  (6.2) 
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1

( )
2

m mn
ij j ni i nj n ijg g g g      (6.3) 

όπου ijg  και ijb  είναι οι συντελεστές της πρώτης και δεύτερης θεμελιώδους μορφής αντίστοιχα, 

ενώ jkg  είναι ο αντίστροφος πίνακας του ijg  ( )jk k
ij ig g    

( δηλαδή,  
2

1jk G F
g

F EEG F

         
  ). 

Απόδειξη:  Η (6.2) είναι η σύντομη γραφή με τη σύμβαση άθροισης των (6.1). 
Επειδή 0i x U   και ,i j ijg x x  έπεται ότι: n

m ij ij mng  x x  . Παραγωγίζουμε την  

i j ijg x x   και έχουμε: m ij im j i jmg    x x x x  και από την προηγουμένη,  
n n

m ij im nj jm nig g g      

Στη συνέχεια μεταθέτουμε κυκλικά τους δείκτες , ,i j k  για να προκύψουν ακόμα δύο 

εξισώσεις. Προσθέτουμε τις δύο πρώτες από τις συνολικά τρεις εξισώσεις και αφαιρούμε 
την Τρίτη, οπότε:  

2 n
m ij j mi i jm jm nig g g g        

Από την τελευταία με πολλαπλασιασμό επί ilg  προκύπτει η ζητούμενη. 

Παρατήρηση 1. Οι συντελεστές n
jm  λέγονται σύμβολα Christoffel 2ου είδους και είναι 

φανερό ότι εξαρτώνται μόνο από την πρώτη θεμελιώδη μορφή και τις παραγώγους της, είναι 
δε k k

jm mj    (άμεση συνέπεια της  12 21).x x   Μπορεί να δειχθεί ότι τα σύμβολα Christoffel  

n
jm   μιας αναπαραμέτρησης  1 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( ( , ), ( , ))v v u v v u v vy x  συνδέονται με αυτά της x  με: 

2i j r k r
r k
pq ijp q k p q k

u u u u v

v v v v v u

    
   

     
  

Θεώρημα 2.  Για μια απλή επιφάνεια  ( )DM = x  ισχύουν οι τύποι: 

 ln( ). ( )m m n m n m mn
l ij j il ij nl il nj ij il jng b b b b             Gauss  (6.4) 

 0. ( )m m
l ij j il ij lm il jmb b b b        Codazzi Mainardi  (6.5) 

Απόδειξη: Παραγωγίζουμε την (6.2), 

( ) ( )

.

m
ijl l ij m l ij

m m
l ij m ij ml l ij ij l

b

b b

     

      

x x U

x x U U
 

Αλλά ,j j
ik k i k i j i ikb S S S g    x x x x  οπότε  j kj

i ikS g b  .  Άρα  
j kj

i i i j ikS S g b  U x x     

και αντικαθιστώντας τα mlx  από την προηγούμενη πρόταση προκύπτει η ανάλυση σε 

εφαπτομενική και κάθετη συνιστώσα: 
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 ln ( ) .m n m mn m
ijl l ij ij ml ij m l ij ij lmg b b b b        x x U  

 
Αντικαθιστώντας στην ταυτότητα ijl iljx x  και εξισώνοντας τις εφαπτομενικές συνιστώσες 

προκύπτουν οι εξισώσεις Gauss, ενώ εξισώνοντας τις συνιστώσες κατα το ,U  προκύπτουν οι 

εξισώσεις Codazzi - Mainardi.  

Παρατήρηση 2. Αν ακολουθήσουμε την ίδια διαδικασία με την  i j j i   U U ,  

προκύπτουν ξανά οι εξισώσεις Codazzi - Mainardi. 

Πόρισμα 3.  (Gauss Therema Egregium): H καμπυλότητα Gauss μιας  3C   απλής ομαλής 
επιφάνεια  ( )DM = x  , εξαρτάται μόνο από την πρώτη θεμελιώδη μορφή (είναι εσωτερική 

έννοια) και δίνεται από τη σχέση: 

2 11 1 12 11 2 12 1 2

1
( )

det
m m s m d m

s d mK g
g

            

Απόδειξη: Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης Gauss επί pmg  οπότε 

προκύπτει:  

ln ( )m m s m d m
ij il jn nm l ij j il ij sl il djb b b b g              

 
Θέτοντας  1,i j     2l n   έχουμε 

2
11 22 12 2 11 1 12 11 2 12 1 2( ) ,m m s m d m

s d mb b b g           

και η αποδεικτέα προκύπτει με χρήση του τύπου  (5.33)  . 

Παρατήρηση 3.  Ένας παρατηρητής στην επιφάνεια χωρίς την αίσθηση της τρίτης διάστασης 
ο οποίος μπορεί να μετρά τοπικά, μήκη και γωνίες, μπορεί να υπολογίσει τους συντελεστές ijg  

και άρα σύμφωνα με το θεώρημα Gauss την καμπυλότητα 1 2.K k k   Δεν έχει όμως  

δυνατότητα να υπολογίσει χωριστά τις 1k  και 2k  πράγμα που θα απαιτούσε γνώση της 

μεταβολής του κάθετου διανύσματος .U  Αυτό σημαίνει ότι δεν μπορεί να διακρίνει μόνο από 

την καμπυλότητα Gauss αν βρίσκεται σε κύλινδρο ( 1 2

1
0,k k

a
    ), ή σε επίπεδο (

1 20, 0k k   ), αφού και οι δύο επιφάνειες έχουν την ίδια πρώτη θεμελιώδη μορφή και  

0.K    

Παρατήρηση 4. Από τις (6.3) με  11 12 22, ,g E g F g G     έχουμε αναλυτικά:  
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1 2
11 112 2

1 2
12 122 2

1 1
22 222 2

2 2
, ,

2( ) 2( )

,
2( ) 2( )

2 2
,

2( ) 2( )

u u v u v u

v u u v

u u v v v u

GE FF FE EF EE FE

EG F EG F

GE FG EG FE

EG F EG F

GF GG FG EG FF FG

EG F EG F

   
   

 
 

   
 
   

   
 

 (6.6) 

Υπενθυμίζουμε ότι:  i i
jk kj     και ότι  1

12
u
uv     κ.λ.π. 

 
 
 Άσκηση 1. Αν για μια  x  ισχύει 12 0F g   να δειχθεί ότι: 

 

1 1 1
11 12 22

2 2 2
12 22 11

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

u v u

u v v

E E G

E E E
G G E

G G G

      

      
 (6.7) 

 
1

2
u v

u v

G E
K

EG EG EG

          
    

 (6.8) 

Άσκηση  2. Για την επιφάνεια εκ περιστροφής  
( , ) ( ( )cos , ( )sin , ( )), ( ) 0,u v f v u f v u g v f v x  

να αποδειχθεί ότι 

1 2 1 2
11 12 22 11 2 2

2 1
22 122 2

0, ,
( ) ( )

, ,
( ) ( )

ff

f g

f f g g f

f g f


        

 
    

   
 

 

 
Το παρακάτω θεώρημα, ανάλογο αυτού της θεωρίας των καμπύλων, εξασφαλίζει την 
ύπαρξη επιφάνειας με δεδομένες τις θεμελιώδεις μορφές που ικανοποιούν τις συνθήκες 
συμβατότητας της προηγούμενης πρότασης. 
 

Θεώρημα 4. (Θεμελιώδες θεώρημα επιφανειών).  Έστω 2RD   ανοικτό και απλά συνεκτικό 
και οι 11 12 22, ,g E g F g G    και 11 12 22, ,b L b M b N    διαφορίσιμες πραγματικές 

συναρτήσεις στο  D   με  , 0E G    και  2 0EG F  . Yποθέτουμε ότι οι εξισώσεις Gauss και 

Mainardi - Codazzi ικανοποιούνται. Τότε: 

1. Υπάρχει μια επιφάνεια  3: RD x   της οποίας η πρώτη και η δεύτερη θεμελιώδης 

μορφή έχουν συντελεστές  ijg   και  ,ijb   αντίστοιχα. 
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2. Οποιεσδήποτε δύο επιφάνειες  x   και  y   ορισμένες στο  D   που έχουν τις ίδιες 

πρώτες και δεύτερες θεμελιώδεις μορφές "διαφέρουν" κατά μια ισομετρία δηλαδή  

fy = x  , όπου f  ισομετρία του  3.   

 

6.2 Επιτάχυνση καμπύλης, Γεωδαισιακές  καμπύλες 
 
Μια καμπύλη : I M  της επιφάνειας  M , ως καμπύλη του χώρου, έχει μια επιτάχυνση  

( )t  η οποία αναλύεται ως προς τρίεδρο Frenet  { , , },T N B   
2( ) ( ) ( ) ( )t t t t    T N   

όπου ( ) ( )t t    το μέτρο της ταχύτητας και  ( )t  και ( )t   η καμπυλότητα και η στρέψη 

αντίστοιχα. 
Στόχος μας είναι μια νέα ανάλυση που να λαμβάνει υπ'οψιν της ότι η     είναι καμπύλη της 
επιφάνειας δηλαδή μια ανάλυση της  ( )t   σε εφαπτόμενη και σε κάθετη στην επιφάνεια 

συνιστώσες. Για το σκοπό αυτό θα χρησιμοποιήσουμε το ορθομοναδιαίο σύστημα αναφοράς  
{ , , }T U T U   (τρίεδρο Darbaux) .  

Παρατηρούμε ότι σε κάθε σημείο τα  T   και  U T   είναι στον εφαπτόμενο χώρο. Θα 
έχουμε τότε:  ( ) ( )t t  T   και αφού το σύστημα είναι ορθοκανονικό,  

 ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) )t t    T t U T U T t U U          (6.9) 

Αλλά:     2, ,b b     U S T T          και αν   η γωνία των  U  και       τότε 

21
( ) ( ) ( ) cos cos    

 


         U T U T U


          

Η συνάρτηση  
2( ) ( ) cosgk     U T     

λέγεται γεωδαισιακή καμπυλότητα της   ενώ προφανώς η  ( ) ,nk b T T είναι η κάθετη 

καμπυλότητα της .   Προφανώς, έχουμε τότε την ανάλυση σε εφαπτομενική  tan ( )t   και σε 

κάθετη  ( )norm t   συνιστώσα  

 tan( ) ( )normt t       (6.10) 

 tan ( ) ( ) ( )gt t k  T U T     (6.11) 

  2 2( ) ,norm nk a b   U T T  U  (6.12) 

 
Παρατήρηση 5.  Αν ή καμπύλη : I Ma  της επιφάνειας έχει φυσική παράμετρο, 

καμπυλότητα ( )s  κάθετη καμπυλότητα ( )( )nk s  και γεωδαισιακή καμπυλότητα ( )( )gk s   
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τότε: 
 

 ( ) ( ) ( )g nt k k  U T U      (6.13) 

 ( ) ( )gk    U    (6.14) 

  ( ) ,nk b      (6.15) 

 2 2 2( ) ( )( ) ( )( )n gs k s k s     (6.16) 

 
Άσκηση  3. Nα βρεθεί η ( )gk   αν η επιφάνεια είναι ένα επίπεδο. 

Από την προηγούμενη ανάλυση είναι φανερό ότι η  ( )norm t   εξαρτάται μόνο από τη δεύτερη 

θεμελιώδη μορφή, δηλαδή οφείλεται μόνο στο σχήμα της επιφάνειας στο σημείο ( )t  και 

όχι στην εσωτερική της γεωμετρία. Ένας δισδιάστατος κάτοικος της επιφάνειας, ο οποίος 
δεν έχει αντίληψη του σχήματός της ως προς τον περιβάλλοντα χώρο, δεν μπορεί να την 
αντιληφθεί. Αν επομένως tan ( ) 0t    τότε και ( ) 0t   και θα ισχυρισθεί ότι κινείται με 

μηδενική επιτάχυνση, δηλαδή η τροχιά του δεν καμπυλώνεται, άρα είναι ως να εκινείτο σε 
ευθεία στο επίπεδο. 

Ορισμός 1. Θεωρούμε μια παραμετρική καμπύλη : I M  μιας επιφάνειας M . Η 

καμπύλη λέγεται γεωδαισιακή της επιφάνειας αν η επιτάχυνση  είναι σε κάθε σημείο κάθετη 

στην επιφάνεια δηλαδή  ( ) / / ( )t t U   ισοδύναμα:  

tan ( ) 0.t   

Πόρισμα  5.  Αν μια καμπύλη είναι γεωδαισιακή, τότε έχει σταθερό μέτρο ταχύτητας και 
γεωδαισιακή καμπυλότητα μηδέν. 

Αν μια καμπύλη έχει σταθερό μέτρο ταχύτητας (π.χ. αν είναι φυσική), τότε η γεωδαισιακή 
καμπυλότητα ( )gk    είναι το μέτρο της απόκλισής της από το να είναι γεωδαισιακή, αφού ο 

μηδενισμός της δίνει μόνο κάθετη συνιστώσα για την επιτάχυνση. Θα δειχθεί αργότερα ότι η  

tan ( )t   εξαρτάται μόνο από τα i
jk  και άρα μόνο από τα ,ijg  δηλαδή από την πρώτη 

θεμελιώδη μορφή. Είναι επομένως μια έννοια της εσωτερικής γεωμετρίας της επιφάνειας.  

Μια ευθεία στο επίπεδο ή στο χώρο χαρακτηρίζεται από δύο ισοδύναμες μεταξύ τους 
ιδιότητες: α) Έχει μηδενική καμπυλότητα, ισοδύναμα μηδενική επιτάχυνση (είναι η "πιο 
ίσια" από όλες τις καμπύλες). β) Είναι η καμπύλη με το μικρότερο μήκος από όλες τις 
καμπύλες που συνδέουν δύο δεδομένα σημεία. Σε μια επιφάνεια δεν υπάρχουν πάντα 
ευθείες. Έτσι γεννάται το ερώτημα ποιές καμπύλες στην επιφάνεια έχουν αυτές τις ιδιότητες, 
όταν μάλιστα λόγω του σχήματος της επιφάνειας ούτως η άλλως έχουν καμπυλότητα στο 
χώρο. Οι  καμπύλες αυτές είναι οι γεωδαισιακές και εισάγονται εδώ ως οι "πιο ίσιες" 
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γραμμές στην επιφάνεια με την έννοια του μηδενισμού της εφαπτομενικής συνιστώσας της 
επιτάχυνσης ή του μηδενισμού της λεγόμενης γεωδαισιακής τους καμπυλότητας. Όμως σε 
αυτές μπορεί να φτάσει κανείς και αν αναζητήσει καμπύλες μεταξύ δύο σημείων της 
επιφάνειας με το ελάχιστο μήκος. 

Άσκηση 4. Nα δειχθεί ότι η επιτάχυνση μιας γεωδαισιακής είναι:  
2( ) ( ( )) ( ( ))t k t t  U    

 
Άσκηση 5. Να αποδειχθεί ότι αν η παραμετρική καμπύλη : I M   μιας επιφάνειας M    

είναι γεωδαισιακή και h   είναι μια αναπαραμέτρηση της   ( : ),h J I  τότε η     

είναι γεωδαισιακή της M  αν και μόνο αν  ( ) , ,h c d t J      όπου  , R.c d    

 

Παρατήρηση  6. Για μια γεωδαισιακή ισχύει  ( ) . 0t c     . Αν εισάγουμε το μήκος 

τόξου ( )s s t ct   ως νέα παράμετρο η νέα καμπύλη θα είναι γεωδαισιακή. 

 
Παράδειγμα 1. Άν μια επιφάνεια περιέχει μια ευθεία ( ) ,t p t  v  ,t I   τότε αυτή είναι 

γεωδαισιακή. Πράγματι  ( ) 0t    και άρα  ( )( ) 0, .tt T M  v v     

 
Παράδειγμα 2. Για σταθερές  , , , R,m b c d    η καμπύλη 

( ) (cos( ), sin( ), ),t mt b mt b ct d     

είναι γεωδαισιακή του κυλίνδρου  2 2 1.x y    

Πράγματι,  2 2 2( ) ( cos( ), sin( ), 0) ( ( ))t m mt b m mt b m U t          αναλόγως με το ποιο 

μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα επιλέγουμε. Παρατηρούμε ότι: 
1) Για 0,m    η γεωδαισιακή είναι μια γενέτειρα (ευθεία) 

2) Για 0,c    η γεωδαισιακή είναι ένας κύκλος (παράλληλος). 

3) Για 0m  ,  0,c   η γεωδαισιακή είναι μια έλικα. 

 

Παράδειγμα 3. Αν 1 2,e e   είναι ένα ζευγάρι ορθοκανονικών διανυσμάτων του 3  τότε η 

καμπύλη με ,   σταθερές και  0,     

1 2( ) (cos ) (sin )t t t    e e  

είναι μιας σταθερής ταχύτητας παραμετρική παράσταση ενός μέγιστου κύκλου της σφαίρας:  
2 2 2 2.x y z      Η καμπύλη αυτή είναι γεωδαισιακή διότι  2 2( ) ( ) ( ( ))t t U t           

(αναλόγως με το ποιο μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα επιλέγουμε). 
 
Παρατήρηση  7. Αν μια μοναδιαίας ταχύτητας καμπύλη  a   σε μια επιφάνεια βρίσκεται σε 
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ένα επίπεδο που σε κάθε σημείο της καμπύλης αυτό είναι κάθετο στην επιφάνεια (περιέχει το 
κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας), τότε η καμπύλη είναι μια γεωδαισιακή της επιφάνειας. 
Πράγματι, λόγω του σταθερού μέτρου ταχύτητας η επιτάχυνση   θα είναι σε κάθε σημείο 
κάθετη στην ταχύτητα  . Όμως το κάθετο διάνυσμα U θα είναι κάθετο στην ταχύτητα και 
συγχρόνως βρίσκεται στο επίπεδο των   και  . Άρα η   θα είναι παράλληλη στο U και 
επομένως είναι γεωδαισιακή. 

Παράδειγμα 4. Ένας μεσημβρινός μιας επιφάνειας εκ περιστροφής, είναι τομή της 
επιφάνειας με επίπεδο που περιέχει τον άξονα περιστροφής και άρα είναι κάθετο στην 
επιφάνεια. Άρα μια παραμετρική της παράσταση με σταθερή ταχύτητα την κάνει 
γεωδαισιακή. 

Άσκηση 6. Μια μη σταθερή παραμετρική καμπύλη  : I M    μιας επιφάνειας  M ,  είναι 

γεωδαισιακή αν και μόνο αν  
  ( ) ( ) ( ( ( )) ( ( )) 0t t t t       U U  (6.17) 

Λύση: Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι   tan ( ) ( ) ( ) ( ( )t t t t    U      και  

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))t t t t     U U      (παραγωγίζοντας την ( ) ( ( ) 0t t  U   ). 

 
Στη συνέχεια θα βρούμε διαφορικές εξισώσεις που ικανοποιούν οι  συναρτήσεις ( ), ( )u t v t   

ώστε η καμπύλη ( ) ( ( ), ( )),t u t v t t I x  να είναι μια γεωδαισιακή της επιφάνειας. Θα 

αναλύσουμε την επιτάχυνση στο σύστημα 1 2{ , , }.x x U  H ταχύτητα είναι  

1 2( ) ( ) ( )t u t v t   x x   και άρα η επιτάχυνση γράφεται,  

1 2 11 12 21 22

2 2
1 2 11 12 22

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ))

( ) 2 ( )

t u t v t u t v t u u t v t v

u v u u v v

             

         

x x x x x x

x x x x x


 

Αντικαθιστούμε τα  11 12 22, ,x x x  από τις (Gauss) και έχουμε διαδοχικά:  
1 2 2

1 2 11 1 11 2

1 2 1 2 2
12 1 12 2 22 1 22 2

1 2 1 1 2
11 12 22 1

2 2 2 2 2
11 12 22 2

2 2

( ) ( )( )

2( ) ( )( )

( ) [( ( ) 2 ( ) ]

[( ( ) 2 ( ) ]

[( ( ) 2 ( )

t u v L u

M u v N v

t u u u v v

v v u v v

L u Mu v N v

          

         

           

          

     

x x x x U

x x U x x U

x

x





]U

 

Επομένως:  
1 2 1 1 2

tan 11 12 22 1

2 2 2 2 2
11 12 22 2

( ) [( ( ) 2 ( ) ]

[( ( ) 2 ( ) ]

t u u u v v

v v u v v

            

          

x

x


 

Πόρισμα  6. Η καμπύλη  ( ) ( ( ), ( )),t u t v t t I x   είναι γεωδαισιακή αν και μόνο αν  
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1 2 1 1 2
11 12 22

2 2 2 2 2
11 12 22

( ) 2 ( ) 0

( ) 2 ( ) 0

u u u v v

v u u v v

          

          
 (6.18) 

 
Θεώρημα  7. Θεωρούμε μια επιφάνεια ,M p M   και .pT Mv   Τότε υπάρχει ένα ανοικτό 

διάστημα  RI    που περιέχει το  0   και μια γεωδαισιακή : ,I M   με (0) p  και  

(0)  v .  Επίσης: Αν  : J M  είναι γεωδαισιακή με  (0) p  και (0)  v  τότε ,J I    

( ) ( ), .t t t J     H    λέγεται μέγιστη (maximal) γεωδαισιακή που περνά από το p M   

και έχει αρχική ταχύτητα .pT Mv   

Απόδειξη. Άν ( )M D x  η καμπύλη γράφεται  ( ) ( ( ), ( )),t u t v t t I x  οπότε  

1 2( ) ( ) ( ).t u t v t   x x   Άν  0( )p q x   όπου  0 ( (0), (0))q u v  , και 

1 2 1 1 2 1(0) (0) (0)u v u v      v x x x x  

τότε οι αρχικές συνθήκες γράφονται:  

 0 0

1 1

( (0), (0)) ( , )

( (0), (0)) ( , )

u v u v

u v u v


  

 (6.19) 

και η  tan ( ) 0t   ισοδυναμεί με το σύστημα διαφορικών εξισώσεων (6.18). Η ύπαρξη και η 

μοναδικότητα της γεωδαισιακής   ανάγεται στην ύπαρξη και μοναδικότητα λύσης  
( ( ), ( ))u t v t  του συστήματος αυτού με τις αρχικές συνθήκες (6.19), πράγμα που 

εξασφαλίζεται από το αντίστοιχο θεώρημα των διαφορικών εξισώσεων. 

Παρατήρηση  8. Χρησιμοποιώντας τη σύμβαση άθροισης και το συμβολισμό:  1( ) ( ),a t u t    
2 ( ) ( ),a t v t  οι εξισώσεις (6.18) γράφονται: 

2

2
0

k i j
k
ij

d a da da

dt dt dt
    

Επίσης, η εφαπτόμενη και η κάθετη συνιστώσα γράφονται: 

 
2

tan 2
( )

k i j
k
ij k

d a da da
t

dt dt dt

 
    

 
x  (6.20) 

 ( )
i j

norm ij

da da
t b

dt dt
  U  (6.21) 

 
Παράδειγμα 5. Για την επιφάνεια που προκύπτει από περιστροφή της καμπύλης  

 ( ) ( ), 0, ( )v f v g v  περί τον άξονα z z  (σχ. 6.1):  

( , ) ( ( )cos , ( )sin , ( )), ( ) 0,u v f v u f v u g v f v x  

1. Να γραφούν οι διαφορικές εξισώσεις των γεωδαισιακών. 
2. Να αποδειχθεί ότι οι μεσημβρινοί της επιφάνειας είναι γεωδαισιακές. (βλέπε και 
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παράδειγμα 4) 
3. Να αποδειχθεί ότι ένας παράλληλος είναι γεωδαισιακή αν αντιστοιχεί σε σημείο της 

γενέτειρας που αυτή έχει εφαπτομένη παράλληλη προς τον άξονα περιστροφής. 
4. Να αποδειχθεί ότι αν     είναι η γωνία που σχηματίζει, σε ένα σημείο της επιφάνειας, 

μια γεωδαισιακή με τον παράλληλο κύκλο ακτίνας  r   που διέρχεται από το σημείο, τότε 
ισχύει ο τύπος Clairaut:  cos .r c     

 
Σχ. 6.1  Γεωδεσιακές επιφάνειας εκ περιστροφής 

Λύση. 

1) Έχουμε ότι  2 ( ), 0E f v F    και  2 2[ ( )] [ ( )] .G f v g v     Από τις (6.6) προκύπτει:  
1 1 2
11 22 12 0        και  

1 2 2
12 11 222 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]

f v f v f v f v f g g

f v f v g v f v g v

     
      

    
 

Άρα οι εξισώσεις των γεωδαισιακών γράφονται: 

 
( )

2 0
( )

f v
u u v

f v


     (6.22) 

 2 2
2 2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]

f v f v f v f g g
v u v

f v g v f v g v

        
    

 (6.23) 

 
2) Θεωρούμε ένα μεσημβρινό  0 ,u u ( ),v v s  δηλαδή: 

 0 0( ) ( ( )) cos , ( ( )) sin , ( ( ))s f v s u f v s u g v sc  

με φυσική παράμετρο, δηλαδή: ( ) 1.s c Τότε 2 2[ ( )] [ ( )] [ ( )] 1v s f v g v    . 

Παρατηρούμε ότι ο δεύτερος όρος στη δεύτερη εξίσωση των γεωδαισιακών είναι μηδέν διότι  
0.u    Παραγωγίζοντας την τελευταία σχέση ως προς s  προκύπτει η δεύτερη από τις 

εξισώσεις των γεωδαισιακών. Η πρώτη ικανοποιείται από την 0.u u   Επομένως ένας 

μεσημβρινός με φυσική παράμετρο είναι γεωδαισιακή. 

3) Θεωρούμε ένα παράλληλο ( 0( ),u u s v v  ):  0 0 0( ) ( ) cos ( ), ( ) sin ( ), ( )s f v u s f v u s g vp  
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με φυσική παράμετρο και άρα 2 2
0[ ( )] ( ) 1.u s f v    Τότε  ( ) 0.u s     Οι εξισώσεις (6.22) 

και (6.23) γράφονται:  

20 0
2 2

0 0

( ) ( )
0, ( ) 0

[ ( )] [ ( )]

f v f v
u u

f v g v


  

 
. 

Η πρώτη ικανοποιείται από την (  0( ),u s v  διότι ( ) 0.u s c    Η δεύτερη ικανοποιείται αν 

και μόνο αν 0( ) 0.f v    Επειδή   0 0 0( ) ( ), 0, ( ) ,v f v g v    ο παράλληλος είναι γεωδαισιακή 

αν και μόνο αν το εφαπτόμενο διάνυσμα της γενέτειρας καμπύλης ( ) ( ( ), 0, ( ))v f v g v   

στο σημείο με 0 ,v v  είναι παράλληλο προς τον άξονα περιστροφής (βλ. σχ. 6.1).   

4) Η γωνία  [0, / 2]   μεταξύ παραλλήλου και γεωδαισιακής ( ) ( ( ), ( ))t u t v t x   με 

φυσική παράμετρο είναι:  

( )
cos u u u v

u u

u v
fu r u

    
    

x x x x

x x


 

Η (6.22) γράφεται  2( ) 0.f u     Άρα  2 2f u r u c     =σταθ. Επομένως cos .r c    

 

6.3 Εσωτερική  Συναλλοίωτη  Παράγωγος Επιφάνειας 

Θεωρούμε ένα εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο Z  που ορίζεται σε μια ανοικτή περιοχή     

μιας ομαλής επιφάνειας  M   και ένα εφαπτόμενο διάνυσμα p pT Mv  . Το διάνυσμα 
p

v Z   

δεν είναι κατ' ανάγκη εφαπτόμενο αλλά αναλύεται σε δύο συνιστώσες: μια παράλληλη προς 
το κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας, και μια στoν εφαπτόμενο χώρο έστω την .

p pD Mv Z T   

Τότε υπάρχει R    :  

p p
D v vZ Z U   

Παρατηρούμε ότι:  0 ( ) ,
p p p

   v v vZ U U Z Z U     άρα, 

( , )
p p pS b    v v pU Z Z U Z v Z v     

όπου S  τελεστής σχήματος και b  η δεύτερη θεμελιώδης μορφή. Άρα : 
 ( )

p p
D Sv v pZ Z Z v U    (6.24) 

Αν  ,V Z  είναι εφαπτόμενα διανυσματικά πεδία, τότε μπορούμε να ορίσουμε το εφαπτόμενο 

διανυσματικό πεδίο DVZ  από την :  

( ) ( )
p ppD D S V V v pZ Z Z Z v U    

Οι παρακάτω ιδιότητες αποδεικνύονται με χρήση του τύπου (6.24). 

Πρόταση 7. Αν ,X Y  είναι εφαπτόμενα διανυσματικά πεδία και  f   είναι μια πραγματική 
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συνάρτηση ορισμένη στην επιφάνεια, τότε για κάθε  , R,    ισχύουν οι ιδιότητες: 

1.  ( )D D D    v v vX Y X Y   

2.  D D D  v w v wX X X    

3.  ( ) [ ]D f f fDv vX v X X   

4.  fD fDv vX X   

5.  [ ] D D  v vv X Y X Y Y X     

Θεώρημα  9. Η συναλλοίωτη παράγωγος D , μολονότι χρησιμοποιεί στον ορισμό της το 
κάθετο διάνυσμα, είναι ενδογενής της επιφάνειας, δηλαδή εξαρτάται μόνο από την 1η 
θεμελιώδη μορφή. 
Απόδειξη: Αρκεί να δειχθεί ότι η DvZ  εξαρτάται μόνο απο τη 1η θεμελιώδη μορφή. Το 

εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο Z  και το διάνυσμα v  γράφονται k
kZZ x  και ,j

jvv x  

όπου 1 2,x x συμβολίζουν τα ux  και vx αντίστοιχα. Αναλύουμε το vZ  σε κάθετη και 

εφαπτομενική στην επιφάνεια συνιστώσα: 

[ ] [ ]

[ ]

[ ] ( ) ( [ ] ) .

j

k k k k k j
k k k k k

k k j
k kj

k k j k m k j m k j
k kj k kj kj m kj

Z Z Z Z Z v

Z Z v

Z Z v b Z Z v Z v b

        

 

       

v v v xZ x v x x v x x

v x x

v x x U v x U



 

Στην τελευταία σχέση ο πρώτος όρος είναι η εφαπτομενική συνιστώσα και ο δεύτερος η 
κάθετη. Άρα το DvZ  δίνεται από την: 

 [ ]m k j m
kj mD Z Z v vZ v x  

Eπομένως DvZ  εξαρτάται μόνο από τα m
kj , δηλαδή μόνο από την πρώτη θεμελιώδη μορφή 

και άρα είναι μια έννοια της εσωτερικής γεωμετρίας της επιφάνειας. ΗDv  ικανοποιεί όλες 

τις γνωστές ιδιότητες της παραγώγου που ικανοποιεί και η vZ  και ονομάζεται ενδογενής ή 

εσωτερική συναλλοίωτη παράγωγος του διανυσματικού πεδίου Z  ως προς το διάνυσμα .v   

Πόρισμα  10.  Οι συναρτήσεις k
ij  που ορίσθηκαν ως συντελεστές στις εκφράσεις  

,k
ij ij k ijb  x x U   ικανοποιούν τις: 

 
j

k
i ij kD  x x x  (6.25) 

 
j

k
ij k iD   xx x  (6.26) 

 
Η D  εφαρμόζεται και σε διανυσματικά πεδία που ορίζονται σε μια καμπύλη της επιφάνειας. 

Θεωρούμε την : I M ,  1 2( ) ( ( ), ( )),t a t a t t I x   με  0 0( ) , ( ) .t p t  v    ΄Ενα 
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διανυσματικό πεδίο στην   έχει τη μορφή ( ) ( )k
kt Z tZ x . Το διάνυσμα  

0( ) 0( )t

d
t

dt


Z
Z    

δεν ανήκει εν γένει στον εφαπτόμενο χώρο 
0( )tT M . Ορίζουμε πάλι:  

 
0( ) 0 0( ) ( ) ( ( )) ( ( ))tD t t 0 0Z Z Z t U t U 

       

Άρα:  

0( ) 0 0 0( ( ) ( ) ( ) )
k j

i k
t ij k

dZ da
D t Z t t

dt dt
   Z x  

Επομένως οι δύο συνιστώσες του εφαπτόμενου στην επιφάνεια διανυσματικού πεδίου  

( )tD  Z   είναι: 
2

2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( ( )).

j
i

ijt

dZ da
D t Z t t

dt dt
   Z


  

Ειδικά για το πεδίο ταχυτήτων  ( ) ( )t tZ    της καμπύλης, το πεδίο η  
( )

( )
t

D t



   είναι η 

εφαπτομενική στην επιφάνεια συνιστώσα της επιτάχυνσης (που βρήκαμε και στην (6.11) ) 
και εδώ έχει την έκφραση: 

 
1

1 1
( )( ) ( ) ( ) ( ( ))

j
i

t ij

dZ da
D t Z t t

dt dt
   Z   (6.27) 

 
2

tan 2
( ) ( )

k i j
k
ij k

d a da da
t D

dt dt dt
     x   (6.28) 

 
Από την τελευταία σχέση και συνοψίζοντας όλες τις ισοδύναμες συνθήκες για τις 
γεωδαισιακές, έχουμε: 

Πόρισμα  11. Μια καμπύλη : I M   της επιφάνειας είναι γεωδαισιακή αν και μόνο αν 

ισχύει οποιαδήποτε από τις εξής ισοδύναμες συνθήκες: 
1.  ( ) ( ) 0tD t      

2.   ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))t t t t   U U    0   

3.  
2

2
0

k i j
k
ij

d a da da

dt dt dt
     

4.  ( ) 0v t    και  ( ) 0gk    

 
Παρατήρηση  9. Για μια φυσική παραμετρική καμπύλη της επιφάνειας είδαμε ότι  

tan ( )( ) ( )gk     U U      . Όμως  tan ( )t D       . Άρα  

( )gk D     . 

Άρα η γεωδαισιακή καμπυλότητα είναι μια ενδογενής έννοια. Αποδεικνύεται πάντως ότι 
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αλλάζει απλά πρόσημο με αλλαγή του U  σε .U   
 
Άσκηση  7. Να αποδειχθεί τι για μια φυσική παραμετρική καμπύλη : I M  με  

1 2( ) ( ( ), ( ))a s a ss x   η γεωδαισιακή καμπυλότητα δίνεται από τον τύπο:  
1 2

2 1 2 2

2 2
1 2

( ) j ji i

da da
ds ds

g d a da da d a da da
ij ijds ds ds dsds ds

k a g
   

 

 

Υπόδειξη:  ( ) ( ) ( )gk      U U       ,  1 2 1 2

1 2

,
g

 



x x x x

U
x x

    
1 2

1 2

da da

ds ds
  x x   

και   
2 1 2 2

1 2
1 22 2

( ) ( ) .
i j i j

ij ij

d a da da d a da da

ds ds ds ds ds ds
      x x   

 

6.4 Ενδογενής παράλληλη μεταφορά διανυσμάτων 

 
 

Στο χώρο 3  δύο διανύσματα 3Rp pTv  και 3Rq qTw  είναι παράλληλα αν για τα 

αντίστοιχα ελέυθερα διανύσματα v w . Ένα διανυσματικό πεδίο ( )tX  κατά μήκος μιας 

καμπύλης ( )t  είναι παράλληλο αν 1 2( ) ( )t tX X  για κάθε  1 2 ,t t  ισοδύναμα  

( ) 0.t   X X   Σε μια επιφάνεια όμως, αν ένα εφαπτόμενο διάνυσμα p pv T M   

μεταφερθεί παράλληλα προς τον εαυτό του, με τη συνήθη έννοια της παραλληλίας του 
χώρου, σε ένα άλλο σημείο της επιφάνειας, είναι φανερό ότι δεν θα είναι κατ ΄ανάγκη 
εφαπτόμενο στην επιφάνεια στο νέο σημείο. Για ένα εφαπτομενικό, σε μια επιφάνεια, 
διανυσματικό πεδίο κατά μήκος μιας καμπύλης της, ένας δισδιάστατος κάτοικος της θα το 
έλεγε παράλληλο, αν ως προς την παραγώγιση που αυτός διαθέτει, αυτό είναι σταθερό. 
 
Ορισμός 2. Ένα διανυσματικό πεδίο Z  κατά μήκος μιας καμπύλης   ονομάζεται παράλληλο 
αν ισχύει οποιαδήποτε από τις εξής ισοδύναμες συνθήκες: 
1)   ( )tD  Z 0    

2)    ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) 0t t t a t   Z Z U U   

3)   0
k i j

k
ij

dZ dZ da

dt dt dt
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Πόρισμα  12. Μια καμπύλη της επιφάνειας είναι γεωδαισιακή αν και μόνο αν η ταχύτητά 
της είναι ένα παράλληλο πεδίο. 
 
Πρόταση  13. Αν τα X  και Y  είναι παράλληλα διανυσματικά πεδία κατά μήκος της καμπύλης  

,  τότε τα διανυσματικά πεδία X Y  και cX  είναι παράλληλα και η συνάρτηση ( ) ( )t tX Y   

είναι σταθερή. Ειδικά: α) Τα μέτρα των ,X Y  είναι σταθερά. β) Η γωνία των X  και Y  είναι 

σταθερή.  
Απόδειξη: Τα  X Y  και  cX  είναι παράλληλα κατά μήκος της καμπύλης λόγω των 
ιδιοτήτων της συναλλοιώτου παραγώγου. Για το εσωτερικό γινόμενο παρατηρούμε ότι αφού 
το  X  είναι παράλληλο, το X  θα είναι κάθετο στην επιφάνεια άρα και σε κάθε εφαπτόμενο 
πεδίο της, δηλαδή  0.  X Y   Το ίδιο ισχύει και για το .Y   Επομένως:  
( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.t t t t t t       X Y X Y X Y   

Παράδειγμα 6. Στη μοναδιαία σφαίρα ( , ) (cos cos ,cos sin ,sin )      x  ένας 

μεσημβρινός της για   σταθερό π.χ. 0   είναι ο ( ) ( ,0) (cos , 0, sin ).    x   Η 

καμπύλη αυτή ως μεσημβρινός επιφάνειας εκ περιστροφής με ταχύτητα 
( ) ( ) ( sin , 0, cos ) ( ,0)       Z x  σταθερού μέτρου, είναι γεωδαισιακή. Άρα το  

( )Z  είναι παράλληλο. Αυτό μπορεί να διαπιστωθεί και με έλεγχο της ισχύος μιας από τις 

συνθήκες του ορισμού. Το κάθετο διανυσματικό πεδίο κατά μήκος του μεσημβρινού είναι το  
( ( )) ( ) ( ,0) (cos ,0,sin )      U x    (διότι είναι μέγιστος κύκλος και το κάθετο 

δάνυσμα είναι παράλληλο προς το διάνυσμα θέσης). Είναι τότε  
( ) (cos , 0, sin ) / / ,    Z U U   

και άρα ( ) 0D  Z . Επομένως το εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο του μεσημβρινού είναι 

παράλληλο. Είναι φανερό ότι δεν είναι παράλληλο στον 3  (Σχ. 6.2) με την έννοια ότι δύο 

διανύσματα 1( )Z  και 2( )Z  δεν είναι παράλληλα ως διανύσματα του  3.   

 

 
Σχ. 6.2  παράλληλη μεταφορά κατά μήκος γεωδεσιακής 

Παράδειγμα  7.  Να επαναληφθεί η διαδικασία του προηγουμένου παραδείγματος, για τον 
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παράλληλο κύκλο της μοναδιαίας σφαίρας:  

2 2 2
( ) , cos , sin , .

4 2 2 2
t t t t

            
x  

 

Το κάθετο διάνυσμα είναι πάλι ( , ) ( , )
4 4

,t t U x  ενώ  

2 2 2 2
( ) sin , cos , 0 , ( ) ( ) cos , sin , 0

2 2 2 2
t t t t t t t

   
             

   
Z   

Τότε  1( ) ( , )
4 2

t t   U  και άρα  

  2
(cos , sin , 1) 0.

4
D t t         U U    

Επομένως το ( )t   δεν είναι παράλληλο κατά μήκος της ( )t  και άρα η  ( )t  δεν είναι 

γεωδαισιακή. 

 
Η παρακάτω πρόταση αφορά την ύπαρξη και μοναδικότητα παράλληλων πεδίων. 
 

Πρόταση 14. Έστω  : I M   μια καμπύλη της επιφάνειας M και 
00 ( ) 0, .tT M t I v    

Τότε υπάρχει ένα μοναδικό παράλληλο διανυσματικό πεδίο ( )tZ  κατά μήκος της καμπύλης     

με 0 0( ) .t Z v   

Απόδειξη: Oι συνιστώσες  1 2( ), ( )Z t Z t  ενός παράλληλου διαν. πεδίου  1 2
1 2Z ZZ x x      

ικανοποιούν τις δύο ( 1, 2k k   ) διαφορικές εξισώσεις του ορισμού οι οποίες γράφονται 

αναλυτικά: 
1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1

11 12 21 22

2 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2
11 12 21 22

0

0

Z Z a Z a Z a Z a

Z Z a Z a Z a Z a

   

   

        

        
 

Το συμπέρασμα είναι τότε συνέπεια του θεωρήματος ύπαρξης και μοναδικότητας 
προβλήματος αρχικών τιμών των διαφορικών εξισώσεων. 
 
Με βάση την πρόταση αυτή κάθε διάνυσμα ( )( ) a tt T MZ  ενός παράλληλου πεδίου θα 

θεωρείται μια "παράλληλη μεταφορά" του  0 0( )t Z v κατά μήκος της καμπύλης .   

Ορισμός  3. Θεωρούμε δύο σημεία ,p q  της επιφάνειας M . Για κάθε λεία καμπύλη  

: I M   που συνδέει τα δύο σημεία  με 1( )p t    και 2( )q t   ορίζουμε την απεικόνιση  

2: , ( ) ,p q qP T M T M P t T M  v Z   
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όπου  ( )tZ  είναι το παράλληλο διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της καμπύλης   με 1( )t Z v  , 

όπως αυτό ορίζεται στην προηγούμενη πρόταση. Το διάνυσμα 
11 ( )( ) ,tt T MZ   ονομάζεται η 

παράλληλη μεταφορά του v  κατά μήκος της καμπύλης   στο σημείο 1( ).t   

 
Παράδειγμα 8. Θωρούμε πάλι τον παράλληλο  

1 1
( ) , 2 cos , 2 cos , sin

4 2 2
t t t t t

       
   

b x  

της σφαίρας ( , ) (cos cos ,cos sin ,sin ).      x   Κατά μήκος του παράλληλου είναι: 

1

2

1 1
, 2 sin , 2 sin , cos

4 2 2

1 1
, 2 cos , 2 cos , 0

4 2 2

t t t t

t t t





        
   
       
   

x

x

 

Ζητούμε να προσδιορίσουμε το παράλληλο διανυσματικό πεδίo  

1 2
1 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

4 4
Y t Y t t Y t t

 
 x x  

κατά μήκος της ( )tb  με αρχική τιμή στο σημείο 
1 1

(0) 2, 2, 0
2 2

   
 

  την ταχύτητα του 

παράλληλου στο σημείο αυτό δηλαδή το  

1 2

1
(0) 1 (0, ) 0 (0, ) 0, 2, 0

4 4 2
Y

        
 

v x x  

Στη σφαίρα είναι:  
1 1
12 21

2
11

1 1
12 22

( , ) ( , ) tan ,

( , ) cos sin

1
( , ) 1, ( , )

4 4 2
t t

    

   
 

    

 

    

 

και άρα οι συνιστώσες 1( )Y t  και 2 ( ),Y t  με αρχικές συνθήκες 1(0) 1Y   και 2 (0) 0Y  ,  είναι 

λύσεις των, 
1 2

2 1

( ) ( ) 0

1
( ) ( ) 0

2

Y t Y t

Y t Y t

  

  
 

Προκύπτει τότε:  1( ) cos
2

t
Y t   και  2 1

( ) sin
2 2

t
Y t     και άρα το παράλληλο πεδίο είναι  

1 2

1
( ) cos ( , ) sin ( , )

4 42 2 2

t t
Y t t t

 
 x x  

Στο σχήμα απεικονίζονται κάποια από τα διανύσματα του πεδίου, όπου φαίνεται η στροφή 



- 115 ‐ 

 

που υφίσταται για να παραμένει παράλληλο προς τον εαυτό του στη διαδικασία της 
μεταφοράς του σε μια ην καμπύλη που δεν είναι γεωδαισιακή (μετά από μια πλήρη 
διαγραφή του παράλληλου κύκλου (0) (2 ).)Y Y    

 

 
 

Σχ. 6.3  Παράλληλη μεταφορά στην επιφάνεια της σφαίρας 
 

Η παράλληλη μεταφορά μπορεί να γίνει και κατά μήκος κατά τμήματα λείας καμπύλης στην 
επιφάνεια:  Θεωρούμε μια κατά τμήματα λεία καμπύλη  0:[ , ]nt t M   τέτοια ώστε αν  

0 1 ... nt t t     η  1| [ , ]i it t    είναι λεία για  0,1.., 1.i n    Η παράλληλη μεταφορά ενός 

διανύσματος 
0( )tT Mv   κατά μήκος της    στο  ( ) ,

nt
P T Mv   ορίζεται μεταφέροντας το v   

στο  
11 ( )tT Mv   σύμφωνα με τον προηγούμενο ορισμό, στη συνέχεια το 1v  στο  

22 ( )tT Mv     κ.λ.π . 

Θεώρημα  15.  Άν p  και  q  είναι δύο σημεία επιφάνειας M  κα  : I M   μια κατά 

τμήματα λεία καμπύλη που συνδέει τα δύο σημεία  με 1( )p t   και  2( )q t  , τότε η 

παράλληλη μεταφορά  : ,p qP T M T M  κατά μήκος της ,  είναι ένας γραμμικός "1-1" και 

"επί" ισομετρικός μετασχηματισμός. 
Απόδειξη: Η γραμμικότητα και η ισομετρία είναι άμεσες συνέπειες της πρότασης 1 για τα 
παράλληλα διανυσματικά πεδία. Τότε όμως από την 

2 2
P P P  v v v v v v      

 έπεται ότι P v 0  , αν και μόνο αν .v 0   Άρα η  P  είναι "1-1" και "επί". 

 Πόρισμα  16. Αν για τα διανύσματα  pT Mv  και 1 qT Mv  ισχύει  1v v   τότε αυτά δεν 

είναι παράλληλα ως προς καμιά καμπύλη. 

Παρατήρηση 9. Αν ως επιφάνεια M  θεωρήσουμε το επίπεδο, τότε κατά μήκος 
οποιασδήποτε καμπύλης : I M  θα είναι  ( ( )) 0t U   και άρα για κάθε διανυσματικό 
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πεδίο Z  ισχύει ( ) ( ).tD t Z Z    Επομένως ένα διανυσματικό πεδίο είναι παράλληλο αν και 

μόνο αν ( ) 0,t Z   ισοδύναμα,  ( ) .,t Z   δηλαδή τα διανύσματα  
11 ( )( ) tt T MZ    και  

22 ( )( ) tt T MZ   είναι ίσα (και άρα παράλληλα) ως διανύσματα του 3  με τη συνήθη 

Ευκλείδεια έννοια και αυτό συμβαίνει ανεξάρτητα από την καμπύλη    που συνδέει τα 

σημεία 1( )t  και 2( ).t   

Παρατήρηση  10. Υπάρχει μια ουσιώδης διαφορά με την παράλληλη μεταφορά 

διανυσμάτων στον  3.   Σε μια επιφάνεια, ένα δεδομένο διάνυσμα  pT Mv μεταφέρεται 

στο χώρο ,qT M  σε διαφορετικό κάθε φορά διάνυσμά του, το οποίο εξαρτάται από την 

καμπύλη που ακολουθήσαμε να φθάσουμε από το σημείο p  στο σημείο .q   

Άσκηση  8. Θεωρούμε μια γεωδαισιακή καμπύλη   της σφαίρας με  0.   Να αποδειχθεί 
ότι ένα διανυσματικό πεδίο  X  είναι παράλληλο κατά μήκος της αν και μόνο αν έχει 
σταθερό μέτρο  X  και σχηματίζει σταθερή γωνία με το  . 

Άσκηση  9.  Θεωρούμε τη σφαίρα  ( , ) (cos cos , cos sin , sin )      x  και τον (μισό) 

μεσημβρινό που προκύπτει από μια συγκεκριμένη γωνία     

   ( ) ( , ) cos cos , cos sin , sin , / 2, / 2t t t t t t        x  

δηλαδή  1 2( ( ), ( )) ( , )a t a t t  και συνδέει το νότιο (0, 0, 1)q     με το βόρειο πόλο  

(0, 0, 1)p  . Το διάνυσμα  2(1,0,0) qv T S    πρέπει να μεταφερθεί παράλληλα προς τον 

εαυτό του στο βόρειο πόλο. Να βρεθεί το  
2( )a

P  v   δείχνοντας ότι εξαρτάται από το ,   

δηλαδή το μεσημβρινό που θα ακολουθηθεί για τη μεταφορά.  Για ποιό μεσημβρινό θα 
βρούμε διάνυσμα που θα συμφωνεί με την παράλληλη μεταφορά στο χώρο; 
 

Ασκήσεις 

1. Να δειχθεί ότι οι γεωδαισιακές του κυλίνδρου 2 2 1x y   έχουν τη μορφή 

( ) (cos( ),sin( ), ),t mt b mt b ct d                 με a, b, c, d  σταθερές. 

2. Να δειχθεί ότι οι μόνες γεωδαισιακές καμπύλες της σφαίρας είναι οι μέγιστοι κύκλοι της. 
3. Να δειχθεί ότι αν δύο επιφάνειες εφάπτονται κατά μήκος μιας καμπύλης   και αν v   

είναι ένα κοινό τους εφαπτόμενο διάνυσμα σε ένα σημείο 0( )t  τότε η παράλληλη 

μεταφορά  ( )tY  του v  στο σημείο ( )t  είναι το ίδιο διάνυσμα και ως προς τις δύο 

επιφάνειες. 

4. Να βρεθούν τα σύμβολα Christoffel k
ij   και οι εξισώσεις των γεωδαισιακών.της 

επιφάνειας:  ( , ) ( , , ( , ))x y x y f x yx  . 
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Κεφάλαιο 7   Απεικονίσεις   Επιφανειών               
 

7.1 Γενικά  

Ο ορισμός της διαφορισιμότητας μιας απεικόνισης μεταξύ επιφανειών ορίζεται 
χρησιμοποιώντας  παραμετρικές παραστάσεις τους  και στη συνέχεια αποδεικνύεται 
ανεξάρτητος από αυτές.  Η διαδικασία είναι δηλαδή αυτή της παραγράφου 4.1 για τον 
ορισμό της διαφορισιμότητας πραγματικών συναρτήσεων :f M σε μια επιφάνεια M . 

Ορισμός  1.  Θα λέμε ότι μια απεικόνιση  :F M N   μεταξύ δύο απλών επιφανειών  

1( )M D x  και  2( )N D y  είναι διαφορίσιμη στο σημείο p M   αν είναι διαφορίσιμη η 

απεικόνιση: 

 
1

1

1 2

:

( , ) ( , ) ( ( , ), ( , ))

f F D D

f u v f u v f u v 

 

 

y x 
 (6.29) 

 

Σχ. 7.1  Απεικόνιση επιφανειών 
 
Άσκηση  1.  Να αποδειχθεί ότι ο ορισμός αυτός είναι ανεξάρτητος των  συγκεκριμένων 
παραμετρικών  παραστάσεων των επιφανειών. 
   
Παρατηρήσεις  1. 
1. Αποδεικνύονται όλες οι γνωστές για τους Ευκλείδειους χώρους ιδιότητες των 

Μ Ν

w
 x 

   F 

y=Fox 

1f F y

y=wof 

(u,v) (ξ,η) 

p F(p) 

D  D1 
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διαφορισίμων απεικονίσεων (η διαφορισιμότητα συνεπάγεται τη συνέχεια, η σύνθεση 
διαφορισίμων συναρτήσεων είναι διαφορίσιμη, κ.λ.π.) 

2. Ο ορισμός επεκτείνεται άμεσα από τις απλές στις ομαλές επιφάνειες αφού υπάρχει 
χάρτης  x  που καλύπτει περιοχή του p  στη M  και χάρτης y  που καλύπτει περιοχή του  

( )F p  στη  .N   

Μας ενδιαφέρουν ιδιαίτερα οι :F M N  που είναι αμφιδιαφορίσεις, δηλαδή, 

διαφορίσιμες απεικονίσεις που είναι 1-1, "επί" και με διαφορίσιμη αντίστροφο. Μια 
αμφιδιαφόριση περιγράφει γεωμετρικά μια "λεία" παραμόρφωση της  M  ώστε να προκύψει 
η ( ).N F M   

Απεικονίσεις μεταξύ επιφανειών προκύπτουν συνήθως από απεικονίσεις μεταξύ ανοικτών 

υποσυνόλων του 3R  που περιέχουν τις επιφάνειες. Ισχύει το εξής: 
 

Πρόταση  1.  Αν M , N  είναι ομαλές επιφάνειες, 3 3: R R ,F V    με M V  και  

( ) ,F M N  είναι διαφορίσιμη,  τότε η  | :MF M N  είναι διαφορίσιμη. 

 

Παράδειγμα  1.  Η απεικόνιση  3 3: R RF    με  ( , , ) ( , , ) ( , , ),F x y z ax by cz u v w    όπου  

, ,a b c   πραγματικοί αριθμοί διάφοροι του μηδενός είναι προφανώς διαφορίσιμη. 

Περιοριζόμενη στη μοναδιαία σφαίρα  

 2 2 2( , , ) R : 1x y z x y z       

προκύπτει η διαφορίσιμη απεικόνιση  :F E   που απεικονίζει τη σφαίρα στο 

ελλειψοειδές:  
2 2 2

2 2 2
( , , ) R : 1 .

u v w
E u v w

a b c

 
     
 

 

 
Με την επόμενη πρόταση μας δίνεται η δυνατότητα να περιγράψουμε δύο επιφάνειες ως 
προς τις ίδιες παραμέτρους. 
 
Πρόταση  2.  Αν η :F M N  είναι αμφιδιαφόριση και  ( )M D x  , τότε το ζεύγος  

( , )F Dx  είναι χάρτης της .N   

Απόδειξη: Αν 1( , )Dw  είναι χάρτης της  N , τότε η 1 Fw x   είναι αμφιδιαφόριση και άρα 

είναι μια επιτρεπτή αλλαγή παραμέτρων για τη .N   Επομένως η  1( )F Fw w x x      

είναι χάρτης της  .N   
 
 Παρατήρηση  2.  Από την πρόταση 2 προκύπτει ότι αν δοθεί μια αμφιδιαφόριση μεταξύ δύο 
απλών επιφανειών, τότε και οι δύο μπορούν να περιγραφούν ως προς τον ίδιο παραμετρικό 
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χώρο με χάρτες ( , )Dx  και ( , )F Dx  αντίστοιχα. Το ίδιο μπορεί να γίνει και αν η απεικόνιση 

δοθεί με την τοπική της μορφή  1 2
1: , ( , ) ( ( , ), ( , ))f D D f u v f u v f u v   . Πράγματι αρκεί να 

πάρουμε ως νέα παραμετρική παράσταση της N  την  .fy w    

Παράδειγμα  2.  (Κεντρική κυλινδρική προβολή σφαίρας). Θεωρούμε σφαίρα     
εγγεγραμμένη σε κυκλικό κύλινδρο K  και την απεικόνιση  : ,F K  η οποία απεικονίζει 

το τυχόν σημείο p  της σφαίρας (εκτός από το "βόρειο πόλο") στο σημείο  ( )p F p    του 

κυλίνδρου, σημείο τομής της ευθείας Οp με τον κύλινδρο (σχήμα 7.2). 

 
Σχ. 7.2  Κεντρική προβολή σφαίρας σε κύλινδρο. 

 
Υποθέτουμε ότι η σφαίρα έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και παρατηρούμε απο το σχήμα 
ότι αν το σημείο  p   της σφαίρας έχει συντεταγμένες  ( , )   και η εικόνα του ( )p F p    

έχει συντεταγμένες ( , )u v  τότε   

, ( ) tan tan .u v p A OA R       

Οι σχέσεις αυτές προφανώς καθορίζουν τη τοπική μορφή της απεικόνισης 
 
 1: , ( , ) ( , tan ) ( , )f D D f R u v       (6.30) 

όπου  ( , )Dx  ο  γνωστός  χάρτης της σφαίρας και 1( , )Dw   με ( , ) ( cos , sin , )u v R u R u vw  του 

κυλίνδρου αντίστοιχα. Τότε η νέα παραμετρική παράσταση του κυλίνδρου που αναφέρεται 
στον παραμετρικό χώρο της σφαίρας είναι η  fy w  , δηλαδή:  

 ( , ) ( ( , )) ( , tan ) ( cos , sin , tan )f R R R R         y w w   (6.31) 

Ο ορισμός του διαφορικού απεικόνισης επεκτείνεται και για απεικονίσεις μεταξύ επιφανειών 

με τη διαδικασία που ακολουθήθηκε στον R .n   Μια απεικόνιση :F M N   μεταξύ 

επιφανειών απεικονίζει μια διαφορίσιμη καμπύλη  : I M   της  M  σε μια διαφορίσιμη 

καμπύλη :F I N    της N , σημείο προς σημείο, και αυτό δίνει τη δυνατότητα της 

απεικόνισης εφαπτόμενων διανυσμάτων της  M  σε εφαπτόμενα διανύσματα της N  στα 
αντίστοιχα σημεία. Την αντιστοίχιση αυτή μεταξύ διανυσμάτων κάνει το διαφορικό της 
απεικόνισης. 
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Ορισμός  2.  Θεωρούμε μια απεικόνιση :F M N . Αν το v  είναι η ταχύτητα στο σημείο  

p  καμπύλης   της M  που διέρχεται από το p  (δηλαδή  (0) , (0)p  v   ) και  

( )(0) F pT N   είναι η ταχύτητα της καμπύλης  ( ) ( ( ))t F t     στο σημείο ( ),F p   ορίζουμε 

την απεικόνιση: 

( ): , ( ) (0) (0)p p F p pdF T M T N dF F   v     

Αποδεικνύεται ότι 
Πρόταση  3.  Η απεικόνιση ( ):p p F pdF T M T N    

α)  είναι aνεξάρτητη  από την καμπύλη      
β)  είναι γραμμική 
γ)  Αν ( , )Dx  χάρτης της M  και ( , )Vy  είναι χάρτης της N  τότε ο πίνακας της pdF  ως προς 

τις βάσεις 1 2{ , }x x  του pT M  και 1 2{ , }y y  του pT N  είναι ο πίνακας του διαφορικού της τοπικής 

της παράστασης f  στην  (6.29) ,   δηλαδή 
1 1

2 2
[ ] u v

p
u v

f f
dF

f f

 
 
 

  

Προφανώς, για τις ταχύτητες των καμπυλών    και F     ισχύει:   

 ( )( ) ( )tt dF t     (6.32) 

Οι παραμετρικές γραμμές της x  απεικονίζονται σε παραμετρικές γραμμές της  Fy x   και 

από τα προηγούμενα παίρνουμε  
 , .p u u p v vdF dF x y x y  (6.33) 

Η  :F M N  θα λέγεται ομαλή στο σημείο ,p M  αν η pdF  είναι 1-1, ισοδύναμα αν η  

pdF  είναι γραμμικός ισομορφισμός.  Αυτό συμβαίνει αν και μόνο αν για ένα χάρτη  ( , )Dx   

της  M  και την απεικόνιση Fy x , τα διανύσματα p udF x  και p vdF x  είναι γραμμικώς 

ανεξάρτητα, δηλαδή:  
 u v y y 0  (6.34) 

Τότε τα  ,u vy y  είναι βάση στον ( ) .F pT N  Αν η απεικόνιση δίνεται από τις  
1 2( , ) ( ( , ), ( , ))f u v f u v f u v , τότε η προηγούμενη συνθήκη γράφεται: 

 
1 2( , )

0
,

f f

u v





 

Αν η  F  είναι ομαλή σε κάθε σημείο p M  τότε θα λέγεται ομαλή απεικόνιση. 

Αποδεικνύεται η παρακάτω γενίκευση του θεωρήματος αντίστροφης συνάρτησης: 
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Θεώρημα  4.  Θεωρούμε μια απεικόνιση  :F M N  για την οποία η  ( ):p p F pdF T M T N   

είναι ένας γραμμικός ισομορφισμός σε ένα σημείο p M  (δηλαδή η  F  είναι ομαλή στο 

σημείο  )p M  . Τότε υπάρχει μια περιοχή  U  του p  στην επιφάνεια  ,M   ώστε ο 

περιορισμός της F  στην  U  είναι μια αμφιδιαφόριση  : ,F U V   όπου V  είναι μια περιοχή 

του ( )F p  . 

Xωρίς  ιδιαίτερη βλάβη  της γενικότητας θα θεωρούμε εξ αρχής αμφιδιαφορίσεις. 

Παράδειγμα  3.  Στερεογραφική προβολή. Θεωρούμε μοναδιαία σφαίρα με κέντρο  
(0,0,1),K  πλην του βορείου πόλου της  {0,0,2},  η οποία εφάπτεται στο επίπεδο xOy   

στην αρχή των αξόνων. Ορίζουμε την απεικόνιση  P  που αντιστοιχίζει στο σημείο p  της 

σφαίρας το σημείο ( )P p  του επιπέδου ,xOy  που η ευθεία η οποία διέρχεται από τον πόλο  

{0,0,2}  και το σημείο p  τέμνει το επίπεδο xOy  (σχ. 7.2). Αν  1 2 3( , , ),p p p p   

αποδεικνύεται τότε ότι:  1 2

3 3

2 2
2 2( ) ( , , 0).p p

p pP p     

 

 
 

Σχ. 7.3     Στερεογραφική προβολή σφαίρας 

Θεωρούμε για τη σφαίρα το γνωστό "γεωγραφικό" χάρτη  

( , ) (cos cos , sin cos , 1 sin ), ( , ) (0,2 ) ( , )
2 2

              x  

και για το επίπεδο την  ( , ) ( , ,0).u v u vw   Τότε η τοπική παράσταση της P  είναι  

1 2cos
( , ) ( )( , ) (cos , sin ) ( , )

1 sin
f P u v

     


  


w x   

που είναι διαφορίσιμη και έχει μη μηδενική Ιακωβιανή. Από τον ορισμό της  έπεται επίσης 
ότι η απεικόνιση είναι 1-1. Η αντίστροφη απεικόνιση της  ( ) ( , ,0)P p x y   είναι η  

2 2
1

1 2 32 2 2 2 2 2

4 4 2( )
( , , 0) , , ( , , )

4 4 4

x y x y
P x y p p p

x y x y x y
  

        
 

που είναι διαφορίσιμη και άρα η αρχική απεικόνιση είναι μια αμφιδιαφόριση.  Η ( , ) x  δεν 

καλύπτει όμως το νότιο πόλο (0,0,0) . Για το σημείο αυτό θεωρούμε την τοπική μορφή της  
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P   χρησιμοποιώντας αντί της x  την  

 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( , ) , , 1 1 ( ) , ( ) 1p p p p p p p p     x  

(η οποία χαρτογραφεί το νότιο ημισφαίριο). Αποδεικνύεται και πάλι ότι η τοπική παράσταση 
της  P   

1 1 2
1 2 1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

2 2
( , ) ( )( , ) ( , )

1 1 ( ) 1 1 ( )

p p
f p p P p p

p p p p

 
     

w x    

είναι μια αμφιδιαφόριση.  Επομένως η επιφάνεια  {0,0,2}  είναι αμφιδιαφορική με το 

επίπεδο. 

Παράδειγμα  4.  Θεωρούμε μια ομαλή επιφάνεια M   με μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό 

πεδίο U  και την επιφάνεια της μοναδιαίας σφαίρας 2.S   Tο pU  ως μοναδιαίο διάνυσμα 

μπορεί να παρίσταται ως ένα σημείο στην επιφάνεια 2.S   Η απεικόνιση: 
2: , ( ) pG M S p G p   U  

ονομάζεται απεικόνιση Gauss. Η εφαπτόμενη απεικόνισή της σε κάθε σημείο  p M   είναι 

η  2
( ):p p G pdG T M T S   με  

0 0 (0)
( ( )) ( ( ))p t t

d d
dG G t U t U U S

dt dt
      vv v


    

Άρα η παράγωγος της απεικόνισης Gauss είναι ο αντίθετος του τελεστή σχήματος:  

p pdG S   

Παρατήρηση  3.  Η προηγούμενη ισότητα ισχύει με την έννοια του ισομορφισμού: 
2

( )G p pT S T M  

αφού και οι δύο είναι υπόχωροι  του 3  ως ορθογώνια συμπληρώματα του χώρου που 
παράγεται από το διάνυσμα  .pU   

Παρατήρηση  4.  Σχέση απεικόνισης Gauss και καμπυλότητας Gauss. Από τον ορισμό της  
καμπυλότητας Gauss K  προκύπτουν οι σχέσεις: 

( ) det | ( )p u v u v u vK p dG dG dG S S K     x x x x x x  

Ερμηνεύοντας το  u vx x  ως το εμβαδόν μιας στοιχειώδους περιοχής ενός σημείου της 

επιφάνειας και το u vdG dGx x  ως το εμβαδόν της εικόνας της περιοχής στη μοναδιαία 

σφαίρα τότε ο λόγος των εμβαδών αυτών είναι .K  Ισοδύναμα αν   είναι μια μικρή περιοχή 

του σημείου p  που "συρρικνούται" στο σημείο  p  και ( )G   είναι η εικόνα της στη μοναδιαία 

σφαίρα από την απεικόνιση Gauss, τότε για τα εμβαδά  ( ( ))E G   και (( ))E    ισχύει:  

( ( ))
lim .

(( ))p

E G
K

E
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7.2  Ισομετρική  και  Σύμμορφη Απεικόνιση 
 

Έχουμε δει ότι ακόμα και επιφάνειες που συνδέονται με αμφιδιαφόριση διαφέρουν μεταξύ 
τους σημαντικά. Υπάρχουν όμως απεικονίσεις που διατηρούν τα μήκη καμπυλών και τα 
μήκη των εφαπτομένων διανυσμάτων. 
Ορισμός  3. Μια απεικόνιση μεταξύ δύο επιφανειών :F M N   λέγεται τοπική ισομετρία 

αν η εφαπτόμενη απεικόνιση: ( ):p p F pdF T M T N  είναι ισομετρία για κάθε  ,p M  δηλαδή 

διατηρεί τα εσωτερικά γινόμενα:  

p p p p p pdF dF  v w v w  

για κάθε  ,p p pT Mv w   και κάθε .p M   Μια τοπική ισομετρία που είναι αμφιδιαφόριση 

ονομάζεται ισομετρία. 

Η συνθήκη του ορισμού είναι προφανώς ισοδύναμη με την  p p pdF v v   για κάθε  

p pT Mv   και κάθε  .p M   

Άσκηση  2.  Να δειχθεί ότι η  :F M N   είναι τοπική ισομετρία αν και μόνο αν για κάθε  

p M  και για μία βάση { , }p pv w  του pT M  ισχύουν οι: 

p p p p p p

p p p

p p p

dF dF

dF

dF

  





v w v w

v v

w w

 

Πρόταση  5.  Κάθε τοπική ισομετρία είναι τοπική αμφιδιαφόριση. 
Απόδειξη: Επειδή κάθε ισομετρία μεταξύ διανυσματικών χώρων είναι και γραμμικός 
ισομορφισμός, έπεται από το θεώρημα αντίστροφης συνάρτησης, ότι κάθε τοπική ισομετρία 
είναι και τοπική αμφιδιαφόριση. 

Πρόταση  6. Η απεικόνιση  :F M N   είναι μια τοπική ισομετρία μεταξύ των επιφανειών  

M  και  N  αν και μόνο αν 

( )( , ) ( , )p F p p pI I dF dFv v v v  

για κάθε  , pT Mv w   και κάθε  .p M   

Απόδειξη:  Αν η F  είναι τοπική ισομετρία τότε  

( )( , ) ( , ).p p p F p p pI dF dF I dF dF   v v v v v v v v   Αντίστροφα, αν ισχύει η ισότητα των 

τετραγωνικών μορφών τότε  

 ( )

2( ) ( , ) ( , ) ( , )

( ), ( ) ( , ) ( ( ), ( )) 2( )

p p p

F p p p p p p p p p

I I I

I dF dF I dF dF I dF dF dF dF

     

    

v w v w v w v v w w

v w v w v v w w v w 
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Πρόταση  7.  Θεωρούμε τις επιφάνειες ( )M D x  και 1( ).N D w   Η  :F M N    

(ισοδύναμα η  1:f D D   με  1 2( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )),f u v f u v f u v     είναι ισομετρία μεταξύ 

της επιφάνειας M  και της επιφάνειας  N , αν τα θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης των δύο 
επιφανειών: της  M   με χάρτη x   και της N  με χάρτη F y x w    (παραμετρικές 

παραστάσεις με ίδιες παραμέτρους) είναι ίσα: 
, ,E E F F G G  x y x y x y  

Απόδειξη :Από τον ορισμό και τις  ,p u u p v vdF dF x y x y   έπεται ότι  

u v p u p v u vdF dF    x x x x y y  

Όμοια αποδεικνύονται και οι άλλες σχέσεις. 

Παράδειγμα  5. Το επίπεδο και ο κύλινδρος είναι ισομετρικές επιφάνειες. Πράγματι, για το 
επίπεδο: ( , ) ( , ,0)u v u vx , για τον κύλινδρο: ( , ) (cos ,sin , )u v u u vy   και για την απεικόνιση 

F  : ( ( , )) ( , ,0) (cos ,sin , ) ( , )F u v F u v u u v u v  x y . Τότε τα θεμελιώδη ποσά 1ης τάξης ως 

προς τις  x   και  y  είναι ίσα:  

1, 0, 1E E F F G G     x y x y x y  

 Παράδειγμα  6.  Να δειχθεί ότι η αλυσοειδής 
( , ) ( cosh cos , cosh sin , )u v a v u a v u avx  

και το ελικοειδές  ( , ) ( cos , sin , )a      w  είναι ισομετρικές επιφάνειες. 

Χρησιμοποιείστε την απεικόνιση:  ( , ) ( , sinh ) ( , ).f u v u a v      

Λύση: Αρκεί να δείξουμε την ισότητα των θεμελιωδών ποσών για τις ( , )u vx   και    

( , ) ( ( , )) ( , sinh ) ( sinh cos , sinh sin , )u v u v u a v a v u a v u au  wy w  

Τότε:  2 2 2 2cosh , 0, cosh .E E a v F F G G a v     x y x y x y   

                                    
               Σχ. 7.4 Ελικοειδές                                                    Σχ. 7.5  Αλυσοειδής 
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Πόρισμα  8.  Αν η  :F M N  είναι ισομετρία τότε οι καμπυλότητες Gauss των δύο 

επιφανειών είναι ίσες στα αντίστοιχα σημεία:  
( ) ( ( )),M NK p K F p p M   

Ορισμός  4.  Θεωρούμε δύο σημεία της  ,p q  μιας επιφάνειας  M  και το σύνολο όλων των 

κατά τμήματα διαφορισίμων  καμπυλών της επιφάνειας που συνδέουν το p  με το .q   

Ονομάζουμε (επιφανειακή) απόσταση του p  από το q  το μέγιστο κάτω φράγμα ( , )d p q  του 

συνόλου των μηκών [ ]L   τέτοιων καμπυλών. 

 
Πρόταση  9.  Κάθε ισομετρία  :F M N  διατηρεί τις επιφανειακές αποστάσεις  Md  , Nd   

των M  και N  αντίστοιχα, μεταξύ των αντιστοίχων σημείων: 

( , ) ( ( ), ( ))M Nd p q d F p F q  

Απόδειξη: Μια ισομετρία διατηρεί τα μήκη των αντιστοίχων καμπυλών αφού: 

[ ] ( ) ( ) ( ) [ ]
b b

a a
L t dt F t dt L F           

Η F  είναι όμως αμφιδιαφόριση και άρα υπάρχει μια ένα προς ένα αντιστοίχιση μεταξύ 
καμπύλών που συνδέουν το p   με το q  και αυτών που συνδέουν το ( )F p  με το ( )F q  με τα 

μήκη των αντιστοίχων καμπυλών να είναι ίσα. 
 
Άσκηση  3. Να αποδειχθεί ότι μια ισομετρία διατηρεί τη γωνία μεταξύ εφαπτομένων 
διανυσμάτων. 

Παράδειγμα  7.  Θεωρούμε τον κύλινδρο  3 2 2{( , , ) R , 1}C x y z x y     και το χάρτη  

( , )Dy   με  

( , ) (cos , sin , ), ( , ) (0,2 )u v u u v u v D    y   

για τον οποίο:  ( ) {( , , ) (1,0, ), R}D C x y z z z   y , δηλαδή απεικονίζει τη λωρίδα D  του 

επιπέδου στον κύλινδρο C  με εξαίρεση μια γενέτειρα. Η y  ως απεικόνιση του τμήματος του 

επιπέδου στο μέρος του κυλίνδρου  ( )Dy  είναι μια αμφιδιαφόριση.  Πράγματι, ο Ιακωβιανός 

πίνακας  

sin 0

[ ] cos 0

0 1

u

J u

 
   
  

y  

έχει βαθμό 2 σε κάθε σημείο, άρα η απεικόνιση είναι ομαλή, προκύπτει δε εύκολα ότι είναι 
και "1-1".  Αν  1 ( , )(1,0) u ve   και  2 ( , )(0,1) u ve   τα διανύσματα της συνήθους ορθοκανονικής 

βάσης του 2
( , )u v ,  τότε αυτά απεικονίζονται στα: 
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1 2

sin 0 sin sin 0 0
1 0

cos 0 cos , cos 0 0
0 1

0 1 0 0 1 1

u u u

d u u d u

         
                                        

ye ye  

είναι δε  1 2 0,d d ye ye   και  1 2 1.d d ye ye   Αφού η αρχική βάση είναι ορθοκανονική, η  

dy   είναι ισομετρία  σε κάθε σημείο και επειδή η y  είναι αμφιδιαφόριση, θα είναι και 

ισομετρία. 
Ορισμός  5. Μία απεικόνιση μεταξύ δύο επιφανειών :F M N   λέγεται σύμμορφη αν 

υπάρχει μια διαφορίσιμη συνάρτηση  : M     η οποία είναι παντού θετική και για την 

εφαπτόμενη απεικόνιση:  ( ):p p F pdF T M T N   ισχύει:  

( )p p pdF pv v  

για κάθε  p pv T M  και κάθε .p M   Αν η  F  είναι και αμφιδιαφόριση,  θα λέγεται 

σύμμορφη αμφιδιαφόριση. Η συνάρτηση   λέγεται συνάρτηση κλίμακας. 
 
Λήμμα  10. Μια σύμμορφη απεικόνιση διατηρεί τις γωνίες μεταξύ εφαπτομένων διανυσμάτων. 
Απόδειξη. Από τον ορισμό έπεται ότι για κάθε μη μηδενικά , pT Mv w  ισχύει:  

2 ( ) .p pdF dF p  v w v w  

Διαιρώντας με τα μέτρα των διανυσμάτων έπεται άμεσα το αποδεικτέο. 
 
Πρόταση   11.  Μια απεικόνιση μεταξύ δύο επιφανειών  :F M N  είναι σύμμορφη 

αμφιδιαφόριση αν και μόνο αν οι συντελεστές της πρώτης θεμελιώδους μορφής για τις δύο 
επιφάνειες, (ως προς τους χάρτες x  της M  και Fy x  της ),N   υπάρχει πραγματική 

συνάρτηση  ( , ) 0,u v    ώστε: 
2 2 2, ,E E F F G G    y x y x y x  

Παράδειγμα  8.  Η στερεογραφική προβολή της σφαίρας είναι σύμμορφη απεικόνιση. 
Πράγματι, από το παράδειγμα 3 της προηγουμένης παραγράφου αν θεωρήσουμε την  

Py x   (ή  )Py x    με  

2cos
( , ) (cos , sin , 0)

1 sin

   





y  

και υπολογίσουμε τα θεμελιώδη ποσά για τις  ( , ) y   και  

( , ) (cos cos , sin cos , 1 sin )       x  

θα έχουμε:  2cos , 0, 1E F G  x x x  και  
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2

2 2

2

2 2

4cos 4

(1 sin ) (1 sin )

4
0

(1 sin )

4 4

(1 sin ) (1 sin )

x

E E

F F

G G


 



 

 
 

 


 
 

y x

y

y x

 

Είναι φανερό ότι η  P  είναι σύμμορφη απεικόνιση με 2
4

(1 sin )
( , ) .


  


   Όμοια 

εργαζόμαστε και για την  .Py x    

Ισχύει το εξής σημαντικό αποτέλεσμα για τις σύμμορφες απεικονίσεις: 
 
Πρόταση   12. Για οποιεσδήποτε δύο ομαλές επιφάνειες υπάρχει τοπικά σύμμορφη 
απεικόνιση F  (από μια περιοχή ενός σημείου p  της μιας σε μια περιοχή του σημείου ( )F p   

της άλλης). 
Η απόδειξη βασίζεται στην ύπαρξη μιας ισοθερμικής  παραμέτρησης μιας περιοχής ενός 
σημείου της επιφάνειας, δηλαδή μιας παραμέτρησης  ως προς την οποία  

2 2( , ), 0, ( , )E u v F G u v     

Τότε, η επιφάνεια είναι τοπικά σύμμορφη με το επίπεδο και άρα προς οποιαδήποτε άλλη 
επιφάνεια 
 

Ασκήσεις 

 

1. Να αποδειχθεί ο τύπος της στερεογραφικής προβολής (παράδειγμα 3 της παραγράφου 
7.1) 

2. Να δειχθεί ότι το τμήμα  M   της εφαπτομενικής επιφάνειας  ( , ) ( ) ( ),s v s v s x T    

0v    μιας καμπύλης  ( )s   με φυσική παράμετρο είναι ισομετρική με το επίπεδο E  . 

Υπόδειξη: Θεωρήστε την  :F M E   με  ( ( , )) ( ) ( )F s v s vb s x         όπου     ( )s   

καμπύλη του επιπέδου με καμπυλότητα ίση με αυτήν της     ( ).s   Στη συνέχεια 

θεωρήστε την  ( , ) ( ( , )).s v F s vy x   

3. Μερκατορική προβολή: Ορίζουμε μια απεικόνιση  :F E    με τοπική παράσταση 

ως προς τους χάρτες (sfera) της σφαίρας     και  ( , ) ( , ,0)u v u vw   του επιπέδου την : 

( , ) ( , ) ( , ln tan( ).
2 4

u v r
        α)Nα δειχθεί ότι η  F   είναι σύμμορφη με  

( , ) cos .R      β) Να δειχθεί ότι αν είναι μια καμπύλη  ( ) ( , ( )))    x  της σφαίρας 
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που τέμνει τους μεσημβρινούς με σταθερή γωνία (π.χ. πορεία στη Γη με σταθερή γωνία 
ως προς την εκάστοτε κατεύθυνση του βόρειου πόλου) απεικονίζεται στο επίπεδο ως 
ευθεία. H  F   (ισοδύναμα η  F x  ) λέγεται Μερκατορική προβολή της σφαίρας στο 
επίπεδο και χρησιμοποιείται στη χαρτογράφηση της Γης. H χάραξη ευθείας πορείας στο 
χάρτη υλοποιείται στην πράξη στη ναυσιπλοία, από διαδρομές που διατηρούν σταθερή 
γωνία με την πυξίδα (με τους μεσημβρινούς). Η ευκολία αυτή έκανε τους ναυτικούς, 
κυρίως στο παρελθόν, να ακολουθούν τέτοιες καμπύλες που φυσικά δεν είναι 
γεωδαισιακές (μέγιστοι κύκλοι). 

4. Να αποδειχθεί ότι το κυκλικό παραβολοειδές  2 2 ,z x y    με  
2 2( , ) ( , , ), ( , )u v u v u v u v D  x   απεικονίζεται με την αμφιδιαφόριση  3 3: R RF    με  
1
2( , , ) ( , , )F x y z x y z    στο ελλειπτικό παραβολοειδές  2 24z x y    και να βρεθεί ένας 

χάρτης του. 
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