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1

Πρόλογος

Αυτό το εγχειρίδιο αποτελεί µια σειρά ϐοηθητικών ασκήσεων του µαθήµατος ‘‘Ηλεκτρονικά & Εργαστήριο"
που διδάσκεται στους σπουδαστές του 5oυ εξαµήνου της Σχολής Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών & Φυσικών
Επιστηµών του Εθνικού Μετσοβίου Πολυτεχνείου της κατεύθυνσης Φυσικού Εφαρµογών.
Το µάθηµα ‘‘Ηλεκτρονικά & Εργαστήριο’’ περιλαµβάνει τη διδασκαλία των ϐασικών εννοιών αναλογικών και
ψηφιακών ηλεκτρονικών. Οι σηµειώσεις αυτές ουσιαστικά χωρίζονται σε τέσσερα κεφάλαια που αντιστοιχούν
στα τέσσερα κεφάλαια των σηµειώσεων του µαθήµατος. Ειδικότερα αυτά τα κεφάλαια είναι :

1. Ανάλυση Κυκλωµάτων

2. Τελεστικοί Ενισχυτές

3. Ψηφιακά Κυκλώµατα

4. Βασικά Κυκλώµατα Ενισχυτών µε Τρανζίστορ.

Επιπλέον υπάρχει και ένα πέµπτο κεφάλαιο όπου ϑα ϐρείτε διάφορες γενικές ασκήσεις που εδόθησαν κατά τη
διάρκεια των εξετάσεων του µαθήµατος ‘‘Ηλεκτρονικά & Εργαστήριο" της σχολής ΕΜΦΕ.
Αυτή η έκδοση του εγχειριδίου περιλαµβάνει ένα σύνολο 167 ασκήσεων. Ελπίζουµε ότι αυτές οι σηµειώσεις ϑα
ϐοηθήσουν τους σπουδαστές να κατανοήσουν καλύτερα την ύλη του µαθήµατος. Θέλουµε να επισηµάνουµε
ότι το εγχειρίδιο αυτό ∆ΕΝ υποκαθιστά µε κανένα τρόπο το ϐιβλίο/σηµειώσεις και την παρακολούθηση του
µαθήµατος. Θα δεχτούµε µε ευχαρίστηση τυχόν διορθώσεις, παρατηρήσεις και υποδείξεις σας.
Θα ϑέλαµε να ευχαριστήσουµε το Σωτήρη Φραγκίσκο, ϕοιτητή της ΣΕΜΦΕ για τη ϐοήθεια του στη δακτυλο-
γράφηση του µεγαλύτερου µέρους του εγχειριδίου.

Θεόδωρος Αλεξόπουλος, theoalex@central.ntua.gr
Μανόλης ∆ρης, dris@central.ntua.gr
Σταύρος Μαλτέζος, maltezos@central.ntua.gr
Γιώργος Τσιπολίτης, yorgos@central.ntua.gr

Αθήνα 2005
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1
Ανάλυση Κυκλωµάτων

Πρόβληµα 1.1 ∆ίνεται το υψιπερατό ϕίλτρο του σχήµατος (1.1), όπου το σήµα εισόδου είναι :

υi = υ̂ cos(ωt).

(α) Να υπολογίσετε την κυκλική συχνότητα καµπής ωb.
(ϐ) Να σχεδιάσετε χονδρικά το µέτρο του κέρδους (ή µέτρο της συνάρτησης µεταφοράς) |A| ως συνάρτηση της
κυκλικής συχνότητας ω.
(γ) Να σχεδιάσετε τη διαφορά ϕάσης εξόδου-εισόδου ως συνάρτηση του ω.

Ui
Uo

C=15 nF

R1=2 kΩ

Σχήµα 1.1

Λύση:
(α)

Η συχνότητα καµπής είναι :

ωb =
1

R1C
=

1

2000× 15× 10−9
Hz = 33, 3 kHz.

(ϐ)

Το κέρδος Α ϑα είναι :

A =
R1

R1 +
1

jωC

,

µε µέτρο :

|A| = 1√
1 +

(ωb
ω

)2
,

και ϕάση:
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A

1

A

1

0,707

33,3kHz 33,3kHz

π/2

π/4

φ

(α) (β)
ω ω

Σχήµα 1.2

φ = arctan (ωb/ω) .

Το κέρδος και η διαφορά ϕάσης εξόδου-εισόδου δίνονται στο σχήµα (1.2α,β) αντίστοιχα.

Πρόβληµα 1.2 ∆ίνεται το κύκλωµα ϕίλτρου του σχήµατος (1.3). Η τάση εισόδου είναι :

υi = v̂i cos(ωt).

(α) Να µετασχηµατίσετε το κύκλωµα µε χρήση του ϑεωρήµατος Thevenin ώστε να προκύψει ισοδύναµο κύ-
κλωµα µε πηγή εναλλασσόµενης τάσης και ωµική αντίσταση ή αυτεπαγωγή σε σειρά. Να ϐρεθεί η σχέση του
κέρδους (µιγαδικό µέγεθος), A = VL/Vi και του µέτρου του |A|, ως συνάρτηση της κυκλικής συχνότητας ω.
Τί είδους ϕίλτρο είναι αυτό ;
(ϐ) Να δώσετε την κυκλική συχνότητα καµπής, ωb, ως συνάρτηση των διαφόρων στοιχείων του κυκλώµατος µε
ϐάση τη σχέση:

VL(ωb)

VL(∞)
=

√
2

2
.

(γ) Να ϐρεθεί ο συντελεστής αυτεπαγωγής L του πηνίου, ώστε η κυκλική συχνότητα καµπής του ϕίλτρου να
είναι ίση µε 33,3 kHz.

Uo

R1=6 kΩ

R2=2 kΩ L

+

-

+

-
Ui

Σχήµα 1.3

Λύση:
(α)

Η ισοδύναµη τάση Thevenin είναι :

υ′i = υi cosωt
R2

R1 +R2
,



3

R

R2υi΄ LVL
~

R1

R

(α) (β)

Σχήµα 1.4

όπου ϐρίσκεται από το διαιρέτη τάσης µεταξύ των αντιστάσεων R1, R2.
Το πλάτος της τάσης Thevenin είναι :

υ̂′i = υ̂i
R2

R1 +R2
,

και η ισοδύναµη αντίσταση Thevenin ϑα είναι :

R = R1||R2 =
R1R2

R1 +R2
=

6× 2

6 + 2
Ω = 1, 5 kΩ,

όπως ϕαίνεται από το σχήµα (1.4ϐ). Το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin ϕαίνεται στο σχήµα (1.4α).

(ϐ)

Το πλάτος τάσης του πηνίου ϑα είναι :

VL = V̂ ′i
jωL

jωL+R
= Vi

(
R2

R1 +R2

)
jωL

jωL+R

⇒ VL = Vi
R2

R1 +R2

1

1− jR/ωL
.

Εποµένως,το κέρδος είναι :

A =
VL
Vi

=
R2

R1 +R2

1

1− jR/ωL
.

Παρατηρούµε οτι για ω → 0 το A→ 0. Εποµένως, αυτό το κύκλωµα είναι ένα υψιπερατό ϕίλτρο.∣∣∣∣VLVi
∣∣∣∣ =

R2

R1 +R2

1√
1 +

(
R

ωL

)2

⇒ υL(ω) = υi
R2

R1 +R2

1√
1 +

(
R

ωL

)2
(1.0.1)

⇒ υL(∞) =
R2

R1 +R2
υi.

΄Εχουµε:

υL(ωb) =

√
2

2

R2

R1 +R2
υi, (1.0.2)
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και εποµένως από τις σχέσεις (1.0.1) και (1.0.2) ϑα έχουµε:

1√
1 +

R2

(ωbL)
2

=
1√
2

⇒ ω2
bL

2 = R2

⇒ ωb =
R

L
.

(γ)

ωb =
R

L
=

1, 5 kΩ
L

= 33, 3 kHz

⇒ L =
1, 5

33, 3
H = 45 mH.

Πρόβληµα 1.3 Να επιλύσετε το κύκλωµα του σχήµατος (1.5) για να ϐρείτε τις τάσεις των κόµβων 1 και 2.
Είναι ϐολικό να χρησιµοποιήσετε τη µέθοδο των κόµβων. ∆ίνονται :

i1 = 0, 5 A, i2 = 2 A, R1 = 4Ω, R2 = 2Ω, R3 = 3Ω, R4 = 6Ω.

1 2

R2

R1 R3
i2 R4

i1

Σχήµα 1.5

Λύση:
Για τους κόµβους 1 και 2 ϑα έχουµε άθροισµα ϱευµάτων ίσο µε µηδέν :

υ1 − υ2

R2
+
υ1

R1
− i1 = 0, (1.0.3)

−υ1 − υ2

R2
+
υ2

R4
+
υ2

R3
+ i2 = 0. (1.0.4)

Από τις σχέσεις (1.0.3) και (1.0.4) παίρνουµε:

υ1 − υ2

2
+
υ1

4
= 5

⇒ 2(υ1 − υ2) + υ1 = 20,

−υ1 − υ2

2
− υ2

6
+
υ2

3
= −2

⇒ −3(υ1 − υ2)− υ2 + 2υ2 = −12.

Εποµένως, το σύστηµα των δύο εξισώσεων µε αγνώστους τις τάσεις υ1, υ2 είναι :

3υ1 − 2υ2 = 20,
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−3υ1 + 4υ2 = −12.

Επιλύοντας αυτό το σύστηµα ϑα έχουµε:

υ1 = 9, 3 V, υ2 = 4, 0 V.

Πρόβληµα 1.4 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος (1.6).
(α) Για σήµα εισόδου υi = υ̂o cos(ωt), να ϐρείτε µια έκφραση για το σήµα εξόδου υo (µιγαδική έκφραση).
(ϐ) Κάτω από ποιά συνθήκη ο λόγος υo/υi είναι ανεξάρτητος του ω;

C1

C2

υi υo

R1

R2

Σχήµα 1.6

Λύση:
(α)

(α) (β)

(γ) (δ)

R1R2/(R1+R2)

υo

R1

R2

C1

C2

υi

c1
c1+ c2

υi

c1+ c2

R2

R1+ R2
υo

R1R2/(R1+R2)

c1+ c2

c1
c1+ c2

υi

R2

R1+ R2
υi

A

B
∆

Γυi
R2

R1+ R2

υi

R1R2/(R1+R2)

∆

Γ

B

A

c1+ c2

Σχήµα 1.7

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Thevenin µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε δύο ισοδύναµα κυκλώµατα για να
αντικαταστήσουµε τους πυκνωτές και τις αντιστάσεις, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (1.7α,β).
Εποµένως, το τελικό ισοδύναµο κύκλωµα δίνεται στο σχήµα (1.7γ,δ). Από το δεύτερο κανόνα του Kirchhoff ϑα
έχουµε: για το ϱεύµα I (που ϑα διαρρέει το κύκλωµα (1.7δ)) τη σχέση:

I

(
R1R2

R1 +R2
+

1

jω(C1 + C2)

)
=

(
R2

R1 +R2
− C1

C1 + C2

)
Vi

⇒ I =
jω[R2(C1 + C2)− C1(R1 +R2)]

R1 +R2 + jω(C1 + C2)R1R2
Vi.
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Η τάση εξόδου υo είναι :

Vo =
I

jω(C1 + C2)
+

C1

C1 + C2
υi,

και εποµένως το κέρδος είναι :

Vo
Vi

=
C1

C1 + C2
+

R2(C1 + C2)− C1(R1 +R2)

(C1 + C2)[R1 +R2 + jωR1R2(C1 + C2)]
.

(ϐ)

Από το ισοδύναµο κύκλωµα του σχήµατος (1.7δ) αν οι δύο πηγές ϱεύµατος είναι ίσες τότε το κύκλωµα δε
διαρρέεται από ϱεύµα (I = 0), εποµένως ϑα έχουµε:

R2

R1 +R2
=

C1

C1 + C2

⇒ R1C1 = R2C2,

και το κέρδος είναι :

υo
υi

=
C1

C1 + C2
=

R2

R1 +R2
,

όπου το κέρδος είναι ανεξάρτητο της κυκλικής συχνότητας ω.

Πρόβληµα 1.5 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος (1.8). Για σήµα εισόδου υi = υ̂o cos(ωt), να ϐρείτε το
πλάτος της τάσης στην αντίσταση R1.

R2
υi

R1

C
i

Σχήµα 1.8

Λύση:
Η σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος είναι :

Z = R1 +
R2 (1/jωC)

R2 + 1/jωC

⇒ Z = R1 +
R2

1 + jωR2C
= R1 +

R2(1− jωR2C)

1 + ω2R2
2C

2

⇒ Z =

(
R1 +

R2

1 + ω2R2
2C

2

)
− jωR2

2C

1 + ω2R2
2C

2
.

Το ϱεύµα I είναι :

I =
Vi
Z
,

και η τάση της αντίστασης R1 είναι :

V1 = IR1 =
ViR1

Z
,

µε πλάτος :
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|V1| = R1|Vi|
∣∣∣∣ 1

Z

∣∣∣∣ =
R1υ̂o
|Z|

,

όπου το µέτρο της σύνθετης αντίστασης Z είναι :

|Z| =

√(
R1 +

R2

1 + ω2R2
2C

2

)2

+
ω2R4

2C
2

(1 + ω2R2
2C

2)2
.

Πρόβληµα 1.6 ΄Ενα ηλεκτρικό κύκλωµα αποτελείται από πυκνωτές χωρητικότητας C και πηνία αυτεπαγωγής
L, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (1.9). Το κύκλωµα επεκτείνεται ως το άπειρο στα δεξιά των ακροδεκτών Α, Β. Μια
τάση υi = υ̂o cos(ωt) εφαρµόζεται στους ακροδέκτες Α, Β µε αποτέλεσµα να δηµιουργείται ένα ϱεύµα ii που
διαρρέει το κύκλωµα.
Να υπολογίσετε τη µέση ισχύ:

< P >=
1

2
Re(υiii),

του κυκλώµατος ως συνάρτηση του ω, όπου Re είναι το πραγµατικό µέρος του µιγαδικού αριθµού υiii και υi
το µιγαδικό συζυγές του υi.

A

B

…

C C

…L L L

C

υi

ii

Σχήµα 1.9

Λύση:
Η τάση και ϱεύµα εισόδου είναι :

υi = Re
(
υ̂oe

jωt
)
, ii = Re

(
îoe

jωt
)

=
υi
Z
,

όπου Z είναι η ολική σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος.
Η µέση ισχύς είναι :

< P >=
1

2
Re(υiii) =

υ̂2
o

2
Re

(
1

Z

)
.

΄Εστω ότι :

Z1 =
1

jωC
, Z2 = jωL,

είναι η σύνθετη αντίσταση ενός πυκνωτή και ενός πηνίου. Προφανώς το δικτύωµα του σχήµατος (1.9) είναι
ισοδύναµο µε το κύκλωµα (1.10), εφόσον το δικτύωµα επεκτείνεται στο άπειρο στα δεξιά του κυκλώµατος.
Εποµένως, η σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος στα άκρα ΑΒ είναι :

Z = Z1 +
1

1

Z2
+

1

Z

= Z1 +
ZZ2

Z + Z2

⇒ Z2 − Z1Z − Z1Z2 = 0.

Οι ϱίζες του τριωνύµου είναι :
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A

B

Z

Z1

Z2 Z

Σχήµα 1.10

Z± =
Z1

2
±
√
Z2

1 + 4Z1Z2

2
.

Η ϱίζα Z− δεν έχει ϕυσική σηµασία καθότι είναι αρνητική, εποµένως η σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος
είναι :

Z =
Z1

2
+

√
Z2

1 + 4Z1Z2

2

⇒ Z =
1

2jωC

(
1 +

√
1− ω2

ω2
o

)
,

όπου

ωo =
1

2
√
LC

.

Για ω < ωo παρατηρούµε οτι η ποσότητα √
1− ω2

ωo2

είναι πραγµατικός αριθµός, µε αποτέλεσµα:

Re

(
1

Z

)
= 0.

δηλαδή, η µέση ισχύς µηδενίζεται.
Για ω > ωo έχουµε:

Re

(
1

Z

)
=

1

2ωL

√
ω2

ω2
o

− 1.

΄Αρα η µέση ισχύς είναι :

< P >=
υ2
o

4ωL

√
ω2

ω2
o

− 1.

Πρόβληµα 1.7 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος (1.11).
(α) Να ϐρείτε τη σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος.
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L1
C2

C1RL

υi

Σχήµα 1.11

(ϐ) Ποιό είναι το µέγιστο κι ελάχιστο ϱεύµα που διαρρέει το κύκλωµα, όταν µεταβάλουµε τη συχνότητα εισόδου
ω; Για ποιά συχνότητα ϑα έχουµε το ελάχιστο ϱεύµα ;
Λύση:
(α)

Η σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος είναι :

Z(ω) = jωL+R+
1

jωC1
+

1

jωC2
jωL1

1

jωC2
+ jωL1

⇒ Z(ω) = R+ jωL+
1

jωC1
+

jωL1

1− ω2L1C2

⇒ Z(ω) = R+ j

(
ωL− 1

ωC1
+

ωL1

1− ω2L1C2

)
.

(ϐ)

Το ϱεύµα είναι :

i =
υi
Z

=
υi

R+ j

(
ωL− 1

ωC1
+

ωL1

1− ω2L1C2

) ,
και το πλάτος του ϱεύµατος είναι :

io =
υo√

R2 +

(
ωL− 1

ωC1
+

ωL1

1− ω2L2C2

)2
,

όπου υo είναι το πλάτος της τάσης εισόδου. Παρατηρούµε οτι :

(io)max =
υo
R
, (io)min = 0.

΄Οταν το io είναι ελάχιστο (io = 0), τότε :

ωL− 1

ωC1
+

ωL1

1− ω2L1C2
=∞.

Οι τρεις ϱίζες αυτής της εξίσωσης είναι :

ω =

(
0, ∞, 1√

L1C2

)
.

∆εχόµαστε τη ϱίζα ω = 1/
√
L1C2 που έχει ϕυσική σηµασία για τη συχνότητα όπου έχουµε το ελάχιστο ϱεύµα

io = 0.

Πρόβληµα 1.8 Το παραλληλόγραµµο του σχήµατος (1.12) περιγράφει ένα άγνωστο γραµµικό παθητικό
κύκλωµα. Αν η τάση εισόδου είναι µια ϐηµατική συνάρτηση:
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υi(t) = Au(t) =


0 για t ≤ 0

A για t > 0

τότε η τάση εξόδου υo(t) είναι της µορφής :

υo(t) =
A

2
(1− e−t/T )u(t) =


0 για t ≤ 0

(1/2)A(1− e−t/T ) για t > 0

όπου η σταθερά τ = 1, 2× 10−4 s = 0, 12 ms.
Να ϐρείτε την τάση εξόδου υo(t) όταν η τάση εισόδου είναι :

υi(t) = 4 cos(ωt),

όπου η συχνότητα ω = 1500 Hz.

υi(t)

?

υο(t)

Σχήµα 1.12

Λύση:
Γνωρίζουµε οτι οι µετασχηµατισµοί Laplace των σηµάτων εισόδου και εξόδου είναι :

υi(t) = Aυt(t)
L←→ A

s
= Vi(s),

υo(t)
L←→ A

2

[
1

τ
− 1

s+ 1/τ

]
= Vo(s).

Η συνάρτηση µεταφοράς είναι :

H(s) =
Vo(s)

Vi(s)
=

1/2τ

s+ 1/τ
.

Ο µετασχηµατισµός Laplace του σήµατος

υi(t) = 4 cos(ωt)
L←→ 4s

ω2 + s2
= Vi(s).

Εποµένως, η έξοδος είναι :

Vo(s) = H(s)Vi(s) =
4s

ω2 + s2

1/2τ

s+ 1/τ
.

Με την ανάλυση των επιµέρους κλασµάτων ϑα έχουµε:

Vo(s) =
2

τ

[
1

s+ 1/τ

−1/τ

ω2 + (1/τ)2
+

1/2

s− jω
1

jω + 1/τ
+

1/2

s+ jω

1

jω + 1/τ

]
,

όπου ωτ = 2π × 1500× 1, 2× 10−4 ∼= 1.
Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace είναι :
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υo(t) =
2

τ

 −1/τ

ω2 +

(
1

τ

)2 e
−t/τ +

(1/τ) cos(ωt) + ω sin(ωt)

ω2 + (1/τ)2


⇒ υo(t) ∼= −e−t/τ + cos(ωt) + sin(ωt).

Πρόβληµα 1.9 Να δείξετε οτι η άπειρη αλυσίδα των πηνίων L και των πυκνωτών C του δικτυώµατος του
σχήµατος (1.13) είναι ένα ϐαθυπερατό ϕίλτρο. Να ϐρείτε την κυκλική συχνότητα καµπής ωc ως συνάρτηση της
παραµέτρου ωo = 1/

√
LC.

A

B

Z

Z1

Z2 Z

Γ

∆

L

C

A

B

Σχήµα 1.13

Λύση:
Θα προσδιορίσουµε την ολική σύνθετη αντίσταση του δικτυώµατος, ϑεωρώντας οτι η αντίσταση Z στα άκρα ΑΒ
είναι ίση µε την αντίσταση στα άκρα Γ∆ διότι το δικτύωµα επεκτείνεται στο άπειρο. Εποµένως, µπορούµε να
γράψουµε:

Z = Z1 +
Z2Z

Z2 + Z

⇒ Z2 − Z1Z − Z1Z2 = 0.

Οι ϱίζες αυτού του τριωνύµου είναι :

Z1,2 =
Z1 ±

√
Z2

1 + 4Z1Z2

2
,

όπου οι σύνθετες αντιστάσεις Z1 = jωL, Z2 = 1/jωC.
Η λύση µε το (-) πρόσηµο δεν έχει ϕυσική σηµασία, διότι αν Z2 = 0 τότε Z = 0, που είναι άτοπο. Εποµένως,

Z =
jωL

2
+

1

2

√
−ω2L2 +

4L

C

⇒ Z =
jωL

2
+
L

2

√
−ω2 +

4

LC
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⇒ Z =
jωL

2
+
L

2

√
−ω2 + 4ω2

o .

΄Οταν το σήµα εισόδου περάσει µέσα από n τµήµατα του κυκλώµατος που περιέχουν ένα πηνίο αυτεπαγωγής
L και ένα πυκνωτή χωρητικότητας C, η έξοδος ϑα είναι :

υn =

(
1− Z1

Z

)n
υi = anυi,

όπου υi είναι η τάση εισόδου και :

a = 1− Z1

Z
=
−Z1 +

√
Z2

1 + 4Z1Z2

Z1 +
√
Z2

1 + 4Z1Z2

⇒ a =
−jωL+ L

√
4ω2

o − ω2

jωL+ L
√

4ω2
o − ω2

.

Εποµένως, το µέτρο της συνάρτησης µεταφοράς, H(jω), του δικτυώµατος ϑα είναι :

|H(jω)| =
∣∣∣∣υnυi

∣∣∣∣ = |a|n =

∣∣∣∣∣−jωL+ L
√

4ω2
o − ω2

jωL+ L
√

4ω2
o − ω2

∣∣∣∣∣ .
Παρατηρούµε ότι :

|H(jω)| = 1 αν ω � 2ωo,

και

|H(jω)| < 1 αν ω � 2ωo.

΄Αρα συµπεραίνουµε οτι το δικτύωµα αυτό δρα ως ένα ϐαθυπερατό ϕίλτρο µε συχνότητα καµπής ωb = 2ω0.

Πρόβληµα 1.10 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος (1.14) που αποτελείται από δύο ϐρόχους. Να ϐρείτε τη
συνάρτηση µεταφοράς H(jω) του κυκλώµατος.

R1

C1 C2
υi(t)

R2

υο(t)
I2I1

Σχήµα 1.14

Λύση:
Εφαρµόζοντας το δεύτερο κανόνα του Kirchhoff για τους δύο ϐρόχους του κυκλώµατος ϑα έχουµε:

(R1 + ZC1
)I1 − ZC1

I2 = υi,

−ZC1
I1 + (R2 + ZC2

+ ZC1
)I2 = 0.

Εποµένως, επιλύοντας το σύστηµα των δύο εξισώσεων µε αγνώστους τα ϱεύµατα ϐρόχων I1, I2 ϑα έχουµε, για
το ϱεύµα I2:
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I2 =

∣∣∣∣ R1 + ZC1
υi

−ZC1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ R1 + ZC1
−ZC1

−ZC1 R2 + ZC2 + ZC1

∣∣∣∣
⇒ I2 =

ZC1
υi

R1R2 +R1(ZC1
+ ZC2

) +R2ZC1
+ ZC1

ZC2

,

όπου

ZC1
=

1

jωC1
,και ZC2

=
1

jωC2
,

είναι οι σύνθετες αντιστάσεις των πυκνωτών χωρητικότητας C1, C2 αντίστοιχα.
Εποµένως, η συνάρτηση µεταφοράς του κυκλώµατος ϑα είναι :

H(jω) =
Vo
Vi

=
ZC2I2
υi

⇒ H(jω) =
ZC1

ZC2

R1R2 +R1(ZC1 + ZC2) +R2ZC1 + ZC1ZC2

⇒ H(jω) =
1

R1R2

ZC1
ZC2

+R1

(
1

ZC1

+
1

ZC2

)
+

R2

ZC2

+ 1

⇒ H(jω) =
1

−R1R2C1C2ω2 + (R1C1 +R2C2 +R1C2)jω + 1
.

Αν ϑεωρήσουµε τις σταθερές χρόνου

τ1 = R1C1, τ2 = R2C2, τ12 = R1C2,

η συνάρτηση µεταφοράς, H(jω), είναι :

H(jω) =
1

−τ1τ2ω2 + jω(τ1 + τ2 + τ12) + 1
.

Πρόβληµα 1.11 Αν ϑέλετε να έχετε µια πηγή ϱεύµατος µε χρήση πηγής τάσης σταθερή κατά 1% για µια
περιοχή τάσης από 0 ως 10 V, πόσο µεγάλη πρέπει να είναι η πηγή τάσης ; Αν απαιτήσουµε ϱεύµα έντασης 10
mA σε αυτό το κύκλωµα, πόση ισχύς καταναλώνεται στο ϕόρτο ; Τί ποσοστό της ολικής ισχύος αντιπροσωπεύει ;
Λύση:

�� ��

��
����

Σχήµα 1.15

Για να ϕτιάξουµε µια πηγή ϱεύµατος io σταθερή κατά 1 % για την περιοχή τάσης 0 V ως 10 V (όπως ϕαίνεται
στο σχήµα (1.15) ):

io =
Vs

Rs +RL
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⇒ Vs − ioRs = ioRL = Vo

⇒
(

∆i0
i0

)
i0Rs = −∆Vo

⇒ iRs = − ∆Vo
(∆i/i)

= 1000 V,

αφού ∆Vo = 0− 10 V = −10 V και (∆i/i) = 0, 01, έχουµε:

Vs − Vo = 1000 V

⇒ Vs ≥ 1010 V.

Για το ϱεύµα io η ισχύς στο ϕόρτο RL είναι :

PL = 10 mA× 10 V = 100 mW.

Αυτό αντιπροσωπεύει ένα ποσοστό της ολικής ισχύος :

δ ∼=
10

1000
= 1%.

Πρόβληµα 1.12 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος (1.16α) που χρησιµοποιείται στη διάταξη του παλµο-
γράφου. Βρείτε τη σχέση που πρέπει να ικανοποιούν τα R1, R2, C1, C2, έτσι ώστε :
(α) η τάση εισόδου υi και η τάση εξόδου υo να έχουν την ίδια ϕάση,

(ϐ) το κέρδος A = υo/υi να είναι ανεξάρτητο της συχνότητας ω. Ποιό είναι το κέρδος A;

υi

υo

Z2

Z1
υi

1

R2

C1

C2

υo

R

(α) (β)

Σχήµα 1.16

Λύση:
Από το διαιρέτη τάσης του κυκλώµατος του σχήµατος (1.16ϐ) έχουµε:

υo =
Z2

Z1 + Z2
υi,

όπου
Z1 =

ZC1
ZR1

ZC1 + ZR1

=
R1/jωC1

1/jωC1 +R1
=

R1

1 + jωR1C1
,

και
Z2 =

ZC2
ZR2

ZC2 + ZR2

=
R2

1 + jωR2C2
.

Οπότε έχουµε:

A =
υo
υi

=
Z2

Z1 + Z2
=

R2/(1 + jωR2C2)

R1/(1 + jωR1C1) +R2/(1 + jωR2C2)
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⇒ A =
R2

R2 +R1(1 + jωR2C2)/(1 + jωR1C1)

⇒ A =
R2 + jωR1R2C1

R1 +R2 + jωR1R2(C1 + C2)

⇒ A =
R2(R1 +R2) + ω2R1

2R2
2C1(C1 + C2)

D
+

+
jω

D

[
R1R2C1(R1 +R2)−R1R2

2(C1 + C2)
]
,

όπου ορίζουµε το D:
D = (R1 +R2)2 + ω2R1

2R2
2(C1 + C2)2.

Για να έχουµε τη ϕάση του κέρδους A ανεξάρτητη της συχνότητας ω, ϑα πρέπει το ϕανταστικό µέρος της να
µηδενίζεται :

R1R2C1(R1 +R2) = R1R2
2(C1 + C2)

⇒ R1R2C1R1 +R1R2
2C1 = R1R2

2C1 +R1R2
2C2

⇒ R1C1 = R2C2,

Εποµένως, το κέρδος A ϑα είναι :

A =
vo
vi

=
R2(R1 +R2) + ω2R1

2R2
2C1C2(1 +R2/R1)

(R1 +R2)2 + ω2R1
2R2

2C1C2(1 +R2/R1)(1 +R1/R2)
.

Εποµένως, για να έχουµε κέρδος ανεξάρτητο της συχνότητας ω, ϑα πρέπει :

A =
R2

R1 +R2
.

Πρόβληµα 1.13 Βρείτε τη σχέση για το πηλίκο των τάσεων δύο πυκνωτών σε σειρά, ακολουθώντας τα ϐήµατα
που υποδεικνύονται στο σχήµα (1.17):
Λύση:
Στο τελευταίο ϐήµα έχουµε (ϐλέπε σχήµα (1.18)) :

q = Cυ

⇒ i = CT
dυ

dt
= (C1 + C2)

dυT
dt

= C1
dυ1

dt

⇒ υT =
C1

C1 + C2
υ1.

Από το πρώτο σχήµα ο διαιρέτης τάσης µας δίνει :

υ2 =
C2

C1 + C2
υ1 ≡ υC2

⇒ υ2 =
C2 + C1 − C1

C1 + C2
υ1 = υ1 −

C1

C1 + C2
υ1

⇒ (υ1 − υ2) =
C1

C1 + C2
υ1
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Σχήµα 1.17

AC
+
- υT

C1+C2

Σχήµα 1.18

⇒ υT =
C1

C1 + C2
υ1.

Πρόβληµα 1.14 Βρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin για τη γέφυρα Wheatstone του σχήµατος (1.19),
όπως ϕαίνεται από τους ακροδέκτες 1 και 2. Υποθέτουµε οτι η γέφυρα αποτελείται από 4 τυχαίες αντιστάσεις
που ϕορτίζονται από µια ιδανική µπαταρία.
Λύση:
Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Thevenin στα τµήµατα ΑΒ∆ και ΑΓ∆ ξεχωριστά, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (1.20α),
όπου:

RI =
R1R3

R1 +R3
, RII =

R2R4

R2 +R4
,

υI =
R3υo

R1 +R3
, υII =

R4υo
R2 +R4

.

Για το τελικό κύκλωµα, το οποίο δίνεται στο σχήµα (1.20ϐ), ισχύει :
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+

-
υ

0

1 2

R
1

R
3

R4

R
2

Β

A

Γ

∆

Σχήµα 1.19

R 1T

VT

1 2R Ι R ΙΙ

V Ι VΙI
(α)

(β)

Σχήµα 1.20

υT = υI − υII = υo

(
R3

R1 +R3
− R4

R2 +R4

)
,

και
RT = RI

//
RII

Πρόβληµα 1.15 Βρείτε την RL του κυκλώµατος του σχήµατος (1.21) ως συνάρτηση του Ro, έτσι ώστε στην
αντίσταση ϕόρτου RL να παρέχεται η µέγιστη ισχύς.

AC υi

Ro

RL
i

Σχήµα 1.21
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Λύση:
Η ισχύς στο ϕόρτο είναι :

PL = i2RL όπου i =
υi

Ro +RL
.

Εποµένως :

PL =
RLυi

2

(Ro +RL)2
.

Για µέγιστη ισχύ ϑα πρέπει dPL/dRL = 0, δηλαδή:

dPL
dRL

=
υi

2

(Ro +RL)2
− 2RLυ

2
i

(Ro +RL)3
= 0

⇒ Ro +RL = 2RL

⇒ RL = Ro.

Πρόβληµα 1.16 Για τα παρακάτω κυκλώµατα, να δώσετε γραφικά την τάση εξόδου υo, για τις αντίστοιχες
τάσεις εισόδου.

+
-

AC

υο100 Ω

50 Ωυi
100pF+

-

AC

υο100 KΩ

50 pF
υi

1KΩ

+
-

AC

υο9.1 KΩ

100 pF
υi

910 Ω100pF

10V

t

(γ)

1µs

υi

10V

t

(β)

1µs

2V

υi

t

(α)

Σχήµα 1.22

Λύση:
(α)

Από το ϑεώρηµα Thevenin έχουµε για την ισοδύναµη αντίσταση και τάση Thevenin:

RT = 100Ω
//

50Ω = 33, 3Ω,

VT =
50

50 + 100
2 V =

100

150
V =

2

3
V,

κι εποµένως έχουµε το ισοδύναµο κύκλωµα του σχήµατος (1.23α):
Αυτό είναι ένα κύκλωµα ολοκληρωτή µε σταθερά χρόνου τ = RC = (33, 3 Ω) × (100 pF) = 3, 3 ns, όπου η
τάση εξόδου είναι :

υo =
2

3

(
1− e−t/τ

)
V,
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υo

2/3 V

33,3 Ω

100 pF

0.66V

υο

t

10V

0

0,1V

-9.9V

e-t/τ

5V
+ 200pF

0,9V
+ 827Ω

υο

4.1V

-4.1V

e-t/τ

1µs

(α) (β)

(γ)

(δ)

(ε)

Σχήµα 1.23

και ϕαίνεται στο σχήµα (1.23ϐ).

(ϐ)

Ο πυκνωτής C ϑα ϕορτιστεί µε σταθερά χρόνου

τ = RC = 1 kΩ× 50pF = 50 ns

⇒ τ << 1 µs.

Λόγω του οτι η αντίσταση των 100 kΩ είναι πολύ µεγάλη, το κύκλωµα συµπεριφέρεται ως ένας διαφοριστής
και για t→∞ το υo(t) δίνεται από το διαιρέτη τάσης µεταξύ των αντιστάσεων των 100 kΩ και 1 kΩ.

υo =
1 kΩ

100 kΩ + 1 kΩ
10 V = 0, 1 V,

και η έξοδος ϕαίνεται στο σχήµα (1.23γ).

(γ)

Από το αποτέλεσµα του προβλήµατος (1.13),

τ = 165 ns.

Η έξοδος ϕαίνεται στο σχήµα (1.23ε)

Πρόβληµα 1.17 Βρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin του κυκλώµατος του σχήµατος (1.24α):
Λύση:
Ξεχωρίζουµε τη συνεχή τάση από την εναλλασσόµενη.
(i) Βραχυκυκλώνουµε την AC πηγή τάσης, ϐλέπε σχήµα (1.24ϐ).
(ii) Βρίσκουµε το DC ισοδύναµο Thevenin χρησιµοποιώντας τον πρώτο νόµο του Kirchhoff,

υ − 15

220
+
υ + 15

330
+
υ − 0

100
= 0

⇒ υ = 1, 29 V,

και η ισοδύναµη αντίσταση Thevenin είναι :
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Σχήµα 1.24

R = 100
//

220
//

330 = 56, 9 Ω.

(i) Βραχυκυκλώνουµε τη dc πηγή τάσης, ϐλέπε σχήµα (1.24γ)
(ii) Βρίσκουµε το ισοδύναµο Thevenin, όπου η ισοδύναµη τάση υ είναι :

υ =
132

232
10 V = 5, 7 V,

και η ισοδύναµη αντίσταση R είναι :

R = 56, 9 Ω , όπως και στον προηγούµενο υπολογισµό.

Τελικά ϑα έχουµε το κύκλωµα του σχήµατος (1.24δ).

Πρόβληµα 1.18 Να ϐρείτε την αντίσταση εισόδου:

Ri =
υi
ii

του κυκλώµατος του σχήµατος (1.25). Για ποιά τιµή του k ϑα έχουµε ως αντίσταση εισόδου την αντίσταση R1,
δηλαδή Ri = R1;

R1

R2
ki1

1+ki2

i2
i1

Ri

Ai

Σχήµα 1.25

Λύση:
Η τάση εισόδου υi µπορεί να υπολογιστεί ως η πτώση τάσης στις αντιστάσεις R1 και R2:
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υi = iiR1 + i2R2 = iiR1 + (ii + kii)R1,

διότι από τον πρώτο κανόνα του Kirchhoff στον κόµβο Α τα ϱεύµατα ϑα έχουν :

i1 = i2 − ki1.

Εποµένως, η αντίσταση εισόδου Ri ϑα είναι :

Ri =
υi
ii

= R1 +R2(1 + k).

Προφανώς για Ri = R1, ϑα πρέπει k = −1.

Πρόβληµα 1.19 Για το κύκλωµα του σχήµατος (1.26) δώστε ένα διάγραµµα της ενίσχυσης (κέρδους) lgG ως
συνάρτηση της συχνότητας f . ∆ώστε τις γωνίες συχνότητας του ϕίλτρου.

R1=5 kΩ

C=0.003 µF

R2=1 kΩ

υι υο

Σχήµα 1.26

Λύση:
Από το διαιρέτη τάσης του κυκλώµατος το κέρδος ϑα είναι :

G =
υo
υi

=
R2

R1||C +R2
=

R2

[R1 (1/(jωC)) / (R1 + 1/(jωC))] +R2

⇒ G =
R2(1 + jωCR1)

R1 +R2 + jωCR1R2

⇒ G =
R2(1 + jωCR1)

R1 +R2(1 + jωR1R2/(R1 +R2))
.

Οι γωνίες συχνότητας είναι :

f1 =
1

2πCR1
,

και

f2 =
1

2πCR1R2/(R1 +R2)
=

f1

R2/(R1 +R2)
.

Παρατηρούµε οτι :
R2

R1 +R2
=

1 kΩ
(5 + 1) kΩ

=
1

6
.

Εποµένως, ϑα ισχύει f2 = 6f1, όπου η συχνότητα:

f1 =
1

2π × 0, 003× 10−6 × 5× 103
Hz = 10, 6 kHz,

και

f2 = 6f1 = 63, 6 kHz.

Για ω → 0 παρατηρούµε οτι :

G −→ R2

R1 +R2
=

1

6
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⇒ log10G = −0, 78,

ενώ για ω →∞ :

G −→ R2

R1 +R2

jωR1C

jωR1CR2/(R1 +R2)
= 1.

⇒ log10G = 0.

Το διάγραµµα της ενίσχυσης ως συνάρτηση της συχνότητας ϕαίνεται στο σχήµα (1.27).

-0,78

f
kHz

f1=10,6 f2=63,6

log10G

Σχήµα 1.27

Πρόβληµα 1.20 Για το κύκλωµα του σχήµατος (1.28) δώστε ένα διάγραµµα της ενίσχυσης (κέρδους) log10G
ως συνάρτηση του log10 f . ∆ώστε τις γωνίες συχνότητας του ϕίλτρου.

R1=18kΩ

υο

R2=2kΩ

C=4.7µF

Σχήµα 1.28

Λύση:
Το κέρδος του κυκλώµατος ϐρίσκεται από το διαιρέτη τάσης :

υo
υi

=
R2 + ZC

R1 +R2 + ZC
,

όπου ZC είναι η σύνθετη αντίσταση του πυκνωτή C, ZC = 1/jωC. Εποµένως :

G =
υo
υi

=
2 kΩ + 1/jωC

18 kΩ + 2 kΩ + 1/jωC
=

1 + jω(2 kΩ× 4, 7 µF )

1 + jω(20 kΩ× 4, 7 µF )
,

όπου οι γωνίες συχνότητας είναι :

f1 =
1

2π(2 kΩ× 4, 7 µF )
,

και
f2 =

1

2π(20 kΩ× 4, 7 µF )
,
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-20

log10f

kHz

1,7 17

log10G

0
101 100

Σχήµα 1.29

δηλαδή f1 = 10f2. Το διάγραµµα του log10G ως συνάρτηση του log10 f ϕαίνεται στο σχήµα (1.29).

Πρόβληµα 1.21 Το οµοαξονικό καλώδιο συνδέεται όπως ϕαίνεται στο κύκλωµα του σχήµατος (1.30α). Το
καλώδιο ϕέρει κατανεµηµένη αυτεπαγωγή L = 0, 5 µH/m και χωρητικότητα C = 50 pF/m. Για σήµα εισόδου
υi του σχήµατος (1.30ϐ) ϐρείτε το σήµα εξόδου υo.

υi

1V

1V

t (ns)

υi

t (ns)100 200 300 400

υo

υi
10m

C=50 pF/m
L=0,5 µH/m

RT=50 Ω

10 Ω

1V

(α)

(β)

(γ)

Σχήµα 1.30

Λύση:
Η χαρακτηριστική αντίσταση του οµοαξονικού καλωδίου είναι :

Zo =

√
L

C
= 100 Ω.

Η ταχύτητα διάδοσης του σήµατος είναι :

υ =
1√
LC

= 2× 108 m/s.

Εποµένως, ο ολικός χρόνος διάδοσης του σήµατος είναι :

tr =
2× µήκος καλωδίου

υ
= 100 ns.

Παρατηρούµε οτι η αντίσταση τερµατισµού RT είναι µικρότερη της χαρακτηριστικής αντίστασης του καλωδίου,
εποµένως ϑα έχουµε ανακλάσεις, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (1.30γ). Το σήµα εξόδου υo ϑα ϐρεθεί από το
διαιρέτη τάσης :



24 Ανάλυση Κυκλωµάτων

υo =
RT

Zo + 10 Ω
υi ∼=

υi
2
.

Πρόβληµα 1.22 Για το κύκλωµα του σχήµατος (1.31) ϐρείτε την απόκριση συχνότηταςH(jω) = υo(jω)/υi(jω)
.

υi

L C

υo

R

υi

υo

ZP

ZR

Σχήµα 1.31

Λύση:
Παρατηρούµε οτι το

Zp = ZL||ZC =
ZLZC
ZL + ZC

.

Από το διαιρέτη τάσης του σχήµατος (1.31), έχουµε:

υo
υi

=
Zp

Zp + ZR
=

ZLZC/(ZL + ZC)

ZR + (ZLZC)/(ZL + ZC)

⇒ υo
υi

=
ZLZC

ZLZC + ZR(ZL + ZC)
,

όπου ZL, ZC είναι οι σύνθετες αντιστάσεις του πηνίου L και πυκνωτή C αντίστοιχα, δηλαδή ZL = jωL, ZC =
1/jωC, οπότε η απόκριση συχνότητας είναι :

H(jω) =
υo
υi

=
jωL/jωC

jωL/(jωC) + jRωL+R/jωC

⇒ H(jω) =
jωL

R− ω2RLC + jωL
.

Πρόβληµα 1.23 Χρησιµοποιώντας µια αντίσταση 15 kΩ σχεδιάστε ένα υψιπερατό ϕίλτρο RC µε συχνότητα
καµπής 200 kHz. Βρείτε τη χωρητικότητα του πυκνωτή.
Λύση:
Το κύκλωµα του σχήµατος (1.32) είναι ένα υψιπερατό ϕίλτρο µε συχνότητα καµπής:

ωo =
1

RC

⇒ C =
1

Rωo

⇒ C =
1

(15× 103 Ω)(2π × 200× 103 Hz)
= 53 pF.
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C

R

υi υo

Σχήµα 1.32

υi υo  

C=0,47µF

R

1 kΩ

Σχήµα 1.33

Πρόβληµα 1.24 Για το ϐαθυπερατό ϕίλτρο RC του σχήµατος (1.33) ϐρείτε τη συχνότητα ω για την οποία το
σήµα εξόδου έχει µειωθεί κατά 10% , δηλαδή υo = 0, 9υi.
Λύση:
Η απόκριση συχνότητας G(jω) του κυκλώµατος ϑα είναι :

G(jω) =
Vo
Vi

=
ZC

ZR + ZC
=

1/jωC

R+ 1/jωC
=

1

1 + jωRC
.

Από τη δεδοµένη σχέση παίρνουµε:

|G(jω)| =
∣∣∣∣υoυi
∣∣∣∣ =

1√
1 + ω2R2C2

= 0, 9

⇒ 0, 81(1 + ω2R2C2) = 1

⇒ ω =

√
0, 19

0, 81R2C2

⇒ ω = 1030 rad/s.

Πρόβληµα 1.25 Τί είδους ϕίλτρα είναι τα κυκλώµατα του σχήµατος (1.34); Είναι ϐαθυπερατά (Low-Pass),
υψιπερατά (High-Pass), Ϲωνοπερατά (Band-Pass) ή Ϲωνοφρακτικά ϕίλτρα (Band-Stop ή notch);
Λύση:
Χωρίς πράξεις µπορείτε να δείξετε οτι έχουµε τα ακόλουθα ϕίλτρα:
(α) ϐαθυπερατό. Παρατηρήστε οτι για ω →∞, η τάση εξόδου vo → 0

(ϐ) Ϲωνοπερατό. Παρατηρήστε οτι για ω → 0, η τάση εξόδου vo → 0 και για ω →∞, vo → 0

(γ) Ϲωνοφρακτικό. Παρατηρήστε οτι για ω = ωo, η τάση εξόδου vo = 0, ω = 1/
√
LC.
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RC

L υο

L

C

R

υi υi

R1

L
C R2

υi

υi

(α)

(β)

(γ)

Σχήµα 1.34

RS
RC

C RL

L1

L

υi υo

Σχήµα 1.35

υi υo
ZS ZL1

ZP

(α)

(β)

(γ)

Σχήµα 1.36
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Πρόβληµα 1.26 Για το ϕίλτρο του σχήµατος (1.35) ϐρείτε την απόκριση συχνότητας. Τί είδους ϕίλτρο είναι
το κύκλωµα ;
Λύση:
Το ισοδύναµο κύκλωµα ϕαίνεται στο σχήµα (1.36α). Παρατηρούµε οτι το διάγραµµα του σχήµατος (1.36ϐ)
µας δίνει τις σχέσεις :

1

Zp
=

1

ZRL

+
1

ZC
+

1

ZL + ZRC

, (1.0.5)

G(jω) =
υo(jω)

υi(jω)
=

Zp
Zs + ZL1

+ Zp
.

Η σχέση (1.0.5) µας δίνει

Zp =
(ZRC

ZCZRL
) + (ZLZCZRL

)

ZCZRL
+ ZRC

ZRL
+ ZLZRL

+ ZCZRC
+ ZCZL

,

όπου:
ZC =

1

jω
, ZRC

= RC , ZRL
= RL, ZL = jωL, ZL1 = jωL1.

Εποµένως, η απόκριση συχνότητας ϑα ϐρεθεί µε αντικατάσταση του Zp στη σχέση (1.0.5). Επειδή αυτό ενέχει
πολύπλοκες πράξεις, προτιµάµε ένα άλλο τρόπο για να ϐρούµε το είδος του ϕίλτρου. Μπορούµε να αναλύσουµε
το κύκλωµα στα όρια του ω.
∆ηλαδή για ω −→ 0 το ισοδύναµο κύκλωµα είναι αυτό που ϕαίνεται στο σχήµα (1.36ϐ).
Για ω −→∞ το αντίστοιχο ισοδύναµο κύκλωµα απεικονίζεται στο σχήµα (1.36γ).
Εποµένως, το ϕίλτρο είναι ϐαθυπερατό.

Πρόβληµα 1.27 Βρείτε το ϱεύµα I του κυκλώµατος του σχήµατος (1.37) για i = 1 mA και για τις παρακάτω
τιµές των αντιστάσεων:R1 = 1Ω, R2 = 0, 5Ω, R3 = 0, 25Ω, R4 = 1/3Ω, R = 0, 2Ω.

R1 R2

R4R3

I

iB

ic

iA Ri

Σχήµα 1.37

Λύση:
Από τους ϐρόχους A,B,C έχουµε:

iA = i, (1.0.6)

iB(R1 +R2 +R)− iAR1 − iCR = 0, (1.0.7)

και

iC(R3 +R4 +R)− iAR3 − iBR = 0. (1.0.8)

Από τις εξισώσεις (1.0.6), (1.0.7) και (1.0.8) έχουµε:
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iB = 0, 645i,

iC = 0, 484i.

Εποµένως :
I = iC − iB = −0, 161 mA.

Πρόβληµα 1.28 Υποθέτουµε οτι R0 = 2 Ω, R1 = 2 Ω, R2 = 5 Ω, R3 = 4 Ω και υs = 24 V στο κύκλωµα του
σχήµατος (1.38). Βρείτε τα ia, ib, και ic, καθώς και τις τάσεις κατά µήκος κάθε αντίστασης.

R0

+
-

R1

R3

R2

ic

ia

ib

Σχήµα 1.38

Λύση:
Από την εφαρµογή του δεύτερου κανόνα του Kirchhoff σε καθένα από τους ϐρόχους a, b, c , ϑα έχουµε:

iaR0 + iaR1 − ibR1 = 0
ibR2 + ibR3 + ibR1 − iaR1 − icR3 = 0
icR3 − ibR3 − υs = 0


⇒

 ia(R0 +R1) + ib(−R1) = 0
ia(−R1 + ib(R1 +R2 +R3) + ic(−R3) = 0
icR3 + ib(−R3) = υs

Επιλύοντας το σύστηµα των τριών εξισώσεων µε αγνώστους τα ϱεύµατα κόµβων ia, ib, ic, ϑα έχουµε:

ia = 2Α, ib = 4Α, ic = 10Α

Οπότε τελικά οι τάσεις στις αντιστάσεις είναι :

υR0
= iaR0 = 4 V,

υR1
= (i0 − ib)R1 = 4 V,

υR2 = ibR2 = 20 V,

υR3 = (ic − ib)R0 = 24 V.
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Πρόβληµα 1.29 Υποθέστε οτι η πηγή τάσης του κυκλώµατος του σχήµατος (1.38) αντικαθίσταται µε µια πηγή
ϱεύµατος Is = 12 Α. Εφαρµόζοντας τους κανόνες Kirchhoff , ϐρείτε τις τάσεις πάνω σε κάθε αντίσταση.
Λύση:
Με εφαρµογή του 2ου κανόνα του Kirchhoff και από τη συνθήκη του προβλήµατος (Ts) = 12 Α, ϑα έχουµε
τρεις σχέσεις :

iaR0 + iaR1 − ibR1 = 0
ibR2 + ibR3 + ibR1 − iaR1 − icR3 = 0
ic = Is = 12Α


⇒

 ia(R0 +R1) + ib(−R1) = 0
ia(−R1 + ib(R1 +R2 +R3) + ic(−R3) = 0
ic = 12Α{

4ia − 3ib = 0
−3ia + 9ib = 48

ia = 5, 33A, ib = 7, 11Α.

Εποµένως, οι τάσεις πάνω στις αντιστάσεις ϑα είναι :

υR0
= iaR0 = 5, 33 V,

υR1 = (ia − i0)R1 = −5, 33 V,

υR2
= ibR2 = 14, 22 V,

και

υR3
= (ic − ib)R0 = 19, 56 V.

Πρόβληµα 1.30 Στο κύκλωµα του σχήµατος (1.39) να ϐρείτε :
(α) τα ϱεύµατα i1 και i2.
(ϐ) την ισχύ που παρέχεται από την πηγή ϱεύµατος των 3 Α και από την πηγή τάσης των 12 V
(γ) την ολική καταναλισκόµενη ισχύ του κυκλώµατος.
Θεωρήστε για το πρόβληµα: R1 =25 Ω, R2 =10 Ω, R3 =5 Ω και R4 =7 Ω

�
�

��

� �

����

�� ��

���

��
�	


��	�

Σχήµα 1.39

Λύση:
(α)

Με εφαρµογή του 1ου κανόνα του Kirchhoff για τον κόµβο 1, ϑα έχουµε:

−i− i1 − i2 = 0. (1.0.9)

Επιπλέον, από το νόµο του Ohm για το δυναµικό υ1 ισχύουν :
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i1 = − υ1

R2
, i2 = −υ1 − 12

R3
. (1.0.10)

Με αντικατάσταση των σχέσεων (1.0.10) στην (1.0.9) ϑα έχουµε:

−i+
υ1

R2
+
υ1 − 12

R3
= 0

⇒ υ1 =
12R2 + iR2R3

R2 +R3
= 18 V.

Εποµένως :

i1 = −18

10
Α = −1, 8 Α,

i2 =
−18− 12

5
A = −1, 2 Α.

(ϐ)

Η προσφερόµενη ισχύς της πηγής ϱεύµατος είναι :

P = υ3Ai, όπου υ3A = υ1 + iR1.

Εποµένως,

P = (υ1 + iR1)i = 279 W,

και η προσφερόµενη ισχύς της µπαταρίας είναι :

P = (12 V)i12V ,

όπου

i12V = i2 + i4 = −1, 2 A +
12

R4
= 0, 514 A

⇒ P = (12 V)× (0, 514A) = 6, 17 W.

(γ)

Η ολική προσφερόµενη ισχύς είναι :

PΠ
oλ = (279 W + 6, 17 W ) = 285, 17 Ω.

Ενώ η ολική καταναλισκόµενη ισχύς είναι :

Pκoλ = (3A)2 × (25 Ω) + (1, 8A)2 × (10 Ω) +
122V

7 Ω
= 285 Ω.

Τελικά έχουµε:

PΠ
oλ = Pκoλ,

δηλαδή ισχύει το προφανές :

καταναλισκόµενη ισχύς ≡ προσφερόµενη ισχύς.
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Πρόβληµα 1.31 ΄Ενα ϐολτόµετρο χρησιµοποιείται για τη µέτρηση της τάσης στα άκρα µια αντίστασης του
κυκλώµατος του σχήµατος (1.40). Το όργανο αυτό µπορεί να ϑεωρηθεί ως αποτελούµενο από ένα ιδανικό
ϐολτόµετρο και µια αντίσταση 120 kΩ τοποθετηµένη παράλληλα προς αυτό. ΄Εστω οτι ϑέλουµε να µετρήσουµε
την τάση στα άκρα της R4. ΄Εστω επίσης οτι R1 =8 kΩ, R2 =22 kΩ, R3 = 50kΩ, Rs =125 kΩ και is =120
mΑ. Βρείτε την τάση στα άκρα της R4 µε και χωρίς το ϐολτόµετρο στο κύκλωµα για τις ακόλουθες τιµές :
(α) 100 Ω,
(ϐ) 1 Ω,
(γ) 10 kΩ,
(δ) 100 kΩ.

R1

RS R2

R3

R4 120kΩ V

is

Σχήµα 1.40

Λύση:
Το ϱεύµα που διαρρέει την R1 είναι :

iR1
= is

Rs
Rs +R1 +R2||(R3 +R4)

,

ενώ αυτό που διαρρέει την R4:

iR4 = iR1

R2

R2 +R3 +R4
.

Για την τάση στα άκρα της R4 έχουµε:

υR4
= iR4

R4

⇒ υR4 = isR4

[
Rs

Rs +R1 +R2||(R3 +R4)

] [
R2

R2 +R3 +R4

]
.

Οι τιµές του υR4
ϕαίνονται στον πίνακα του σχήµατος (1.41)

µε R4 χωρίς R4
α 3,08 3,09
β 30,22 30,47
γ 251,61 269,92
δ 940,90 1260,70

Σχήµα 1.41

Πρόβληµα 1.32 Στο κύκλωµα του σχήµατος (1.42) τα ϱεύµατα σε κάθε κόµβο είναι :

i1 = 5A, i2 = 3A, i3 = 7A.
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VS1

VS2

R4

R5

R2

R1
R3

A

B

i2

i1

i3

Σχήµα 1.42

Βρείτε τα ϱεύµατα που διαρρέουν τις αντιστάσεις R1, R2 και R3.
Λύση:
Για τον κόµβο A έχουµε:

i1 − iR1 − i3 = 0⇒ iR1 = i1 − i3

⇒ iR1
= −2Α.

Για τον κόµβο B έχουµε:

i3 − iR2
− i2 = 0

⇒ iR2 = i3 − i2 = 4Α.

Εποµένως, τα ϱεύµατα που διαρρέουν τις αντιστάσεις R3 και R4 αντίστοιχα είναι :

iR3
= i3 = 7Α,

iR4
= i1 = 5Α.

Πρόβληµα 1.33 Για το κύκλωµα του σχήµατος (1.43) να ϐρείτε τα ϱεύµατα i1 και i2, ϑεωρώντας :

R1 = 3A, R2 = 1 Ω καιR3 = 6 Ω.

R3

i

i11 A i3
2 A

R2

R1

Σχήµα 1.43

Λύση:
΄Εστω i είναι το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση R2. Στον κόµβο 1 έχουµε:



33

1Α + i− i1 = 0

⇒ 1Α +
(υ2 − υ1)

R2
− υ1

R1
= 0

⇒ υ1(1 + 1/3)− υ2 = 1. (1.0.11)

Στον κόµβο 2 έχουµε:

−2Α− i− i3 = 0

⇒ −2Α− (υ2 − υ1)

R2
− υ2

R3
= 0

⇒ υ1 − υ2(1 + 1/6) = 2. (1.0.12)

Από τις σχέσεις (1.0.11) και (1.0.12) έχουµε:

υ1 = −3

2
V,

υ2 = −3 V.

Εποµένως, τα ϱεύµατα i1, i2 είναι :

i1 =
υ1

3
= −0, 5Α και i2 = 6υ2 = −0, 5Α.

Πρόβληµα 1.34 Στο κύκλωµα του σχήµατος (1.44) ϐρείτε το ϱεύµα i. Θεωρήστε οτι : R1 = 0, 5 Ω, R2 = 0, 5
Ω, R3 = 0, 25 Ω, R4 = 0, 5 Ω, R5 = 0, 25 Ω και i = 0, 5 Α, v = 3 V.

R1 R3 R4

R5
R2

i
υ = 3V

i

υ1 υ2 υ3

1 2

Σχήµα 1.44

Λύση:
Στον κόµβο 1 έχουµε:

3− υ1

R1
+

0− υ1

R2
+
υ2 − υ1

R3
= 0

⇒ −υ1

(
1

R1
+

1

R2
+

1

R3

)
+
υ2

R3
= − 3

R1
. (1.0.13)

Στον κόµβο 2 έχουµε:

υ1 − υ2

R3
+

0− υ2

R4 +R5
− i = 0

⇒ υ1

R3
− υ2

(
1

R3
+

1

R4 +R5

)
= i (1.0.14)

Επιλύοντας το σύστηµα των εξισώσεων (1.0.13) και (1.0.14) ϑα έχουµε:
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υ1 = 1, 125 V,

υ2 = 0, 75 V.

Εποµένως, το ϱεύµα i είναι :

i =
3− υ1

R1
=

1, 875

0, 5
= 3, 75 A.

Πρόβληµα 1.35 Στο κύκλωµα του σχήµατος (1.45) ϐλέπουµε µια γέφυρα Wheatstone. Βρείτε τα υa, υb και
τη διαφορά δυναµικού υa − υb.

+
-

18Ω

20Ω

36Ω

20Ω

υa υb15V A B

Σχήµα 1.45

Λύση:
Στον κόµβο Α :

15− υa
36

− υa
20

= 0.

Στον κοµβο Β:

15− υb
18

− υb
20

= 0.

Επιλύοντας τις δύο παραπάνω εξισώσεις για τις τάσεις υa, υb ϑα έχουµε:

15

36
= υa

(
1

36
+

1

20

)
⇒ υa = 5, 36 V,

15

18
= υb

(
1

18
+

1

20

)
⇒ υb = 7, 89 V.

Εποµένως, η διαφορά δυναµικού είναι -2,53 V.

Πρόβληµα 1.36 Στο κύκλωµα του σχήµατος (1.46) ϐρείτε τις τάσεις στα άκρα των αντιστάσεων R1, R2 και
R3. Θεωρήστε οτι :

VS1 = VS2 = 450V, R4 = R5 = 0, 25 Ω, R1 = 8 Ω, R2 = 5 Ω, R3 = 32 Ω.

Λύση:
Στον κόµβο 1 ϑα ισχύει :
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Σχήµα 1.46

υS1 − υ1

R4
− υ1

R1
− υ1 − υ2

R3
= 0

⇒ υ1

(
1

R1
+

1

R3
+

1

R4

)
− υ2

(
1

R1

)
=
υS1

R4
. (1.0.15)

Στον κόµβο 2 ϑα ισχύει :

υ1 − υ2

R3
− 0− υ2

R2
− υ2 − υS2

R5
= 0

⇒ υ1

(
1

R5

)
+ υ2

(
1

R2
+

1

R3
+

1

R5

)
= −υs2

R5
. (1.0.16)

Λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων (1.0.15) και (1.0.16) ως προς τους αγνώστους υ1, υ2 , ϑα πάρουµε:

υ1 = 429, 8 V,

υ2 = −422, 2 V,

και προφανώς:

υR3
= υ1 − υ2 = 852 V.

Πρόβληµα 1.37 Βρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin όπως ϕαίνεται από την αντίσταση R3 στο κύκλωµα
του σχήµατος (1.47). Υπολογίστε την ισοδύναµη τάση Thevenin, VTh (ανοιχτό κύκλωµα), και το ισοδύναµο
ϱεύµα IN (ϐραχυκυκλωµένο κύκλωµα) όταν η αντίσταση ϕόρτου είναι η R3. Θεωρήστε : VS1

= VS2
=

450 V, R1 = 7 Ω, R2 = 5 Ω, R3 = 10 Ω, R4 = R5 = 1 Ω.
Λύση:
Η ισοδύναµη αντίσταση Thevenin RTh ϐρίσκεται αφού ϐραχυκυκλώσουµε τις πηγές τάσεις υS1

, υS2
, όπως

ϕαίνεται στο σχήµα (1.48α):

RTh = R1||R4 +R2||R5

⇒ RTh =
7× 1

7 + 1

5× 1

5 + 1
= 0, 73Ω.

Η ισοδύναµη τάση Thevenin VTh ϑα είναι αυτή του (σχήµατος (1.48ϐ).
Στον κόµβο 1:

υS1 − υ1

R4
− υ1

R1
= 0.
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Σχήµα 1.47

υS1

υS2

R5

R4

R1

R2

R3

+
-

+
-

iA
iC

iB

5

υS1

υS2

R

R4

R1

R2

+
-

+
-

υ1

υ2
5R

R4

R1

R2

(α) (β)

(γ)

Σχήµα 1.48

Στον κόµβο 2:

0− υ2

R2
− υ2 − (−υS1

)

R5
= 0.

Λύνοντας ως προς υ1, υ2 έχουµε:

υ1 = 393, 75 V, υ2 = −375 V

Εποµένως
VTh = υ1 − υ2 = 768, 75 V.

Το ισοδύναµο κύκλωµα Norton ϕαίνεται στο σχήµα (1.48γ). Για να ϐρούµε το ϱεύµα του κυκλώµατος εξετά-
Ϲουµε τους ϐρόχους A,B,C.
Για το ϐρόχο A:

iA(R4 +R1)− iCR1 − 450 = 0.

Για το ϐρόχο B:
iC(R2 +R5)− iCR2 − 450 = 0.

Για το ϐρόχο C:
iC(R1 +R2)− iAR1 − iBR2 = 0.

΄Εχουµε 3 εξισώσεις µε αγνώστους iA, iB , iC που µετά την επίλυση του συστήµατος ϑα έχουµε:
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ic = IN ,

ή αλλιώς :

VTh = INRTh

⇒ IN =
VTh
RTh

=
768, 75 V
1, 71Ω

⇒ IN = 450 A.

Πρόβληµα 1.38 Ο διακόπτης S του κυκλώµατος του σχήµατος (1.49) ανοίγει στο χρόνο t = 0. Βρείτε τις
εντάσεις των ϱευµάτων i1(t), και i2(t).

���
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Σχήµα 1.49

Λύση:
Για το χρόνο t = 0 ισχύουν οι σχέσεις :

L
di1
dt

= Ri2,

i1 + i2 = i.

Με εφαρµογή του µετασχηµατισµού Laplace ϑα έχουµε:

L[sI1(s)− I1(0)] = RI2(s), (1.0.17)

I1(s) + I2(s) = I(s) =
5

s
, (1.0.18)

όπου I(s) είναι ο µετασχηµατισµός Laplace του i(t) , κι εφόσον :

i(t) = 5
L←→ 5/s,

i(t)
L←→ I(s),

i1(t)
L←→ I1(s),

και
i2(t)

L←→ I2(s).

Λύνοντας το σύστηµα των δύο εξισώσεων (1.0.17) και (1.0.18) ως προς I1(s), I2(s), ϑα έχουµε:

I1(s) =
10

3s(s+ 2/3)
,

και
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I2(s) =
5

s+ 2/3
.

Αντιστρέφοντας τα I1(s), I2(s) κατά Laplace ϑα έχουµε:

i1(t) = 5
(

1− e−(2/3)t
)
, για t > 0

και

i2(t) = 5e−(2/3)t, για t > 0.

Πρόβληµα 1.39 Να προσδιορίσετε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin ως προς τους ακροδέκτες A, B για το
κύκλωµα του σχήµατος (1.50).

18 mA

2

3

41

I1

I2

12 kΩ

13 kΩ10 kΩ

15 kΩ

2 kΩ 4 kΩA B

Σχήµα 1.50

Λύση:
Η ισοδύναµη τάση Thevenin ϑα ϐρεθεί υπολογίζοντας τη διαφορά δυναµικού υA − υB για ενεργές πηγές.
Θεωρούµε δύο ϱεύµατα ϐρόχων i1, i2, όπου ο κανόνας Kirchhoff των ϐρόχων ϑα είναι

i1 = 18 mA,

i2(10 + 15 + 13 + 12) kΩ = i1(10 + 15)

⇒ i2 = 9 mA.

Εποµένως, οι διαφορές δυναµικού ϑα είναι : υ1 − υ3 = (i2 − i1)× 15 kΩ = −135 V

υ3 − υ4 = i2 × 13 kΩ = 117 V

⇒ υ1 − υ4 = 27 V.

Εποµένως, η ισοδύναµη τάση Thevenin είναι :

υT = 27 V.

Για την ισοδύναµη αντίσταση Thevenin ϑεωρούµε απενεργή πηγή ϱεύµατος, δηλαδή ανοικτή πηγή, εποµένως ο
προσδιορισµός της ισοδύναµης αντίστασης Thevenin ϑα ϐρεθεί ακολουθώντας τα ϐήµατα του σχήµατος (1.51).
Τελικά, η αντίσταση Thevenin είναι :
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(α)

(β)

(γ)

(δ)

10 kΩ 13 kΩ

12 kΩ15 kΩ
2 kΩ 4 kΩ 2 kΩ

3,9 kΩ

4 kΩ

RT=2 kΩ

υT=27 V
2 kΩ 4 kΩ

10 || 13 kΩ

12 || 15 kΩ

A

B

Σχήµα 1.51

RT =
[
(10 kΩ||13 kΩ)

∣∣∣∣∣∣(12 kΩ||15 kΩ)
]

+ 2 kΩ + 4 kΩ = 9.1 kΩ,

όπως ϕαίνεται στο σχήµα (1.51δ)

Πρόβληµα 1.40 Να προσδιορίσετε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin ως προς τους ακροδέκτες A, B για το
κύκλωµα του σχήµατος (1.52).
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Σχήµα 1.52

Λύση:
Θεωρούµε δύο ϱεύµατα ϐρόχου, για τα οποία ισχύουν οι κανόνες του Kirchhoff που µας δίνουν :

i1 = 8 A

i2 × (6 Ω + 12 Ω)− i1 × 12 Ω = 12 V

⇒
i2 = 6 A,

εποµένως οι διαφορές τάσης του σηµείου 1 ως προς τα σηµεία Α και Β ϑα είναι :
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υA − υ1 = i1 × 2 Ω = 16 V,

υ1 − υB = i2 × 6 Ω = 36 V.

Εποµένως,

(υA − υ1) + (υ1 − υB) = 52 V

⇒ υA − υB = 52 V.

΄Αρα η ισοδύναµη τάση Thevenin ϑα είναι :

υT = 52 V.

Η ισοδύναµη αντίσταση Thevenin ϑα ϐρεθεί αφού ϑεωρήσουµε ανοικτή πηγή ϱεύµατος και ϐραχυκυκλωµένη
πηγή τάσης των 12 V, όπου τα διάφορα ϐήµατα υπολογισµού της δίνονται στο σχήµα (1.53α,β,γ), όπου RT =
(6 Ω||12 Ω) + 2 Ω = 6 Ω. Εποµένως, το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin δίνεται στο σχήµα (1.53δ).
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Σχήµα 1.53

Πρόβληµα 1.41 Το δικτύωµα του σχήµατος (1.54α) αποτελείται από αντιστάσεις και επεκτείνεται ως το
άπειρο. Ποιά είναι η ισοδύναµη αντίσταση του κυκλώµατος όπως ϕαίνεται από τους ακροδέκτες Α, Β. ΄Ολες οι
αντιστάσεις είναι ίδιου µεγέθους R.
Υπόδειξη : Η αντίσταση στα δεξιά των σηµείων Α, Β είναι η ίδια µε την αντίσταση στα δεξιά των σηµείων Γ, ∆,
εφόσον το δικτύωµα επεκτείνεται στο άπειρο.
Λύση:
΄Εστω RAB, RΓ∆. Εποµένως, ϑα ισχύει το ισοδύναµο κύκλωµα του σχήµατος (1.54ϐ). Μπορούµε να γράψουµε
για την αντίσταση RAB:

RAB = R+R||RΓ∆ +R = 2R+R||RAB

⇒ RAB = 2R+
RRAB
R+RAB

⇒ RRAB +R2
AB = 2R2 + 2RRAB +RRAB

R2
AB − 2RRAB − 2R2 = 0.

Οι ϱίζες αυτού του τριωνύµου ϑα µας δώσουν τις τιµές του RAB, δηλαδή:
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R
A

B R
R

R
R

R
R

......

......

A

B R
R R

R
( �

( �

R R

Σχήµα 1.54

RAB =
2R±

√
4R2 + 8R2

2
= R

(
1±
√

3
)
.

Η ϑετική ϱίζα είναι η ϕυσική αποδεκτή λύση για την αντίσταση RAB, δηλαδή:

RAB = R(1 +
√

3).

Πρόβληµα 1.42 Το κύκλωµα του σχήµατος (1.55) δείχνει µια γέφυρα Wheatstone που συχνά χρησιµοποιείται
για τη µέτρηση µικρών µεταβολών της αντίστασης (που αναφέρεται ως r στο παράδειγµά µας).
(α) Βρείτε µια έκφραση της εξόδου υo ως συνάρτηση των υi, R και r.
(ϐ) ∆είξτε οτι υo = 0 για r = 0.
(γ) Αν r � R, δείξτε οτι το υo µεταβάλλεται γραµµικά µε το r για γνωστά υi και R.

A

R

R

R

R+r

A B
i+

-

Σχήµα 1.55

Λύση:
(α)

Από τους διαιρέτες τάσης ΑΒΓ και Α∆Γ έχουµε:
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υA =
R

2R
υi, υB =

R+ r

2R+ r
υi.

Εποµένως, η τάση εξόδου υo ϑα έχει :

υo = υA − υB = υi

(
R+ r

2R+ r
− 1

2

)
⇒ υo = υi

2R+ 2r − 2R− r
2(2R+ r)

=
υir

2(2R+ r)
.

(ϐ)

Για r = 0 παρατηρούµε οτι το υo = 0.

(γ)

υo =
υir

2(2R+ r)
=

υi
4R

r
1

(1 + r/2R)

⇒ υo =
υi
4R

r
(

1 +
r

2R

)−1

=
υir

4R

(
1− r2

2R2
+ . . .

)
.

Για r � R µπορούµε να αγνοήσουµε τους όρους µε δυνάµεις µεγαλύτερες του 1:( r
R

)2

,
( r
R

)3

, . . .

Εποµένως, η τάση εξόδου υo ϑα είναι :

υo =
( υi

4R

)
r.

Πρόβληµα 1.43 (α) Βρείτε τον τύπο του ϕίλτρου του κυκλώµατος του σχήµατος (1.56) χωρίς να κάνετε
µαθηµατικούς υπολογισµούς. Απλά ϐασιστείτε στη συµπεριφορά των διαφόρων στοιχείων του κυκλώµατος σε
χαµηλές και υψηλές συχνότητες.
(ϐ) Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του κυκλώµατος :

H(jω) =
v0(jω)

vi(jω)
,

και να επαληθεύσετε το ερώτηµα (α).
Λύση:
(α)

Για χαµηλές συχνότητες (ω → 0) η σύνθετη αντίσταση του πηνίου είναι :

ZL = jωL→ 0.

Εποµένως ϐραχυκυκλώνεται µε αποτέλεσµα το σήµα εξόδου να είναι µηδέν. Σε υψηλές συχνότητες (ω → ∞)
η σύνθετη αντίσταση του πυκνωτή είναι :

ZC = 1/jωC → 0,

εποµένως ο πυκνωτής ϐραχυκυκλώνεται µε αποτέλεσµα το σήµα εξόδου υo να τείνει στο µηδέν. ΄Αρα η έξοδος
είναι µηδέν για χαµηλές και υψηλές συχνότητες, εποµένως αυτό είναι ένα Ϲωνοπερατό ϕίλτρο.

(ϐ)

Από το διαιρέτη τάσης η συνάρτηση µεταφοράς ϑα έχει :

H(jω)
υo(jω)

υi(jω)
=

ZC ||ZL
ZC ||ZL + ZR

,
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R
i

L
C

Σχήµα 1.56

όπου

ZC =
1

jωC
, ZL = jωL, ZR = R,

H(jω) =

jωL/jωC
(1/jωC) + jωL

jωL/jωC

(1/jωC) + jωL
+R

⇒ H(jω) =
jω(L/R)

−ω2LC + jω (L/R) + 1
.

Για ω → 0 ϑα έχουµε: H(jω)→ 0/1 = 0, ενώ για ω →∞ ϑα έχουµε:

H(jω)→

d

dω
(jωL/R)

d

dω
(−ω2LC + jωL/R+ 1)

⇒ H(jω) =
jL/R

−2ωLC + jL/R
→ 0.

Πρόβληµα 1.44 (α) Βρείτε τον τύπο του ϕίλτρου του κυκλώµατος του σχήµατος (1.57) χωρίς να κάνετε
µαθηµατικούς υπολογισµούς. Απλά ϐασιστείτε στη συµπεριφορά των διαφόρων στοιχείων του κυκλώµατος σε
χαµηλές και υψηλές συχνότητες.
(ϐ) Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του κυκλώµατος :

H(jω) =
v0(jω)

vi(jω)
,

και να επαληθεύσετε το ερώτηµα (α).
Λύση:
(α)

Στις χαµηλές συχνότητες ο πυκνωτής είναι ανοικτός (ZC = 1/jωC → ∞) και το πηνίο ϑα είναι ϐραχυκυκλω-
µένο (ZL = jωL→ 0), άρα ϑα υπάρχει σήµα εξόδου υo.
Στις υψηλές συχνότητες ο πυκνωτής είναι ϐραχυκυκλωµένος (ZC = 1/jωC → 0) εποµένως αυτό το κύκλωµα
είναι ένα ϐαθυπερατό ϕίλτρο.

(ϐ)



44 Ανάλυση Κυκλωµάτων

R
i

L

C

Σχήµα 1.57

Η συνάρτηση µεταφοράς µπορεί να ϐρεθεί από το διαιρέτη τάσης και ϑα είναι :

H(jω) =
υo(jω)

υi(jω)
=

ZC
ZC + ZL + ZR

⇒ H(jω) =
1/jωC

R+ jωL+ 1/jωC
=

1

j − ω2LC + jωCR+ 1
.

Παρατηρούµε οτι η συνάρτηση µεταφοράς H(jω) παίρνει τις ακόλουθες τιµές :
για ω −→ 0⇒ H(jω) = 1, και
για ω −→∞⇒ H(jω) = 0,
δηλαδή είναι ένα ϐαθυπερατό ϕίλτρο.

Πρόβληµα 1.45 Το δικτύωµα του σχήµατος (1.58) είναι ένα κύκλωµα που χρησιµοποιεί έναν πυκνωτή για
να κατεβάσει τα 220 V εναλλασσόµενης τάσης συχνότητας 60 Hz (220Vac @ 60 Hz) στην τάση που απαιτείται για
ένα λαµπτήρα πυρακτώσεως (ως µια αντίσταση). Να υπολογίσετε την απαιτούµενη χωρητικότητα του πυκνωτή
για την τροφοδοσία ενός λαµπτήρα ισχύος 40 W @ 24 Vac.
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Σχήµα 1.58

Λύση:
Για 40 Watt στα 24 Vac ϑα έχουµε:

I =
P

V
=

40 W
24 W

= 1, 67 A.

Ο λαµπτήρας συµπεριφέρεται ως µια αντίσταση:

R =
U

I
=
P

I2
=
V 2

P
=

(24 V)2

40 W
= 14, 4 Ω.
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Με όλα αυτά τα δεδοµένα, το πρόβληµά µας ϑα µπορεί να παραφραστεί ως : ‘‘Ποιά τιµή της χωρητικότητας του
πυκνωτή, όταν αυτός είναι σε σειρά µε µια αντίσταση R = 14, 4 Ω, ϑα αναγκάσει µια γεννήτρια των 120 V και
συχνότητας 60 Hz να παρέχει ϱεύµα 1,67 A; "
Η ισοδύναµη σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος ϑα είναι :

Zeq = ZC + ZR =
1

jωC
+R.

Το ϱεύµα είναι :

I =
Vγ
Zeq

,

όπου Vγ = 220 V. Εποµένως, η ενεργός τιµή του ϱεύµατος είναι :

I =
220 V√(
1

2πfC

)2

+R2

⇒ C =
1

220π

1√(
120

I

)2

− 14, 42

⇒ C =

(
1

120π

)
1√(

220

6, 7

)2

− 14, 42

' 100 µF.

Πρόβληµα 1.46 Επαναλάβατε το πρόβληµα 1.45 αντικαθιστώντας τον πυκνωτή µε ένα ιδανικό πηνίο χωρίς
αντίσταση.
Λύση:
Θα λύσουµε το πρόβληµα αυτό ακολουθώντας τα ίδια ϐήµατα του προβλήµατος (1.45), δηλαδή ϑα υπολο-
γίσουµε το ϱεύµα και την αντίσταση που απαιτείται για το λαµπτήρα, ϑα υπολογίσουµε την ολική σύνθετη
αντίσταση, κλπ ..
΄Ενας άλλος τρόπος είναι να παρατηρήσουµε οτι η τάση στα άκρα της αντίστασης του λαµπτήρα και και η τάση
στα άκρα του πηνίου έχουν διαφορά ϕάσης 90o:

Vg = IZeq = IR− IjωL = |VR|+ k|VC |.

Εποµένως,
|Vg|2 = |VR|2 + |VL|2

⇒ |VL|2 = |Vg|2 − |VR|2 και ZL =
VL
IL
,

όπου IL είναι το ϱεύµα που διαρρέει το πηνίο και που προφανώς είναι :

IL = IR − I.

Η αυτεπαγωγή του πηνίου είναι :

L =
|ZL|
ω

=

√
V 2
g − V 2

R

Iω

⇒ L =

√
(240)2 − (24)2

1, 67(120π)
H

⇒ L ∼= 0, 2 Η.
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Πρόβληµα 1.47 (α) Βρείτε τον τύπο του ϕίλτρου του κυκλώµατος του σχήµατος (1.59) χωρίς να κάνετε
µαθηµατικούς υπολογισµούς.
(ϐ) Να ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του κυκλώµατος και να κατασκευάσετε µε τη ϐοήθεια του MATLAB ένα
γράφηµα του log10 |H(jω)| ως συνάρτηση του λογάριθµου της συχνότητας. Θεωρήστε µια περιοχή συχνότητας
στο διάστηµα

[
10−1, 104

]
Hz.

R1
i

LR2

C100 

0,1 70,4 H

100 F
R3 1 k

Σχήµα 1.59

Λύση:
(α)

Είναι ένα Ϲωνοφρακτικό ϕίλτρο.

(ϐ)

Από το διαιρέτη τάσης ϑα έχουµε:

υo
υi

=
R3

R3 +R1 + (R2 + ZL)||ZC
,

όπου η σύνθετη αντίσταση του παρονοµαστή είναι :

R1 +R3 + (R2 + ZC)||ZC

=
−ω2LC(R1 +R2) + jω[CR2(R1 +R3) + L] + (R1 +R2 +R3)

−ω2LCR3 + jωCR2R3 +R3
.

Εποµένως, η συνάρτηση µεταφοράς ϑα είναι :

H(jω) =
υo
υi

⇒ H(jω) =
−ω2LCR3 + jωCR2R3 +R3

−ω2LC(R1 +R3) + jω[CR2(R1 +R3) + L] + (R1 +R2 +R3)
.

Το Ϲητούµενο γράφηµα και ο κώδικας MATLAB απεικονίζονται στο σχήµα (1.60).

Πρόβληµα 1.48 Για το κύκλωµα του σχήµατος (1.61):

υ = 100 V, R1 = 20 Ω, R2 = 5 Ω, L = 10 H.

Ο διακόπτης ανοίγει τη χρονική στιγµή t = 0. Να ϐρεθούν :
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Σχήµα 1.60

υ
+
-

1 2

+
-

R1υ1

+

-

+
-

υ2

υL

iL

V1 V2
∆

R2

L

Σχήµα 1.61
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(α) Το
diL
dt

∣∣
t=0+

(ϐ) Το υ∆ = V1 − V2 για t = 0+ (τάση στα άκρα του διακόπτη)
(γ) Ο ϱυθµός µείωσης της ενέργειας του πηνίου για t = 0+.
Λύση:
(α)

΄Εχουµε:

iL =
υ

R2
, για t ≤ 0.

Το iL είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου άρα:

iL(0−) =
υ

R2
= iL(0+) =

100 V
5 Ω

= 20 Α = I0.

Χρησιµοποιώντας το νόµο του Kirchhoff για τις τάσεις παίρνουµε:

L
diL
dt

+ iLR2 + iLR1 = 0.

Η διαφορική εξίσωση είναι οµογενής και άρα έχει λύση της µορφής keρt, όπου προφανώς:

ρ = −R1 +R2

L
.

΄Αρα,

iL(t) = ke−(R1+R2)t/L.

Αφού iL(0+) = I0, ϑα έχουµε

iL(t) = I0e
−(R1+R2)t/L.

Εποµένως,

diL
dt

= −I0
R1 +R2

L
e−(R1+R2)t/L,

Για t = 0+ έχουµε:

diL(0+)

dt
= −I0

R1 +R2

L
,

οπότε

diL(0+)

dt
= −20

5 + 20

10

Α
s

= −50 A/s.

(ϐ)

Το ϱεύµα της R1 έχει κατεύθυνση από κάτω προς τα πάνω, άρα η V2 = υ1 είναι αρνητική:

V2 = υ1 = −iLR1 = −I0R1e
−(R1+R2)t/L,

και για t = 0+,

υ1(0+) = V2 = −20× 20 V = −400 V,

και εποµένως

υ∆ = [100− (−400)] V = 500 V.

(γ)
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Προφανώς ο ϱυθµός απώλειας ενέργειας του πηνίου ϐρίσκεται εύκολα, αφού:

WL(t) =
1

2
Li2L(t).

΄Εχουµε εποµένως :

dWL

dt
= LiL

diL
dt

⇒ dWL(0+)

dt
= LI0

diL(0+)

dt

⇒ dWL

dt

∣∣∣∣
(0+)

= −10× 20× 50 J/s = −10000 J/s.

Πρόβληµα 1.49 Να ϐρεθεί το ϱεύµα στο κύκλωµα του σχήµατος (1.62), αν υt = υ̂ cos(ωt+ φ).

RL C

i(t)

υ(t)

Σχήµα 1.62

Λύση:
Ο ϕάσορας της τάσης είναι :

V = υ̂ejφ1 ,

όπου

υ(t) = Re[V ejωt].

Η ολική µιγαδική εµπέδηση είναι :

Z = jωL+R+
1

jωC
,

όπου, όπως είναι γνωστό, ισχύουν :

ZL = jωL, ZR = R, ZC =
1

jωC
.

Εποµένως,

Z = R+ j

(
ωL− 1

ωC

)
= |Z|ejθ,

όπου
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|Z| =

√
R2 +

(
ωL− 1

ωC

)2

και θ = arctan

[(
ωL− 1

ωC

)/
R

]
.

Ο ϕάσορας του ϱεύµατος είναι :

I =
V

Z
=

υ̂

|Z|
ejφ2 ,

όπου

φ2 = φ1 − θ.

Πρόβληµα 1.50 Για το κύκλωµα του σχήµατος (1.63), ϐρείτε την έξοδο, υo(t), για είσοδο υ1(t) = Vou(t), t >
0, όπου u(t) (ή θ(t)) είναι η ϐηµατική συνάρτηση ή συνάρτηση Heaviside. Θεωρήστε οτι δεν υπάρχει αρχική
ενέργεια στο κύκλωµα.

i R1C R2

υi(t)=Vo u(t)

υo(t)+ -

Σχήµα 1.63

Λύση:
Η ολική µιγαδική (σύνθετη) αντίδραση (εµπέδηση) είναι :

Z =
1

sC
+R1 +R2,

εποµένως :

Is =
V1(s)

Z
=

V1(s)
1

sC
+ (R1 +R2)

.

Επιπλέον, έχουµε:

V1(s) = V0L[u(t)] = V0
1

s
,

και εποµένως

I(s) =
V0C

1 + (R1 +R2)Cs
=

V0/(R1 +R2)

s+ 1/(R1 +R2)C

⇒ V0(s) = I(s)R2 =
V0R2/(R1 +R2)

s+ 1/(R1 +R2)C
.

Από πίνακες ϐρίσκουµε οτι ο µετασχηµατισµός Laplace της e−at είναι 1/(s+ a), οπότε :
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Vo(s)
L−1

←→ υo(t) =
V0

R1 +R2
R2e

−t/[(R1+R2)C].

Πρόβληµα 1.51 Για το κύκλωµα του σχήµατος (1.64), να ϐρεθεί η απόκριση σε κρουστική διέγερση. ∆ίνονται :
R1 = R2 = 1 Ω, L = 1 Η, C = 1 F.

R1

C

R2

L

υi(t) υo(t)
+

-

Σχήµα 1.64

Λύση:
Από το δεύτερο κανόνα του Kirchhoff έχουµε:

V2(s)− V1(s)

1/sC
+
V2(s)

R1
+

V2(s)

sL+R2
= 0

⇒ V2(s) =
sC

sC +
1

R1
+

1

sL+R2

V1(s).

Από το διαιρέτη τάσης προκύπτει :

V0(s) =
R2

R2 + sL
V2(s) =

sCR2

(sL+R2)(sC + 1/R1) + 1
V1(s)

⇒ Vo(s)

Vi(s)
= H(s) =

sCR2

(sL+R2)(sC + 1/R1) + 1
.

Εποµένως, από τα δεδοµένα προκύπτει :

H(s) =
s

s2 + 2s+ 2

⇒ H(s) =
s

(s− s1)(s− s2)
,

όπου

s1 = −1 + j και s2 = −1− j,

΄Οταν τα µεγέθη εισόδου-εξόδου αναφέρονται σε διαφορετικές ϑύρες, τότε η συνάρτηση H(s) του κυκλώµατος
λέγεται συνάρτηση µεταφοράς. Αναλύουµε το H(s) σε µερικά κλάσµατα:

s

(s− s1)(s− s2)
=

k1

s− s1
+

k2

s− s2
,
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όπου

k1 = lim
s→s1

[(s− s1)F (s)] =
s

s− s2

∣∣∣∣
s=s1

,

και

k2 = lim
s→s2

[(s− s2)F (s)] =
s

s− s1

∣∣∣∣
s=s2

.

Εποµένως,

k1 =
s1

s1 − s2
=

−1 + j

−1 + j − (−1− j)
=
−1 + j

2j
=

1

2
(1 + j),

και

k2 =
s2

s2 − s1
=

−1− j
−1− j − (−1 + j)

=
−1− j
−2j

=
1

2
(1− j).

Τελικά, η συνάρτηση µεταφοράς είναι :

H(s) =
1

2

1 + j

s− s1
+

1

2

1− j
s− s2

,

και εφαρµόζοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace παίρνουµε:

h(t) = L−1[H(s)]

⇒ h(t) =
1

2
(1 + j)L−1

[
1

s− s1

]
+

1

2
(1− j)L−1

[
1

s− s2

]
⇒ h(t) =

1

2
(1 + j)es1(t) +

1

2
(1− j)es2(t)

⇒ h(t) =
1

2
(1 + j)e(−1+j)t +

1

2
(1− j)e(−1−j)t

⇒ h(t) =
1

2
(1 + j)e−tejt +

1

2
(1− j)e−te−jt

⇒ h(t) =
e−t

2
(cos t+ j sin t+ j cos t− sin t+ cos t− j sin t− cos t− sin t)

⇒ h(t) = e−t(cos t− sin t).

Πρόβληµα 1.52 Να µελετηθεί το υψιπερατό ϕίλτρο του κυκλώµατος του σχήµατος (1.65).
Λύση:
΄Εχουµε τους ϕάσορες :

V = υ̂, VR = υ̂Re
jφ, VR =

V

1/(jωC) +R
R

Για τη συνάρτηση µεταφοράς (ή απολαβή, ή ενίσχυση, ή κέρδος) H = H(jω) ισχύει :

H =
VR
V

=
R

1/(jωC) +R
=

1

1− j/ωCR
,

και

|H| = υ̂R
υ̂

=
1√

1 +
1

ω2C2R2

,
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R

C

υi(t)
^

cos( )RR tυ υ ω φ= +

+

-

Σχήµα 1.65

H =
VR
V

=
1 +

j

ωCR

1 +
1

ω2C2R2

R

⇒ VR =
υ̂√

1 +
1

ω2C2R2

ejφ,

όπου

tanφ =
1

ωCR

⇒ φ = arctan

(
1

ωCR

)
.

Αν φ = 45o, τότε tanφ = 1.

1 =
1

ωbCR

⇒ ωb =
1

CR
,

όπου η ωb λέγεται κυκλική κρίσιµη συχνότητα ή κυκλική συχνότητα καµπής ή κυκλική συχνότητα γόνατος.
Προφανώς, ισχύει :

H =
1

1− jωb/ω
και |H| = 1√

1 +
(ωb
ω

)2
.

΄Εχουµε:

|H|
∣∣
ω=ωb

=
1√

1 +
(ωb
ω

)2
=

1√
2

=

√
2

2
≈ 0, 707.

΄Οµως AdB = 20 log |H| και εποµένως

Adb(ωb) ' −3 dB.

Εύκολα ϐρίσκουµε οτι,
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|H| = υ̂R
υ̂

=
1√

1 +
(ωb
ω

)2
=

ω/ωb√
1 +

(
ω

ωb

)2
,

και εποµένως,

H = 20 log

 ω/ωb(
1 + (ω/ωb)

2
)1/2

 ,

A

1

0,707

ωb

Σχήµα 1.66

tanφ =
1

ωCR
=
ωb
ω
.

⇒ φ = arctan
ωb
ω

=
π

2
− arctan

ω

ωb
.

Ισχύει :

lim
ω<<ωb

AdB ≈ 20 log
ω

ωb
= 20 logω − 20 logωb.

Εποµένως, η κλίση είναι :

dAdB
d logω

(
=

∆AdB
∆ logω

)
= 20

dB
δεκαπλασιασµό συχνότητας

.

Προφανώς το τελευταίο ισχύει διότι ∆ logω = 1 σηµαίνει δεκαπλασιασµό συχνότητας. ΄Ευκολα προκύπτει οτι
η κλίση είναι (περίπου):

−6
dB

οκτάβα (διπλασιασµό συχνότητας)
.

Στην περίπτωση που η συνάρτηση µεταφοράς είναι της µορφής:

H(jω) =
K

1− jωb/ω
,

όπου K πραγµατική σταθερά (ίση µε την απολαβή για ω = 0), τότε µελετούµε τη συνάρτηση Η΄=Η/Κ.

Πρόβληµα 1.53 Να µελετηθεί το ϐαθυπερατό ϕίλτρο του κυκλώµατος του σχήµατος (1.67).
Λύση:
Για τους ϕάσορες έχουµε:
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R

^
cos( )CC tυ υ ω φ= +

+

-

^
cos( )tυ υ ω=

Σχήµα 1.67

V = υ̂, VC = υ̂Ce
jφ, VC =

V

R+ 1/jωC

1

jωC
.

Για τη συνάρτηση µεταφοράς H = H(jω) έχουµε:

H =
VC
V

=
1

1 + jωCR
=

1− jωCR
1 + ω2C2R2

⇒ |H| = υ̂C
υ̂

=
1√

1 + ω2C2R2

⇒ υ̂C = υ̂
1√

1 + ω2R2C2
ejφ.

Ισχύει tanφ = −ωCR, άρα φ = arctan(−ωCR), οπότε όταν φ = −45o ισχύει οτι ωbCR = 1. Εποµένως,

ωb =
1

RC
(κρίσιµη κυκλική συχνότητα ή κυκλική συχνότητα καµπής ή γόνατος).

Προφανώς, έχουµε:

H =
1

1 + j
ω

ωb

,

⇒ |H| = υ̂C
υ̂

=
1√

1 +

(
ω

ωb

)2
,

και η ϕάση είναι :

tanφ = − ω

ωb
,

οπότε :

φ = arctan

(
− ω

ωb

)
.

Επιπλέον,

AdB = 20 log
1√

1 +

(
ω

ωb

)2
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A

1

0,707

ωb

Σχήµα 1.68

΄Οταν ω = ωb τότε |H(jωb)| = 1/
√

2 ' 0, 707. Προφανώς αυτό σηµαίνει µεταβολή κατά -3 dB, δηλαδή µείωση.
Αν ω >> ωb, τότε AdB ≈ 20 log(ωb/ω). ΄Εχουµε, ανάλογα µε τα προηγούµενα, κλίση -20 dB/δεκάδα ή
(περίπου) -6 dB/οκτάβα.
Στην περίπτωση που η συνάρτηση µεταφοράς είναι :

H(jω) =
K

1 + jω/ωb
,

όπου Κ πραγµατική σταθερά, τότε εξετάζουµε τη συνάρτηση H ′ = H/K.

Πρόβληµα 1.54 ΄Ενα σήµα τάσης : v(t) = cos(ωt)u(t) εφαρµόζεται σ¨ ένα κύκλωµα RC σε σειρά. Να δείξετε
ότι το παραγόµενο ϱεύµα είναι :

i(t) =
Rω2C2 cos(ωt)− ωC sin(ωt) +R−1e−t/RC

1 + ω2C2R2
u(t).

Λύση:

Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό Laplace και στα δύο µέλη της σχέσης

v(t) = cos(ωt)u(t),

ϑα έχουµε:

V (s) =
s

s2 + ω2
.

Ως γνωστόν :

Z(s) =
V (s)

I(s)

⇒ I(s) =
V (s)

Z(s)
=

1

(R+ 1/Cs)

s

s2 + ω2

⇒ I(s) = R−1 s2

(s+ a)(s2 + ω2)
, όπου a =

1

RC
,

και η σύνθετη αντίσταση, Z(s), του κυκλώµατος ϑα είναι :

Z(s) = R+
1

Cs
.

Το ανάπτυγµα της I(s) σε µερικά κλάσµατα ϑα είναι :
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I(s) =
1

R

[
A

s+ a
+

B

s+ jω
+

C

s− jω

]
,

και προκύπτουν οι συντελεστές :

A =
a2

a2 + ω2
, B =

ω

2j(a− jω)
, C = − ω

2j(a+ jω)
.

Παίρνοντας τον αντίστροφο LT , ϑα έχουµε:

⇒ i(t) =
1

R

[
Ae−at +Be−jωt + Ce−jωt

]
u(t)

⇒ i(t) =
1

R

[
a2

a2 + ω2
e−at +

ω

2j(a− jω)
e−jωt − ω

2j(a+ jω)
e−jωt

]
u(t)

⇒ i(t) =
1

R

[
a2

a2 + ω2
e−at +

ω2

2(a2 + ω2)

(
e−jωt + e−jωt

)
− aω

2(a2 + ω2)

(
e−jωt − e−jωt

)]
u(t)

⇒ i(t) = R−1(a2 + ω2)−1[a2e−at + ω2 cosωt− ωa sinωt]u(t)

⇒ i(t) = (1 + ω2C2R2)−1
[
R−1e−at +Rω2C2 cosωt− ωC sinωt

]
u(t).

Πρόβληµα 1.55 Μια εναλλασσόµενη τάση v(t) = B sin(ωt)u(t) εφαρµόζεται σ¨ ένα κύκλωµα και το παρα-
γόµενο ϱεύµα είναι συνεχές, δηλαδή της µορφής i(t) = Au(t).
Να ϐρείτε το κύκλωµα που µπορεί να δηµιουργήσει το ϱεύµα αυτό.
Λύση:

Αφού έχουµε συνεχές ϱεύµα, ισχύει :
i(t) = Au(t).

΄Εστω ότι το κύκλωµα αποτελείται από ένα πηνίο L και ένα πυκνωτή C συνδεδεµένα παράλληλα. Εποµένως,
η σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος ϑα είναι :

1

Z
=

1

sL
+ Cs

⇒ Z(s) =
Ls

LCs2 + 1
.

Και κατά τα γνωστά :

V (s) = Z(s)I(s) =

(
Ls

LCs2 + 1

)
A

s
, αφού L[i(t)] = L[u(t)] =

A

s
.

Εποµένως, ϑα έχουµε:

V (s) =

(
1

s2 + 1/LC

)
A

C

⇒ V (s) = A

(
1/LC

s2 + 1/LC

)
L.

Παίρνουµε τον αντίστροφο LT οπότε :

v(t) = AL sin

(
t

LC

)
u(t).

΄Αρα το κύκλωµα που µπορεί να δηµιουργήσει συνεχές ϱεύµα είναι αυτό για το οποίο :

ω =
1

LC
,

και εποµένως, η τάση υ(t) είναι :
υ(t) = Aω−1C−1sin(ωt)u(t).



58 Ανάλυση Κυκλωµάτων

Πρόβληµα 1.56 Μια συνεχής τάση εφαρµόζεται σε ένα κύκλωµα που παράγει ένα εναλλασσόµενο ϱεύµα

i(t) = sin(ωt)u(t)!

Να ϐρείτε το κύκλωµα που µπορεί να δηµιουργήσει αυτό το εναλλασσόµενο ϱεύµα, i(t).
Λύση:

΄Εστω ότι το κύκλωµά µας αποτελείται από ένα πηνίο και ένα πυκνωτή σε σειρά. Τότε για την σύνθετη αντίσταση
ή εµπέδηση Z(s) ισχύει :

Z = Ls+
1

Cs
.

Κατά τα γνωστά :
V (s) = Z(s)I(s)

⇒ V (s) =

(
Ls+

1

Cs

)
L [sin(ωt)u(t)]

⇒ V (s) =

(
Ls+

1

Cs

)
ω

s2 + ω2
=

LCs2 + 1

Cs(s2 + ω2)
ω.

Αν LCω2 = 1 τότε :
V (s) =

1

ωCS
=

ω

ω2Cs
=
Lω

s
.

Οπότε η συνεχής τάση που παράγει το δεδοµένο εναλλασσόµενο ϱεύµα i(t) είναι :

υ(t) = Lωu(t), µε ω2 =
1

LC
.

Πρόβληµα 1.57 Να επιλύσετε, µε τη µέθοδο του µετασχηµατισµού Laplace, τη διαφορική εξίσωση:

dy(t)

dt
+ y(t) = 0,

µε την αρχική συνθήκη y(0−) = a, όπου a είναι µια σταθερά.
Λύση:

Θέλουµε να επιλύσουµε τη διαφορική εξίσωση:

dy

dx
+ y(t) = 0.

Εφαρµόζουµε το LT :

sY (s) + Y (s) = 0⇒ (s+ 1)Y (s) = 0

⇒ Y (s) = Kδ(s+ 1),

όπου η σταθεράK ϑα προσδιοριστεί από την αρχική συνθήκη του προβλήµατος. Εφαρµόζοντας τον αντίστροφο
LT ϑα έχουµε:

y(t) = Ke−t,

όπου το K = a, διότι y(0) = K = a
⇒ y(t) = ae−t.

Πρόβληµα 1.58 Μια περιοδική τάση, v(t), µε περίοδο T = 2a, όπου η τάση v̂(t) σε µια περίοδο περιγράφεται
από τη σχέση:

v̂(t) =


V0 για 0 < t < a,

−V0 για a ≤ t < 2a
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εφαρµόζεται σε ένα κύκλωµα RL σε σειρά. Να ϐρείτε το παραγόµενο ϱεύµα, i(t).
Λύση:

Από το δεύτερο κανόνα του Kirchhoff για το κύκλωµα RL ισχύει :

L
di

dt
+Ri = υ(t).

Μετασχηµατίζουµε σε Laplace οπότε έχουµε:

LsI(s) +RI(s) = V (s).

΄Οµως:

V (s) =
V0

s
tanh

(as
2

)
,

καθότι από την ιδιότητα του LT ενός περιοδικού σήµατος ϑα έχουµε:

V (s) = L [v(t)] =
1

1− es2a

∫ 2a

0

v̂(t)dt

⇒ V (s) =
1

1− e2as

[∫ a

0

V0e
−stdt+

∫ 2a

a

(−V0)e−stdt

]
⇒ V (s) =

1

1− es2a

[
V0

s
(1− e−sa)− V0

s
(e−sa − e−2as)

]
⇒ V (s) =

V0

s

(1− e−as)2

(1− e−as)(1 + e−as)

⇒ V (s) =
V0

s

eas/2 − e−as/2

eas/2 + e−as/2

⇒ V (s) =
V0

s

sinh(as/2)

cosh(as/2)

⇒ V (s) =
V0

s
tanh

(as
2

)
.

Εφαρµόζουµε τον αντίστροφο LT, για να ϐρούµε το ϱεύµα που διαρρέει το κύκλωµα:

i(t) = L−1

[
V0

s(R+ Ls)
tanh

(as
2

)]
,

όπου η σύνθεταη αντίσταση Z = R+ Ls. Μετά από πράξεις :

i(t) =
V0

R
e−Rt/L tanh

(aR
2L

)
+

2V0

πL

∞∑
n=1

sin

(
(2n− 1)πt/a − ϕn

)
(2π − 1)

√
a2R2 + (2n− 1)2π2L2

,

όπου η γωνία ϕάσης ϕn είναι :

ϕn = tan−1
[
(2n− a)πL/aR

]
.

Πρόβληµα 1.59 Να ϐρείτε τον αντίστροφο LT:

L−1

[
s+ 2

s(s+ 3)(s+ 1)2

]
.

Λύση:

Αναλύουµε σε µερικά κλάσµατα:

(s+ 2)

s(s+ 3)(s+ 1)2
=
A

s
+

B

s+ 3
+

Γ

(s+ 1)2
+

∆

s+ 1
,
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απ’οπου ϐρίσκουµε:

A = sF (s)

∣∣∣∣
s=0

=
2

3
,

B = (s+ 3)F (s)

∣∣∣∣
s=−3

=
1

12
,

Γ = (s+ 1)2F (s)

∣∣∣∣
s=−1

= −1

2
,

∆ =
d

ds

[
s+ 2

s(s+ 3)

] ∣∣∣∣
s=−1

= −3

4
.

Οπότε, µε τον αντίστροφο LT :

f(t) =
2

3
+

1

12
e−3t − 1

2

(
t+

3

2

)
e−t.

Πρόβληµα 1.60 Να δείξετε ότι :

L
[
f

(
t

a

)
e−at

]
= aF (a2 + as),

όπου:
f(t)

L←→ F (s).

Λύση:

Από τον ορισµό του µετασχηµατισµού Laplace ισχύει :

L
[
f

(
t

a

)
e−at

]
=

∫ ∞
0

f

(
t

a

)
e−ate−stdt

=

∫ ∞
0

f

(
t

a

)
e−(a+s)tdt = a

∫ ∞
0

f(τ)e−(a+s)aτdτ (µε
t

a
= τ)

= a

∫ ∞
0

f(τ)e−(a+s)aτdτ = aF
(
a(a+ s)

)
= aF (a2 + as).

Πρόβληµα 1.61 Να δείξετε ότι :

L [Ei(t)] =
ln(s+ 1)

s
, L [Ci(t)] =

ln(s2 + 1)

2s
, L [Si(t)] =

1

s
tan−1

(
1

s

)
,

όπου, Ei(t), Ci(t), και Si(t) είναι το εκθετικό ολοκλήρωµα, το ολοκλήρωµα συνηµιτόνου και ηµιτόνου αντί-
στοιχα.
Λύση:

Για το Ei(t) έχουµε:

L[Ei(t)] = L
[∫ ∞

t

e−τ

τ
dτ

]
,

ϑέτουµε :

f(t) =

∫ ∞
t

e−τ

τ
dτ ⇒ tf ′(t) = −e−t.

Εφαρµόζουµε LT :

− d

ds
[sF (s)− f(0)] = − 1

1 + s

⇒ d

ds

(
sF (s)

)
=

1

s+ 1
⇒ d [sF (s)] =

ds

s+ 1

⇒ sF (s) = ln(s+ 1) + c.
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Από το ϑεώρηµα της τελικής τιµής ϑα έχουµε:

lim
s→0

[sF (s)] = lim
s→0

[ln(s+ 1) + c] = lim
t→∞

f(t) = 0,

διότι :

lim
t→∞

f(t) =

∫ ∞
∞

e−τ

τ
= 0.

Εποµένως :
c = 0⇒ sF (s) = ln(s+ 1)

⇒ F (s) =
ln(s+ 1)

s
.

Για το Ci(t) έχουµε :

Ci(t) =

∫ ∞
t

cos τ

τ
dτ = f(t)

⇒ f ′(t)t = − cos t.

Εφαρµόζουµε LT :

− d

ds
[sF (s)− f(0)] =

−s
s2 + 1

⇒ d

ds

(
sF (s)

)
=

s

s2 + 1

⇒ sF (s) =
1

2
ln(s2 + 1) + c,

αλλά από το ϑεώρηµα της τελικής τιµής ϑα έχουµε:

lim
s→0

[sF (s)] = lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

[
1

2
ln(s2 + 1) + c

]
,

αλλά προφανώς:

lim
t→∞

f(t) = 0

⇒ c = 0

⇒ sF (s) =
1

2
ln(s2 + 1)

⇒ F (s) =
ln(s2 + 1)

2s
.

Για το Si(t):

f(t) =

∫ t

0

sin τ

τ
dτ

⇒ tf ′(t) = t sin t

⇒ − d

ds
[sF (s)− f(0)] =

1

s2 + 1

⇒ sF (s) = − tan−1(s) + c = 0,

διότι από το ϑεώρηµα της αρχικής τιµής ϑα έχουµε:

lim
s→∞

[sF (s)] = lim
t→0

f(t) = f(0) = 0

⇒ lim
s→∞

[− tan−1(s) + c] = 0

⇒ −π
2

+ c = 0
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⇒ c =
π

2
.

Εποµένως ϑα έχουµε:

sF (s) =
π

2
− tan−1(s) = tan−1

(
1

s

)
⇒ F (s) =

tan−1(1/s)

s
.

Πρόβληµα 1.62 Να ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς, H(s) = Vo(s)/Vi(s), του κυκλώµατος του σχήµατος
(1.69), όπου

vi(t)
L←→ Vi(s), vo(t)

L←→ Vo(s).

Θεωρήστε µηδενικές αρχικές συνθήκες.

υi(t)
R1

C

υo(t)
R2

R3

L

i1

i2 i3

Σχήµα 1.69

Λύση:

Από το δεύτερο κανόνα του Kirchhoff για τους τρεις ϐρόχους του κυκλώµατος :

υi(t) = i1R1 +
1

C

∫
i1(t)dt−R1i2 −

1

C

∫
i3(t)dt (1.0.19)

0 = R1i2(t) +R2i2(t) + L
di2
dt
−R1i1 −R2i3 (1.0.20)

0 =
1

C

∫
i3(t)dt− 1

C

∫
i1(t)dt+R2i3(t)−R2i2(t) +R3i3(t) (1.0.21)

υ0 = R3i3(t) (1.0.22)

Μετασχηµατίζουµε τις σχέσεις (1.0.19), (1.0.20), (1.0.21), (1.0.22) κατά Laplace:

Vi(s) = R1I1 +
1

Cs
I1(s)−R1I2(s)− 1

Cs
I3(s)

0 = R1I2s(s) +R2I2(s) + LsI2(s)−R1I1(s)−R2I3(s)

0 =
1

Cs
I3(s)− 1

Cs
I1(s) +R2I3(s)−R2I2(s) +R3I3(s)

V0(s) = R3I3(s)
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ή σε µορφή ενός γραµµικού συστήµατος, ϑα είναι : R1 + 1/Cs −R1 −1/Cs
−R1 R1 +R2 + Ls −R2

−1/Cs −R2 R2 +R3 + Ls

 I1(s)
I2(s)
I3(s)

 =

 V1(s)
0
0

 .

Επιλύοντας αυτό το σύστηµα ως προς I3(s), προσδιορίζουµε το V0(s) = R3I3(s) και εποµένως για τη συνάρτηση
µεταφοράς, H(s), ϑα έχουµε:

H(s) =
V0(s)

Vi(s)

⇒ H(s) = R3

/[
1/Cs+R2 +R3 −R2

2/(R1 +R2 + Ls)

R1R2/(R1 +R2 + Ls) + 1/Cs

(
R1 +

1

Cs

)
−

− 1/Cs+R2 +R3 −R2
2/(R1 +R2 + Ls)

[R1R2/(R1 +R2 + Ls) + 1/Cs] /(R1 +R2 + Ls)− 1/Cs

]
.

Πρόβληµα 1.63 (α) Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς, H(s), του συστήµατος του σχήµατος (1.70), όπου οι
τιµές των αντιστάσεων R1, R2 και του πυκνωτή C είναι γνωστά µεγέθη.
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Σχήµα 1.70

(ϐ) Βρείτε την απόκριση του συστήµατος vo(t) (δηλαδή την τάση εξόδου), όταν το σήµα εισόδου είναι η µοναδιαία
ϐηµατική συνάρτηση πλάτους E, δηλαδή vi(t) = Eu(t).
Λύση:

(α)

Προφανώς για το σύστηµα ισχύει :

Vo(s) =
R2 + 1/Cs

R1 +R2 + 1/Cs
Vi(s)

Κι εφόσον

H(s) =
Vo(s)

Vi(s)
,

ϑα έχουµε:

H(s) =
R2 + 1/Cs

R1 +R2 + 1/Cs
=

R2Cs+ 1

(R1 +R2)Cs+ 1
.

(ϐ)
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Το σήµα εισόδου ui είναι ui(t) = Eu(t) οπότε :

Vi(s) =
E

s
,

όπου

υi(t)
L←→ Vi(s), και

Vo(s) =
R2 + 1/Cs

R1 +R2 + 1/Cs

E

s
= E

τ1s+ 1

s(τ2s+ 1)
,

όπου τ1 = R2C, τ2 = (R1 +R2)C, και

υo(t)
L←→ Vo(s).

Λαµβάνοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace του Vo(s), ϑα έχουµε:

Vo(s) = E

[
1

s
− 1

s+ 1/τ2

(
τ2 − τ1
τ1

)]
L←→ uo(t) = E

[
1− e−t/τ2

(
τ2 − τ1
τ1

)]
u(t).

Πρόβληµα 1.64 Βρείτε τη λύση y(t), t ≥ 0 της διαφορικής εξίσωσης :

y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = 0,

µε αρχικές συνθήκες y(0−) = 1 και y′(0−) = 1.
Λύση:

Παίρνοντας το µετασχηµατισµό Laplace και στα δυο µέλη της διαφορικής εξίσωσης, ϑα έχουµε:

s2Y (s)− sy(0)− y′(0)− 3sY (s) + 3y(0) + 2Y (s) = 0,

όπου Y (s) = L[y(t)]. Από τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος, έχουµε:

Y (s) =
s− 2

s2 − 3s+ 2
=

1

s− 1
.

Με τη ϐοήθεια του αντίστροφου µετασχηµατισµού Laplace, έχουµε:

y(t) = L−1[Y (s)] = etu(t).

Πρόβληµα 1.65 (α) ΄Εστω ένα σήµα x(t) περιγράφεται από τη σχέση:

x(t) =

 A για 0 ≤ t ≤ T ,

0 αλλού

 = AΠ(t− T/2),

όπου Π(t) είναι ο µοναδιαίος τετραγωνικός παλµός. Να ϐρείτε το µετασχηµατισµό Laplace, X(s).
(ϐ) Τώρα ϑεωρείστε τον παλµό f(t) του σχήµατος (1.71). Να ϐρείτε το µετασχηµατισµό Laplace, F (s).
Λύση:

(α)

Ο τετραγωνικός παλµός Π(t− T/2) µπορεί να γραφεί και ως u(t)− u(t− T ). Οπότε µπορούµε να γράψουµε:

x(t) = AΠ(t− T

2
) = A[u(t)− u(t− T )],

και συνεπώς µετασχηµατίζοντας κατά Laplace προκύπτει :

F (s) = A

[
1

s
− 1

s
e−sT

]
=
A

s

[
1− e−sT

]
.
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t

f(t)

T0

-at

Σχήµα 1.71

(ϐ)

Η f(t) µπορεί πλέον να γραφτεί ως εξής :

f(t) = eat[u(t)− u(t− T )].

Οπότε µετασχηµατίζοντας προκύπτει :

L[u(t)− u(t− T )] =
1− e−sT

s
.

Γνωρίζουµε οτι :
L[eatg(t)] = G(s− a).

΄Αρα:

F (s) = L[eat (u(t)− u(t− T ))] =
1− e−(s−a)T

s− a
.

Πρόβληµα 1.66 Βρείτε τη σύνθετη αντίσταση ενός RLC κυκλώµατος σε σειρά, όπως ϕαίνεται στο σχήµα
(1.72).
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Σχήµα 1.72: ΄Ενα κύκλωµα RLC σε σειρά.

Λύση:

Προφανώς η ολική τάση στα άκρα του κυκλώµατος είναι :

v(t) = vR(t) + vL(t) + vC(t)
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⇒ υ(t) = iR+ L
di

dt
+

1

C

∫ t

−∞
i(τ)dτ

⇒ V (s) = RI(s) + LsI(s) +
1

Cs
I(s)

⇒ Z(s) =
V (s)

I(s)
= R+ Ls+

1

Cs
.

Πρόβληµα 1.67 Βρείτε τη σύνθετη αντίσταση ενός RLC κυκλώµατος σε παράλληλη σύνδεση, όπως ϕαίνεται
στο σχήµα (1.73).
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Σχήµα 1.73: ΄Ενα κύκλωµα RLC σε παράλληλη σύνδεση.

Λύση:

Προφανώς το ολικό ϱεύµα που διαρρέει το κύκλωµα ϑα είναι :

i(t) = iR(t) + iL(t) + iC(t),

αφού εφαρµόσουµε το LT και στα δυο µέλη αυτής της σχέσης, ϑα έχουµε:

I(s) = IR(s) + IL(s) + IC(s)

⇒ I(s) =
V (s)

R
+
V (s)

Ls
+ CsV (s)

⇒ Z(s) =
V (s)

I(s)
=

1

1/R+ 1/(Ls) + Cs
.

Πρόβληµα 1.68 Βρείτε τη σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος, του σχήµατος (1.74).
Λύση:

Παρατηρούµε ότι το πηνίο L2 και η αντίσταση R είναι συνδεδεµένα σε σειρά, εποµένως : η σύνθετη αντίσταση
του Z1 είναι :

Z1 = L2s+R.

Το Z1||ZC2
είναι σε παράλληλη σύνδεση, εποµένως :

1

Z2
=

1

Z1
+

1

ZC2
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Σχήµα 1.74: Σύνθετο ηλεκτρονικό κύκλωµα.

⇒ 1

Z2
=

1

L2s+R
+ C2s.

Το ZL1 ||ZC1 , εποµένως :
1

Z3
=

1

ZL1

+
1

ZC1

⇒ 1

Z3
=

1

L1s
+ C1s,

και τελικά, το Z2, Z3 είναι σε σειρά, εποµένως :

Z(s) = Z2 + Z3.

Πρόβληµα 1.69 Η κρουστική απόκριση ενός συστήµατος είναι :

h(t) = e−2tu(t).

Βρείτε την απόκριση y(t) του συστήµατος που οφείλεται στο σήµα εισόδου:

x(t) = tu(t)

Λύση:

Οι διάφοροι LT ϑα έχουν :

H(s) = L [h(t)] = L
[
e−2tu(t)

]
=

1

s+ 2
και

X(s) = L [x(t)] = L [tu(t)] =
1

s2
,

εποµένως η απόκριση στο χώρο των µιγαδικών συχνοτήτων είναι :

Y (s) = H(s)X(s) =
1

s2(s+ 2)
=

1

2s2
− 1

4s
+

1

4(s+ 2)
,

και αντιστρέφοντας κατά Laplace, η απόκριση y(t) είναι :

y(t) =

[
1

2
t− 1

4
+

1

4
e−2t

]
u(t).
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Πρόβληµα 1.70 Η συνάρτηση µεταφοράς ενός ΓΧΑ συστήµατος συστήµατος είναι :

H(s) =
1

(s+ 2)3
.

Βρείτε την απόκριση y(t) του συστήµατος που οφείλεται στο σήµα εξόδου της µοναδιαίας ϐηµατικής συνάρτη-
σης :

x(t) = u(t).

Λύση:

Για το ΓΧΑ σύστηµα στο χώρο των µιγαδικών συναρτήσεων ϑα ισχύει :

Y (s) = H(s)X(s),

όπου
X(s) = L [u(t)] =

1

s
.

Εποµένως η απόκριση του συστήµατος ως συνάρτηση της µιγαδικής συχνότητας ϑα είναι :

Y (s) =
1

s(s+ 2)3
.

Θα αναλύσουµε τη Y (s) µε τη µέθοδο των µερικών κλασµάτων:

Y (s) =
1

s(s+ 2)3
=

A1

(s+ 2)3
+

A2

(s+ 2)2
+

A3

s+ 2
+
A

s
,

όπου οι διάφοροι συντελεστές προσδιορίζονται ως εξής :

A = [sY (s)]s=0 =

[
1

(s+ 2)3

]
s=0

=
1

8
,

A1 =
[
(s+ 2)3Y (s)

]
s=−2

=

[
1

(s+ 2)3

]
s=−2

= −1

2
,

A2 =
d

ds

[
(s+ 2)3Y (s)

]
s=−2

=
d

ds

[
1

(s+ 2)3

]
s=−2

= −1

4
,

A3 =
d2

ds2

[
(s+ 2)3Y (s)

]
s=−2

=
d2

ds2

[
1

(s+ 2)3

]
s=−2

= −1

4
.

΄Αρα η Y (s) ϑα είναι :

Y (s) = − 1

2(s+ 2)3
− 1

4(s+ 2)2
− 1

4(s+ 2)
+

1

8s

⇒ y(t) = L−1 [Y (s)] =

[
−1

4
t2e−2t − 1

4
te−2t − 1

4
e−2t +

1

8

]
u(t).

Πρόβληµα 1.71 Στο κύκλωµα του σχήµατος (1.75) ο διακόπτης ∆ κλείνει τη χρονική στιγµή t = 0. Ποιο
είναι το ϱεύµα i(t) που διαρρέει το κύκλωµα ; Αρχικό ϕορτίο q(0) = q0 στον πυκνωτή. Θεωρήστε σταθερή τάση
εισόδου v(t) = V .
Λύση:

Ο δεύτερος κανόνας του Kirchoff µας δίνει :

Ri(t) +
1

C

∫ t

−∞
i(τ)dτ = v(t)

⇒ RL [i(t)] +
1

C
L
[∫ t

−∞
i(τ)dτ

]
= L [v(t)]
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R

Cq0

+

-

�t)
+

-
i(t)

Σχήµα 1.75: Σύνθετο ηλεκτρονικό κύκλωµα µε διακόπτη.

⇒ RI(s) +
1

Cs
I(s) +

q0

Cs
=
V

s
,

διότι προφανώς ισχύει : ∫ t

−∞
i(τ)dτ =

∫ 0

−∞
i(τ)dτ +

∫ t

0

i(τ)dτ = q0 +

∫ t

0

i(τ)dτ.

Λύνοντας ως προς I(s) ϑα έχουµε:

I(s) =
V − q0/C

R

1

s+ 1/RC

⇒ i(t) = L−1 [I(s)] =
V − q0/C

R
e−t/RC .

Πρόβληµα 1.72 Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του κυκλώµατος (1.76) υποθέτοντας µηδενικές αρχικές
συνθήκες.
Λύση:

Ο δεύτερος κανόνας Kirchoff για τους δυο ϐρόχους ϑα µας δώσει :

Ri1(t) +
1

C

∫ t

−∞
i1(τ)dτ − 1

C

∫ t

−∞
i2(τ)dτ = vi(t),

1

C

∫ t

−∞
i2(τ)dτ +

1

C

∫ t

−∞
i2(τ)dτ − 1

C

∫ t

−∞
i1(τ)dτ +Ri2(t) = 0

όπου η τάση στα άκρα του πυκνωτή C2 είναι :

1

C2

∫ t

−∞
i2(τ)dτ = vo(t).

Ο µετασχηµατισµός Laplace ϑα µας δώσει :

RI1(s) +
1

Cs
I1(s)− 1

Cs
I2(s) = Vi(s),

1

Cs
I2(s) +

1

Cs
I2(s)− 1

Cs
I1(s) +RI2(s) = 0,
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Σχήµα 1.76: Σύνθετο ηλεκτρονικό κύκλωµα.

1

Cs
I2(s) = Vo(s).

Οι σχέσεις (1) και (1) αποτελούν ένα σύστηµα δυο εξισώσεων µε αγνώστους τα I1(s), I2(s) και εποµένως
µπορούνε να γραφτούν σε µορφή πινάκων:(

R+ 1/Cs −1/Cs
−1/Cs R+ 2/Cs

)(
I1(s)
I2(s)

)
=

(
Vi(s)

0

)
.

Εποµένως η συνάρτηση I2(s) ϑα είναι :

I2(s) =

∣∣∣∣ R+ 1/Cs Vi(s)
−1/Cs 0

∣∣∣∣
/[

(R+ 1/Cs)(R+ 2/Cs)− (1/Cs)
2
]

⇒ I2(s) =
Vi(s)

Cs

1

(R+ 1/Cs)(R+ 2/Cs)− (1/Cs)
2 .

Αν αντικαταστήσουµε αυτή την έκφραση του I2(s) στη σχέση (1) ϑα έχουµε:

Vi(s)

(Cs)2

1

(R+ 1/Cs)(R+ 2/Cs)− (1/Cs)
2 = V0(s)

⇒ V0(s)

Vi(s)
=

1

(R+ 1/Cs)(R+ 2/Cs)(Cs)2 − 1

⇒ H(s) =
V0(s)

Vi(s)
=

1

Cs (3R+R2Cs+ 1/Cs)
.

Πρόβληµα 1.73 Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του κυκλώµατος (1.77) υποθέτοντας µηδενικές αρχικές
συνθήκες.
Λύση:

Από τον πρώτο κανόνα του Kirchoff για τον κόµβο Α ϑα έχουµε:

i(t) = iC1(t) + iR1(t),
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C1

R1

i(t) o(t)R2

i(t)
iR1

iC1

i(t)

i(t)

A

Σχήµα 1.77: Σύνθετο ηλεκτρονικό κύκλωµα.

όπου iC1
(t), iR1

(t) είναι το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση R1 και τον πυκνωτή C1, που µπορούνε εκφρα-
στούν από τις τάσεις στα άκρα του πυκνωτή ή της αντίστασης ως εξής :

iC1
= C

d

dt
[vi(t)− vo(t)] , iR1

= [vi(t)− vo(t)] /R1.

Εποµένως η σχέση από τον πρώτο κανόνα του Kirchoff είναι :

C
d

dt
[vi(t)− vo(t)] +

[vi(t)− vo(t)]
R1

=
v0(t)

R2

⇒ Cs[Vi(s)− Vo(s)] +
1

R1
[Vi(s)− Vo(s)] =

Vo(s)

R2

⇒ Vi(s)

(
1

R1
+ Cs

)
= Vo(s)

(
1

R2
+

1

R1
+ Cs

)

⇒ H(s) =
Vo(s)

Vi(s)
=

1/R1 + Cs

1/R1 + 1/R2 + Cs
.

Πρόβληµα 1.74 Η εξίσωση που διέπει τη χρονική εξέλιξη του ϕορτίου Q σε ένα κύκλωµα RLC σε σειρά
δίδεται από τη διαφορική εξίσωση:

L
d2Q

dt2
+R

dQ

dt
+

1

C
Q = 0.

Να δείξετε ότι αν R2 < 4L/C, τότε το ϕορτίο µεταβάλλεται περιοδικά µε πλάτος που ελαττώνεται µε την πάροδο
του χρόνου. Βρείτε το ϕορτίο Q(t) και το ϱεύµα I(t) = dQ(t)/dt, όταν Q(0) = Q0 και I(0) = 0.
Λύση:

Η εξίσωση που κυβερνά την χρονική εξέλιξη του ϕορτίου σε ένα κύκλωµα RLC σε σειρά όπως ϕαίνεται στο
σχήµα (1.78), είναι :

L
d2Q

dt2
+R

dQ

dt
+

1

C
Q = 0

⇒ Q̈+
R

L
Q̇+

1

LC
Q = 0.
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Σχήµα 1.78

Αυτή η διαφορική εξίσωση περιγράφει ένα αρµονικό ταλαντωτή που περιέχει έναν όρο απόσβεσης, R/L. Αφού
ορίσουµε τον τελεστή της παραγώγου D ≡ d/dt, η διαφορική εξίσωση (1) ϑα γραφτεί :(

D2 +
R

L
D +

1

LC

)
Q(t) = 0.

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο, (D2 + (R/L)D + 1/LC) αυτής της διαφορικής εξίσωσης έχει δυο ϱίζες :

ρ1,2 =
−R± j∆

2L
,

όπου ο όρος ∆, είναι ϑετικός :

∆ =

(
4L

C
−R2

)1/2

> 0,

αφού R2 < 4L/C.
Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1) ϑα ϐρεθεί µε την ϐοήθεια των δυο ϱιζών, ρ1,2:

Q(t) = Aeρ1t +Beρ2t,

όπου οι σταθερές A,B µπορούν να προσδιορισθούν από τις αρχικές συνθήκες Q(0) = Q0 και I(0) = 0.
Εποµένως το ϕορτίο, Q(t) ϑα γραφτεί :

Q(t) = e−(R/2L)t
(
Aej(∆/2L)t +Be−j(∆/2L)t

)
.

Μπορούµε να αναπτύξουµε τις µιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις, e±i(∆/2L)t µε την ϐοήθεια της σχέσης Euler:

e±j(∆/2L)t = cos

(
∆

2L
t

)
± j sin

(
∆

2L
t

)
,

εποµένως η λύση για το ϕορτίο, Q(t) ϑα είναι :

Q(t) = e−(R/2L)t

[
C1 cos

(
∆

2L
t

)
+ C2 sin

(
∆

2L
t

)]
,

όπου C1, C2 είναι δυο νέες σταθερές που και αυτές µπορούν να προσδιορισθούν από τις αρχικές συνθήκες
Q(0) = Q0 και I(0) = 0.
Από το ϕορτίο Q(t), εξίσωση (1) το ϱεύµα, I(t) είναι :

I(t) =
dQ(t)

dt
= − R

2L
e−(R/2L)t

[
C1 cos

(
∆

2L
t

)
+ C2 sin

(
∆

2L
t

)]
+
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e−(R/2L)t

[
−C1∆

2L
sin

(
∆

2L
t

)
+
C2∆

2L
cos

(
∆

2L
t

)]
.

Η αρχική συνθήκη Q(0) = Q0 από την εξίσωση (1) ϑα µας δώσει :

Q(0) = Q0 = C1,

και η αρχική συνθήκη I(0) = Q̇(0) = 0 από την εξίσωση (1) ϑα µας δώσει :

0 = − R

2L
C1 + C2

∆

2L

⇒ C2 =
C1

∆

⇒ C2 =
Q0

∆
.

Συνεπώς µε αυτές τις εκφράσεις των σταθερών C1, C2 ϑα έχουµε για το ϕορτίο

Q(t) = Q0e
−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t

)
+

1

∆
sin

(
∆

2L
t

)]
.

Αν ορίσουµε µια γωνία φ έτσι ώστε :

tanφ =
1

∆

⇒ cosφ =
1

(1 + tan2 φ)1/2

⇒ cosφ =
∆

(1 + ∆2)1/2
,

το ϕορτίο, Q(t) ϑα είναι :

Q(t) = Q0e
−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t

)
+ tanφ sin

(
∆

2L
t

)]

⇒ Q(t) =
Q0

cosφ
e−(R/2L)t

[
cosφ cos

(
∆

2L
t

)
+ sinφ sin

(
∆

2L
t

)]
⇒ Q(t) =

Q0

cosφ
e−(R/2L)t cos

(
∆

2L
t− φ

)
,

όπου η γωνία φ = tan−1(1/∆). Το ϱεύµα I(t) = Q̇(t) ϑα είναι :

I(t) = Q̇(t) = − Q0R

2L cosφ
e−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t− φ

)
+

∆

R
sin

(
∆

2L
t− φ

)]
.

Οµοίως, αν ορίσουµε µια νέα γωνία θ έτσι ώστε :

tan θ =
∆

R
=

(
4L

R2C
− 1

)1/2

⇒ θ = tan−1

(
4L

RC
−R

)
,

το ϱεύµα I(t) ϑα γραφτεί :

I(t) = Q̇(t) = − Q0R

2L cosφ
e−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t− φ

)
+ tan θ sin

(
∆

2L
t− φ

)]

⇒ I(t) = Q̇(t) = − Q0R

2L cosφ cos θ
e−(R/2L)t cos

(
∆

2L
t− φ− θ

)
.





2
Τελεστικοί Ενισχυτές

Πρόβληµα 2.1 Βρείτε το κέρδος ή ενίσχυση (Gain) για τα κυκλώµατα του σχήµατος (2.1). Υποθέστε οτι έχετε
ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές.

(α)

(β)

υi υo

R1
R2

υ-

i

υs

υ-

υ+

υo
R1 R2

υ+

Σχήµα 2.1

Λύση:

(α)

Από το κύκλωµα του σχήµατος (2.1) έχουµε:

i =
υi − υ−
R1

=
υ− − υo
R2

, (2.0.1)

δηλαδή όλο το ϱεύµα πηγαίνει γύρω από τον ιδανικό τελεστικό ενισχυτή.
Από τη σχέση (2.0.1) έχουµε:
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υi
R1

= υ−

(
1

R2
− 1

R1

)
− υ0

R2
(2.0.2)

Για την ενίσχυση, Α, του τελεστικού ενισχυτή ισχύει :

υ− = −υ0

A
,

αλλά ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός και εποµένως η ενίσχυση τείνει στο άπειρο, άρα η τάση στον αρνητικό
ακροδέκτη του ενισχυτή τείνει στο µηδέν, υ− = 0. ΄Αρα, το κέρδος του κυκλώµατος, από τη σχέση (2.0.2) είναι :

G =
υo
υi

= −R2

R1
.

(ϐ)

Το υ− µπορεί να ϐρεθεί από το διαιρέτη τάσης των αντιστάσεων R1, R2. Εποµένως ϑα έχουµε:

υ− =
R1

R1 +R2
υo και

υ− = υ+ = υS .

΄Αρα το κέρδος είναι :

G =
υo
υi

=
R1 +R2

R1
= 1 +

R2

R1
.

Αν R2 = 0 ή R1 =∞, τότε G = 1, δηλαδή έχουµε έναν ακολουθητή τάσης.

Πρόβληµα 2.2 Βρείτε την τάση εξόδου ως συνάρτηση των τάσεων εισόδου για τα κυκλώµατα του σχήµατος
(2.2). Για το δεύτερο κύκλωµα να εξετάσετε την περίπτωση που R1/R2 = R3/R4. Υποθέστε ότι έχετε ιδανικούς
τελεστικούς ενισχυτές.

R1

R2

R4

R1 R2

υ1

υ2

υ3

υ1

υ2

R0 υo
i

υ-

υ-
υ+R3

i
υo

+
 -

+
 -

R3

(α)

(β)

Σχήµα 2.2

Λύση:
(α)

Για το ϱεύµα i έχουµε:

i =
υ1 − υ−
R1

+
υ2 − υ−
R2

+
υ3 − υ−
R3

, (2.0.3)

και

i =
υ− − υo
R0

. (2.0.4)
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Για ιδανικό τελεστικό ενισχυτή ισχύει οτι υ− = 0. Εποµένως, οι σχέσεις (2.0.3) και (2.0.4) ϑα µας δώσουν:

υo = −
[
R0

R1
υ1 +

R0

R2
υ2 +

R0

R3

]
.

(ϐ)

Από τους δύο διαιρέτες τάσεις έχουµε:

υ+ =
R4

R3 +R4
υ2,

υ− = υ1 +
R1

R1 +R2
(υo − υ1).

Αλλά για τον ιδανικό τελεστικό ενισχυτή ισχύει οτι :

υ+ = υ−,

οπότε παίρνουµε:

υ1

(
R2

R1 +R2

)
+

(
R1

R1 +R2

)
υo =

R4

R3 +R4
υ2

⇒ υ1 −
(
R4

R2

R1 +R2

R3 +R4

)
υ2 = −R1

R2
υo

⇒ υ1 −
1 +R1/R2

1 +R3/R4
υ2 = −R1

R2
υo.

Αν

R1

R2
=
R3

R4
,

τότε έχουµε:

υo =
R2

R1
(υ2 − υ1),

δηλαδή η έξοδος είναι ανάλογη της διαφοράς των σηµάτων εισόδου.

Πρόβληµα 2.3 Βρείτε την τάση εξόδου υo ως συνάρτηση του σήµατος εισόδου, υi, για τα κυκλώµατα του
σχήµατος (2.3). Να υποθέσετε οτι έχετε ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές.
Λύση:
(α)

΄Εχουµε
i =

υi
R
,

καθότι για τις τάσεις στους δύο ακροδέκτες ισχύει :

υ− = υ+ = 0,

εφόσον υποθέσαµε οτι έχουµε ιδανικό τελεστικό ενισχυτή.
Κι επειδή

υo =
Q

C
= − 1

C

∫
idt,

ϑα έχουµε:

υo = − 1

RC

∫
υi(t)dt,

δηλαδή έχουµε ένα κύκλωµα ολοκληρωτή.
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R

R
C

C

υi

υi

υo

υo

i

i

(α)

(β)

Σχήµα 2.3

(ϐ)

΄Εχουµε:

υo = −Ri,

διότι όπως προηγουµένως ισχύει :
υ− = υ+ = 0.

Επιπλέον,

υi =
Q

C
=

1

C

∫
idt

⇒ i = C
dυi
dt
.

Εποµένως, η τάση εξόδου υo είναι :

υo = −RC dυi
dt
,

δηλαδή έχουµε ένα κύκλωµα διαφοριστή.

Πρόβληµα 2.4 Βρείτε την τάση εξόδου υo ως συνάρτηση της τάσης εισόδου υi για τα κυκλώµατα του σχήµατος
(2.4). Να υποθέσετε οτι έχετε ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές.
Λύση:
(α)

Για την τάση εξόδου έχουµε:

υo = −υBE ,

όπου υBE είναι η τάση µεταξύ της ϐάσης και του εκποµπού του τρανζίστορ (ϐλέπε κεφάλαιο 4 σχετικά µε
τρανζίστορ). Επίσης έχουµε:

i =
υi − υ−
R

=
υi
R
,

διότι έχουµε υποθέσει οτι ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός, οπότε και ισχύει η σχέση:

υ− = υ+ = 0.
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R

i

B

E

(α)

(β)

R

υo

υo

υi

υi i

B

Σχήµα 2.4

Το ϱεύµα του συλλέκτη του τρανζίστορ ϑα είναι :

ic ' ioeeυBE/kT

⇒ υBE =
kT

e
ln

(
ic
io

)
,

όπου k είναι η σταθερά Boltzmann, T η ϑερµοκρασία, και ic = i = υi/R. Εποµένως, η τάση εξόδου είναι :

υo = −υBE = −kT
e

ln

(
υi
Rio

)
,

δηλαδή έχουµε ένα κύκλωµα λογαριθµητή.

(ϐ)

Για την τάση εξόδου υo έχουµε:

υo = −iR,

όπου:

i = ic = ioe
eυBE/kT = ioe

eυi/kT ,

δηλαδή η υo είναι :

υo = −iR = −ioReeυBE/kT ,

οπότε τελικά έχουµε ένα κύκλωµα εκθετικού.

Πρόβληµα 2.5 Βρείτε το ϱεύµα iL που διαρρέει το στοιχείο ZL για τα κυκλώµατα του σχήµατος (2.5). Αυτά
είναι δύο κυκλώµατα γεννήτριας ϱεύµατος. Να υποθέσετε ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές. Για το κύκλωµα
(ϐ) να εξετάσετε την περίπτωση που

R0

R1
=
R3

R2
= g,

όπου g είναι µια σταθερά.
Λύση:
(α)
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+
 -

υs υ+

υ-

ZL

ii
υo

υo
υs

R

+
 -

R1

R0

R3

R2

υ-

υ+

ii ZL(β)

(α)

Σχήµα 2.5

Το ϱεύµα iL υπολογίζεται πάνω στις αντιστάσεις R και ZL ως ακολούθως:

iL =
0− υ−
R

,

και

iL =
υ− − υo
ZL

,

όπου ισχύει

υ− = υ+ = υS ,

εφόσον έχουµε υποθέσει οτι ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός.
Εποµένως

iL = −υS
R
.

(ϐ)

Για το διαιρέτη τάσης πάνω στις αντιστάσεις R1, R0 έχουµε:

υ− = υS +
R1

R0 +R1
(υo − υS). (2.0.5)

Το ολικό ϱεύµα στις αντιστάσεις ZL, R2, R3 ϑα είναι µηδέν καθώς ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός.
Εποµένως έχουµε:

iL +
υ+ − υo
R3

+
υ+

R2
= 0. (2.0.6)

Από τις σχέσεις (2.0.5) και (2.0.6) προκύπτει :

υS

(
R0

R0 +R1

)
+

(
R1

R0 +R1

)
υo = υ−,

και

iL =
υo
R3
− υ+

R3

(
R2 +R3

R2

)
.

΄Οµως γνωρίζουµε οτι για ένα ιδανικό τελεστικό ενισχυτή ϑα ισχύει :

υ+ = υ−.

Επίσης, έστω οτι ϑέτουµε
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R0

R1
=
R3

R2
= g.

Τότε το ϱεύµα ϑα είναι :

iL =
υo
R3
− R2 +R3

R2

1

R3

[
g

1 + g
υS +

1

1 + g
υo

]
⇒ iL =

υo
R3
− 1

R3
(gυS + υ0)

⇒ iL = − 1

R3
υS = − υS

R2
.

Πρόβληµα 2.6 Για το κύκλωµα του σχήµατος (2.6) να ϐρείτε την ευαισθησία της συχνότητας (Frequency
sensitivity) X = (υ1−υ2)/υ0. Αυτό το κύκλωµα ονοµάζεται ο ταλαντωτής της γέφυρας του Wein (Wein Bridge
Oscillator).

R
R3

R4R C

C
υ1

υ2

υo

Σχήµα 2.6

Λύση:
Η αντίσταση R και ο πυκνωτής χωρητικότητας C στο κάτω µέρος του υ1 είναι σε παράλληλη σύνδεση, εποµένως
η σύνθετη αντίσταση είναι :

ZP =
R/jωC

R+ 1/jωC
=

R

1 + jωRC
,

ενώ πάνω από το υ1 είναι σε σειρά:

ZS = R+
1

jωC
=

1 + jωRC

jωC
.

Η τάση εξόδου είναι :

υo = A2(υ1 − υ2), (2.0.7)

διότι οι δύο τελεστικοί ενισχυτές ϕέρουν την ίδια ενίσχυση Α.
Από τους δύο διαιρέτες τάσης στα υ1, υ2 ϑα έχουµε:

υ2 =
R4

R3 +R4
υo, (2.0.8)

υ1 =
ZP

ZS + ZP
υo =

1

1 + ZS/ZP
υo. (2.0.9)
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Από τις σχέσεις (2.0.7) και (2.0.8) ϑα έχουµε:

υo

(
1 +

A2R4

R3 +R4

)
= A2υ1. (2.0.10)

Από τη σχέση (2.0.9), και µετά από αντικατάσταση των ZP , ZS ϑα έχουµε:

υo =
1

1 +
(1 + jωRC)2

jωRC

= υ1

⇒ υ0

(
jωRC

jωRC + (1− ω2R2C2) + 2jωRC

)
= υ1

⇒ υ1 = υo
ωRC

3ωRC − j(1− ω2R2C2)
. (2.0.11)

Από τη σχέση (2.0.11) συµπεραίνουµε οτι το ϕανταστικό µέρος του υ1 ϑα πρέπει να είναι µηδέν καθώς η
εξίσωση (2.0.10) δεν περιέχει µιγαδικούς αριθµούς. Εποµένως :

ω0 =
1

RC
.

Η ευαισθησία της συχνότητας είναι :

X =
υ1 − υ2

υo
=

1

3− j
(
ω0

ω
− ω

ω0

) − 1

1 +R3/R4
,

όπου έχουν χρησιµοποιηθεί οι σχέσεις (2.0.8) και (2.0.11).

Πρόβληµα 2.7 Βρείτε την έκφραση για την αντίσταση εισόδου, Ri = υi/i για τον ιδανικό τελεστικό ενισχυτή
του σχήµατος (2.7).

i

υ-

υ+

R3

R1

R2

υo

υi

Σχήµα 2.7

Λύση:
Για το διαιρέτη τάσης στο σηµείο υ+ έχουµε:
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υ+ =
R3

R2 +R3
υo,

αλλά υ+ = υ− = υi, διότι έχουµε να κάνουµε µε ιδανικό τελεστικό ενισχυτή. Εποµένως :

υi =
R3

R2 +R3
υo

⇒ υi
υo

=
R3

R2 +R3
≡ G,

όπου G είναι το κέρδος (Gain) του κυκλώµατος.
Για το ϱεύµα i έχουµε:

i =
υi − υo
R1

⇒ i = − R2υo
R1(R2 +R3)

.

Εποµένως η αντίσταση εισόδου είναι :

Ri =
υi
i

=
υi

R3

R2 +R3

−R2υo/(R2 +R3)R1

⇒ Ri = −R1R3

R2
.

ΑνR1 = R2 τότεRi = −R3, δηλαδή αυτό είναι κύκλωµα που αντιστρέφει τις σύνθετες αντιστάσεις στα αρνητικά
(negative-impedance converter - NIC).

Πρόβληµα 2.8 ΄Ενας ιδανικός τελεστικός ενισχυτής συνδέεται στο κύκλωµα του σχήµατος (2.8). Βρείτε µια
έκφραση για το υo ως συνάρτηση του υi και άλλων παραµέτρων του προβλήµατος. (Η υi δεν έχει κάποια
σταθερή συχνότητα, αλλά είναι ένα τυχαίο σήµα - µην έχετε ω στην απάντησή σας.)

R

C

2CR

i

υo

υi

Σχήµα 2.8

Λύση:
Το ϱεύµα i είναι :

i =
υi − υ−
R

+ C
d(υi − υ−)

dt
. (2.0.12)
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Επιπλέον ισχύει :

υ− − υo = iR+
1

2C

∫
i dt, (2.0.13)

όπου υποθέσαµε οτι έχουµε ιδανικό τελεστικό ενισχυτή, οπότε :

υ+ = υ− = 0.

Από τις σχέσεις (2.0.12) και (2.0.13) παίρνουµε:

υo = −
[

3

2
υi +RC

dυi
dt

+
1

2RC

∫
υidt

]
.

Πρόβληµα 2.9 Το κύκλωµα του σχήµατος (2.9) ϕέρει έναν τελεστικό ενισχυτή στη γέφυρα Wheatstone µε
µία άγνωστη αντίσταση Ru στην ανάδραση. ΄Εστω οτι η αντίσταση Ru µπορεί να γραφτεί ως Ru = R(1 +x), µε
−1 < x < ∞. Να δείξετε οτι όταν x = 0 τότε η γέφυρα είναι σε ισορροπία, δηλαδή υo = 0. Επίσης να δείξετε
οτι για x 6= 0, το σήµα εξόδου υo µεταβάλλεται γραµµικά µε το x.

Ru

υo

υi

R R

R

IF

υi

Σχήµα 2.9

Λύση:
Από το διαιρέτη τάσης έχουµε οτι :

υ+ =
R

2R
υi =

υi
2

= υ−,

και

υ− = υi − IFR.

Επιπλέον :

IF =
υi − υo
R+Ru

.

Εποµένως :

υi
2

= υi −
υi − υo
R+Ru

R

⇒ 2(υi − υo)R = (R+Ru)υi
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⇒ 2(υi − υo) = [1 + (1 + x)]υi

⇒ 2(υi − υo) = (2 + x)υi.

Για x = 0 ϑα έχουµε:

2(υi − υo) = 2υi

⇒ υo = 0.

Γενικά, όταν x 6= 0 ϑα έχουµε:

υi − υo =
(

1 +
x

2

)
υi

⇒ υo = −x
2
υi,

δηλαδή η υo ϑα είναι ανάλογη του υi.

Πρόβληµα 2.10 Υποθέστε ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές (Ri =∞, R0 = 0, A =∞). Να ϐρείτε το κέρδος
και την αντίσταση εισόδου Ri για τα κυκλώµατα του σχήµατος (2.10).

(α)

(γ)

(β)

R

R

R

R

R
R

R

R

R R

R

υoυo

υo
υ-

υ+

υ-

υ+

υ-

υ+

υi υi

υi

i

Σχήµα 2.10

Λύση:
(α)

Από το σχήµα (2.10α), το υ+ από το διαιρέτη τάσης ϑα είναι :

υ+ =
R

2R
υi

⇒ υ+ =
υi
2
.

Για το ϱεύµα i έχουµε:

i =
υi − 0

2R
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⇒ υi
i

= 2R

⇒ Ri =
υi
i

= 2R.

Η έξοδος είναι :

υo = υ− = υ+ =
υi
2

⇒ υo
υi

=
1

2

⇒ G =
υo
υi

=
1

2
.

(ϐ)

Από το σχήµα (2.10ϐ), έχουµε:

υ− = υ+ = 0

⇒ Ri = R,

και

υo = υ− = 0.

Εποµένως το κέρδος είναι :

G =
υo
υi

= 0.

(γ)

Από το σχήµα (2.10γ), εφόσον η αντίσταση R είναι συνδεδεµένη απευθείας στον ιδανικό τελεστικό ενισχυτή,
ϑα έχουµε:

Ri =∞,

και

υ+ = υi = υ− =
υo
2
.

Εποµένως το κέρδος είναι :

G =
υo
υi

= 2.

Πρόβληµα 2.11 Χρησιµοποιήστε ένα ιδανικό τελεστικό ενισχυτή και ένα αµπερόµετρο µε µέγιστη κλίµακα 1
mA για να σχεδιάσετε ένα ιδανικό αµπερόµετρο µε 5 mA µέγιστη κλίµακα. Σχεδιάστε το έτσι ώστε το µέτρο να
µην οδηγείται πάνω από 150% της µέγιστης κλίµακας. Υποθέστε οτι η έξοδος του τελεστικού ενισχυτή µπορεί
να µεταβάλλεται από +13 V µέχρι −13 V. Επιπλέον η εσωτερική αντίσταση του αµπεροµέτρου είναι Rm = 500
Ω.
Λύση:
Για τάση εξόδου υo = −13 V ϑέλουµε Imeter = −1.5 mA. Το ϱεύµα από το αµπερόµετρο είναι :

Im =
υo

Rp +Rm
= −1.5⇒ Rp = 8167 Ω.

Για Im = −1 Α, η τάση εξόδου είναι υo = −9, 667 V και για
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αµπερόµετρο

RP

Rm

IPS=1 mA

iin RF

υo

Im

Σχήµα 2.11

iin = 5 mA = − υo
RF

⇒ RF =
−υo
5 mA

=
8, 667

5× 10−3
Ω = 1, 733 Ω.

Πρόβληµα 2.12 Βρείτε το κέρδος (ενίσχυση) G του κυκλώµατος του σχήµατος (2.12). Υποθέστε ένα ιδανικό
τελεστικό ενισχυτή.

R2

R1

υo

υi υ-

υ+

Σχήµα 2.12

Λύση:
Από το κύκλωµα έχουµε τη σχέση:

υ+ =
R1

R1 +R2
υo, (2.0.14)

διότι αναλύουµε ένα διαιρέτη τάσης. Για ιδανικό τελεστικό ενισχυτή έχουµε:

υ+ = υ− = υi. (2.0.15)

Εποµένως από τις σχέσεις (2.0.14) και(2.0.15) έπεται οτι :
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υi =
R1

R1 +R2
υo.

΄Εποµένως η ενίσχυση ϑα είναι :

G =
υo
υi

=
R1 +R2

R1
= 1 +

R2

R1
,

δηλαδή το κύκλωµα είναι ένας ενισχυτής µε ϑετική ενίσχυση.

Πρόβληµα 2.13 Να επιλύσετε τη διαφορική εξίσωση δευτέρου ϐαθµού:

d2υ

dt2
+ a

dυ

dt
+ bυ = 0,

µε ένα σύνολο τελεστικών ενισχυτών, αντιστάσεων R και πυκνωτών χωρητικότητας C. Τα a, b είναι σταθερές.
Λύση:
Παρατηρούµε οτι η διαφορική εξίσωση γράφεται ως :

d2υ

dt2
= −adυ

dt
− bυ.

Το κύκλωµα που περιγράφει τη λύση της διαφορικής εξίσωσης δίνεται στο σχήµα (2.13). Από το σχήµα
παρατηρούµε οτι :

1
3

4

R

R
R1

R R2

R

R

υ1
υ2

2

2

d
dt
υ

1d
dt RC
υ

1d
dt RC
υ

− 21( )t
RC

υ  
 
 

db
dt
υυ− −

C C

S1
S2

Σχήµα 2.13

a =
R

R1

1

RC
, b =

R

R2

(
1

RC

)2

⇒ a =
1

R1C
, b =

1

RR2C2
.

Ο όρος d2υ/dt2 οδηγείται σε ένα ολοκληρωτή µε τελεστικό ενισχυτή 1 και µας δίνει ως έξοδο:

− 1

RC

∫
d2υ

dt2
dt = − 1

RC

dυ

dt
,

το οποίο αποτελεί την είσοδο του ολοκληρωτή µε τελεστικό ενισχυτή 2, µε αποτέλεσµα να έχουµε έξοδο:
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− 1

RC

∫ (
−dυ
dt

1

RC

)
= +

(
1

RC

)2

υ(t).

Ο αντιστροφέας ϕάσης µε τον τελεστικό ενισχυτή 3 µας δίνει :

−
(

1

RC

)2

υ(t)

(
R

R2

)
, κ.λ.π

Οι διακόπτες S1, S2 και οι αντίστοιχες τάσεις V1, V2 χρησιµποιούνται για να εισάγουµε τις αντίστοιχες συνθή-
κες. Οι διακόπτες ανοίγονται µόλις αρχίσει η λειτουργία του κυκλώµατος.

Πρόβληµα 2.14 Βρείτε την τάση εξόδου του κυκλώµατος του σχήµατος (2.14) και δώστε ένα γράφηµα της
τάσης εξόδου υo(t) ως συνάρτηση του χρόνου για το σήµα εισόδου υi(t) του σχήµατος (2.15). Θεωρήστε : C = 1
µF, R = 10 kΩ, RL = 1 kΩ.

R

C
υi

υo
RL

υ-

υ+
i

Σχήµα 2.14

Λύση:
Το κύκλωµα είναι ένας διαφοριστής, διότι ισχύουν οι σχέσεις :

i =
υ− − υo

R
, υ+ = υ− = 0,

i = C
d(υi − υ−)

dt
= C

dυi
dt
.

Εποµένως :

υo = −RC dυi
dt
.

΄Αρα η παράγωγος είναι η κλίση για το σήµα εισόδου που ϕαίνεται στο σχήµα. ∆ηλαδή είναι µηδέν για :

t < 2, 5 ms, 5, 0 ms < t < 7, 5 ms και t > 15 ms.

Για 2, 5 ms < t < 5 ms το σήµα εξόδου είναι :

υo(t) = (10× 103)(1× 10−6)× 3− 0

5× 10−3 − 2.5× 10−3
= −12 V.

Για 7, 5 ms < t < 15 ms έχουµε:
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-1,5 V

3 V

υi(t)

t2,5 5 7,5 15

Σχήµα 2.15

υo(t) = −10× 103 (−1, 5)− (+3)

15× 10−3 − 7, 5× 10−3
= 6 V.

Πρόβληµα 2.15 Με τη ϐοήθεια όχι περισσότερων από δύο τελεστικών ενισχυτών να σχεδιάσετε ένα κύκλωµα
που να δέχεται τρεις εισόδους υ1, υ2, υ3 και µια σταθερή πηγή τάσης +12 V για να έχετε το ακόλουθο
αποτέλεσµα:

υo = 3υ1 − 6υ2 + υ3 − 6.

Υπόδειξη: έχετε στη διάθεσή σας ένα σύνολο από αντιστάσεις.
Λύση:
Προφανώς το σήµα εξόδου υo γράφεται ως εξής :

υo = 3υ1 − 6υ2 + υ3 − 6 = υ3 + 3υ1 − 6υ2 − 6

⇒ υo = − [−(3υ1 + υ3)]− [6υ2 + 6]

⇒ υo = −

−(υ1
R

R/3
+ υ3

R

R

)
︸ ︷︷ ︸

υE

− [υ2
R

R/6
+ 12

R

R/2

]
,

όπου R είναι µια τυχαία αντίσταση. Εποµένως αν έχουµε δύο ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές A1, A2,
µπορούµε να έχουµε δύο ανάστροφους ενισχυτές, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (2.16).

Πρόβληµα 2.16 ∆ώστε ένα συγκριτή τάσης και εξηγήστε τη χρήση του.
Λύση:
΄Ενας τελεστικός ενισχυτής µπορεί να είναι ένας συγκριτής τάσης, καθότι ισχύει υo = A(υ2 − υ1) για υo που
είναι µικρότερο από µια οριακή τιµή, η οποία καθορίζεται από το τροφοδοτικό που χρειάζεται για τη λειτουργία
του τελεστικού ενισχυτή. Μια τυπική τιµή γι΄ αυτό είναι vp = +12 V. Το υo µπορεί να ξεπεράσει αυτή την
οριακή τιµή όταν :

υ2 − υ1 ≥
υp
A
∼=

12 V
106

= 12 µV,
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υ1

υ3

υo

R/2

R/6

R

R

R

R

R/3

3 1/3
R R
R Rευ υ υ 

 
 

= − + A2

A1

Σχήµα 2.16

υo

υ2

υ1

Σχήµα 2.17

όπου Α είναι η ενίσχυση του τελεστικού ενισχυτή. Εποµένως ϑα έχουµε:

υo = +υL όταν υ2 > υ1 +
υp
A
,

και

υo = −υL όταν υ2 > υ1 −
υL
A
.

Αλλά η ποσότητα υL/A ∼= 12 µV, δηλαδή πολύ µικρή, εποµένως το υo είναι το αποτέλεσµα της σύγκρισης του
υ2 µε το υ1. ∆ηλαδή:

υo =

 +υL όταν υ2 > υ1,

−υL όταν υ2 < υ1.

Πρόβληµα 2.17 ∆ώστε ένα κύκλωµα Schmitt Trigger και εξηγήστε τη χρήση του.
Λύση:
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υi υo

R2R1

Σχήµα 2.18

Αυτό το κύκλωµα είναι το ίδιο µε το συγκριτή τάσης, όπου η τάση που εφαρµόζεται στο ϑετικό ακροδέκτη του
τελεστικού ενισχυτή υπολογίζεται από την έξοδο υo. Εφόσον η έξοδος είναι υo = ±υp (όπου υp είναι η οριακή
τιµή που καθορίζεται από το τροφοδοτικό), ϑα ισχύει :

υ+ = ±υp
R1

R1 +R2
.

Η διαφορά του από το συγκριτή του προηγούµενου κυκλώµατος είναι οτι το υi συγκρίνεται µε διαφορετικές
τάσεις σε κάθε νέα µετάπτωση. Ειδικότερα, για παράδειγµα σε κάποια στιγµή το υ+ συγκρίνεται µε το
+υp(R1/(R1 + R2)) µέχρις ότου το υo κάνει τη µετάπτωση +υp −→ −υp και µετέπειτα συγκρίνεται µε το
−υpR1/(R1 +R2).

Πρόβληµα 2.18 Βρείτε τις εξόδους των κυκλωµάτων του σχήµατος (2.19).

(α)

(γ)

(β)

υi υo

3RR

+12V

υi υo
υi υo

+8 V

-8 V
0 V

+8 V

-8 V
0 V

+8 V

-8 V
0 V

υi υi

υi

συγκριτής συγκριτής

Schmitt Trigger

3
4
p V

υ
υ υ+ +=± ⇒ =±

Σχήµα 2.19

Λύση:
Οι έξοδοι των κυκλωµάτων του σχήµατος (2.19) απεικονίζονται στο σχήµα (2.20).



93

(α)

(γ)

(β)

+8 V

-8 V

3 V

-υp

+υp

υo

+8 V

-8 V

3 V

-υp

+υp

υo

+8 V

-8 V

3 V

-υp

+υp

υo

Σχήµα 2.20

Πρόβληµα 2.19 Για το κύκλωµα του σχήµατος (2.21), ϐρείτε το ϱεύµα που διαρρέει τη δίοδο D. Θεωρήστε
R1 = R2 = 1 kΩ, R3 = 2 kΩ και υS = 10 V, και τάση διόδου υD = 0, 7 V.

i1 i2

i1+i2

R1 R2

R3

υs
1

2

Σχήµα 2.21

Λύση:
Προφανώς η τάση στα άκρα του R1 είναι ίση µε την τάση στα άκρα του R2 και της διόδου D.

i1R1 = i2R2 + υD

⇒ i1 =
R2

R1
i2 +

υD
R1

. (2.0.16)

Επιπλέον η τάση εισόδου υS είναι :

υS = R1i1 +R3(i1 + i2). (2.0.17)

Από τις σχέσεις (2.0.16) και (2.0.17) προκύπτει :
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R2i2 + υD +
R3R2

R1
i2 +

R3

R1
υD +R3i2 = υS

⇒
(
R2 +R3 +

R3R2

R4

)
i2 = υS −

(
1 +

R3

R1

)
υD

⇒ 5i2 = υS − 3υD

⇒ i2 =
υS − 3υD

5 kΩ
= 1, 58 mΑ.

Πρόβληµα 2.20 Θεωρήστε έναν ενισχυτή µε ανάδραση, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (2.22).
(α) ∆είξτε οτι η ενίσχυση του κυκλώµατος είναι :

G =
υo
υi

=
A

1− βA
.

(ϐ) ∆είξτε οτι η αντίσταση εισόδου του κυκλώµατος είναι :

Ri =
υi
ii

= Ria(1− βA).

β

Ria

υitυi υo

Roa

υοα=Αυit

βυο

Σχήµα 2.22

Λύση:
(α)

Από τους δύο ϐρόχους του κυκλώµατος ϑα έχουµε τις εξισώσεις :

υi = −βυo + υit

⇒ υit = υi + βυo.

Εποµένως το σήµα εξόδου ϑα είναι :

υo = Aυit = A(υi + βυo)

⇒ υo(1−Aβ) = Aυi.

΄Αρα η ενίσχυση του κυκλώµατος ϑα είναι :
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G =
υo
υi

=
A

1− βA
.

(ϐ)

Για το ϱεύµα εισόδου έχουµε:

ii =
υit
Ria

.

Επίσης ισχύει :

υit = υi + βυo = υi + βGυi = υi

(
1− βA

1− βA

)

⇒ υit =
1

1− βA
υi.

Η αντίσταση εισόδου Ri είναι :

Ri =
υi
ii

=
υi
υit
Ria

⇒ Ri = Ria
υin

υin

(
1

1− βA

) .
⇒ Ri = Ria(1− βA).

Πρόβληµα 2.21 Σχεδιάστε ένα τελεστικό ενισχυτή µη αναστροφής, αναγνωρίστε τον παράγοντα ανάδρασης β
ως συνάρτηση των αντιστάσεων R και δείξτε οτι η ενίσχυσή του είναι :

G =
υo
υi

=
A

1 +AR1/(R1 +R2)
.

Επίσης δείξτε οτι αυτή η έκφραση µας δίνει την ακριβή λύση που ήδη έχετε δει για την περίπτωση πουA −→∞.
Λύση:
Το κύκλωµα ενός τελεστικού ενισχυτή µη αναστροφής δίνεται στο κύκλωµα του σχήµατος (2.23).

υo

υi

(+)

R

Rf

βυo

A

Σχήµα 2.23
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Από το διαιρέτη τάσης, έχουµε:

−βυo =

(
R1

R1 +Rf

)
υo.

Εποµένως, ο παράγοντας της ανάδρασης ϑα είναι :

β =
R1

R1 +Rf
.

Προφανώς η τάση εισόδου είναι :

υi = υit + βυo

⇒ υ1t = υi − βυo.

Επιπλέον ισχύει :

υo = Aυ1t = A(υi − βυo)

⇒ υo = υi
A

1 + βA

⇒ G =
υo
υi

=
A

1 + βA
=

A

1 +A

(
RL

Ri +Rf

) .
Παρατηρούµε οτι :

lim
A→∞

G = lim
A→∞

A

1 + βA
= lim
A→∞

1

β + 1/A
=

1

β
.

Εποµένως :

lim
A→∞

G =
1

β
=
R1 +Rf
R1

= 1 +
Rf
Ri

,

που είναι η γνωστή σχέση της ενίσχυσης ενός κυκλώµατος µε αναστροφέα που περιέχει ένα ιδανικό τελεστικό
ενισχυτή.

Πρόβληµα 2.22 Βρείτε την τάση εξόδου του κυκλώµατος του σχήµατος (2.24) ως συνάρτηση των υ1, υ2,
ϑεωρώντας τους τελεστικούς ενισχυτές ιδανικούς.
Λύση:
Από το κύκλωµα, και ϑεωρώντας ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές, έχουµε:

i1 =
υ1

R1
, i2 = i1, υ3 = −R2i2.

Εποµένως, συνδυάζοντας τις τρεις αυτές εξισώσεις ϑα έχουµε:

υ3 = −R2

R1
υ1 = −2υ1.

Επιπλέον ϑα ισχύουν οι εξισώσεις :

i3 =
υ3

R3
, i4 =

υ2

R4
, i5 = i3 + i4, υo = −R5i5.

Συνδυάζοντας αυτές τις εξισώσεις ϑα έχουµε:

υo = −R5

R4
υ2 +

R2R5

R1R3
υ1

⇒ υo = 4υ1 − 2υ2.



97

+

-

+

-
υ2

υΟ

R1

20 kΩ

10 kΩ

R4

20 kΩ

RL

υ1

10 kΩ

R2 R3

10 kΩ

R5

i3

i4

i1

i2

i5

Σχήµα 2.24

Πρόβληµα 2.23 Βρείτε την ενίσχυση τάσηςAυ = υo/υi και την αντίσταση εισόδουRi = υi/ii του κυκλώµατος
του σχήµατος (2.25). Υποθέστε R1 = R2 = R3 = R.

υ1

υo

R1

R3

R2

ii i1

i3

i3
+

 -

+

 -

Σχήµα 2.25

Λύση:
Για το κύκλωµα ϑα ισχύουν οι σχέσεις :

i3 = i1 =
υi
R1

, υo = −R3i3,

από τις οποίες προκύπτει οτι :

υo = −R3

R1
υi

⇒ Aυ =
υo
υi

= −R3

R1
= −1.

Η αντίσταση εισόδου ϑα είναι :
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Ri =
υi
ii

=
υi

i1 + i2
=

υi
υi
R1

+
υi
R2

⇒ Ri =
1

1

R1
+

1

R2

=
R1R2

R1 +R2
=
R

2
.

Πρόβληµα 2.24 Βρείτε το κέρδος τάσης ως συνάρτηση του Τ (0 5 T 5 1) για το κύκλωµα του σχήµατος
(2.26). Υποθέστε ιδανικό τελεστικό ενισχυτή.

+

-
υi

υo

R

R

R(1-T)

RT

i-

i+=0

υ+

Σχήµα 2.26

Λύση:
Από το διαιρέτη τάσης µεταξύ των αντιστάσεων RT και R(1− T ) ϑα έχουµε για την τάση υ+:

υ+ =
RT

R(1− T ) +RT
υi = υiT.

Για ιδανικό τελεστικό ενισχυτή ισχύει :

υ+ = υ−.

Για το i− έχουµε:

i− =
υi − υ−
R

=
υi
R

(1− T ).

Η τάση εξόδου ϑα είναι :
υo = −Ri− + υ− = −υi(1− T ) + υiT = υi(2T − 1).

Εποµένως η ενίσχυση τάσης ϑα είναι :

Aυ =
υo
υi

= 2T − 1.

Πρόβληµα 2.25 Βρείτε την τάση εξόδου, υo, του κυκλώµατος του σχήµατος (2.27) ως συνάρτηση των αντι-
στάσεων και των τάσεων εισόδου υA, υB. Θεωρήστε ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές.
Λύση:
Για ιδανικό τελεστικό ενισχυτή το ϱεύµα εισόδου είναι :

i− = 0 = i+ και υ− = υ+.



99

RΑ

RΒ

R1

R2

+

-
υΑ

+

-
υΒ

i+

i-

υ-

Σχήµα 2.27

Εποµένως, ϑα έχουµε:

υ+ − υA
RA

+
υ+ − υB
RB

= 0

⇒ υ− =
υARB + υBRA
RA +RB

. (2.0.18)

Από το διαιρέτη τάσης µεταξύ των αντιστάσεων R1, R2 ϑα έχουµε:

υ− =
R1

R1 +R2
υo. (2.0.19)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2.0.18) και (2.0.19) ϑα πάρουµε:

υo =
R1 +R2

R1

υARB + υBRA
RA +RB

⇒ υo = AAυA +ABυB ,

όπου

AA =
R1 +R2

R1

RB
RA +RB

,

και

AB =
R1 +R2

R1

RA
RA +RB

.

Πρόβληµα 2.26 Βρείτε το ϱεύµα io που διαρρέει την αντίσταση ϕόρτου RL, όπως ϕαίνεται στο κύκλωµα του
σχήµατος (2.28), ως συνάρτηση των αντιστάσεων και των τάσεων υ1, υ2. Εξαρτάται από την αντίσταση ϕόρτου
RL; Ποιά είναι η αντίσταση εξόδου όπως ϕαίνεται από τη ϑέση της αντίσταση ϕόρτου RL; Θεωρήστε ιδανικούς
τελεστικούς ενισχυτές.
Λύση:
Εφόσον έχουµε ιδανικούς τελεστικούς ενισχυτές, τα ϱεύµατα εισόδου στους ενισχυτές είναι µηδέν. Εποµένως
το ϱεύµα io ϑα διαρρέει µόνο την αντίσταση R καθώς και την αντίσταση ϕόρτου RL. Εποµένως το ϱεύµα io ϑα
εκφράζεται µέσω της πτώσης τάσης στα άκρα της R:

υ
(1)
− − υ

(2)
− = ioR
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RL

R

+

-
υ1

+

-
υ2

υ-
(2)

υ-
(1)

io

io

Σχήµα 2.28

⇒ io =
υ

(1)
− − υ

(2)
−

R
. (2.0.20)

Επιπλέον, για τις τάσεις στα άκρα των ιδανικών τελεστικών ενισχυτών ισχύει :

υ
(1)
− = υ1 και υ

(2)
i = υ2. (2.0.21)

Εποµένως από τις σχέσεις (2.0.20) και (2.0.21) ϑα έχουµε:

io =
υ1 − υ2

R
,

δηλαδή το ϱεύµα io είναι ανεξάρτητο της αντίστασης ϕόρτου RL. Εφόσον το ϱεύµα io είναι ανεξάρτητο της
αντίστασης ϕόρτου RL, συµπεραίνουµε οτι η αντίσταση εξόδου είναι άπειρη.

Πρόβληµα 2.27 ∆ώστε ένα γράφηµα για την τάση εξόδου υo του κυκλώµατος του σχήµατος (2.29α) για ένα
σήµα εισόδου υi, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (2.29ϐ). Μερικές ϕορές ένα τέτοιο κύκλωµα χρησιµοποιείται για
την καταµέτρηση παλµών. Υποθέστε οτι η ελάχιστη τάση εξόδου του τελεστικού ενισχυτή είναι −10 V. Πόσους
παλµούς µπορεί να καταµετρήσει το κύκλωµα µας ; Θεωρήστε ιδανικό τελεστικό ενισχυτή.

(α)

(β)

+

-
υp(t)

R

C

2 µF

t=0

10 kΩ υο

2 ms

t (ms)

υp(t)

Σχήµα 2.29

Λύση:
Το κύκλωµα αυτό είναι ένας ολοκληρωτής µε τάση εξόδου:
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υo = − 1

RC

∫ t

0

υp(t)dt = −50

∫ t

0

υp(t)dt,

όπου

RC = (10 kΩ)(2 µF) = 20 ms.

Εποµένως, για την ολοκλήρωση του πρώτου παλµού ϑα έχουµε:

υo = −50

∫ 2 ms

0

(5 V)dt = −0, 5 V.

Η συνολική τάση εξόδου υo δίνεται στο σχήµα (2.30). Εποµένως κάθε παλµός ϑα µειώνεται κατά −0, 5 V.
∆ηλαδή για να ϕτάσουµε τα −10 V ϑα πρέπει να έχουν καταµετρηθεί 20 παλµοί.

�
����

���	

�


�
�	

����
�� 	 � 
� 
�

Σχήµα 2.30

Πρόβληµα 2.28 ∆ώστε ένα γράφηµα για την τάση εξόδου υo(t) του κυκλώµατος του σχήµατος (2.31α) για το
σήµα εισόδου του σχήµατος (2.31ϐ). Θεωρήστε ένα ιδανικό τελεστικό ενισχυτή.
Λύση:
Το κύκλωµα είναι ένα κύκλωµα διαφοριστή µε τάση εξόδου:

υo = −RC dυi
dt

= −10−3 dυi
dt
.

Εποµένως η τάση εξόδου υo είναι αυτή που απεικονίζεται στο σχήµα (2.32).

Πρόβληµα 2.29 Για το κύκλωµα του σχήµατος (2.33), ϐρείτε την εξίσωση που συσχετίζει την τάση εισόδου υi
µε την τάση εξόδου υo και τις παραµέτρους R, L, C.
Λύση:
Προφανώς ϑα έχουµε:

i1 = i2 + i3, (2.0.22)

και για ιδανικό τελεστικό ενισχυτή, ισχύει :
υ− = υ+ = 0,

i1 =
υi − υ−
R

=
υi
R
, (2.0.23)
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(α)

(β)

+

-
υi

C
10 kΩ

0,1 µF
υο

R

υi

5

-5

t (ms)

Σχήµα 2.31

Vυi

10

5

-5

1

2

3

4

Σχήµα 2.32

i2 = C
d(υ− − υo)

dt
= −C dυo

dt
, (2.0.24)

i3 =
1

L

∫
(υ− − υo)dt = − 1

L

∫
υodt (2.0.25)

Από τις σχέσεις (2.0.22), (2.0.23), (2.0.24) και (2.0.25) ϑα έχουµε

υi
R

= −C dυo
dt
− 1

L

∫
υodt.

Πρόβληµα 2.30 ∆ίνεται ο ενισχυτής του σχήµατος (2.34). Η συχνότητα καµπής του τελεστικού ενισχυτή
(κύκλωµα ανοιχτού ϐρόχου) είναι fb = 20 Hz. Η ενίσχυση (απολαβή) του τελεστικού ενισχυτή (κύκλωµα
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+

-
υi

R

C

L

υo

i1

i2

i3
υ-

υ+

Σχήµα 2.33

ανοιχτού ϐρόχου για χαµηλές συχνότητες, ω ≈ 0) είναι A0 = 100000. Να υπολογιστεί η τιµή της ενίσχυσης A′0
του κυκλώµατος κλειστού ϐρόχου (ω = 0). Να υπολογιστεί για το κύκλωµα του ενισχυτή κλειστού ϐρόχου η
συχνότητα καµπής f ′b.

�������

�

�

���	��

Σχήµα 2.34

Λύση:
Για fb = 20 Hz, έχουµε:

ωb = 2π × 20 Hz = 125, 6 rad/s

ωf = ωbA0 = 125, 6× 100000 rad/s

⇒ ωf = 1, 26× 107 rad/s.

Γνωρίζουµε οτι η ενίσχυση Af (ω) είναι :

Af (ω) = − R2/R1

1 + j
ω

ωbA0/(1 +R2/R1)

⇒ A′(0) = −R2/R1 = 20,
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ω′b =
ωf

1 +R2/R1
=

1, 26× 107 rad/s
1 + 20

= 6× 105 rad/s,

και

f ′b =
ω′b
2π

= 0, 55× 104 Hz.

Πρόβληµα 2.31 ∆ίνεται η διάταξη του σχήµατος (2.35). Οι τελεστικοί ενισχυτές να ϑεωρηθούν ιδανικοί.
∆ίνεται οτι η τάση εισόδου είναι :

υi = 1, 0 cos(2π × 103t+ π/4),

όπου το υi είναι σε volt και το t σε δευτερόλεπτα. Να ϐρεθεί η έξοδος υo ως συνάρτηση του χρόνου.

�����

�
�

��	
���

Σχήµα 2.35

Λύση:
Το κύκλωµα αποτελείται από ένα διαφοριστή (στο πρώτο µέρος του κυκλώµατος) και ένα ακολουθητή. Ο
διαφοριστής ϑα µας δώσει :

υ′o = −RC dυi
dt

⇒ υ′o = 4× 103 × 50× 10−9 × 1, 0× 20× 103 sin(2π × 103t+ π/4)

⇒ υ′o = 1, 256 sin(2π × 103t+ π/4),

και ο ακολουθητής απλά ϑα µεταφέρει το υ′o στην έξοδό του, µε αποτέλεσµα η έξοδος του κυκλώµατος να είναι :

υo = υ′o = 1, 256 sin(2π × 103t+ π/4).

Πρόβληµα 2.32 ∆ίνεται το κύκλωµα ενισχυτή του σχήµατος (2.36α). Να ϐρεθεί η τιµή της ενίσχυσης τάσης
και να σχεδιαστεί η τάση εξόδου υo, ως συνάρτηση του χρόνου, αν η τάση εισόδου υi είναι αυτή που ϕαίνεται
στο σχήµα (2.36ϐ)
Λύση:
Η ενίσχυση είναι :

Af =
υo
υi

= −R2

R1
= −1

⇒ υo = Afυi = −υi.

Εποµένως η έξοδος δίνεται στο σχήµα (2.36γ).

Πρόβληµα 2.33 ∆ίνεται η διάταξη του σχήµατος (2.37α). Ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός. Να ϐρεθεί
η τιµή της ενίσχυσης τάσης.
Λύση:
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Σχήµα 2.36
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Σχήµα 2.37

Το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin είναι στο σχήµα (2.37ϐ) µε τάση και αντίσταση Thevenin:

υif = υi
R4

R3 +R4
, RT =

R3R4

R3 +R4
.

Η ενίσχυση A′f είναι :

A′f =
υo
υif

= − R2

R1 +RT
= − R2

R1 +R3R4/(R3 +R4)

⇒ υo
υiR4/(R3 +R4)

= − R2

R1 +
R3R4

R3 +R4

.

⇒ υo
υi

= −
R2

R4

R3 +R4

R1 +
R3R4

R3 +R4

Εποµένως, η ενίσχυση του κυκλώµατος είναι :

Af =
υo
υi

= −R2R4/(R3 +R4)

R1 +
R3R4

R3 +R4

.
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⇒ Af = 0, 667.

Πρόβληµα 2.34 ΄Εστω ο αναστρέφων τελεστικός ενισχυτής µε ανασύζευξη του σχήµατος (2.38). ΄Εστω οτι η
ενίσχυση ανοικτού ϐρόχου είναι :

A =
Ao

1 + jω/ωb
, ao > 0, ω, ωbε R.

Να δείξετε οτι η ενίσχυση του κυκλώµατος είναι

Af (ω) = − A′o
1 + ω/ω′b

όταν

Ao � 1 +
R2

R1
.

Προσδιορίστε τα A′o και ω′b. ∆ηλαδή είναι ένα ϐαθυπερατό ϕίλτρο.

υi
R1

υo

υ+

R2i2

υ-

i1
Α(ω)

Σχήµα 2.38

Λύση:
(α)

Ιδανική περίπτωση, A άπειρο :
Αν ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός τότε A = ∞ και v−+ = −vo/A = 0 (αφού το vo είναι πεπερασµένο).
Αυτό λέγεται συνθήκη εικονικού ϐραχυκυκλώµατος ή εικονικής γείωσης. Επίσης το ϱεύµα µέσα στην είσοδο
του τελεστικού ενισχυτή είναι µηδέν, αφού η αντίσταση εισόδου του είναι άπειρη.
΄Εχουµε εποµένως :

i1 = i2, i1 =
vi
R1

, i2 = − vo
R2

,

άρα

vi
R1

= − vo
R2

,

εποµένως η ενίσχυση Af , µε ανασύζευξη, είναι :

Af =
vo
vi

= −R2

R1
= −A′o, a′o > 0.

(ϐ)
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Μη ιδανική περίπτωση, A πεπερασµένο :
Αν το A δεν είναι άπειρο, τότε :

i1 =
vi − v−+

R1
=
vi −

(
−vo
A

)
R1

=
vi +−vo

A
R1

και

vo = v−+ − i1R2 = −vo
A
− i1R2

άρα

vo = −vo
A
−
vi +

vo
A

R1
R2.

Τελικώς :

Af =
vo
vi

= − R2/R1

1 + (1 +R2/R1) /A
.

΄Οµως,

A = A(ω) =
Ao

1 + jω/ωb
,

άρα

Af (ω) = − R2/R1

1 +
(1 +R2/R1)

Ao
(1 + jω/ωb)

ή

Af (ω) = − R2/R1

1 + (1 +R2/R1) /Ao + (1 +R2/R1) (jω/ωbAo)

Στην πράξη πάντοτε Ao � 1 +R2/R1, εποµένως :

Af (ω) = − R2/R1

1 +
jω

ωbAo/ (1 +R2/R1)

= − A′o

1 +
jω

ωbAo/ (1 +R2/R1)

,

όπου A′o = R2/R1 είναι η ενίσχυση κλειστού ϐρόχου για ω = 0. Προφανώς αν το Ao τείνει στο άπειρο
καταλήγουµε στην προηγούµενη ιδανική περίπτωση.
΄Εστω Aoωb = ωt, το ωt λέγεται γινόµενο ενίσχυσης-εύρους Ϲώνης (συχνοτήτων) (gain-bandwidth product) και
είναι κατασκευαστικό στοιχείο του τελεστικού ενισχυτή. Τότε έχουµε:

Af (ω) = − A′o

1 +
jω

ωt/ (1 +R2/R1)

.

Αν ϑέσουµε

ω′b =
ωt

1 +R2/R1
,

ϐρίσκουµε τη σχέση:

Af (ω) = − A′o
1 + jω/ω′b

.

Αυτή η µορφή είναι ίδια µε αυτή του ανοιχτού ϐρόχου (ϐαθυπερατό ϕίλτρο) αλλά µε συχνότητα καµπής την
ω′b. Προφανώς ισχύει :

ωt = ω′b (1 +A′o) .
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Πρόβληµα 2.35 ΄Εστω ο µη-αναστρέφων τελεστικός ενισχυτής µε ανασύζευξη του σχήµατος (2.39). ΄Εστω οτι
η ενίσχυση ανοικτού ϐρόχου είναι :

A =
Ao

1 + jω/ωb
, ao > 0, ω, ωbε R.

Να δείξετε οτι η ενίσχυση του κυκλώµατος είναι

Af (ω) = − A′o
1 + ω/ω′b

όταν

Ao � 1 +
R2

R1
.

Προσδιορίστε τα A′o και ω′b. ∆ηλαδή είναι ένα ϐαθυπερατό ϕίλτρο.

+

-
R1

R2

i1 υ-+

υi

υo

i2

Σχήµα 2.39

Λύση:
(α)

Ιδανική περίπτωση, A άπειρο :
Η ενίσχυση ανοιχτού ϐρόχου είναι άπειρη, η εσωτερική αντίσταση είναι επίσης άπειρη και έχουµε εικονικό
ϐραχυκύκλωµα στην είσοδο. ΄Εχουµε εποµένως, ανάλογα µε τα προηγούµενα:

v+− =
vo
A

= 0, i1 = i2, i1 = − vi
R1

, i2 =
vi − vo
R2

,

άρα

− vi
R1

=
vi − vo
R2

.

Εποµένως η σχέση για την ενίσχυση είναι :

Af =
vo
vi

= 1 +
R2

R1
= A′o.

(ϐ)

Μη ιδανική περίπτωση, A πεπερασµένο :
Εφόσον το A είναι πεπερασµένο, έχουµε:

i1 = −vi − v+−

R1
, i2 = −vo − (vi − v+−)

R2
,

άρα, και αφού i1 = i2, ϑα έχουµε:

vi − v+−

R1
=
vo − (vi − v+−)

R2
εποµένως

vi − vo/A
R1

=
vo − (vi − vo/A)

R2
.

Από την τελευταία σχέση προκύπτει για την ενίσχυση η σχέση:
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Af =
Vo
vi

=
1 +R2/R1

1 + (1 +R2/R1)/A
=

A′o
1 + (1 +R2/R1)/A

,

όπου A′o η ενίσχυση κλειστού ϐρόχου για ω = 0.
Παρατηρούµε οτι αν το A είναι άπειρο τότε καταλήγουµε στη σχέση για την ιδανική περίπτωση. ΄Οπως πριν,
αντικαθιστούµε το A µε το A(ω) και λαµβάνουµε υπόψη οτι Ao � 1 +R2/R1, οπότε καταλήγουµε στη σχέση:

Af =
A′b

1 +
jω

ωt/(1 +R2/R1)

=
A′o

1 + jω/ω′b
(ϐαθυπερατό ϕίλτρο).

Παρατηρούµε οτι ω′b = ωt/(1 + R2/R1) όπως και στον αναστρέφοντα ενισχυτή. Για τον µη αναστρέφοντα
ενισχυτή έχουµε:

ω′b = ωt/(1 +R2/R1) =
ωt
A′o

.

Παρατηρούµε οτι στην περίπτωση του µη αναστρέφοντα ενισχυτή έχουµε:

ωt = A′ω′b = Aωb = σταθερό ανεξάρτητο από την ανασύζευξη.

Τέτοια σχέση ισχύει και για τον αναστρέφοντα ενισχυτή µόνο αν

A′o = R2/R1 � 1.

Για τον αναστρέφοντα ισχύει γενικώς ω′(1 +A′o) = ω = ωAo.
Για τον µη αναστρέφοντα και τον αναστρέφοντα ενισχυτή, όταν ω � ω′b ισχύει :

Af ≈ −
A′oω

′
b

jω
,

οπότε προφανώς για τον µη αναστρέφοντα, όταν |Af | = 1, έχουµε οτι ω = ωt. (Για τον αναστρέφοντα αυτό ισχύει
µόνο κατά προσέγγιση όταν A′ = R2/R1 � 1.) Γι• αυτό η ωt λέγεται εύρος Ϲώνης συχνοτήτων µοναδιαίας
ενίσχυσης (unity-gain bandwidth). Υποτίθεται οτι ο ενισχυτής ενισχύει συχνότητες που ϕτάνουν πολύ κοντά
στο µηδέν και αυτός είναι ο λόγος που το εύρος συµπίπτει µε την ωt, δηλαδή δεν υπάρχει, πρακτικώς, κατώτερο
όριο συχνοτήτων.
Προφανώς για ω � ω′, έχουµε:

|Af | ≈
A′oω

′
b

ω

άρα

Af dB = 20 log |Af | ≈ −20 log f + 20 log(A′oω
′
b/2π) (ωb = 2πfb).

΄Εχουµε εποµένως,

κλίση =
dAf dB
d log f

(=
∆Af dB
∆ log f

) = −20
dB

δεκαπλασιασµό συχνότητας

Προφανώς το τελευταίο ισχύει διότι το ∆ log f = 1 αντιστοιχεί σε 10-πλασιασµό συχνότητας. Η κλίση είναι
ίδια στην περίπτωση του αναστρέφοντα και του µη αναστρέφοντα ενισχυτή. Στην περίπτωση όµως του µη
αναστρεφοντα (όπως και στην περίπτωση του αναστρέφοντα µε µεγάλη ενίσχυση), ο όρος 20 log(A′ω′b/2π)
γίνεται 20 log(ω/2π), δηλαδή είναι σταθερός ανεξάρτητος της ενίσχυσης. Εποµένως η σχέση ενίσχυσης σε dB
ως προς το λογάριθµο της συχνότητας είναι ίδια για µεγάλες συχνότητες ανεξάρτητα από την ενίσχυση του µη
αναστρέφοντα ενισχυτή.

Πρόβληµα 2.36 Να µελετηθεί ο ταλαντωτής γέφυρας του Wien και να δείξετε οτι για να έχουµε ταλαντώσεις
ϑα πρέπει R2 = 2R1.
Λύση:
Η ενίσχυση τάσης του τελεστικού ενισχυτή µε τους αντιστάτες R1, R2 είναι :
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Σχήµα 2.40

Av = 1 +
R2

R1
.

Ας υπολογίσουµε το β(f).

β(f) =
Vβ
Va

=

R
1

jωC

/(
R+

1

jωC

)
R+

1

jωC
+

R 1/jωC

R+ 1/jωC

⇒ β(f) =
R

3R+ j (ωR2C − 1/ωC)
.

Το κριτήριο Barkhausen δίνει Avβ = 1, και εποµένως :

AvR

3R+ j (ωR2C − 1/ωC)
= 1

⇒ R(3−Av) + j(ωR2C − 1/ωC) = 0,

άρα

R(3−Av) = 0,

και

ωR2C − 1/ωC = 0.

Εποµένως η ενίσχυση που χρειάζεται είναι : Avmin = 3 (όπως αποδεικνύεται αυτή είναι η ελάχιστη) και η
συχνότητα ταλάντωσης είναι (ω = 2πf): f = 1/2πRC. Από τη σχέση Av ≥ Avmin = 3

⇒ Av = 1 +
R2

R1
≥ 3 η R2 ≥ 2R1.

Αν το R2 είναι αρκετά µεγαλύτερο του 2R1 έχουµε µεγάλη παραµόρφωση, δηλαδή µεγάλο ψαλιδισµό της
εξόδου, δηλαδή των ταλαντώσεων. ∆ιαλέγουµε το R2 λίγο µεγαλύτερο του 2R1. Αυτό οδηγεί σε |Avβ| λίγο
µεγαλύτερο της µονάδας, οπότε και ταλαντώσεις παράγονται και δεν έχουν ουσιαστική παραµόρφωση.

Πρόβληµα 2.37 Για το κύκλωµα του σχήµατος (2.41), να δείξετε οτι είναι ένας ανορθωτής µε τελεστικό
ενισχυτή, δηλαδή για µια τάση εισόδου όπως αυτή που ϕαίνεται στο σχήµα (2.42α) η τάση εξόδου του είναι
αυτή του σχήµατος (2.42ϐ). Να υποθέσετε ένα ιδανικό τελεστικό ενισχυτή.
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Σχήµα 2.42

Λύση:
Αν vi > 0 τότε vA > vi > 0 επειδή το σήµα vi είναι στη µη αναστρέφουσα είσοδο (+) και η δίοδος άγει άρα
ένεκα αρνητικής ανασύζευξης η τάση στην είσοδο (-) ϑα είναι, πράγµατι, σχεδόν (διαφορά mV) ίση µε αυτή του
ακροδέκτη (+). ΄Εχουµε εποµένως οτι :

όταν vi > 0, vo = vi.

Αν vi < 0 η έξοδος va ϑα είναι αρνητική και ϑα ισχύει : vA < vi άρα η δίοδος ϑα είναι ανάστροφα πολωµένη,
δεν ϑα άγει και το ϱεύµα δια της R ϑα είναι µηδέν, άρα vo = iR = 0. Εποµένως :

΄Οταν vi < 0, vo = 0.

Παρατηρούµε οτι µε αυτό το κύκλωµα πράγµατι επιτυγχάνεται ιδανική (ηµι)ανόρθωση.





3
Ψηφιακά Κυκλώµατα

Πρόβληµα 3.1 Βρείτε τη δυαδική (binary) και δεκαεξαδική (hex) αναπαράσταση των δεκαδικών αριθµών: (α)
40110, (ϐ) 27310, (γ) 1510, (ε) 3810, (ε) 5610.
Λύση:
Πολύ εύκολα µπορείτε να ϐρείτε οτι :
(α) 19116 , 1100100012

(ϐ) 11116 , 1000100012

(γ) F16 , 11112

(δ) 2616 , 1001102

(ε) 3816 , 1110002

Πρόβληµα 3.2 Βρείτε τη δεκαεξαδική και δεκαδική αναπαράσταση των δυαδικών αριθµών: (α) 11112, (ϐ)
10011012, (γ) 11001012, (δ) 10111002, (ε) 111012, (Ϲ) 1010002.
Λύση:
Θα πρέπει να ϐρείτε τα ακόλουθα αποτελέσµατα:
(α) F16 , 1510

(ϐ) 4D16 , 7710

(γ) 6516 , 10110

(δ) 5C16 , 9210

(ε) 1D16 , 2910

(Ϲ) 2816 , 4010

Πρόβληµα 3.3 Απλοποιήστε τη συνάρτηση:

f(x, y, z) = x · y · z + x · y · z + x · (y + z),

µε την εφαρµογή των κανόνων De Morgan της άλγεβρας Boole.
Λύση:
΄Εχουµε:

f(x, y, z) = x · y · z + x · y · z + x · (y + z)

⇒ f(x, y, z) = x · y · z + x · y · z + x · y · z

⇒ f(x, y, z) = x · y · z + x · y · z + x · y · z
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⇒ f(x, y, z) = y · z + x · y · z.

Πρόβληµα 3.4 Σχεδιάστε ένα κύκλωµα λογικής που να λαµβάνει ως εισόδους τρεις ψήφους και ως έξοδο
να µας δίνει 1 ή 0, ανάλογα αν έχουµε πλειοψηφία ή όχι. ∆ηλαδή σχεδιάστε τον κανόνα για τη ϐουλή µιας
µικρής δηµοκρατικής χώρας τριών ατόµων.
Λύση:
Η συνάρτηση που ικανοποιεί τον κανόνα πλειοψηφίας είναι :

f(A,B,C) = AB +BC +AC.

Το κύκλωµα ϕαίνεται στο σχήµα (3.1):

A

B

C

f(A,B,C)

Σχήµα 3.1

Πρόβληµα 3.5 ∆ώστε ένα κύκλωµα για τη σχεδίαση των συναρτήσεων:
(α) (A+B) +A ·B ·AB
(ϐ) A+B ·AB +AB
Λύση:
(α)

Για τη συνάρτηση

Y = A+B +A ·B ·AB,

έστω οτι :

X = A ·B,

και

Z = A+B +A ·B = (A+B) + (A+B) = 1,

οπότε µπορούµε να εκφράσουµε το Y ως:

Y = Z +X = Z ·X.

Το κύκλωµα που προκύπτει ϕαίνεται στο σχήµα (3.2α).

(ϐ)
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A

B

1
1

Z=1

X A B= ⋅

Y
A

B

101

010

10B
A

(β)

α)

Σχήµα 3.2

Ισχύει :

Y = A+B ·AB +AB = AB +X · Z,

όπου

X = A+B και Z = AB,

Y = AB + (Z +X)⇒ Y = (X + Z) ·AB

⇒ Y = (X + Z) · (A+B)⇒ Y = (A+B +AB) · (A+B)

⇒ Y = BA+BA⇒ Y = A⊕B.

Το προκύπτον κύκλωµα απεικονίζεται στο σχήµα (3.2ϐ).

Πρόβληµα 3.6 ∆ηµιουργείστε µία exclusive OR (XOR), χρησιµοποιώντας πύλες NOR.
Λύση:
Γνωρίζουµε οτι η λογική συνάρτηση ενός XOR δύο σηµάτων Α και Β είναι :

Y = A ·B +B ·A

Από το ϑεώρηµα De Morgan παίρνουµε:

Y = (A+B) · (B +A).

Από τη σχέση:

A+A ·B = A+B,

ϑα έχουµε:

Y =
[
A+ (A ·B)

]
·
[
B + (A ·B)

]
.

Εποµένως, ένα κύκλωµα ϑα είναι αυτό του σχήµατος (3.3).
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A

B

Σχήµα 3.3

Πρόβληµα 3.7 Απλοποιείστε τη λογική έκφραση Z = A+BC.
Λύση:
Με εφαρµογή των ϑεωρηµάτων De Morgan παίρνουµε:

Z = A+BC = A · (BC) = A(B + C) = A(B + C).

Πρόβληµα 3.8 Να εκφραστεί η λογική συνάρτηση

f(A,B,C,D) = (A+BC)(B + CD),

σε µορφή αθροίσµατος γινοµένου.
Λύση:

f(A,B,C,D) = (A+BC)B + (A+BC)CD

⇒ f(A,B,C,D) = AB +BBC +ACD +BCCD

⇒ f(A,B,C,D) = AB +BC +ACD +BCD.

Πρόβληµα 3.9 Απλοποιείστε τις λογικές συναρτήσεις :
(α) ABC +ABC +ABC +ABC
(ϐ) A+AB
(γ) (X + Y )(X + Z)
Λύση:
(α)

ABC +ABC +ABC +ABC = ABC +ABC +AB(C + C)

= ABC +ABC +AB · 1 = ABC +ABC +AB.

(ϐ)



117

A+AB = (A+A)(A+B) = 1(A+B) = A+B.

(γ)

(X + Y )(X + Z) = X +XZ +XY + Y Z,

αλλά

X +XZ = X,

και

X +XY = Z.

Εποµένως :

(X + Y )(X + Z) = X +X + Y Z = X + Y Z.

Πρόβληµα 3.10 ∆είξτε µε τη ϐοήθεια των πινάκων αληθείας την ισχύ των ϑεωρηµάτων De Morgan (A+B =
A ·B και AB = A+B).
Λύση:

000000111
110010101
110100110
111111000

A B+ A B+ A AB AB A B+BA B

Σχήµα 3.4

Πρόβληµα 3.11 ∆ώστε ένα πίνακα Karnaugh που καθορίζει αν ένας τριψήφιος δυαδικός αριθµός είναι πρώτος
αριθµός.
Λύση:
Ο πίνακας αληθείας και ο πίνακας Karnaugh απεικονίζονται στα σχήµατα (3.5α,β) αντίστοιχα:
∆ύο ισοδύναµα κυκλώµατα που υλοποιούν αυτό τον υπολογισµό ϕαίνονται στα σχήµατα (3.5γ,δ).

Πρόβληµα 3.12 Να σχεδιάσετε µια πύλη X-OR µόνο µε πύλες NAND.
Λύση:
Από το ϑεώρηµα του De Morgan AB = A+B, έχουµε:

A(A+B) = (A+A+B) = A+AB,

B(A+B) = (B +A+B) = B +AB,

(A+AB)(B +AB) =
[
A(A+B)

]
+
[
B(A+B)

]
=
[
A(A+B)

]
+
[
B(A+B)

]
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YCBA

1111

0011

1101

0001

1110

0010

0100

0000

0010

1111

1001

0000

10BC
A

α) β)

δ)γ)

A

C

B

AC

BC

AC BC=AC+BC

(A+B)+C=AC+BC

Σχήµα 3.5

= [AA+AB] + [BA+B] = AB +A+B

= XOR = A⊕B.

Το κύκλωµα που υλοποιεί τη Ϲητούµενη πύλη ϕαίνεται στο σχήµα (3.6).

Πρόβληµα 3.13 ∆ώστε τη συνάρτηση που περιγράφει το κύκλωµα στο σχήµα (3.7α). Με εφαρµογή των
κανόνων De Morgan να µετασχηµατίσετε αυτή την έκφραση που περιέχει µόνο AND και OR, σε µια νέα
έκφραση, ώστε να κατασκευαστεί ένα κύκλωµα µε NAND και NOR.
Λύση:
Από το σχήµα (3.7α) ϐλέπουµε οτι :

Y = E + F,

όπου

E = A ·B και F = C +D.

Εποµένως το Ψ είναι :

Y = A ·B + (C +D).

Παρατηρούµε οτι :

Y = AB + (C +D) = (AB) · (C +D) = (A+B)(D ·D)

⇒ Y = (A+B)(C ·D).

΄Εστω οτι :



119

A

B

A

B

A+B

A+AB

B+AB

AB+AB

Σχήµα 3.6

(β)α)

A

C

B

D

E

F

Y

A

B

C

D

Y

X=A+B

Z=C+D

Σχήµα 3.7

X = A+B ⇒ X = AB
Z = C ·D ⇒ Z = C +D

}
⇒ Y = (AB)(C +D).

Εποµένως το κύκλωµα που περιέχει NAND και NOR δίνεται στο σχήµα (3.7ϐ).

Πρόβληµα 3.14 Σχεδιάστε ένα λογικό κύκλωµα που ϑα µας δίνει την ακόλουθη λογική:
(α) ΄Εξοδος =1 για Α=1 ή Β=1 ή C=1.
(ϐ) ΄Εξοδος =0 για (Α=0 ή Β=1) και C=1.
(γ) ΄Εξοδος =1 για Α=1 και Β=1 ή Α=0 και Β=0.
Λύση:
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(α)

Y = A+B + C = (A+B) + C.

(ϐ)

Y =
(
A+B + C

)
⇒ Y =

(
A+B

)
+ C.

(γ)

Y = A ·B +A ·B.

Τα κυκλώµατα απεικονίζονται στο σχήµα (3.8).

(β)(α)

(γ)

A

C

B

A

C

B

Y
Y

A

B

AB

B

A A B

Y

Σχήµα 3.8

Πρόβληµα 3.15 Να κάνετε το ίδιο όπως στην προηγούµενη άσκηση, αλλά σχεδιάστε τα λογικά κυκλώµατα
χρησιµοποιώντας µόνο πύλες NAND.
Λύση:
(α)

Y = (A+B) + C =
[(
A ·B

)
·
(
B ·B

)]
·
(
C · C

)
,

διότι γνωρίζουµε οτι

A = A ·A και A+B = A ·B.

(ϐ)

Y =
(
A+B

)
· C ⇒ Y =

(
A+B

)
· C =

(
A ·B

)
· C

(γ)

Y = A ·B +A ·B = A ·B ·
(
A ·B

)
.
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(β)(α)

(γ)

A

C

B
Y

A

C

B Y

A

B

A
B

A

B

AB

AB
AB (A B)

Σχήµα 3.9

Τα αντίστοιχα κυκλώµατα ϕαίνονται στα σχήµατα (3.9).

Πρόβληµα 3.16 Για κάθε έκφραση Boole, σχεδιάστε ένα λογικό κύκλωµα χρησιµοποιώντας µόνο πύλες δύο
εισόδων και πύλες αναστροφής.
(α) Y =

(
A ·B

)
+ C

(ϐ) Y =
(
A+B

)
· C

(γ) Y = A ·B · C
(δ) Y =

[(
A ·B

)
+
(
B ·A

)]
· C

Λύση:
Τα Ϲητούµενα κυκλώµατα ϕαίνονται στο σχήµα (3.10).

Πρόβληµα 3.17 Να ϕτιαχτούν (α) αναστροφέας και (ϐ) πύλη AND δύο εισόδων, χρησιµοποιώντας µόνο πύλες
NOR.
Λύση:
(α)

C = A+B.

Ο αναστροφέας και η πύλη απεικονίζονται στα σχήµατα (3.11) και (3.12) αντίστοιχα.

(ϐ)

΄Εχουµε:

C = A ·B = A ·B = A+B.

Οπότε η πύλη AND µπορεί να ϕτιαχτεί από πύλες NOR όπως ϕαίνεται στο σχήµα (3.12):
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(β)(α)

(δ)(γ)

A

C

B

A

C

B

A

C

B B

A+B

C Y=(A+B) C

A

C

B B

A

A B

A B

[(A B)+A B]

A

B

A B

C Y=(AB)+C

B

C

B C

A B C

Y=

[(AB)+AB]C

Σχήµα 3.10
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Σχήµα 3.11
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Σχήµα 3.12
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Σχήµα 3.13

Πρόβληµα 3.18 ∆ίνεται η διάταξη του σχήµατος (3.13α). Να ϐρεθεί η έκφραση του Boole, δηλαδή η έξοδος
C ως συνάρτηση των εισόδων A και B και των συµπληρωµατικών τους A και B µεταξύ των συµβόλων να
χρησιµοποιηθούν οι πράξεις + και •. Να ϐρείτε το λογικό πίνακα της διάταξης αυτής.
Λύση:
΄Εχουµε:

C = A ·B +A ·B =
(
A ·B

)
·
(
A ·B

)
=

(
A+B

)
·
(
A+B

)
=
(
A+B

)
·
(
A+B

)
=

(
A+B

)
·A+

(
A+B

)
·B =

AA+AB +BA⇒
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C = AB +BA.

Ο λογικός πίνακας της διάταξης αυτής απεικονίζεται στο σχήµα (3.13ϐ).
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Πρόβληµα 4.1 Για το κύκλωµα του σχήµατος (4.1α), να υπολογίσετε τις παραµέτρους του ισοδύναµου
κυκλώµατος του σχήµατος (4.1ϐ).

(β)(α)

-10 V

1 µF
6,8 kΩ

+15 V
υOC

R

15 kΩ

Σχήµα 4.1

Λύση:
Η τάση του κυκλώµατος ϑα ϐρεθεί από το κύκλωµα που ϕαίνεται στο σχήµα (4.2).

υOC = −10 +

(
15 kΩ

15 kΩ + 6, 8 kΩ

)
× (15− (−10)) = 7, 2 V.

Η ένταση ϱεύµατος του ϐραχυκυκλωµένου ϱεύµατος είναι :

ISC =
15 V

6, 8 kΩ
− 10 V

15 kΩ
= 1, 538 mΑ.

Η ισοδύναµη αντίσταση Thevenin ϑα είναι :

R =
VOC
ISC

= 4, 7 kΩ,

ή και

R = 6, 8||15 = 4, 7 kΩ.
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6,8 kΩ

15 kΩ

+15 V

-10 V

υOC

Σχήµα 4.2

Πρόβληµα 4.2 Για το κύκλωµα του σχήµατος (4.3), ϑεωρείστε ένα τρανζίστορ pnp µε β = 100 και εσωτερική
αντίσταση rt = 6, 8 Ω. Βρείτε το ϱεύµα ϐάσης iB, την τάση ϐάσης υB, την τάση συλλέκτη υC και την ενίσχυση
A.

υi

υo

1 kΩ

3 kΩ

0,5 kΩ

1,5 kΩ

υR

υC

+10 V

iE

Σχήµα 4.3

Λύση:
Η τάση της ϐάσης ϐρίσκεται από το διαιρέτη τάσης :

υB =
3 kΩ

1 kΩ + 3 kΩ
× 10 V = 6, 7 V.

Γνωρίζουµε οτι :

υE = υB + 0, 6 V = 8, 1 V.

Εποµένως το ϱεύµα εκποµπού είναι :

iE =
(10− 8, 1) V

500 Ω
= 3, 8 mA,

που είναι περίπου επίσης το ϱεύµα του συλλέκτη. ∆ηλαδή,
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iC ' iE .

΄Αρα το ϱεύµα συλλέκτη ϑα είναι :

υC = iCRC = 5, 7 V,

και το ϱεύµα ϐάσης ϑα είναι :

iB =
iC
β

= 38 µΑ.

Για την ενίσχυση του κυκλώµατος έχουµε:

A = − β

β + 1

RC
RE + rt

= −2, 93,

όπου rt είναι η εσωτερική αντίσταση του τρανζίστορ.
Εποµένως έχουµε:

A = −2, 93,

iB = 38 µΑ,

υB = 7, 5 V,

υC = 5, 7 V.

Πρόβληµα 4.3 ∆ώστε µε λίγα λόγια το λόγο που τα κυκλώµατα του σχήµατος (4.4) έχουν πρόβληµα.

υi
υo

+20 V

RE
R1

R2

(β)(α)

RC

10-15V DC

+5 V

(δίοδος Zener)

Σχήµα 4.4

Λύση:
(α)

Η έξοδος ϐρίσκεται στο τροφοδοτικό των +20 V. Επιπλέον το υo συνδέεται µε τον πυκνωτή εξόδου, εποµένως
το υo είναι µηδέν για κάθε χρονική στιγµή, δηλαδή δεν υπάρχει σήµα εξόδου.

(ϐ)
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Το ϱεύµα της ϐάσης είναι πολύ µικρό και στη λάθος διεύθυνση ώστε να άγει η δίοδος Zener.

Πρόβληµα 4.4 ΄Ενα κύκλωµα κοινού εκποµπού για λογικά σήµατα είναι στο σχήµα (4.5). Βρείτε το υo (που
ταυτίζεται µε την τάση εκποµπής υE ) και το ϱεύµα που παρέχεται από την πηγή τάσης των 15 V, για υi = 0 V
και υi = 5 V.

R

+15 V

+5 V

50 Ω

80 Ω

υo

υB

Σχήµα 4.5

Λύση:
Για υi = 0 V έχουµε:

υB = 0, 6 V⇒ υE = 0 V.

Εποµένως,

iE ' iC = 0 A.

Για υi = 5 V έχουµε:

υB = 5, 6 V⇒ υE = 5 V,

και εποµένως :

iE =
5 V

50 Ω
= 100 mΑ.

Πρόβληµα 4.5 Βρείτε την τιµή της αντίστασης R , ώστε ένα ϱεύµα i = 100 mA να τροφοδοτήσει την αντίσταση
ϕόρτου RL από το κύκλωµα του σχήµατος (4.6). Θεωρήστε ιδανικό τελεστικό ενισχυτή.
Λύση:
Παρατηρούµε οτι η τάση υ+ ϐρίσκεται από το διαιρέτη τάσης :

υ+ =
11, 2

10 kΩ + 11, 2 kΩ
× 20 V = 10, 57 V.

Εποµένως :

υC = υ− ' υ+ = 20 V− iCR

⇒ R =
20 V− υ+

iC
= 94, 3 Ω,

όπου
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R

RL

10 kΩ

11,2 kΩ

+20 V

υC
υ-

υ+

i-
+

Σχήµα 4.6

iC = 100 mA.

Πρόβληµα 4.6 Βρείτε την ελάχιστη τάση εισόδου υi που απαιτείται για να τεθεί σε λειτουργία το τρανζίστορ
του σχήµατος (4.7) µε τις χαρακτηριστικές παραµέτρους :
β = 25, υCE = 0, 25 V, υBE = 0, 6 V.

υi

8,2 kΩ υC

υE

5 V

1,5 kΩ

Σχήµα 4.7

Λύση:
Το ϱεύµα του συλλέκτη είναι :

iC =
5− 0, 25

1, 5 kΩ
= 3, 17 mA.

Το ϱεύµα ϐάσης είναι :

iB =
iC
β
⇒ iB =

(
3, 17

25

)
mΑ.

Επιπλέον, το ϱεύµα ϐάσης είναι :

iB =
υi − 0, 6

8, 2 kΩ
.
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Εποµένως :

(υi)min = 8, 2 kΩ
(

3, 17

25

)
mA + 0, 6 = 1, 64 V.

Πρόβληµα 4.7 Για το κύκλωµα του κοινού εκποµπού του σχήµατος (4.8), ϑεωρείστε τάση εξόδου υo = −20
V, CI = 0, 05 µF, CB = 1 µF, υBE = 0, 6 V και β = 100 για το τρανζίστορ.
(α) Βρείτε την τιµή της αντίσταση του εκποµπού RE .
(ϐ) ∆ώστε το ισοδύναµο κύκλωµα AC.
(γ) Βρείτε την αντίσταση εισόδου Ri.

υi

-30 V

5 kΩ100 kΩ

50 kΩ RE CB

υoCI

iB

iE

iC

Σχήµα 4.8

Λύση:
(α)

Το ϱεύµα συλλέκτη είναι :

iC =
(−20 V)− (−30 V)

5 kΩ
= 2 mA.

Για το ϱεύµα ϐάσης έχουµε:

iB =
iC
β

= 20 µΑ.

Το ισοδύναµο κύκλωµα DC δίνεται στο σχήµα (4.9α) και περιέχει µια τάση VT και µια αντίσταση RT (από το
κύκλωµα Thevenin του διαιρέτη τάσης των 50 kΩ και 100 kΩ), για τα οποία ισχύει :

VT =

(
50

100

)
× (−30 V) = −10 V,

και

RT =
50× 100

50 + 100
kΩ ' 33 kΩ.

Εποµένως από το δεύτερο κανόνα του Kirchhoff ϑα έχουµε:

(−10 + 0, 6) V = iB(βRE + 33 kΩ), (4.0.1)

όπου VT = −10 V και RT = 33 kΩ. Η σχέση (4.0.1) µας δίνει :

RE = 4, 37 kΩ.

(ϐ)
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(β) AC ισοδύναµο κύκλωµα 

(α) DC ισοδύναµο κύκλωµα

33 kΩ 5 kΩ

βib

rt

ib υo

0,6 V
RT

VTE

βRE

- +

-
+

ib

Σχήµα 4.9

Το ισοδύναµο κύκλωµα AC δίνεται στο σχήµα (4.9ϐ), όπου η RE ϐραχυκυκλώνεται λόγω της ύπαρξης του CB.

(γ)

Από το σχήµα (4.9) η αντίσταση εισόδου ϑα είναι :

ri = RT ||(βrt)

⇒ Ri = 33 kΩ||(100× 12 Ω) = 1, 16 kΩ,

όπου rt είναι η αντίσταση εισόδου:

rt =
25 Ω
2 mA

= 12 Ω

Πρόβληµα 4.8 ΄Εστω οτι τα δύο τρανζίστορ του κυκλώµατος του σχήµατος (4.10) ϕέρουν την ίδια τάση
υEB = 0, 6 V. ΄Αν i2 = 5 mA, ϐρείτε την τιµή της αντίστασης R.

���
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��

��

	���


����



 


Σχήµα 4.10

Λύση:
Το ϱεύµα i1 είναι :
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i1 =
5 V

500 Ω
= 0, 01 A.

Από τον εκποµπό του τρανζίστορ Q1 έχουµε:

10 V− υE
50 Ω

= i1 ⇒ υE = 9, 5 V.

Αλλά

υB − υE = −0, 6⇒ υB = 8, 9 V,

και εποµένως

υ′E = υB + 0, 6 = 9, 5 V,

δηλαδή

R =
10 V− υ′E

i2
=

(10− 9, 5) V
5 mA

= 0, 1 kΩ.

Πρόβληµα 4.9 Υπολογίστε την ενίσχυση ϱεύµατος AI , ενίσχυση τάσης AV , αντίσταση εισόδου Ri και αντί-
σταση εξόδου Ro των κυκλωµάτων του σχήµατος (4.11).
Υποθέστε β = 50 και για την εσωτερική αντίσταση rt = 40 Ω.

(β)

(α)

1 kΩ

5 kΩ

Ri

10 kΩ

100 kΩ

10 kΩ
1 kΩ

5 kΩ

υi
υo

υi

-VCC

Ri

Σχήµα 4.11

Λύση:
Τα ισοδύναµα κυκλώµατα AC ϕαίνονται στο σχήµα (4.12).
Για το κύκλωµα (α) έχουµε:

Ri = βrt = 2 kΩ,

Ro = 5 kΩ,

AI =
io
iB

= β = 50,

και
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(β)

(α)

βib υo

υi

10 kΩ

9,1 kΩ

1 kΩ

r
5 kΩ

υi
1 kΩ

rt

rtβib αiE
5 kΩ

Ri

Ri

iIN

iB

Σχήµα 4.12

AV =
υo
υi

=
−io × 5 kΩ

ib(1 kΩ + βrt)
= −50× 5

3
= −83, 3.

Για το κύκλωµα (ϐ) έχουµε:

Ri =
υi
iIN

= 10 kΩ + (19, 1 kΩ||1, 04β kΩ) = 17, 7 kΩ,

Ro = 5 kΩ,

AI =
io
iIN

=
βiB

6, 7iB
= 7, 5,

εφόσον

iIN =
υB

9, 1 kΩ
+ iB ,

και

υB = β(1, 04)iB = (52 kΩ)iB ,

και εποµένως
iIN = 6, 7iB .

Η ενίσχυση τάσης ϑα είναι :

AV =
υo
υi

= − βiB × 5 kΩ
(17, 7 kΩ)iIN

= − 5

17, 7
7, 5 = −2, 1.

Πρόβληµα 4.10 Επαναλάβετε τα ίδια για τα κυκλώµατα του σχήµατος (4.13).
Λύση:
Τα ισοδύναµα κυκλώµατα AC δίνονται στο σχήµα (4.14):

(α)
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(γ)

(α) (β)Ri

Ri

10 kΩ 4 kΩ 2 kΩ

3 kΩ4 kΩ

υo

υo

200 kΩ 25 kΩ

VCC VCC

1 kΩ

10 kΩ
100 kΩ

Q2

Q1

io io

Ri Rο

10 kΩ
Q1 Q2

500 Ω 3 kΩ

100 Ω8 kΩ

VCC

VΕΕ

υo

υi

υi

υi

Σχήµα 4.13

(γ)

(α)

(β)

υo

υi

υi

υi

υo

υo

1 kΩ

9,5 kΩ r+100 Ω

rtβiB αiΕ

25 kΩ

iB

iBii

iB

10 kΩ

3 kΩ

1 kΩ

8 kΩ

10 kΩ i1 r βiB

βiB

500 Ω

r r

100 Ω

3 kΩ

i΄B βi΄B

Σχήµα 4.14



135

Ri =
υi
ii

= 4 kΩ,

Ro = 25 kΩ,

iE = −βiB ,

υo = aiE × 25 kΩ ' 25 kΩ iE ,

υB
9, 5 kΩ

+ iB = ii,

υB = β(140)iB = (7 kΩ)iB ,

ii = 1, 74iB ,

AI =
io
ii

=
−βiB
1, 74iB

= −28, 7,

AV =
υo
υi

=
(−25 kΩ)βiB

(4 kΩ)ii

⇒ AV = −25 kΩ
4 kΩ

50

1, 74
= −180.

(ϐ)

υi = βiBr + 1 kΩ(βiB + i1),

βiBr = (10 kΩ)i1

⇒ i1 = 0, 2iB ,

Ri =
υi
i

=
(2 kΩ)iB + (50 kΩ)iB + (0, 2 kΩ)iB

i1 + iB

⇒ Ri =
52, 2 kΩ

1, 2
= 43, 5 kΩ,

Ro = 3 kΩ,

AI =
io
i1

=
βiB

1, 2iB
= 41, 7,

AV =
υo
υi

=
(3 kΩ)βiB
(43, 5 kΩ)ii

⇒ AV =
50× 3 kΩ

43, 5 kΩ× 1, 2
= 2, 9.

(γ)

υi = iB(10 kΩ + β54) = (37 kΩ)iB ,

Ri =
υi
iB

= 37 kΩ,
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υ′bi
′
b(β × 14) kΩ = (7 kΩ)i′B ,

υ′B
8 kΩ

+ i′B + βiB = 0,

1, 88i′B = −βiB ,

Ro = 3 kΩ,

AI =
io
iB

=
βi′B
iB

= β

(
−β
1, 88

)
= −1330,

AV =
υo
υi

= −βi
′
B(3 kΩ)

(37 kΩ)iB
= 108.

Πρόβληµα 4.11 Για το κύκλωµα του κοινού εκποµπού του σχήµατος (4.15), ϑεωρούµε µια τάση εκποµπού
VE = +15 V και µια αντίσταση εξόδου Ro = 50 Ω στο σηµείο πόλωσης. Στον εκποµπό συνδέουµε µια γραµή
µεταφοράς µήκους 50 m, επαγωγής ανά µονάδα µήκους L = 0, 25 µH/m και χωρητικότητας ανά µονάδα
µήκους C = 100 pF/m.
(α) ΄Οταν ο διακόπτης είναι ανοικτός, δηλαδή δεν υπάρχει τερµατισµός του καλωδίου, δώστε ένα διάγραµµα
για το σήµα που εµφανίζεται στον παλµογράφο για σήµατα εισόδου της µορφής του σχήµατος (4.16α,β,γ).
(ϐ) Κάντε το ίδιο όταν ο διακόπτης κλείσει, για το σήµα εισόδου (4.17).

Παλµογράφοςυi

VCC=+30 V

RE=2 kΩ
CF=0,005 µF

50 m

Σχήµα 4.15

Λύση:

(α)

΄Οταν ο διακόπτης είναι ανοικτός, ο χρόνος διάδοσης του σήµατος στο καλώδιο είναι :

tr =
2× (µήκος καλωδίου)

υo
,

όπου υo είναι η ταχύτητα του σήµατος στη γραµµή µεταφοράς (καλώδιο):

υo =
1√
LC

= 2× 108m/s.
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100 ns

1 µs

100 ns

0,2 V

0,2 V

0,6 V

0,2 V

0,2 V

0,4 V

0,6 V

0

0

0

500

1 2

500 1000

t (ns)

t (ns)

t (µs)

(α)

υoυi

Σχήµα 4.16

Επιπλέον, η σύνθετη αντίσταση του καλωδίου είναι :

Z0 =

√
L

C
= 50 Ω.

Εποµένως παρατηρούµε οτι η αντίσταση εξόδου του κοινού εκποµπού είναι ίση µε τη σύνθετη αντίσταση του
καλωδίου. Εφόσον το πλάτος του παλµού εισόδου είναι 100 ns, δηλαδή µικρότερο του ολικού χρόνου διάδοσης
του σήµατος στο καλώδιο, ϑα έχουµε ως σήµα εξόδου τα σχήµατα (4.16α,β), για τα σήµατα εισόδου (4.16α,β),
δηλαδή έχουµε µια ανάκλαση του παλµού. ΄Οταν το πλάτος εισόδου είναι 0,6 V, τότε η τάση της ϐάσης όταν
έχουµε τον ανακλώµενο παλµό να ϕθάνει στον εκποµπό, είναι :

υB = 15, 6 V, και

υE = (15 + 0, 6) V = 15, 6 V.

Παρατηρούµε οτι :

υBE = 0.

Αυτό σηµαίνει οτι το τρανζίστορ δεν είναι ανοικτό, δηλαδή η αντίσταση εξόδου είναι Ro = Rt, άρα Ro > Zo,
όπου ϑα έχουµε συνεχείς ανακλάσεις, όπως ϕαίνεται στο σχήµα (4.16γ).

(ϐ)

Η σύνθετη αντίσταση του CF είναι :

ZF =
1

jωC
=

106

j × 2πf × 0, 005
=

31, 8 ΜΩ
7

⇒ ZF = (31, 8 ΜΩ)× T.

Εποµένως, για τη µεγαλύτερη περίοδο :

T = 200 ns ή ZF ' 6 Ω,

δηλαδή πολύ µικρότερη του Zo (ZF � Zo).
Προφανώς, για πολύ µεγάλες συχνότητες ϑα έχουµε ZF = 0.
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(β)

100 ns

0,4 V

0

2,7 V

500
1,3 V

t (ns)

Σχήµα 4.17

VCC=15 V

RC=4,7 kΩ

VBB=-15 V

iB
i2

i2+iB
4,7 kΩ

ic=βiB

Ε

C

iC + i2 +iB

150 kΩ

Σχήµα 4.18

Πρόβληµα 4.12 Βρείτε το ϱεύµα συλλέκτη IC και την τάση VCE του κυκλώµατος του σχήµατος (4.18).
Υποθέστε οτι VBE = 0, 7 V και το ϐ του τρανζίστορ είναι β = 200.
Λύση:
Το ϱεύµα I2 που διαρρέει την αντίσταση των 150 kΩ είναι :

I2 =
υB − υBB

150 kΩ
=

(0, 7 + 15) V
150 kΩ

= 104 µA,

διότι

VB = VBE = VB − VE = 0, 7 V,

αφού

VE = 0.

Εφαρµόζοντας το νόµο του Ohm στον κλάδο CC, C , B, E ϑα έχουµε:
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15 = (4, 7 kΩ)(IC + I2 + IB) + (4, 7 kΩ)(I2 + IB) + 0, 7. (4.0.2)

Γνωρίζουµε οτι :

IC = βIB . (4.0.3)

Από τις σχέσεις (4.0.2) και (4.0.3) ϑα έχουµε για το ϱεύµα της ϐάσης :

IB = 8, 96 µA,

και εποµένως το ϱεύµα του συλλέκτη είναι :

IC = βIB = 1, 79 mA.

Αν ϑεωρήσουµε τον κλάδο CC, C, E, ο νόµος του Ohm ϑα µας δώσει :

VCC = RC(IC + I2 + Ib) + VCE

⇒ VCE = VCC −RC(IC + I2 + IB) = 6, 04 V.

Πρόβληµα 4.13 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος (4.19). Βρείτε τις αντιστάσεις R1, RC αν το σηµείο
πόλωσης του τρανζίστορ είναι για VCE = 5 V και IC = 2 mA. Θεωρήστε οτι VBE = 0, 7 V και β = 100.
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Σχήµα 4.19

Λύση:
Το ϱεύµα I2 είναι :

I2 =
15 + 0, 7 V

100 kΩ
= 157 µΑ.

Το ϱεύµα ϐάσης είναι :

IB =
IC
β

=
2 mA
100

= 20 µΑ.

Εποµένως :
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I1 = I2 + IB = 177 µΑ,

και η αντίσταση R1 διαρρέεται από το ϱεύµα I1:

R1 =
VCE − VBE

I1
= 24, 3 kΩ.

Επίσης,

I = IC + I1 = 2, 177 mA,

άρα η RC είναι :

RC =
VCC − VCE

I
= 4, 59 kΩ.

Πρόβληµα 4.14 Βρείτε το β του τρανζίστορ του σχήµατος (4.20).
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Σχήµα 4.20

Λύση:
Το ϱεύµα ϐάσης ϑα διαρρέει την αντίσταση των 56 kΩ και εποµένως :

IB =
(15− 0, 7) V

56 kΩ
= 0, 255 mA.

Το ϱεύµα του συλλέκτη ϐρίσκεται από την πτώση τάσης των 5 V πάνω στην αντίσταση του 1 kΩ, δηλαδή:

IC =
5 V

1 kΩ
= 5 mA.

Εποµένως το β του τρανζίστορ ϑα ϐρεθεί από τη σχέση του ϱεύµατος ϐάσης και συλλέκτη.

IC = βIB

⇒ β =
Ic
IB

= 19, 6.
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Πρόβληµα 4.15 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος (4.21). ΄Εστω οτι απαιτούµε κατά τη λειτουργία
του τρανζίστορ ένα ϱεύµα συλλέκτη που παίρνει τιµές στο διάστηµα [4, 5] mA. ΄Εστω οτι το β του τρανζίστορ
µεταβάλεται από 100 εως 300. Βρείτε τις τιµές των αντιστάσεων RB και RE . Θεωρήστε υBE = 0, 7 V.

1 kΩ

RE

RB

iE

iB
5 V

+
-

E

C

B

VCC=+15 V

Σχήµα 4.21

Λύση:
Από το κύκλωµα, µπορούµε να γράψουµε οτι :

5 = IBRB + υBE + IERE . (4.0.4)

Το ϱεύµα εκποµπού, IE , είναι :

IE = IC

(
β + 1

β

)
, (4.0.5)

και το ϱεύµα συλλέκτη:

IB =
IC
β
. (4.0.6)

Από τις σχέσεις (4.0.4), (4.0.5), (4.0.6) και υBE = 0, 7 V ϑα έχουµε:

4, 3 = RB
IC
β

+REIC
(β + 1)

β
. (4.0.7)

Θέλουµε

IC = 4 mΑ για β = 100 και

IC = 5 mΑ για β = 300.

Εποµένως η εξίσωση (4.0.7) ϑα µας δώσει ένα σύστηµα δύο εξισώσεων:

4, 3 = 0, 04RB + 4, 04RE ,

4, 3 = 0, 01667RB + 5, 017RE .
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Επιλύοντας αυτό το σύστηµα των δύο εξισώσεων, ϑα έχουµε:

RB = 31, 5 kΩ και RE = 753 Ω.

Πρόβληµα 4.16 Για τα κυκλώµατα του σχήµατος (4.22), ϐρείτε το ϱεύµα i και την τάση υ. Θεωρήστε ιδανικές
διόδους

(β)(α) (γ)

+

-

+

-

2,7 kΩ 2,7 kΩ 2,7 kΩ

2,7 kΩ

ii

i

+

-

υ

υυ

+10 V+10 V +10 V

Σχήµα 4.22

Λύση:
(α)

΄Εστω οτι η δίοδος είναι ανοικτή, εποµένως :

i =
10 V

2, 7 kΩ
= 3, 70 mA.

Για δίοδο κλειστή υD = 10 V.
Το µοντέλο της ιδανικής διόδου έχει υD = 0 για ϱεύµα διόδου iD = 0 και iD = 0 για υD 5 0.
Από τις παραπάνω υποθέσεις η δεύτερη (δίοδος κλειστή και υD = 10 V είναι απορριπτέα. Εποµένως :

i = 3, 70 mA.

(ϐ)

Η δίοδος είναι ανάστροφα πολωµένη κι εποµένως είναι κλειστή. ΄Αρα έχουµε υ = 0 και ϱεύµα µηδέν, i = 0.

(γ)

Η δίοδος είναι ανοικτή µε αποτέλεσµα το ϱεύµα:

i =
10 V

(2, 7 + 2, 7) kΩ
' 2 mA,

και το υ προσδιορίζεται από το διαιρέτη τάσης των δύο ίσων αντιστάσεων:

υ =

(
2, 7

2, 7 + 2, 7

)
× 10 V = 5 V.
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Πρόβληµα 4.17 ∆ίνεται το κύκλωµα του Σχήµατος (4.23), όπου VBE = 0, 7 V. Να ϐρεθεί το β του τρανζίστορ.

������

����	
��

�

����
��




�

�

�

���������

Σχήµα 4.23

Λύση:
Το ϱεύµα της ϐάσης είναι :

Ib =
VCC − VBE

RB
=

15− 0, 7

680× 103
Α = 21 µΑ.

Το ϱεύµα του συλλέκτη είναι :

IC =
VCC − VC

RC
=

15− 7

10× 103
Α = 0, 8 mA.

Το β του τρανζίστορ µπορεί να ϐρεθεί από τη σχέση του ϱεύµατος του συλλέκτη µε το ϱεύµα ϐάσης:

IC = βIB ⇒ β =
IC
IB

=
0, 8

21× 10−3
= 38, 1.





5
Γενικές ασκήσεις

Rs

R1

R2 RL

Ri Ro

Πρόβληµα 5.1 Να υπολογιστεί η αντίσταση R1 του κυκλώµατος
του σχήµατος ώστε η αντίσταση εισόδου του να ισούται µε την
εσωτερική αντίσταση της γεννήτριας, ενώ η αντίσταση εξόδου του
να ισούται µε την αντίσταση ϕόρτου, δηλαδή Ri = Rs και R0 =
RL. Να υποθέσετε ότι ισχύει Rs ≥ RL.
Λύση:

Για την αντίσταση εισόδου και εξόδου ϑα έχουµε:

Ri = Rs = R1 +R2‖RL = R1 +
R2RL
R2 +RL

R0 = RL = R2‖(R1 +RS) =
R2(R1 +Rs)

R2 +R1 +Rs



⇒


1

Rs −R1
=

1

R2
+

1

RL

1

RL
=

1

R2
+

1

R1 +Rs

⇒ 1

Rs −R1
=

1

RL
− 1

R1 +Rs
+

1

RL

⇒ 1

Rs −R1
=

1

R1 +Rs
=

2

RL

⇒ 2Rs
R2
s −R2

1

=
2

RL

⇒ R2
1 = R2

s −RsRL

⇒ R1 =
√
Rs(Rs −RL).

Πρόβληµα 5.2 Για το κύκλωµα του σχήµατος ϑεωρούµε ένα τρανζίστορ τύπου pnp µε β = 100 και VBE =
−0, 6 V. Στο σηµείο κανονικής λειτουργίας (σηµείο πόλωσης) του τρανζίστορ να ϐρείτε τα IB (ϱεύµα ϐάσης), IE
(ϱεύµα εκποµπού), IC (ϱεύµα συλλέκτη), VB (τάση ϐάσης), VC (τάση συλλέκτη), και A (ενίσχυση).
Λύση:

Από το διαιρέτη τάσης µεταξύ των αντιστάσεων 1 kΩ και 3 kΩ ϑα έχουµε για την τάση της ϐάσης :
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Σχήµα 5.1

VB =
3 kΩ

(1 + 3) kΩ
× 10 V = 7, 5 V,

και για την τάση του εκποµπού:

VE = VB + 0, 6 V = 8, 1 V.

Το ϱεύµα του εκποµπού είναι :

IE =
(10− 8, 1) V

0, 5 kΩ
= 3, 8 mΑ,

και το ϱεύµα του συλλέκτη:

IC ' IE = 3, 8 mΑ.

Εποµένως :

VC = ICRC = 5, 7 V,

IB =
IC
β

= 38 mΑ,

και η ενίσχυση είναι :

A = − β

β + 1

RC
RE + rt

,

όπου η εσωτερική αντίσταση του τρανζίστορ είναι :

rt =
0, 025

IB ( mΑ)
Ω

⇒ rt = 6, 8 Ω.

Εποµένως :

A = −2, 93.
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R

i

o

L

R

Πρόβληµα 5.3 Για το κύκλωµα του σχήµατος να ϐρείτε την
τάση εξόδου v0 αν η τάση εισόδου ως συνάρτηση του χρόνου είναι
vi = −kt, k > 0. Να υποθέσετε ιδανικό τελεστικό ενισχυτή στο
κύκλωµα.
Λύση:

Γνωρίζουµε ότι :

v− − υ0 = L
dI2
dt
⇒ −υ0 = L

dI2
dt
,

καθότι από την εικονική γείωση έχουµε v− = v+ = 0.
Το ολικό ϱεύµα I που διαρρέει την αντίσταση στην είσοδο του τελεστικού ενισχυτή ϑα είναι :

I = I1 + I2,

όπου I1, I2 είναι το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση R (στην ανάδραση) και το πηνίο L αντίστοιχα.

⇒ υi
R

=
−υ0

R
+ I2

⇒ 1

R

dυi
dt

= − 1

R

dυ0

dt
− υ0

L

⇒ k =
dυ0

dt
+

(
R

L

)
υ0

⇒ dυ0

dt
= k − R

L
υ0 =

R

L

(
Lk

R
− υ0

)

⇒
∫ υ0

0

dυ0

(Lk/R)− υ0
=

∫ t

0

R

L
dt

⇒ ln

 Lk

R
− υ0

Lk/R

 = −R
L
t

Lk

R
− υ0 = −Lk

R
e−(R/L)t

υ0 =
Lk

R

(
1− e−(R/L)t

)
.

A

C

F

B

Πρόβληµα 5.4 (α) Να δείξετε ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις :

AB+AB+AB = B+AB, ABC+ABC+ABC = A(B+C)

(ϐ) Να ϐρείτε την έξοδο F του κυκλώµατος του σχήµατος και να
αποδείξετε ότι εξαρτάται µόνο από τις εισόδους A,B. Να σχεδιά-
σετε ένα ισοδύναµο κύκλωµα µε πύλες NAND.
Λύση:

(α)

A B +AB +AB = B(A+A) +AB = B +AB

ABC +ABC +ABC = AB(C + C) +ABC =

AB +ABC = A(B +BC),
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αλλά

B +BC = B + C.

Εποµένως

ABC +ABC +ABC = A(B + C)

(ϐ)

F = A+B(AC)

⇒ F = A+B(AC) = A(B +AC)

⇒ A B +AAC = AB

⇒ F = A+B

F = A+B = A+B = A B.

Το ισοδύναµο κύκλωµα της F µε πύλες NAND ϐρίσκεται στο σχήµα (5.2).
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Σχήµα 5.2
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Πρόβληµα 5.5 ∆ίνονται τα παρακάτω κυκλώµατα του σχήµατος.
(α) Τι είδους ϕίλτρα αντιπροσωπεύουν αυτά τα δυο κυκλώµατα.
(ϐ) Να υπολογιστεί αριθµητικά η κυκλική συχνότητα καµπής ωb,
και να σχεδιαστεί χονδρικά το µέτρο της συνάρτησης µεταφοράς
|H(ω)| ως συνάρτηση της κυκλικής συχνότητας ω.
Λύση:

Για το πρώτο ϕίλτρο, η τάση εξόδου υ0 είναι :

υ0 =
Rvi

R+ jωL
=

vi
1 + jω/(R/L)

=
vi

1 + j(ω/ωb)

H(jω) =
v0

vi
=

1

1 + j(ω/ωb)
, |H(ω)| = 1√

1 + (ω2/ω2
b )
.
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Εποµένως Το ϕίλτρο είναι ϐαθυπερατό καθότι |H(ω)| → 0 για ω →∞ και |H(ω)| → 1 για ω → 0. Η συχνότητα
καµπής:

ωb = R/L =
0, 2 kΩ
2 mΗ

= 0, 1× 103 × 10−3 = 105 = 100 kHz.

Για το δεύτερο ϕίλτρο :

υ0 =
jωLvi
R+ jωL

=
vi

1 + (R/L)jω
=

vi
1− j(ωb/ω)

,

H(ω) =
v0

vi
=

1

1− jωb/ω
,

µε

|H(ω)| = 1

(1 + (ωb/ω)2)1/2
,

όπου η συχνότητα καµπής είναι :

ωb =
R

L
= 100 kHz.

Το ϕίλτρο είναι υψιπερατό καθότι |H(ω)| → 0 για ω → 0 και |H(ω)| → 1 για ω →∞.

Πρόβληµα 5.6 Το παρακάτω ηλεκτρονικό κύκλωµα είναι του
τύπου, CR-RC µορφοποίησης παλµού (ή αλλιώς διαφόρισης-ολοκλήρωσης)
και ο τελεστικός ενισχυτής ιδανικός. Να ϐρείτε την τάση εξόδου
υ0(t) ως συνάρτηση του χρόνου για ϐηµατική συνάρτηση στην εί-
σοδο υ̂iu(t), µέσω µεθόδου Laplace, για R1C1 = R2C2 = τ και
να αποδείξετε ότι το µέγιστο ύψος του παλµού εξόδου εµφανίζεται
σε χρόνο t = τ , είναι ανάλογο του ύψους της τάσης εισόδου και
ανεξάρτητο του τ .
Λύση:

Επειδή παρεµβάλλεται ο τελεστικός ενισχυτής (ιδανικός) που λειτουργεί ως follower (ακολουθητής), το δεύτερο
κύκλωµα δεν επηρεάζει το πρώτο, οπότε :

H(s) =
Vo(s)

Vi(s)
=

R1

R1 + 1/C1s

1/C2s

R2 + 1/C2s

⇒ H(s) =
R1C1s

R1C1s+ 1

1

R2C2s+ 1
,

µε R1C1 = R2C2 = τ . ΄Εχουµε,

H(s) =
τs

(τs+ 1)(τs+ 1)
=

τs

(τs+ 1)2

ή

H(s) =
1

τ

s

(s+ 1/τ)2

και

Vo(s) = Vin(s)H(s) =
υ̂i
s

1

τ

s

(s+ 1/τ)2
.

Εποµένως λαµβάνοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace, ϑα έχουµε:

υ0(t) = L−1 {Vo(s)} = L−1

{
υ̂i
s

1

τ

s

(s+ 1/τ)2

}

= L−1

{
υ̂i
τ

1

(s+ 1/τ)2

}
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⇒ υ0(t) =
υ̂i
τ
te−t/τ

υ0(t)→ max, αν (d/dt)(te−t/τ ) = 0

⇒ − t
τ
e−t/τ + e−t/τ = e−t/τ

(
1− t

τ

)
= 0

⇒ t = τ.

Με t = τ προκύπτει :

υ0(t = τ) =
υ̂i
τ
τe−1

⇒ υ0(t = τ) ≡ υ0max =
υ̂i
e
,

και είναι ανάλογο του υ̂i, ανεξάρτητο του τ .

Πρόβληµα 5.7 Να σχεδιάσετε (στην τελική µορφή µόνο µε πύλες NAND) ένα ψηφιακό συνδυαστικό κύκλωµα
που να λαµβάνει ως εισόδους 3 ψήφους (του τύπου, ναι-όχι) και να παρέχει στην έξοδο 1 ή 0 αν έχουµε
πλειοψηφία ή όχι, αντίστοιχα, αλλά όχι παµψηφία ! ∆ώστε το αποτέλεσµα αυτό µέσω µιας κόκκινης LED. Να
επεκτείνετε το κύκλωµα, έτσι ώστε, να δίνει έξοδο παµψηφίας σε πράσινη LED.
Λύση:

D1 = ABC +ABC +ABC

D2 = ABC = ABC

A B C D1 D2

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1 1
1 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

D1 = ABC +ABC +ABC = ABC ·ABC ·ABC

AB/C 0 1
00
01 1
10 1
11 1
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Σχήµα 5.3

Rs

R1

R2 RL

Ri Ro

Πρόβληµα 5.8 Να υπολογίσετε την αντίσταση R2 του κυκλώµα-
τος του σχήµατος ως συνάρτηση των Rs και RL, ώστε η αντίσταση
εισόδου του να ισούται µε την εσωτερική αντίσταση της γεννή-
τριας, ενώ η αντίσταση εξόδου του να ισούται µε την αντίσταση
ϕόρτου, δηλαδή Ri = Rs και R0 = RL. Να υποθέσετε ότι ισχύει
Rs ≥ RL.
Λύση:

Από την άσκηση (5.1) στη σελίδα (145) έχουµε ήδη τα ακόλουθα
αποτελέσµατα:

1

RS −R1
=

1

R2
+

1

RL
,

και
R1 =

√
RS(Rs −RL).

Από τις δύο προηγούµενες σχέσεις προκύπτει :

⇒ 1

RS −
√
RS(RS −RL)

− 1

RL
=

1

R2

⇒ R2 =
RL(RS −

√
RS −RL)

RL − (RS −
√
RS(RS −RL))

.

RE = 200 

VB

VE

VCC =+12 V

IB VC

Rb RC = 1 kIC

IE

C = 0.01 F

Πρόβληµα 5.9 Για το κύκλωµα του σχήµατος ϑεωρούµε ένα
τρανζίστορ τύπου npn ϑεωρώντας ότι λειτουργεί στην ενεργό πε-
ϱιοχή (VBE = 0, 7 V) µε β = 40 και VCE = 6 V. Να ϐρείτε την
τιµή του IC (ϱεύµα συλλέκτη), IE (ϱεύµα εκποµπού), IB (ϱεύµα
ϐάσης) και της αντίστασης Rb.
Λύση:

VCC = (RC +RE)IC + VCE

διότι IC ∼= IE

⇒ IC =
VCC − VCE
RC +RE

= 5 mA.

΄Αρα:

VE = REIE = 1 V,
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και

VB = VE + VBE = 1, 7 V.

Επίσης :

IB =
IC
β

=
5 mA

40
= 0, 125 mA.

Εποµένως :

RB =
VCC − VB

IB
=

(12− 1, 7) V
0, 125

= 82, 4 kΩ

R

i

o

C

R

Πρόβληµα 5.10 Για το κύκλωµα του σχήµατος να ϐρείτε την
τάση εξόδου v0(t) ως συνάρτηση του χρόνου αν η τάση εισόδου
είναι ανεξάρτητη του χρόνου vi = −k, k > 0. Ειδικότερα να
δείξετε ότι :

v0(t) = k
(

1− e−t/RC
)
.

Να υποθέσετε ότι ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός.
Λύση:

υi
R

= −υ0

R
− cdυ0

dt

⇒ k − υ0 = RC
dυ0

dt

⇒
∫ υ0

0

dυ0

k − υ0
=

∫ t

0

dt

RC

⇒ ln

(
k − υ0

k

)
=

t

RC

⇒ υ0 = k
(

1− e−t/RC
)
.

Το γράφηµα της τάσης εξόδου δίνεται στο παρακάτω σχήµα (5.4).

�

�
�

Σχήµα 5.4

i

R
L o

L C

BPF

i

R
L

o

BSF

R
C

Σχήµα 5.5
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A

B

C

D

P’

P

Πρόβληµα 5.11 (α) Να σχεδιάσετε ένα ψηφιακό κύκλωµα µε χρήση
πυλών XOR δυο εισόδων και ενός αναστροφέα που να ϐρίσκει τον αριθµό
των ‘‘1" από τέσσερις εισόδους A,B,C,D και να δίνει έξοδο P = 1 (οµοτιµία)
για άρτιο πλήθος.
(ϐ) Επεκτείνετε το κύκλωµα σας χρησιµοποιώντας µια ϐοηθητική είσοδο
P ′ για την επιλογή της οµοτιµίας (P ′ = 1 για άρτια οµοτιµία, P ′ = 0 για
περιττή) . Υπόδειξη : Να µελετήσετε την απλή περίπτωση µόνο για δυο
εισόδους και µετέπειτα να γενικεύσετε για τέσσερις εισόδους.

Πρόβληµα 5.12 Να ϐρείτε τον τύπο του ϕίλτρου καθενός από τα κυκλώµατα του σχήµατος 5.5, ϐασιζόµενοι
στη συµπεριφορά των διαφόρων στοιχείων του κυκλώµατος σε χαµηλές και υψηλές συχνότητες.
Να δικαιολογήσετε επαρκώς την απάντηση σας.

Υπενθύµιση: Οι τύποι ϕίλτρων είναι : σταθερό, υψιπερατό, ϐαθυπερατό, Ϲωνοπερατό, και Ϲωνοφρακτικό.

Πρόβληµα 5.13 Να ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς, H(s) = V0(s)/Vi(s), του συστήµατος του σχήµατος
5.6, όπου οι τιµές των αντιστάσεων R1, R2 και του πυκνωτή C είναι γνωστά µεγέθη, V0(s) και Vi(s) είναι οι
µετασχηµατισµοί Laplace των σηµάτων εξόδου και εισόδου (v0(t) και vi(t)) αντίστοιχα.

Πρόβληµα 5.14 Για το κύκλωµα του σχήµατος 5.7 ϑεωρούµε ένα τρανζίστορ τύπου npn µε β = 400
και VBE = 0, 7 V. Στο σηµείο κανονικής λειτουργίας (σηµείο πόλωσης) του τρανζίστορ να υπολογίσετε τη
VCE = VC − VE (τάση µεταξύ του συλλέκτη και του εκποµπού).

����

��

�

����

�	

Σχήµα 5.6

R1=1 kΩ

B

E

+10 V

R2=1 kΩ

RC=0,5 kΩ

RE=1 kΩ

C

Σχήµα 5.7

R

υi

υo

R
C

Πρόβληµα 5.15 Για το κύκλωµα του σχήµατος υποθέτουµε ένα
ιδανικό τελεστικό ενισχυτή. Το σήµα εισόδου vi είναι ενα ηµιτο-
νοειδές σήµα κυκλικής συχνότητας ω. Να ϐρείτε την ενίσχυση,
A = vo/vi, του κυκλώµατος ως συνάρτηση της ω. (Τα R και C
είναι γνωστά µεγέθη). Να ϐρείτε µια έκφραση της γωνίας ϕάσης
φ µεταξύ των τάσεων των σηµάτων εισόδου και εξόδου, ειδικότερα
να δείξετε ότι η ϕάση αυτή είναι :

φ = π + arctan

(
1

ωCR

)
.
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Πρόβληµα 5.16 (α) Να γράψετε τον πίνακα αληθείας πύλης EX-OR τριών εισόδων A,B,C, Y = A
⊕
B
⊕
C,

όπου A,B,C παίρνουν τιµές 0 ή 1.
(ϐ) Να σχεδιάσετε ένα κύκλωµα ισοδύναµο µε µια NAND δυο εισόδων µε τη ϐοήθεια µόνο πυλών NOR.

Πρόβληµα 5.17 ∆ίνονται τα κυκλώµατα του σχήµατος 5.8. Να ϐρείτε τα ισοδύναµα κυκλώµατα Thevenin
των κυκλωµάτων αυτών, δηλαδή να προσδιορίσετε τις παραµέτρους Vth και Rth ως συνάρτηση των παραµέτρων
V και R για κάθε ένα από τα δύο κυκλώµατα.
Υπόδειξη: Για το κύκλωµα (ϐ) να χρησιµοποιήσετε το αποτέλεσµα του κυκλώµατος (α).

2R

V

A

B

2R

2R

V

A

B

R2R

2R

V

(α) (β)

Σχήµα 5.8

R2

υo

R1

R3
IS

Σχήµα 5.9

Πρόβληµα 5.18 Για το κύκλωµα του σχήµατος 5.9 υποθέτουµε έναν ιδανικό τελεστικό ενισχυτή. Να ϐρείτε
την έξοδο του κυκλώµατος ως συνάρτηση των αντιστάσεων R1, R2, R3, και της πηγής ϱεύµατος IS . Ειδικότερα
να αποδείξετε ότι η έξοδος είναι :

v0 =

(
1 +

R2

R1

)
R3IS .

Πρόβληµα 5.19 Για το κύκλωµα του σχήµατος 5.10 ϑεωρούµε ένα τρανζίστορ τύπου npn µε β = 100 και
VBE = 0, 7 V. Στο σηµείο κανονικής λειτουργίας (σηµείο πόλωσης) του τρανζίστορ να υπολογίσετε τη τάση
VCE = VC − VE (τάση µεταξύ του συλλέκτη και του εκποµπού).

Πρόβληµα 5.20 Το κύκλωµα του σχήµατος 5.11 είναι συνδεδεµένο µε µια µπαταρία 6 V για πάρα πολύ
µεγάλο χρονικό διάστηµα. Να ϐρείτε την τάση στα άκρα του πυκνωτή χωρητικότητας 4 µF.

Πρόβληµα 5.21 Για το κύκλωµα του σχήµατος 5.12, να γράψετε τον πίνακα αληθείας που ϑα περιέχει τις
δυο εισόδους A,B και την έξοδο Y . Επίσης να γράψετε µια Boolean έκφραση γι΄ αυτό το κύκλωµα.

Πρόβληµα 5.22 Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin του κυκλώµατος του σχήµατος 5.13 αριστερά
των ακροδεκτών Α και Β. ∆ηλαδή να προσδιορίσετε την τάση VTh και την αντίσταση RTh του κυκλώµατος που
ϕαίνεται από την αντίσταση ϕόρτου RL.

R1=1,0 kΩ

VE

+10,8 V

IB VC
R2=101 kΩ IC

VB

Σχήµα 5.10
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Σχήµα 5.11

A

B
Y

Σχήµα 5.12

Πρόβληµα 5.23 (α) Τα τρανζίστορ µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως πηγές ϱεύµατος. Να υπολογίσετε το
ϱεύµα, I, που διαρρέει την αντίσταση ϕόρτου RL στον συλλέκτη του σχήµατος 5.14. Το ϱεύµα που ϑα
υπολογίσετε δεν πρέπει να εξαρτάται από την τιµή της αντίστασης ϕόρτου.
Να υποθέσετε ότι το τρανζίστορ ϐρίσκεται στην ενεργό περιοχή λειτουργίας του και να αγνοήσετε το ϱεύµα που
διαρρέει τη ϐάση του. Επίσης ισχύει VBE = 0, 7 V. (ϐ) Να αντικαταστήσετε µια πύλη OR τριών εισόδων µε
πύλες NAND. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε πύλες NAND δυο ή τριών εισόδων.

R

R

R L

A

B

R

V

R

I

Σχήµα 5.13

5 kΩ

5 kΩ

RL

1 kΩ

VB

+10 V

I

B
E

C

npn

Σχήµα 5.14

Πρόβληµα 5.24 Να υπολογίσετε το ϱεύµα, i, και την τάση, v0, στην έξοδο του ιδανικού τελεστικού ενισχυτή
ως συνάρτηση των R και v.

Πρόβληµα 5.25 Να προσδιορίσετε το είδος του ϕίλτρου που περιγράφουν τα κυκλώµατα του σχήµατος 5.15,
αναλύοντας τη συµπεριφορά των διαφόρων στοιχείων του κυκλώµατος ως συνάρτηση της κυκλικής συχνότητας
ω. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

R

L

υi

υo
L

C

R

L

υi

L

C

υo

L

Σχήµα 5.15

R

A

B

I
VTh

RTh

Σχήµα 5.16
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Πρόβληµα 5.26 ΄Ενα γραµµικό και χρονικά σταθερό κύκλωµα µε πηγές, συνδέεται σ΄ ένα κλάδο του µε
αντίσταση R = 100 Ω. Αν µεταβληθεί η R κατά +5% παρατηρείται σχετική µεταβολή του ϱεύµατος στον
ίδιο κλάδο κατά −2, 5% (δI/I = −0, 025). Να υπολογιστεί η ισοδύναµη αντίσταση Thevenin, RTh, του
κυκλώµατος.

Πρόβληµα 5.27 Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin του κυκλώµατος αριστερά των ακροδεκτών Α
και Β. ∆ηλαδή να προσδιορίσετε την τάση VTh και την αντίσταση RTh του κυκλώµατος που ϕαίνεται από την
αντίσταση ϕόρτου RL. Να ϐρείτε την αντίσταση ϕόρτου RL για την οποία επιτυγχάνεται µέγιστη κατανάλωση
ισχύος πάνω σ΄ αυτήν.

Πρόβληµα 5.28 Για το σύστηµα των δύο τρανζίστορ τύπου npn του σχήµατος να ϐρείτε το ϱεύµα ϐάσης IB1

του αριστερού τρανζίστορ Q1 υποθέτοντας ότι και τα δύο τρανζίστορ έχουν β = 99.
Επίσης να υποθέσετε ότι τα τρανζίστορ ϐρίσκονται στην ενεργό περιοχή λειτουργίας τους και ότι ισχύει VBE =
0, 7 V.

2 kΩ 1 kΩ

RL

A

B

2 kΩ

10 V

2 mA

1 kΩ

Σχήµα 5.17

R1=1 ΜΩ

R2=150 Ω

VCC=+24 V

Q2

Q1

R1=1 ΜΩ

IB1

Σχήµα 5.18

Πρόβληµα 5.29 Να υπολογίσετε την τάση εξόδου, v0, του συστήµατος των ιδανικών τελεστικών ενισχυτών του
σχήµατος 5.19 ως συνάρτηση των v και R.

Πρόβληµα 5.30 Να δώσετε µια λογική σχέση, Y , η οποία να περιγράφει τη σύγκριση δύο διψήφιων αριθµών
A = A1A0 και B = B1B0 όπου τα A1, A0, B1, B0 παίρνουν δυαδικές τιµές (0 ή 1). Η σχέση Y πρέπει να
παίρνει τις ακόλουθες τιµές :

Y (A1, A0, B1, B0) =

 1 για A > B,

0 για A ≤ B.

Επίσης να δώσετε ένα λογικό κύκλωµα που να δέχεται ως εισόδους τα A1, A0, B1, B0 και να υλοποιεί τη σχέση
Y .

R

υo

υ R

R

R
R

υ

R
R

Σχήµα 5.19
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R A

R

B

R
Vo R

R

R

VTh

RTh A

B

A

B
IN

RN

(I) (II)

Πρόβληµα 5.31 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος το οποίο
αποτελείται από έξι όµοιες αντιστάσεις και µια πηγή τάσης Vo.
(α) Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin (όπως περιγράφε-
ται στο σχήµα I) του κυκλώµατος αριστερά των ακροδεκτών Α και
Β του αρχικού κυκλώµατος. ∆ηλαδή να προσδιορίσετε την τάση
VTh και την αντίσταση RTh ως συνάρτηση των Vo και R.
(ϐ) Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Norton (όπως περιγράφεται
στο σχήµα II) του κυκλώµατος αριστερά των ακροδεκτών Α και
Β του αρχικού κυκλώµατος. ∆ηλαδή να προσδιορίσετε τη πηγή
ϱεύµατος IN και την αντίσταση RN ως συνάρτηση των Vo και
R.

3 kΩ

130 kΩ

+5 V

B

E

C

npn
υο

υi

V
BE=0,7 V

Πρόβληµα 5.32 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος που περι-
λαµβάνει ένα τρανζίστορ τύπου npn. Θα ϑέλαµε όταν η τάση στην
είσοδο vi = 5 V λαµβάνει τη µέγιστη τιµή (η οποία είναι τα 5 V)
τότε το τρανζίστορ να οδηγείται στην περιοχή κόρου και εποµένως
η τάση εξόδου vo να λαµβάνει την ελάχιστη τιµή η οποία είναι
vo = 0, 2 V.
Ποια είναι η ελάχιστη τιµή της ενίσχυσης ϱεύµατος κοινού εκ-
ποµπού, β = iC/iB, για την οποία επιτυγχάνεται ελάχιστη τιµή
στην τάση εξόδου για µέγιστη τάση εισόδου ;
Ποια είναι η τάση εξόδου όταν η τάση εισόδου είναι µηδέν ;
(Αυτό το κύκλωµα αποτελεί ένα λογικό αναστροφέα.)

υo
υi L

C

RΠρόβληµα 5.33 Θεωρήστε το κύκλωµα του ιδανικού τελεστικού
ενισχυτή όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Να υπολογίσετε τη συνάρτηση κέρδους G = vo/vi (vo και vi είναι τα
σήµατα εξόδου και εισόδου, αντίστοιχα) του κυκλώµατος ως συνάρ-
τηση της κυκλικής συχνότητας ω, R, L, και C. Η έκφραση της G να
είναι στη µορφή G = A+ jB, όπου A, B είναι πραγµατικοί αριθµοί.
Ποια είναι η τιµή της |G| για µικρές τιµές συχνοτήτων όπου ισχύει
ωL� 1/(ωC);

Πρόβληµα 5.34 Να γράψετε µια λογική σχέση, Y = f(A,B,C) (f συνάρτηση των µεταβλητών A,B,C του
παρακάτω πίνακα), και να σχεδιάσετε ένα κύκλωµα (χρησιµοποιώντας µόνο πύλες NAND) που να δέχεται ως
εισόδους τα A,B,C και να υλοποιεί τη σχέση Y στην έξοδο.

A B C Y

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Πρόβληµα 5.35 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος 5.20, το οποίο αποτελείται από τέσσερις αντιστάσεις,
R1, R2, R3, R4, µια αντίσταση ϕόρτου, RL, και µια πηγή τάσης Vo.
(α) Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin (όπως περιγράφεται στο σχήµα I) του κυκλώµατος αριστερά των
ακροδεκτών Α και Β του αρχικού κυκλώµατος. ∆ηλαδή να προσδιορίσετε την τάση VTh και την αντίσταση RTh

ως συνάρτηση των Vo και R1, R2, R3, R4. Ειδικότερα να δείξετε ότι ισχύουν
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R3 A

R1 R2
V

R4
RL

B

Vo

B
RTh A ATh A A

RNR RLVTh IN

RNRL RL

B B(I) (II)

Σχήµα 5.20

R = 0 5 kΩ
10 V

I RC = 0,5 kΩIC
CC

npnIB
B

E

RE = 1 kΩ
10 V

IE
10 V

Σχήµα 5.21

VTh = Vo

[
R2R4

R1(R2 +R3 +R4) +R2(R3 +R4)

]
, RTh =

R4 [R3(R1 +R2) +R1R2]

(R3 +R4)(R1 +R2) +R1R2

(ϐ) Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Norton (όπως περιγράφεται στο σχήµα II) του κυκλώµατος αριστερά
των ακροδεκτών Α και Β του αρχικού κυκλώµατος. ∆ηλαδή να προσδιορίσετε τη πηγή ϱεύµατος IN και την
αντίσταση RN ως συνάρτηση των Vo και R1, R2, R3, R4. Ειδικότερα να δείξετε ότι ισχύουν

IN = Vo

[
R2

R1(R2 +R3) +R2R3

]
, RN =

R4 [R3(R1 +R2) +R1R2]

(R3 +R4)(R1 +R2) +R1R2

Πρόβληµα 5.36 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος 5.20 που περιλαµβάνει ένα τρανζίστορ τύπου npn µε
παράµετρο β = 99. Αυτό αποτελεί ένα κύκλωµα κοινής ϐάσης.
Να ϐρείτε τα ϱεύµατα εκποµπού, IE, συλλέκτη, IC, ϐάσης, IB, και την τάση µεταξύ του συλλέκτη και της
ϐάσης, VCB.
Να υποθέσετε ότι το τρανζίστορ ϐρίσκεται στην ενεργό περιοχή λειτουργίας του και ότι ισχύει VBE = 0, 7 V.

Πρόβληµα 5.37 Θεωρήστε το κύκλωµα του ιδανικού τελεστικού ενισχυτή όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.22. Να
υπολογίσετε το ϱεύµα, Io, και την τάση εξόδου Vo.

6 kΩ

1 kΩ

Vo

1 kΩ

Ιo Vo

6 V
1 kΩ

5 V
1 kΩ

6 V

3 V 5 V3 V

Σχήµα 5.22

R/3 A

R/2

B

R
Vo R/2

VTh

RTh A

B
(I)

RL

Σχήµα 5.23

Πρόβληµα 5.38 Να δώσετε µια λογική σχέση, Y , η οποία να περιγράφει τη σύγκριση δύο διψήφιων αριθµών
A = A1A0 και B = B1B0 όπου τα A1, A0, B1 καιB0 παίρνουν δυαδικές τιµές (0 ή 1). Η σχέση Y πρέπει να
παίρνει τις ακόλουθες τιµές

Y (A1, A0, B1, B0) =

 1 για A = B

0 για A 6= B

Επίσης να σχεδιάσετε ένα λογικό κύκλωµα που να δέχεται ως εισόδους τα A1, A0, B1, B0 και να υλοποιεί τη
σχέση Y .
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Πρόβληµα 5.39 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος το οποίο αποτελείται από τέσσερις αντιστάσεις και µια
πηγή τάσης Vo = 10 V.
(α) Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin (όπως περιγράφεται στο σχήµα I) του κυκλώµατος αριστερά των
ακροδεκτών Α και Β του αρχικού κυκλώµατος όταν ο αντιστάτης R = 6 Ω. ∆ηλαδή να προσδιορίσετε την τάση
VTh και την αντίσταση RTh.
(ϐ) Να ϐρείτε το ϱεύµα που διαρρέει την αντίσταση ϕόρτου RL = 10 Ω.

Πρόβληµα 5.40 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος που περιλαµβάνει ένα τρανζίστορ τύπου npn µε β = 99
το οποίο αποτελεί ένα κύκλωµα κοινής ϐάσης.
(α) Να υπολογίσετε το ϱεύµα εκποµπού, IE.
(ϐ) Να υπολογίσετε το ϱεύµα συλλέκτη, IC.
(γ) Να υπολογίσετε το ϱεύµα ϐάσης, IB.
(δ) Να υπολογίσετε την τάση µεταξύ του συλλέκτη και ϐάσης, VCB.
Να ϑεωρήσετε ότι ισχύει VBE = 0, 7 V.

RΕ=1 kΩ

B

EC
npn, β=99

RC=0.5 kΩ

VEE =12 VVCC =12 V

Σχήµα 5.24

υo

x
+
-y

+
-

+
-

R2R2R

R

R

R

R

+
-
R

Σχήµα 5.25

Πρόβληµα 5.41 Θεωρήστε το κύκλωµα των ιδανικών τελεστικών ενισχυτών όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Αν υποθέσετε ότι ισχύει η συνθήκη RC = 1 s, να υπολογίσετε την έξοδο, v0 και να δείξετε ότι ισχύει

v0 =

(
d2x

dt2
− dx

dt

)
+ 2

(
d2y

dt2
− dy

dt

)

Πρόβληµα 5.42 Να σχεδιάσετε ένα κύκλωµα (χρησιµοποιώντας µόνο πύλες NAND) που να δέχεται ως
εισόδους τα A,B,C και να υλοποιεί τη σχέση Y στην έξοδο, όπου Y είναι

Y = 1 όταν A = 1 ή B = 1 ή C = 1

Να επαναλάβετε το ίδιο πρόβληµα όταν η έξοδος Y είναι

Y = 0 όταν (A = 0 ή B = 1) και C = 1

Πρόβληµα 5.43 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος 5.26 το οποίο αποτελείται από τέσσερις ισοδύναµες
αντιστάσεις, R, και δυο ιδανικές πηγές τάσης Vo.
(α) Να ϐρείτε την τάση VAB.
(ϐ) Αν ενώσουµε τους δυο ακροδέκτες Α και Β µε ένα σύρµα, να ϐρείτε την τάση VAB και το ϱεύµα IAB.
(γ) Να ϐρείτε το ισοδύναµο κύκλωµα Thevenin του κυκλώµατος, δηλαδή να προσδιορίσετε την τάση VTh και
την αντίσταση RTh.

Πρόβληµα 5.44 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος 5.27 που περιλαµβάνει ένα τρανζίστορ τύπου npn µε
β = 100.
(α) Ποια είναι η τάση στο σηµείο P αν υποθέσουµε ότι η ϐάση, B, του τρανζίστορ δεν ενώνεται µε το σηµείο P.
(ϐ) Υπάρχει κάποια απαίτηση στις τιµές των αντιστάσεων RC και RE ώστε η τάση VP να µην αλλάξει όταν
συνδέσουµε το σηµείο P µε τη ϐάση, B, του τρανζίστορ ;
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R

A

B

R

Vo

R

R

Vo

Σχήµα 5.26

R1 = 27 kΩ RC

P

+12 V

B
E

C

npn

R2 = 3 kΩ

RE RE/3

Σχήµα 5.27

Πρόβληµα 5.45 Θεωρήστε το κύκλωµα του ιδανικού τελεστικού ενισχυτή όπου η αναστρέφουσα είσοδος
συνδέεται στην γη µέσω µιας σύνθετης αντίστασης Z, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.28.
(α) Να ϐρείτε τη συνάρτηση κέρδους ή ενίσχυση, G, του κυκλώµατος.
(ϐ) Αν R1 = R2 = R να ϐρείτε την αντίσταση εισόδου, Zin = vin/iin, του κυκλώµατος.

υout

υin

R1

+

-

Z
R2

iin

Σχήµα 5.28

R

υi

C

υo

R

Σχήµα 5.29

Πρόβληµα 5.46 (α) ΄Ενα υψιπερατό ϕίλτρο αποτελείται από µια αντίσταση R και ένα πυκνωτή C. Υποθέστε
ότι το ϕίλτρο αυτό µπορεί να εξασθενεί ένα σήµα εισόδου συχνότητας ω = 100 Hz κατά ένα παράγοντα 100.
Αν η αντίσταση εισόδου του κυκλώµατος είναι 1 kΩ στη συχνότητα ω = 100 Hz, ποιες είναι οι τιµές των R και
C;
(ϐ) Να σχεδιάσετε ένα κύκλωµα µε NAND πύλες που να έχει έξοδο F = AB̄ + ĀB + C.

Πρόβληµα 5.47 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος 5.29, το οποίο αποτελεί ένα ϕίλτρο Butterworth
δεύτερης τάξης. (α) Να ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς ή κέρδους ή ενίσχυση ή απολαβή, H(jω),

H(jω) =
Vo(ω)

Vi(ω)

(ϐ) Να ϐρείτε τη συνάρτηση κέρδους H(jω) για

LC =
2

ω2
0

και
L

C
= R2

όπου ω0 είναι µια γνωστή ποσότητα. Το τελικό αποτέλεσµα ϑα πρέπει να είναι συνάρτηση µόνο της συχνότητας
ω και της γνωστής ποσότητας ω0.
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R1

RE=1 kΩ

VCC=+12 V

Q2

Q1

R2

Πρόβληµα 5.48 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος που πε-
ϱιλαµβάνει δυο τρανζίστορ, Q1, Q2, τύπου npn µε β = 50. Μια
τέτοια συνδεσµολογία ονοµάζεται ¨ζεύγος τρανζίστορ Darlington¨.
(α) Να υπολογίσετε την τιµή της αντίστασης R1 ώστε να δηµιουρ-
γηθεί µια διαφορά δυναµικού VCE2 = 6 V, µεταξύ του συλλέκτη
και εκποµπού του τρανζίστορ Q2. Να ϑεωρήσετε ότι ο αντιστάτης
R2 →∞, δηλαδή η τιµή της αντίστασης του είναι πολύ µεγάλη.
(ϐ) Με τη ϐοήθεια του αποτελέσµατος (α) να ϐρείτε τη διαφορά δυ-
ναµικού VCE1, µεταξύ του συλλέκτη και εκποµπού του τρανζίστορ
Q1.
Να ϑεωρήσετε ότι ισχύουν για τις διαφορές δυναµικού µεταξύ των
ϐάσεων και εκποµπών των τρανζίστορ Q1, Q2, VBE1 = 0, 7 V και
VBE2 = 0, 7 V.

Πρόβληµα 5.49 Θεωρήστε το κύκλωµα του ιδανικού τελεστικού ενισχυτή όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.30. Να
ϐρείτε την έξοδο v0 ως συνάρτηση των σηµάτων εισόδου v1, v2 και αντιστάσεων R1, R2.
Τι είδους κύκλωµα περιγράφει αυτό το ηλεκτρονικό κύκλωµα: ολοκληρωτή ή διαφοριστή ή αθροιστή ή ακο-
λουθητή τάσης ή ανορθωτή ;

Πρόβληµα 5.50 (α) Να γράψετε µια έκφραση Boolean που περιγράφει την έξοδο, f(A,B,C), του κυκλώµατος
του σχήµατος 5.31 ως συνάρτηση των εισόδων A, B, και C.

(ϐ) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αληθείας για το λογικό διάγραµµα του σχήµατος ;

A B C f(A,B,C)
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

υo

υ1 R1

+

-

υ2 R1

R2

R2

Σχήµα 5.30

A

B

C

f(A,B,C)

Σχήµα 5.31
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R1=2 kΩ

tt=0

υi

2V

R3=1 kΩ

R2=1 kΩ

υi υo
C=1 μF

Πρόβληµα 5.51 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος, το οποίο
αποτελείται από τρεις αντιστάσεις, R1 = 2 kΩ, R2 = R3 = 1 kΩ
και ένα πυκνωτή C = 1 µF. ΄Ενας ϐηµατικός παλµός ύψους 2 V
εφαρµόζεται στην είσοδο του κυκλώµατος, δηλαδή vi = 2 V.
Να ϐρείτε µια αναλυτική έκφραση του σήµατος εξόδου vo, και να
το σχεδιάσετε ως συνάρτηση του χρόνου.

B

C

RE

E pnp

VEE =5 V

RC

VCC =10 V

IE

IC

Πρόβληµα 5.52 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος που περι-
λαµβάνει ένα τρανζίστορ τύπου pnp µε την παράµετρο α ≈ 1.
Αν υποθέσουµε ότι το ϱεύµα εκποµπού είναι IE = 1 mA και η
τάση µεταξύ συλλέκτη και εκποµπού είναι VCE = −5, 7 V, τότε να
προσδιορίσετε τις αντιστάσεις RE και RC.
Να υποθέσετε ότι VBE = −0, 7 V.

υo

υi

R1

-

+

R2
C

Πρόβληµα 5.53 Στο διπλανό σχήµα, το κύκλωµα του ιδανικού
τελεστικού ενισχυτή αποτελείται από δυο αντιστάσεις R1 6= R2 και
ένα πυκνώτή C. Η µη αναστρέφουσα είσοδος συνδέεται στη γη,
όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
(α) Να ϐρείτε τη συνάρτηση κέρδους ή ενίσχυσης, G(ω), του κυ-
κλώµατος ως συνάρτηση της κυκλικής συχνότητας ω και των στοι-
χείων του κυκλώµατος R1, R2, C . Για ποια κυκλική συχνότητα
ω η συνάρτηση κέρδους είναι |G| = 1;
(ϐ) Τι είδους ϕίλτρο περιγράφει το κύκλωµα αυτό ; Να δικαιολο-
γήσετε την απάντησή σας.

Πρόβληµα 5.54 (α) Θεωρήστε τον παρακάτω πίνακα αληθείας για δυο εισόδους A και B:

A B F
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Να προσδιορίσετε την έξοδο F ως συνάρτηση των A και B. Η τελική απάντησή σας ϑα πρέπει να περιέχει µόνο
όρους A και B.
(ϐ) Να σχεδιάσετε ένα κύκλωµα το οποίο ϑα υλοποιεί τον παραπάνω πίνακα αληθείας µε πύλες NAND µε
εισόδους A, B και έξοδο F .
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R

C

R

υο(t)

υi(t)

Πρόβληµα 5.55 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος το οποίο
αποτελείται από δυο αντιστάτες, R, κι ένα πυκνωτή, C.
(α) Να ϐρείτε για ποια κυκλική συχνότητα ωo (ως συνάρτησης των
R, C) η καµπύλη της συνάρτησης

20 log10 (|G(ω)|) dB

περνάει από το σηµείο −3 dB. Να σχεδιαστεί πρόχειρα το γρά-
ϕηµα της 20 log10 (|G(ω)|) ως συνάρτηση του log10 |ω|, όπου ω
είναι η κυκλική συχνότητα και G(ω) = Vo(ω)/Vi(ω) είναι η συ-
νάρτηση µεταφοράς (λέγεται και συνάρτηση κέρδους ή ενίσχυσης
ή απολαβής του κυκλώµατος).
(ϐ) Τι είδους ϕίλτρου (ϐαθυπερατό, υψιπερατό, Ϲωνοφρακτικό, Ϲω-
νοπερατό, κλπ.) είναι αυτό το σύστηµα ;

R1

RE=1 kΩ

VCC=+12 V

Q2

Q1

R2

Πρόβληµα 5.56 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος που
περιλαµβάνει δυο τρανζίστορ, Q1, Q2, τύπου npn µε β =
50. Μια τέτοια συνδεσµολογία ονοµάζεται «Ϲεύγος τρανζίστορ
Darlington».
(α) Να υπολογίσετε την τιµή της αντίστασης R1 ώστε να δη-
µιουργηθεί µια διαφορά δυναµικού VCE2 = 6 V, µεταξύ του
συλλέκτη και εκποµπού του τρανζίστορ Q2. Να ϑεωρήσετε ότι
ο αντιστάτης R2 →∞, δηλαδή η τιµή της αντίστασης του είναι
πολύ µεγάλη.
(ϐ) Με τη ϐοήθεια του αποτελέσµατος (α) να ϐρείτε τη διαφο-
ϱά δυναµικού VCE1, µεταξύ του συλλέκτη και εκποµπού του
τρανζίστορ Q1.
Να ϑεωρήσετε ότι ισχύουν για τις διαφορές δυναµικού µεταξύ
των ϐάσεων και εκποµπών των τρανζίστορ Q1, Q2, VBE1 =
VBE2 = 0, 7 V.

+
-

R2

R2

υο(t)
υi(t)

A

Πρόβληµα 5.57 Θεωρήστε το κύκλωµα το οποίο περιλαµβάνει
τον τελεστικό ενισχυτή µε ενίσχυση A, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
(α) Να ϐρείτε την ενίσχυση, G, αυτού του κυκλώµατος και ειδικό-
τερα να δείξετε ότι

G =
A

1 +AR1/(R1 +R2)

(ϐ) Πόσο είναι το G αν ο τελεστικός ενισχυτής είναι ιδανικός µε
άπειρη ενίσχυση ;

R1

C1

R2

υο(t)

υi(t)
C2

Πρόβληµα 5.58 Θεωρήστε το κύκλωµα-ϕίλτρο RC του
σχήµατος το οποίο αποτελείται από δυο αντιστάτες, R1, R2,
και δυο πυκνωτές, C1, C2 όπου τα στοιχεία ικανοποιούν τη
σχέση R1C1 = R2C2.
(α) Ποιο είναι το κέρδος/ενίσχυση G = v0/vi του κυκλώµα-
τος στο όριο των µικρών συχνοτήτων ω → 0.
(ϐ) Ποιο είναι το κέρδος/ενίσχυση G = v0/vi του κυκλώµα-
τος στο όριο των µεγάλων συχνοτήτων ω →∞.
(γ) Ποιο είναι το κέρδος/ενίσχυση G = v0/vi του κυκλώµατος
για ω = 1/R1C1 = 1/R2C2.
(δ) Ποιο είναι το κέρδος G = v0/vi του κυκλώµατος αν
R1 = R2.
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RB = 100 kΩ

RE=2,5 kΩ

VCC=+9 V

Q 

Πρόβληµα 5.59 Θεωρήστε το κύκλωµα του σχήµατος που πε-
ϱιλαµβάνει ένα τρανζίστορ, Q, τύπου npn µε β = 50 και VBE =
0, 7V .
Να υπολογίσετε το ϱεύµα εκποµπού IE, το ϱεύµα ϐάσης IB, το
ϱεύµα συλλέκτη IC, το δυναµικό του εκποµπού VE, και τη δια-
ϕορά δυναµικού VCE, µεταξύ του συλλέκτη και εκποµπού του
τρανζίστορ Q.

+
-

R2

R1

υο
υi

Z

iin

Πρόβληµα 5.60 Θεωρήστε το κύκλωµα το οποίο περιλαµβάνει
έναν ιδανικό τελεστικό ενισχυτή, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Η
αναστρέφουσα είσοδος του τελεστικού ενισχυτή είναι συνδεδεµένη
µε τη γείωση µέσω µιας σύνθετης αντίστασης Z.
(α) Να ϐρείτε την ενίσχυση, G = vo/vi, του κυκλώµατος.
(ϐ) Αν R1 = R2, να ϐρείτε την αντίσταση εισόδου του κυκλώµατος,
Zin = vi/iin, όπου iin είναι το ϱεύµα εισόδου του κυκλώµατος
όπως ϕαίνεται στο σχήµα.

VS

RS RC

LC

Πρόβληµα 5.61 Η αντίσταση RC , που είναι σε σειρά µε την
αυτεπαγωγή L, αντιπροσωπεύει τις εσωτερικές απώλειες ενός µη
ιδανικού πηνίου στο κύκλωµα που ϕαίνεται στο σχήµα. Να ϐρείτε
το ϱεύµα που παρέχει η πηγή αν: vs(t) = 20 cos(ωt), ω = 6
Mrad/s, RS = 50 Ω, RC = 40 Ω, L = 20 µH και C = 1, 25 nF.
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