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Θέμα 1. (i) Δώστε τον ορισμό της τοπολογίας T ενός συνόλου X. Επίσης διατυπώστε
τον ορισμό του εσωτερικού και της κλειστότητας ενος υποσυνόλου A του τοπολογικού
χώρου (X, T ).

(ii) ΄Εστω X μη κενό σύνολο με |X| ≥ 2, x0 ∈ X και

T = {F ⊆ X : x0 ∈ F} ∪ {∅}.
Δείξτε ότι η οικογένεια T είναι μια τοπολογία του X. Βρείτε το εσωτερικό και την
κλειστότητα ενός υποσυνόλου A του X. Είναι ο (X, T ) Hausdorff; Είναι ο (X, T )
μετρικοποιήσιμος;

Θέμα 2. (i) ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος καιK ⊆ X. Πότε τοK καλείται συμπαγές;
Αποδείξτε ότι αν (xn)n ακολουθία πραγματικών αριθμών με xn → x0 ∈ R τότε το
K = {xn : n ∈ N} ∪ {x0} είναι συμπαγές.

(ii) Εστω (X, T ) Hausdorff.
(α) Αν K ⊆ X συμπαγές και x0 ∈ X \K, δείξτε ότι υπάρχουν U, V ανοικτά και ξένα
υποσύνολα του X με K ⊆ U και x0 ∈ V .

(β) Αν K,L ⊆ X συμπαγή και ξένα υποσύνολα του X, δείξτε ότι υπάρχουν U, V
ανοικτά και ξένα υποσύνολα του X με K ⊆ U και L ⊆ V .

Θέμα 3. (i) ΄Εστω I μη κενό σύνολο και (Xi, Ti)i∈I οικογένεια τοπολογικών χώρων.
Περιγράψτε την τοπολογία γινόμενο του

∏
i∈I Xi.

(ii) Αν Xn = R, n ∈ N, με την συνήθη τοπολογία δείξτε οτι το σύνολο
D = {(xn)n : (xn)nτελικά μηδέν και xn ∈ Q για κάθε n}

είναι πυκνό στον RN.
(iii) Δείξτε ότι ο RN είναι μετρικοποιήσιμος.

Θέμα 4. (i) Πότε ένας τοπολογικός χώρος καλείται T4; Διατυπώστε δύο βασικά θεω-
ρήματα για τους χώρους αυτούς.
(ii) Δείξτε ότι κάθε μετρικός χώρος ειναι T4.

Θέμα 5. (i) ΄ΕστωX συμπαγής καιHausdorff. Αν υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτή-
σεων fn : X → [0, 1], n ∈ N που διαχωρίζει τα σημεία του X δείξτε ότι υπάρχει
E : X → [0, 1]N ομοιομορϕική εμϕύτευση.
(ii) Δείξτε ότι κάθε συμπαγής, Hausdorff και αριθμήσιμος είναι μετρικοποιήσιμος.

Θέμα 6. Διατυπώστε τον ορισμό της Stone–Cech συμπαγοποίησης ενός T3 1
2
-χώρου. Σχολιάστε

τις βασικές ιδιότητές της και εξηγείστε γιατί ο χώρος [0, 1] δεν είναι η Stone–Cech συμπαγοποίηση
του (0, 1).
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