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ΘΕΜΑ 1  ο  
(Α)/(i)

Το X i  ακολουθεί εκθετική κατανομή, της οποίας η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι η
f 1x =λ e− λ x , λ∈Θ=0,∞ . Επομένως, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του τυχαίου 

δείγματος Χ  είναι:

f  x =∏
i=1

n

f 1 xi=∏
i=1

n

λ e−λ x i=λne
−λ∑

i=1

n

xi

=q T  x  , λ⋅h  x  , όπου

T  x=∑
i=1

n

xi ,  q w , λ= λn e−λ w  και h  x =1 .

Το στήριγμα S της κατανομής είναι το S=ℝ  (ανεξάρτητο του λ), αφού 

f  x 0⇔ λn e
−λ∑

i=1

n

x i

0⇔ λn0 , το οποίο ισχύει για κάθε λ∈Θ .

Σύμφωνα με το Παραγοντικό Κριτήριο Neyman – Fisher, η T  x=∑
i=1

n

xi  είναι επαρκής για το λ.

(Α)/(ii)

Το T  x=∑
i=1

n

xi , είναι γνωστό ότι ακολουθεί κατανομή Γάμμα G n , λ , δηλαδή η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητάς του είναι f Τ t =
λn

Γ n
t n−1 e−λt .

Έστω g  x=2λ t⇔ g−1 y= y
2λ . Επίσης, η g είναι 1-1 στο ST=0,∞  (που είναι το στήριγμα 

κατανομής Γάμμα) και η g−1 y   έχει συνεχή παράγωγο στο K=g S T =0,∞ . Η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας για την Υ θα είναι 

f Y  y= f T g
−1 y ⋅dy

dx
= λn

Γ n
yn−1

2λn−1 e
− λy
2λ⋅ 1

2λ
= λn

2λn
yn−1

Γ n
e
−y
2 =

1 /2n

Γ n
yn−1e

−y
2 , επομένως, η Y 

ακολουθεί την Gn , 1
2
 , η οποία συμπίπτει με την χ 2n

2 .

(Α)/(iii)

H H  X ; λ=2λ∑
i=1

n

X i  είναι η ποσότητα οδηγός για το λ. Για να κατασκευάσουμε το διάστημα 

εμπιστοσύνης, πρέπει P  χ 2n , a /2
2 ≤H  X ; λ≤ χ 2n ,1−a /2

2 =1−a . Λύνοντας την ανισότητα ως προς λ, 

έχουμε 
χ 2n , a /2

2 ≤H  X ; λ≤ χ 2n ,1−a /2
2 ⇔ χ2n ,a /2

2 ≤2λ∑
i=1

n

X i≤ χ 2n , 1−a /2
2 ⇔

χ 2n , a /2
2

2∑
i=1

n

X i

≤ λ≤
χ 2n , 1−a/2

2

2∑
i=1

n

X i
. Άρα το 

(1-α)% διάστημα εμπιστοσύνης του λ είναι [ χ 2n , a /2
2

2∑
i=1

n

X i

,
χ 2n ,1−a /2

2

2∑
i=1

n

X i ] .
(Β)

Η μέση τιμή ενός πληθυσμού που ακολουθεί την εκθετική κατανομή με παράμετρο λ είναι 



μ=g  λ=1
λ  και η διασπορά του είναι σ

2=h λ= 1
λ2 . Ένα προσεγγιστικό διάστημα εμπιστοσύνης για 

το μ είναι το 

X−za /2
σ
n

≤μ≤ Xza / 2
σ
n

⇔ X−
z a /2

λn
≤1

λ
≤ X

za /2

λn
⇔ λ X−

za /2

n
≤1≤λ X

za /2

n
⇔−

z a /2

n
≤1− λ X≤

z a /2

n
⇔

−
nz a /2

 n
≤−λ X≤

za /2−n
n

⇔
n− za /2

n
≤ λ X≤

nz a /2

 n
⇔

n−z a /2

 n X
≤λ≤nza /2

n X
⇔ n X

n za / 2

≤1
λ
≤ n X
n− za /2

Άρα, το ζητούμενο διάστημα  είναι [ n X
n za /2

,  n X
n−z a /2 ] , όπου X=1

n∑i=1

n

X i  ο δειγματικός 

μέσος.

(Γ)/(i)
Έχουμε,

∑
i=1

10

X i=1670

1−a=95⇔a=0.5
χ 20,0.25

2 =15.45
χ 20,0.75

2 =23.83
Στο (Α) ερώτημα κατασκευάστηκε διάστημα εμπιστοσύνης για το λ, ενώ η μέση τιμή της 

κατανομής είναι το μ=1
λ . Επομένως, το διάστημα εμπιστοσύνης για το μ είναι 

[ 2∑
i=1

n

X i

χ2n ,1−a /2
2 ,

2∑
i=1

n

X i

χ2n ,a / 2
2 ]=[ 3340

23.83,
3340
15.45 ]=[140.16,216.18] .

(Γ)/(ii)
Έχουμε,

X=1
n∑i=1

10

X i=167

za /2= z0.25=0.59871

[ n X
n za /2

,  n X
n−z a /2 ]=[ 16710

100.59871
, 16710
10−0.59871 ]=[140.42,206 ]

(Γ)/(iii)
Δεν έχω ιδέα!

ΘΕΜΑ 2  ο  
(i)

Η τυχαία μεταβλητή X i  έχει συνάρτηση μάζας πιθανότητας f 1x =e−θ θ x

x!
. Άρα, για την X , η 

συνάρτηση μάζας πιθανότητας είναι f x ;θ =∏
i=1

n

e−θ θ x i

x i!
=e−nθ θ

∑
i=1

n

xi

∏
i=1

n

x i!
=q T  x  , θ h  x  , όπου 



Τ  x=∑
i=1

n

xi ,  q w ,θ =e−nθ θw ,  
h  x = 1

∏
i=1

n

x i!
. Το στήριγμα της κατανομής είναι S=0,∞ , 

ανεξάρτητο της παραμέτρου θ. Επομένως, από το Παραγοντικό Κριτήριο Neyman – Fisher, η 

Τ  x=∑
i=1

n

xi  είναι επαρκής για το θ.

Η συνάρτηση g  x=e−x  είναι 1-1, άρα η Τ  x  είναι επαρκής και για το e−θ .

(ii)

L θ ; x=e−nθ θ
∑
i=1

n

x i

∏
i=1

n

x i!
⇔ logL θ ; x =−nθ∑

i=1

n

xi logθ−∑
i=1

n

log xi⇒
∂log Lθ ; x 

∂ θ
=−n

∑
i=1

n

x i

θ

Το σημείο στο οποίο μηδενίζεται η παράγωγος, αποτελεί ακρότατο (μέγιστο ή ελάχιστο).

−n
∑
i=1

n

xi

θ
=0⇔ θ=

∑
i=1

n

x i

n
Αν η δεύτερη παράγωγος είναι αρνητική στο σημείο θ , τότε η συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστο 

εκεί.

∂2log Lθ ; x 
∂ θ2 =−

∑
i=1

n

x i

θ2 =− n2

∑
i=1

n

x i

0 . Επομένως, η θ=
∑
i=1

n

x i

n
 είναι ΕΜΠ της θ.

(iii)
Η πιθανότητα να γίνει τουλάχιστον ένα τηλέφωνο σε μία ώρα για μια δεδομένη μέρα είναι 

p θ =P  X≥1=1−P  X=0=1−e−θ . Αντικαθιστώντας το θ με το θ , έχουμε τη ζητούμενη ΕΜΠ. 

p  x =1−e
∑
i=1

n

xi .

ΘΕΜΑ 3  ο  
(i)

Η συνάρτηση μάζας πιθανότητας για το X είναι p x =θ 1−θ x−1 ,θ∈[0,1] . Άρα, για το τυχαίο 
δείγμα X  είναι 

p  x ;θ =θn1−θ
∑
i=1

n

xi−n
=exp[n logθ−n log θ−1∑

i=1

n

x i log 1−θ ]

=exp [n log θ
θ−1

∑
i=1

n

x i log 1−θ ]=exp [Aθ B xC θT  x ]

όπου Aθ =n log θ
θ−1 , B  x=0 , C θ =log θ−1  και T  x=∑

i=1

n

xi . Δηλαδή, η γεωμετρική 

κατανομή ανήκει στην Εκθετική Οικογένεια Κατανομών. Συνεπώς, η T  x  είναι επαρκής και πλήρης 

για το θ, άρα και για το 
1
θ , αφού πρόκεται για έναν 1-1 μετασχηματισμό του θ. Είναι γνωστό ότι η 



δειγματοσυνάρτηση T  x  ακολουθεί αρνητική διωνυμική κατανομή NB n ,θ  . Επομένως, η μέση 

τιμή της είναι Ε T  x=n
θ
⇔ E 

T  x 
n

=1
θ . Σύμφωνα, λοιπόν, με τα θεωρήματα Rao-Blackwell και 

Lehmann – Scheffe, η W  x =1
n∑i=1

n

xi  είναι Α.Ε.Ε.Δ. Του g θ =1
θ .

(ii)

f x ;θ =θ 1−θ x−1⇔ log f x ;θ =log θx−1log 1−θ ⇔ ∂ log f x ;θ 
∂ θ

= 1
θ
− x−1

1−θ
= 1−xθ

θ 1−θ 

I θ=Ε  1− xθ
θ 1−θ 

2

= 1
1−θ 2

E 1− xθ
θ 

2

=− 1
1−θ2 E  x−1

θ =− 1
1−θ 2 V x=− 1

θ21−θ 

g θ =1
θ
⇔g ' θ =− 1

θ2

Το Cramer – Rao  κατώτατο φράγμα της διαποράς των αμερόληπτων εκτιμητριών του g θ   είναι 

R=g ' θ2

n I θ 
=1−θ

nθ2 .

Η διασπορά της Α.Ε.Ε.Δ. του προηγούμενου ερωτήματος είναι 

V W =V  1
n∑i=1

n

xi= 1
n2 V ∑i=1

n

x i= 1
n2∑

i=1

n

V  xi=
1
n2 n

1−θ
θ 2 =

1−θ 
nθ 2 .

Η διασπορά της W είναι ίση με το Cramer – Rao κατώτατο φράγμα. 


