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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΕΚΤΙΜΗΤΙΚΗ 

 
 
1)  Έστω Χ1,…, Χn και Υ1,…,Υm ανεξάρτητα τ.µ. από πληθυσµούς µε µέση τιµή θ 
και γνωστές διασπορές  και . ∆είξτε ότι για c ∈ [0,1] η U = c2

1σ
2
2σ X +(1-c) Y είναι 

αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου θ και βρείτε το c για το οποίο η διασπορά 
της U είναι ελάχιστη. 
 
Λύση: 
 
Έστω U = c X +(1-c) Y , c ∈ [0,1]. Τότε: 

n m

i
i=1 i=1

1 1 1 1E(U) = cE(X)+(1-c)E(Y) = cE( X )+(1-c)E( ) = c nθ+(1-c) mθ = θ
n m n miY∑ ∑ , 

δηλαδή η U είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της θ. 
 
Ακόµα: 

n m
2 2 2 2

i
i=1 i=1

1 1Var(U) = c Var(X)+(1-c) Var(Y) = c Var( X )+(1-c) Var( ) 
n m iY∑ ∑ . 

Αλλά Χi, Υj (i=1,..n; j=1,..,m) ανεξάρτητα, άρα και ασυσχέτιστα, οπότε η τελευταία 
έκφραση παίρνει την µορφή: 

Var(U) = 2 2 2 2
1 22 2

1 1c nσ +(1-c) mσ  = g(c)
n m

. 

Η τελευταία συνάρτηση ελαχιστοποιείται στο σηµείο που µηδενίζεται η παράγωγος 
της, δηλαδή: 

2
2

2 2
' *1 2

2 2
1 2

σ
σ σ mg (c)=2c -2(1-c) =0 c =

σ σn m +
n m

⇒   . 

 
2)  Έστω Χ1,…, Χn τ.δ. από την U(θ,2θ), θ∈ .  

i) Να βρεθεί η σ.π.π. της Υ = max{ Χ1,…, Χn}. 

ii) ∆είξτε ότι η n+1T= Y
2n+1

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της θ. 

 
Λύση: 
 
i) Θυµίζουµε ότι όταν µια τ.µ.Χ ακολουθεί την U(α,β) έχει συνάρτηση κατανοµής: 
 

 

0, x < α
x-α

F(x)= ,    α  x < β
β-α
1,      β  x      

≤

≤

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩
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Ενδιαφερόµαστε για την συνάρτηση κατανοµής της τ.µ Υ. 
 

i i 
nX ανεξάρτητα X  U(θ,2θ)

1 n 1 n i
1

y-θF(y) = P(Y y) = P(max{X ,…,X } y) = P(X y, ,X y) P(X y) .
θ= =

n

i=

⎛ ⎞≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏
∼

…

 
 Άρα η σ.π.π. της Υ είναι: 
 

n-1 n-1
'

n

y-θ 1 (y-θ)f(y) = F (y) = n  = n ,
θ θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 y∈(θ,2θ). 

 
ii) Είναι: 
 

2θ 2θn-1 n n2θ

n n nθ
θ θ

y(y-θ) y(y-θ) (y-θ) θ 2n+1E(Y) n dy dy 2θ- θ.
θ θ θ n+1 n+1|= = − = =∫ ∫  

Άρα   Ε( n+1
2n+1

 Υ) = θ, οπότε η n+1T= Y
2n+1

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της θ. 

 
 
3) Έστω Χ1,…, Χn τ.δ. από πληθυσµό µε σ.π.π  f(x) = , x>0. 2 -axa xe

i)  Να βρεθεί η Ε.Μ.Π. της α. 
ii) Να βρεθεί η Ε.Μ.Π. της µέσης τιµής του πληθυσµού. 
 

Λύση: 
 
ι) Καταρχήν παρατηρούµε ότι η συγκεκριµένη σ.π.π. είναι η G(a, p=2). Η συνάρτηση 
πιθανοφάνειας είναι: 
 

n

i
i=1

n n n na x
2n

i i i
i=1 i=1i=1 i=1

L(a) f(x ) a x e l(a) 2n ln(a) ln( x ) a x
− ∑⎛ ⎞

= = ⇒ = ⋅ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

i∑ ∑∏ ∏ . 

Άρα η Ε.Μ.Π. της α προκύπτει από την λύση της εξίσωσης: 
n

'
i n

i=1
i

i=1

2n 2nl (a) 0 X 0 a
a X

= ⇒ − = ⇒ =∑
∑

. 

ii) Γνωρίζουµε ότι η µέση τιµή µιας G(a,p) ισούται µε µ = p
a

. Στην συγκεκριµένη 

οπότε περίπτωση µ = 2
a

. Με χρήση του Θεωρήµατος 9.1 η Ε.Μ.Π τότε της µ θα 

είναι: 
 

n

i
i=1

n

i
i=1

2 2 1µ X2n na

X

= = = =∑

∑

X . 
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4)  Έστω Χ1,…, Χn τ.δ. από την G(a,p). Να προσδιοριστούν οι εκτιµήτριες των a, p µε 
την µέθοδο των ροπών. 
 
Λύση: 
 

Γνωρίζουµε ότι η σ.π.π. µιας G(a,p) είναι η 
p

p-1 -axaf(x) x e
Γ(p)

= .  

 
Οι δύο πρώτες δειγµατικές ροπές περί την αρχή είναι: 
 

n
'
1 i

i=1

1m X
n

= =∑ X  και 
n

' 2
2 i

i=1

1m X
n

2X= =∑ . 

Οι αντίστοιχες δύο πρώτες ροπές του πληθυσµού είναι: 
 

'
1

pµ = E(X) = 
a

  και  ' 2 2 2
2 2

p(p+1)µ = E(X ) = σ +µ
a

= . 

Άρα έχουµε το σύστηµα: 
 

 

( )
( )

( )

2

2
2 2

2
2 2

2 2

X'    p  p    X X Xa
p(p+1) X'       a  a

X X
X

⎧
⎪ =⎧ ⎪= −⎪⎪ ⎪⇒⎨ ⎨

⎪ ⎪= =⎪ ⎪⎩
−⎪⎩

. 

 
 
5) Έστω Χ1,…, Χn τ.δ. από την U(a,b). 

i) Να προσδιοριστούν οι εκτιµήτριες των a, b µε την µέθοδο των ροπών. 
ii) Να προσδιοριστούν οι Ε.Μ.Π των a, b. 

 
Λύση: 
 

Γνωρίζουµε ότι η σ.π.π. µιας U(a,b) είναι η  
1 , a x b

f(x) b-a
0, διαφορετικά

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

. 

 
ι) Οι δύο πρώτες δειγµατικές ροπές περί την αρχή είναι: 
 

n
'
1 i

i=1

1m X
n

= =∑ X  και 
n

' 2
2 i

i=1

1m X
n

2X= =∑ . 

Οι αντίστοιχες δύο πρώτες ροπές του πληθυσµού είναι: 
 

'
1

a+bµ = E(X) = 
2

  και  
2 2

' 2 2 2
2

a +ab+bµ E(X ) σ +µ
3

= = = . 

Άρα έχουµε το σύστηµα: 
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( )
( )

1/ 2
2 2

2 2 1/ 2
2 22

a+b '    X     a X 3 X -X2
a '    b X 3 X -X   

3
ab b X

⎧ ⎧= = −⎪ ⎪⎪ ⇒⎨ ⎨
+ +⎪ ⎪ = += ⎩⎪⎩

. 

 
ii) Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
 

n nn n n

[a,b] i [a,b] i (- ,b] i [a,+ ] i
i=1 i=1 i=1

n

(- ,b] i [a,+ ] i

1 1 1L(a,b)  I (x ) I (x )  {I (x )I (x )}
b-a b-a b-a

1 I (max x )I (min x ).
b-a

∞ ∞

∞ ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ ∏ ∏
 

 
Η συνάρτηση αυτή δεν διαφορίζεται παντού ως προς a και b, για να µεγιστοποιηθεί 
όµως είναι φανερό ότι θα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί η διαφορά b-a µε την 
προϋπόθεση ότι ισχύει   ≤  b και  ≥ α.  imax x imin x

Εποµένως οι Ε.Μ.Π. των a, b είναι: =  και a imin x b = . imax x
 
6) Το πλάτος ενός παλµού είναι τ.µ. . Στην έξοδο του µηχανήµατος 
µπορούµε να παρατηρήσουµε αν το Χ υπερβαίνει την τιµή 40 ή όχι. Αν σε 100 
παρατηρήσεις το Χ υπερέβη την τιµή αυτή 80 φορές, ποια είναι η Ε.Μ.Π. της µέσης 
τιµής µ; 

X N(µ, 4)∼

 
 Λύση: 
 

Έστω . Γνωρίζουµε ότι i
i

i

1, x 40
0,  x 40

>⎧
Υ = ⎨ ≤⎩

p = P (Yi = 1) = 0.8 και  

(1- p ) = P  (Yi = 0) = 0.2. 
 
Τότε: 
 

X-µ 40-µ 40-µ 40-µp P(x > 40) P(  > ) 1 - Φ( ) Φ( ) 1
2 2 2 2

= = = ⇒ = p− . 

 
Αν p η Ε.Μ.Π του p και  η Ε.Μ.Π. του µ τότε: µ
 

40-µΦ( ) 1 p 0.20 µ 41.68
2

= − = ⇒ = . 

 
 
7) Ο αριθµός των σωµατιδίων α που εκπέµπονται από ραδιενεργό πηγή σε χρόνο 

t(sec) ακολουθεί την P(λ), δηλαδή P(X=k) = 
k

-λt (λt)e
k!

. Για την εκτίµηση του λ 

καταγράφηκε ο αριθµός ν των πηγών που εξέπεµψαν ένα τουλάχιστον σωµατίδιο σε 
χρόνο 1sec από 30 πηγές. Να προσδιοριστεί η Ε.Μ.Π της λ για ν = 20. 
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Λύση: 
 

Έστω . i
i

i

1, x 1
0,  x 0

≥⎧
Υ = ⎨ =⎩

 
Τότε p = P(Yi = 1) = P(Xi ≥ 1) = 1 – P(Xi = 0) = 1 – e-λ. 
 
Αν p η Ε.Μ.Π του p και λ  η Ε.Μ.Π. του λ τότε: 

p = 1 –  λe− λ20 1 e λ log(3)
30

−⇒ = − ⇒ = . 

 
8) Έστω Χ1,…, Χn τ.δ. από την Β(Ν,p) µε Ν γνωστό. Να προσδιοριστεί η Ε.Μ.Π της 
p. 
 
Λύση: 
 
Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
 

n n

i i
i i i=1 i=1

i i

i

n n x (nN x )
x N-xn n

x x
i=1 i=1

n n n
n

x i i
i=1 i=1i=1

L(p) {( )p (1-p) } ( ) p (1-p)

l(p) log ( ) x log(p) (nN x )log(1-p).

−∑ ∑
= =

⎛ ⎞
⇒ = + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∏ ∏

∑ ∑∏
 

 
Άρα η Ε.Μ.Π. της p προκύπτει από την λύση της εξίσωσης: 
 

n n n

i i i
' i=1 i=1 i=1

x nN x x
Xl (p) 0 0 p

p 1-p nN

−
= ⇒ − = ⇒ = =

∑ ∑ ∑
N

. 

 
X k
N m

= = xp , όπου 
n

i
i=1

k =∑ είναι ο συνολικός αριθµός επιτυχιών και  Σηµείωση: 

m = n N ο συνολικός αριθµός δοκιµών Bernoulli. ⋅
 
9) Έστω Χ1,…, Χn τ.δ. από την Ν(µ, σ2). 

i) Να βρεθεί η Ε.Μ.Π της µ όταν σ2 γνωστό. 
ii) Να βρεθεί η Ε.Μ.Π της σ2 όταν µ γνωστό. 
iii) Να βρεθούν οι Ε.Μ.Π. των µ, σ2. 

 
Λύση: 
 
i) Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
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n
2

i2
i i=1

2 2

n
2(x -µ)

(x -µ) in - 2 -n/2 2 i=12σ 2σ
2

i=1

(x -µ)
1 nL(µ) e (2πσ ) e l(µ) - log(2πσ ) .

2 2σ2πσ

−
∑

= = ⋅ ⇒ = −
∑

∏  

 
Άρα η Ε.Μ.Π. της µ προκύπτει από την λύση της εξίσωσης: 
 

n n
'

i i2 2 2
i=1 i=1

1 1 nl (µ) 0 2(x -µ) 0 (x -µ) 0 (X-µ) 0 µ X
2σ σ σ

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =∑ ∑ . 

 
iι) Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
 

n
2

i2
i i=1

2 2

n
2(x -µ)

(x -µ) in -2 2 -n/2 2 i=12σ 2σ
2

i=1

(x -µ)
1 nL(σ ) e (2πσ ) e l(µ) - log(2πσ ) .

2 2σ2πσ

−
∑

= = ⋅ ⇒ = −
∑

∏  

 
Άρα η Ε.Μ.Π. της σ2 προκύπτει από την λύση της εξίσωσης: 
 

n n
2 2

i in
' 2 2 2i=1 i=1

i2 4 2
i=1

(X -µ) (X -µ)
n 2π 1l (σ ) 0 + (X -µ) 0 0 σ .
2 2πσ 2σ σ n

n= ⇒ − ⋅ = ⇒ − + = ⇒ =
∑ ∑

∑
 
 
iii) Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
 

n
2

i2
i i=1

2 2

n
2(x -µ)

(x -µ) in
2 2 -n/2 2 i=12σ 2σ

2
i=1

(x -µ)
1 nL(µ,σ ) e (2 ) e l(µ) log(2 ) .

2 2σ2πσ
πσ πσ

− −
∑

= = ⋅ ⇒ = − −
∑

∏  

 
Άρα οι Ε.Μ.Π. των µ, σ2 προκύπτουν από την λύση του συστήµατος: 
 

n
2

i2
i=1 n

n 2
22 i

i 2 i=1
i=12

2

1    (x -µ) 0l(µ,σ )     µ X    0 σµ
(X -X)(X -µ)l(µ,σ )   0     σ    0σ nσ

n

⎧⎧ ⎧=∂ =⎪=⎪ ⎪⎪∂⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨
∂⎪ ⎪ ⎪= =⎪ ⎪ ⎪− + =∂ ⎩⎩ ⎩

∑

∑∑
. 

 
10) Έστω Χ1,…, Χn τ.δ. από πληθυσµό µε συνάρτηση κατανοµής  

F(x;θ) = 1 – (1+x2)-θ  , x > 0, θ > 0. 
 

Να βρεθεί η Ε.Μ.Π της θ. 
 

Λύση: 
 
Εύκολα µπορούµε να υπολογίσουµε την σ.π.π. της παραπάνω κατανοµής. 
 

' 2 θ+1)f(x;θ) F (x;θ) 2x θ(1+x )= = ⋅ -( , x > 0.  
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Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
 

n

in
2 -(θ+1) n i=1

i i n
2 -(θ+1)i=1

i
i=1

n n
2

i i
i=1 i=1

x
L(θ) {θ(1+x ) 2x } (2θ)

(1+x )

l(θ) nlog(2θ) log(x ) (θ+1) log(1+x ).

= ⋅ =

⇒ = + −

∏
∏

∏

∑ ∑

 

 
Άρα η Ε.Μ.Π. της θ προκύπτει από την λύση της εξίσωσης: 
 

n
2

in
' 2 i=1

i
i=1

log(1+x )
nl (θ) 0 log(1+x ) 0 θ
θ n

= ⇒ − = ⇒ =
∑

∑ . 

 
Μιας και η συγκεκριµένη κατανοµή δεν είναι κάποια από τις γνωστές κατανοµές που 
έχουµε µάθει για να είµαστε σίγουροι ότι η παραπάνω λύση είναι µέγιστο θα πρέπει 
να δείξουµε ότι η δεύτερη παράγωγος είναι αρνητική για θ= θ . Πράγµατι: 

'' nl (θ) = - 0
θ
<  ∀ θ > 0. 

 

  


