
Μετρικοί χώροι και παραδείγματα
Αν βρεις λάθη, ανάφερε το στο topic του μαθήματος.

1.
i)
Από τριγωνική ιδιότητα μετρικών, έχουμε για κάθε ∀ x , y , z∈X :
ρ(x , y )≤ ρ(x , z )+ρ( y , z )⇔ ρ( x , y)− ρ( x , z )≤ρ( y , z ) και
ρ(x , z )≤ ρ( x , y)+ ρ( y , z)⇔ ρ(x , z )− ρ( x , y)≤ρ( y , z)

Οι δύο αυτές ανισότητες μας δίνουν:
∣ρ(x , z )−ρ( x , y)∣≤ρ( y , z )

ii)
Από τριγωνική ιδιότητα μετρικών, έχουμε ∀ x , y , z ,w∈X :

{ ρ(x , y )≤ ρ(x , z )+ρ( y , z )ρ(z ,w)≤ ρ( y ,w)+ ρ( y , z )}⇒{ρ( x , y)−ρ( z , w)≤ρ(x , z )− ρ( y ,w)≤ ρ(x , z)+ρ( y ,w)
ρ( z , w)− ρ(x , y )≤ρ( y ,w)−ρ( x , z )≤ ρ(x , z)+ρ( y ,w)}

Οι δύο αυτές ανισότητες μας δίνουν:
∣ρ(x , y )− ρ(z ,w)∣≤ ρ( x , z )+ρ( y ,w)

2.
∀ x , y , z∈X ισχύουν τα εξής:
ρ(x , y )=∣ f ( x)− f ( y )∣≥0 , αφού είναι απόλυτη τιμή, και
ρ(x , y )=∣ f ( x)− f ( y )∣=0⇔ f ( x)− f ( y)=0⇔ f ( x)= f ( y)⇔x= y , αφού η f είναι 1-1.

Επίσης, ρ(x , y )=∣ f ( x)− f ( y )∣=∣ f ( y)− f ( x)∣=ρ( y , x) .
Τέλος, για την τριγωνική ιδιότητα έχουμε
ρ(x , y )=∣ f ( x)− f ( y )∣=∣ f ( x)− f (z )+ f (z )− f ( y )∣≤∣ f ( x)− f ( z )∣+∣ f ( z)− f ( y)∣=ρ( x , z )+ ρ(z , y )

3.
( ρ1+ ρ2)( x , y)=ρ1(x , y)+ρ2( x , y)≥0 , αφού ρ1( x , y)≥0 και ρ2(x , y )≥0,∀ x , y∈X
( ρ1+ ρ2)( x , y)=ρ1(x , y)+ρ2( x , y)=0⇔ ρ1( x , y)=0 και ρ2(x , y )=0⇔x= y ,∀ x , y∈X .
( ρ1+ ρ2)( x , y)=ρ1(x , y)+ρ2( x , y)≤ρ1(x , z)+ ρ1( z , y)+ρ2( x , z )+ρ2(z , y)=
ρ1(x , z)+ρ2( x , z )+ ρ1(z , y )+ρ2(z , y)=( ρ1+ ρ2)( x , z )+( ρ1+ ρ2)(z , y ) ,∀ x , y , z∈X

4.
∀(x1, y1) ,(x2, y2)∈X×Y , ισχύουν τα εξής:

Προφανώς, ρp((x1, y1) ,(x2, y2))=∣ρ( x1, x2)
p+d ( y1, y2)

p∣
1
p≥0 και

ρp((x1, y1) ,(x2, y2))=∣ρ( x1, x2)
p+d ( y1, y2)

p∣
1
p=0⇔{ρ( x1, x2) p=0d ( y1, y2)

p=0}
⇔{ρ(x1, x2)=0d ( y1, y2)=0}⇔{x1= x2y1= y2}⇔( x1, y1)=( x2, y2)

Επίσης, ρp((x1, y1) ,(x2, y2))=∣ρ( x1, x2)
p+d ( y1, y2)

p∣
1
p=∣ρ( x2, x1)

p+d ( y2, y1)
p∣
1
p=ρ p((x2, y2) ,( x1, y1))

Για την τριγωνική ιδιότητα, έχουμε

ρp((x1, y1) ,(x2, y2))=∣ρ( x1, x2)
p+d ( y1, y2)

p∣
1
p≤∣( ρ(x1, x3)+ρ(x2, x3))

p+(d ( y1, y3)+d ( y2, y3))
p∣
1
p (1)

Θέτοντας w1=ρ(x1, x3) ,w 2=d ( y1, y3) , z1=ρ(x2, x3) , z 2=d ( y 2, y3)  και χρησιμοποιώντας την 
ανισότητα Minkowski, λαμβάνουμε από την (1)
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p+(w2+z 2)
p∣
1
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1
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∣w i∣
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1
p
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∣z i∣
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1
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=

=∣ρ( x1, x3)
p+d ( y1, y3)

p∣
1
p+∣ρ(x2, x3)

p+d ( y2, y3)
p∣
1
p=ρp((x1, y1) ,( x3, y3))+ρp((x2, y2) ,( x3, y3))

Γενίκευση:
Έστω (Di , f i) ,i=1,2,… , k μετρικοί χώροι. Τότε, η μετρική
ρp :(D1×D2×⋯×D k )×(D1×D2×⋯×D k )→ℝ περιγράφεται από τον τύπο

ρp( d⃗ 1, d⃗ 2)=(∑i=1
k

∣ f i(d 1i , d 2i)∣
p)
1
p

όπου d⃗ 1, d⃗ 2∈(D1×⋯×Dk ) και d⃗ 1i και d⃗ 2i οι k συνιστώσες των d⃗ 1 και d⃗ 2 αντίστοιχα.

Πράγματι, η ρp είναι μετρική στον D1×D2×⋯×Dk , αφού ρp( d⃗ 1, d⃗ 2)=(∑i=1
k

∣ f i(d 1i , d 2i)∣
p)
1
p
≥0 . 

Επίσης,

ρp( d⃗ 1, d⃗ 2)=0⇔(∑i=1
k

∣ f i(d 1i , d 2i)
p∣)

1
p
≥0⇔ f i(d 1i , d 2i)=0,∀ i=1,2,… , k

⇔d 1i=d 2i ,∀i=1,2,… , k⇔ d⃗ 1=d⃗ 2
Για την τριγωνική ανισότητα, ∀ d⃗ 1, d⃗ 2, d⃗ 3∈(D1×⋯×Dk ) έχουμε

ρp( d⃗ 1, d⃗ 2)=(∑i=1
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και από την ανισότητα 

Minkowski παίρνουμε
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= ρ p(d⃗ 1, d⃗ 3)+ρp( d⃗ 2, d⃗ 3)

5.
Η ρ2= ρ∣⋅∣

2 δεν είναι μετρική στον ℝ . Για παράδειγμα, για x=1, y=4, z=2 έχουμε:

ρ2(x , y )=∣1−4∣2=9 , ρ2(x , z )=∣1−2∣2=1 και ρ2( y , z )=∣4−2∣2=4 , απ'όπου προκύπτει ότι
ρ2(x , y )> ρ2(x , z)+ ρ2( z , y ) . Αυτό έρχεται σε αντίθεση με τη τριγωνική ιδιότητα μια μετρικής.

Για την μετρική ρ1=√ ρ , σε έναν οποιοδήποτε μετρικό χώρο (Χ , ρ) , ισχύουν τα παρακάτω:
Προφανώς ρ1( x , y)=√ ρ( x , y)≥0 και ρ1( x , y)=0⇔√ ρ( x , y)=0⇔ ρ(x , y )=0⇔ x= y .
Επίσης, ρ1( x , y)=√ ρ( x , y)=√ ρ( y , x)=ρ1( y , x )
Τέλος, για την τριγωνική ιδιότητα θα χρησιμοποιήσουμε την παρακάτω ανισότητα.

∀a ,b>0,√a+b≤√a+√b
Πράγματι, υψώνοντας τα δύο μέλη στο τετράγωνο, έχουμε a+b≤a+b+2√ab , που ισχύει 
προφανώς ∀a ,b>0 . Άρα,
ρ1( x , y)=√ ρ( x , y)≤√ ρ(x , z)+ ρ( z , y )≤√ ρ( x , z )+√ ρ(z , y )=ρ1(x , z )+ρ1(z , y)


