
Ανοιχτά και κλειστά υποσύνολα μετρικών χώρωνΛάθος λύσεις, αναφέρετέ τις στο topic του μαθήματος.
Άσκηση 3.1
(1)Προφανώς, A⊂A .Σε έναν διακριτό μετρικό χώρο, S ( x0 , ε )={x∈X : ρd (x , x0)<ε}={x0} , αφού για οποιοδήποτε άλλο x≠ x0 , ισχύει ρd (x , x0)=1≥ε , ∀ε≤1 . Για οποιοδήποτε x0∈A , ισχύουν τα εξής.
x0∈A⇒ S ( x0 , ε )∩A≠∅ ,∀ε>0⇒{x0}∩A≠∅⇒ x0∈A . Δηλαδή, A⊂A .Επομένως, Ā=A .

(2)
(α)
(a ,b)={x∈ℝ : S (x0 , ε )∩(a ,b)≠∅ ,∀ε>0}={x∈ℝ :∣x−x0∣<ε ,∀ ε>0}∩(a ,b)=[a ,b]

(β)
ℚ=ℝ , λόγω της πυκνότητας των ρητών στο ℝ , σύμφωνα με την οποία,
∀a ,b∈ℝ , a<b ,∃q∈ℚ :a<q<b . Δηλαδή, S (a , ε )∩ℚ≠∅ ,∀ ε>0,∀a∈ℝ .

(γ)Το A={(x , y )∈ℝ2: x 2+ y2<1} ορίζει τα εσωτερικά σημεία του μοναδιαίου κύκλου. Τα οριακά του σημεία συμπεριλαμβάνουν εκείνα που βρίσκονται πάνω στον κύκλο. Δηλαδή,
A={(x , y )∈ℝ2: x 2+ y2≤1}

(3)Έστω A={a1 , a2 ,… , an} πεπερασμένο υποσύνολο του X . Ένα σημείο x0∈X είναι οριακό του A , αν ∀ε>0,S ( x0 , ε)∩A≠∅⇒{x∈X : ρ( x , x0)<ε ,∀ ε>0}∩{a1 , a2 ,… , an}≠∅⇒ x0∈A . Επομένως,
A⊂A . Γνωρίζουμε, όμως, πως A⊂A . Άρα A=A .

1.Έστω (ℝ+ , ρ) , όπου ρ(a ,b)=∣1a−1b∣ . Πρόκειται όντως για μετρική, αφού πληροί τις ιδιότητες μιας μετρικής. Για x1=2, x2=1 και r 1=18<r2=14 ,με πράξεις βρίσκουμε ότι
S(1, 14)=(45 , 43 )⊂S(2, 18)=(85 , 83)

2.Επειδή το U είναι ανοιχτό, ∀ x∈U ,∃ε x>0 : S (x , εx )⊂U . Το υποσύνολο αυτό μπορεί να γραφτεί και ως U=∪x∈U S (x , ε x) . Έτσι, U∩A≠∅⇒( ∪x∈U S ( x , ε x ))∩A≠∅⇒∃ x0∈U : S ( x0 , ε x0)∩A≠∅ . Δηλαδή, ∃ y∈U : y∈S ( x0 , ε x0) και y∈A⇒S ( y , ε)∩A≠∅ ,∀ε>0 . Θέτοντας ε=ε y , έχουμε
S ( y , ε y)∩A≠∅⇒(∪ y∈U S ( y , ε y))∩A≠∅⇒U∩A≠∅ .

3.Έστω x∈X : ρ(x , A)=0 . Υποθέτουμε πως x∉A⇒∃ε0>0 :S (x , ε0)∩A=∅ . Δηλαδή,



∀ z∈A , z∉S (x , ε0)⇒ ρ( x , z )≥ε0 . Αυτό όμως σημαίνει ότι inf {ρ(x , z ) : z∈A}=ρ(x , A)=ε0>0 . Άτοπο. Άρα x∈A .Αντίθετη κατεύθυνση:Έστω x∈A . Αν x∈A , τότε τετριμμένα ισχύει ρ(x , A)=0 .Αν x∉A , ας υποθέσουμε ότι ∃ε0>0 : ρ( x , A)≥ε0⇒ ε 0≤inf {ρ(x , y ): y∈A}⇒∀ y∈A , ρ( x , y)≥ε0  (κάτι που είναι νόμιμο, αφού μιλάμε για την περίπτωση όπου x∉A ). Τότε,
S ( x , ε0)∩A={z∈X : ρ( x , z )<ε0}∩A=∅ , επειδή αν z∈A⇒ ρ(x , z )≥ε0⇒ z∉S ( x , ε 0) . Ενώ αν
z∈S (x , ε0)⇒ ρ( x , z )<ε0⇒ z∉Α . Έτσι, δεν υπάρχει z∈X που να ανήκει παράλληλα και στο A και στο S ( x , ε0) . Καταλήγουμε σε άτοπο, αφού από την αρχική μας υπόθεση έχουμε ότι
x∈A⇔∀ ε>0, S (x , ε )∩A≠∅ . Άρα, δεν υπάρχει ε 0>0 : ρ(x , A)≥ε0 , δηλαδή ρ(x , A)=0 .

4.
x i≠ x j , i≠ j⇒ ρ( xi , x j)>0 Έστω d ij= ρ( x i , x j) και w i=min {d i1 , d i2 ,… , d i i−1 , d i i+1 ,… , d i n} .Θέτω U i=S(x i , w i

2 )={y∈X : ρ(x i , y)<
w i

2 } . Οι ανοιχτές σφαίρες U i αποτελούν ανοιχτά υποσύνολα του X , όπου προφανώς x i∈U i , και είναι ξένες ανά δύο μεταξύ τους. Πράγματι, έστω ότι δεν ήταν όλες ξένες ανά δύο μεταξύ τους. Τότε, για κάποια i και j θα είναι U i∩U j≠∅ . Επομένως, υπάρχει y∈X τέτοιο, ώστε y∈U i και y∈U j . Δηλαδή, ρ(x i , y )<wi

2
και ρ(x j , y )<

w j

2
.Όμως, d ij= ρ( x i , x j)≤ρ(x i , y )+ρ(x j , y)<

wi+w j

2
. Κάτι που δεν μπορεί να ισχύει, αφού w i≤d ij και

w j≤d ij , άρα w i+w j≤2d ij⇔d ij≥
wi+w j

2
. Οδηγούμαστε, επομένως, σε άτοπο και άρα

U i∩U j=∅ ,∀ i≠ j .
5.Θεωρούμε την ακολουθία (xn)n∈ℕ⊂ℝ  τέτοια, ώστε x1=0 και xn=1n ,∀n≥2 . Η ακολουθία αυτή έχει όρους ανά δύο διάφορους και συγκλίνει στο 0.  Έστω, τώρα, {U i}i∈ℕ οικογένεια ανοιχτών συνόλων τέτοιων, ώστε x i∈U i ,∀ i∈ℕ . Έτσι, το U 1 είναι ανοιχτό και x1∈U 1 , που σημαίνει ότι
∃ε0 : S ( x1 , ε0)=S (0, ε0)⊂U 1 . Επίσης, από το ότι xn→0 , έπεται ότι
∀ε>0,∃n0∈ℕ :∀n≥n0 , xn∈S (0, ε ) . Επομένως για ε=ε0 , υπάρχει ένα n0 τέτοιο, ώστε
xn∈S (0, ε0) ,∀n≥n0 . Αυτό όμως, σημαίνει ότι S (0, ε0)∩{xn}≠∅⇒S (0, ε0)∩U n≠∅⇒U 1∩U n≠∅ . Έτσι, το συμπέρασμα της προηγούμενης άσκησης δεν ισχύει.

6.
int {x }=∅⇒∀ y∈X ,∀ε>0,S ( y , ε)∩X ∖{x }≠∅ . Για y=x , έχουμε
S ( x , ε )∩X ∖{x }≠∅⇒(S ( x , ε )∩Χ )∖(S ( x , ε)∩{x })≠∅⇒S (x , ε )∖(S (x , ε)∩{x})≠∅⇒
S ( x , ε )∖{x }≠∅⇒(S ( x , ε)∖{x })∩X≠∅Επομένως, το x είναι σημείο συσσώρευσης του X .

7.
ρ1( x , y)≥0 . Είναι προφανές ότι αυτό ισχύει για κάθε x , y∈X , αφού ρ1( x , y)=1≥0 ή
ρ1( x , y)= ρ( x , y)≥0 .Επίσης, ρ1( x , y)=0⇔ ρ(x , y )=0⇔ x= y .



Για την τριγωνική ανισότητα, έχουμε ότι αν για x , y , z∈X ,1≤ ρ1(x , z)+ ρ1(z , y) , τότε προφανώς ρ1( x , y)≤1≤ ρ1(x , z )+ρ1(z , y) . Διαφορετικά, δηλαδή αν για
x , y , z∈X ,1> ρ1(x , z)+ ρ1(z , y) , θα είναι ρ1( x , z )= ρ(x , z) και ρ1( z , y )=ρ(z , y ) . Όμως, αφού
ρ(x , y )≤ ρ(x , z )+ρ(z , y)<1 , θα ισχύει ρ1( x , y)=min {ρ( x , y) ,1}= ρ( x , y) . Άρα πάλι
ρ1( x , y)≤ ρ1( x , z )+ ρ1( z , y ) . Επομένως, η ρ1 είναι μετρική.
ρ1( x , y)=min {ρ( x , y) ,1}≤1, ∀x , y∈X ⇒diam X=1 , άρα η ρ1 είναι φραγμένη.

8.Συμβολίζουμε με d τη διακριτή μετρική.Έστω x∈X . To X ∖{x} είναι ρ-ανοιχτό, αφού ∀ y∈X ∖{x} υπάρχει ε=ρ(x , y )>0 τέτοιο, ώστε
S ( y , ε )⊂X ∖{x} . Άρα, το {x } είναι ρ-κλειστό. Ομοίως, το X ∖{x} είναι d-ανοιχτό, αφού
∀ y∈X ∖{x} ,∃ε=1: S ( y ,1)={y }⊂X ∖{x } . Έτσι, το {x } είναι και d-κλειστό.Από τις ιδιότητες των κλειστών συνόλων και το γεγονός ότι το X είναι πεπερασμένο, προκύπτει ότι κάθε F⊂X είναι ρ-κλειστό και d-κλειστό, ως πεπερασμένη ένωση μονοσυνόλων.Επιπλέον, παρατηρούμε ότι I−1(F )={x∈X : I ( x)∈F }={x∈X : x∈F }=F . Επομένως, για κάθε
F⊂X d-κλειστό, το I−1(F )=F είναι ρ-κλειστό και για κάθε F⊂X ρ-κλειστό, το I−1(F )=F είναι d-κλειστό. Άρα, η I :(Χ , ρ)→(X ,d ) είναι αμφισυνεχής και επομένως οι μετρικές ρ και d ισοδύναμες.

9.
i)
∀ z∈F και ∀ x , y∈X έχουμε
ρ(x , z )≤ ρ( x , y)+ρ( y , z)⇒inf {ρ(x , z) : z∈F }= ρ( x , y)+inf {ρ( y , z) : z∈F }
⇒ ρ(x , F )≤ρ(x , y )+ρ( y , F )⇒ ρ(x ,F )− ρ( y , F )≤ρ( x , y)και
ρ( y , z )≤ ρ(x , y )+ρ(x , z)⇒inf {ρ( y , z ): z∈F }= ρ(x , y )+inf {ρ(x , z) : z∈F }
⇒ ρ( y ,F )≤ρ(x , y)+ ρ(x , F )⇒ ρ( y , F )− ρ( x , F )≤ρ( x , y)Δηλαδή, ∣ρ( y , F )− ρ( x , F )∣≤ ρ( x , y) .Οι g ( x) :(X , ρ)→ℝ και h (x) :(X , ρ)→ℝ , με g ( x)= ρ( x , F ) και h (x)= ρ(x , F )+ρ( x ,G) είναι πραγματικές συνεχείς συναρτήσεις.Πράγματι, ∀ε>0,∃δ=ε :∣g (x )−g ( y )∣=∣ρ( x , F )− ρ( y ,F )∣≤ ρ(x , y )<ε ,∀x , y∈X . Έτσι, και η hείναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών πραγματικών συναρτήσεων. Επίσης, h (x)≠0,∀ x∈X , αφού τα F και G είναι κλειστά και ξένα. Έτσι, η f είναι συνεχής πραγματική συνάρτηση ως πηλίκο πραγματικών συνεχών.Επίσης, ∀ x∈F , ρ(x ,F )=0⇒ f ( x)=0 και ∀ x∈G , ρ( x ,G)=0⇒ f ( x)= ρ(x , F )

ρ(x , F )
=1 .

(ii)Έστω τα ανοιχτά υποσύνολα (−1, 13)⊂ℝ και (12 , 32)⊂ℝ . Αφού η f είναι συνεχής, τα
f −1((−1, 13)) και f −1((12 , 32)) θα είναι κι αυτά ανοιχτά υποσύνολα του (X , ρ) .
f −1((−1, 13))={x∈X : f ( x)∈((−1, 13))} και f −1((12 , 32))={x∈X : f (x)∈((12 , 32))}
−1< f (x )⇒−1< ρ(x , F )

ρ(x , F )+ρ(x ,G)
⇒− ρ( x , F )−ρ(x ,G)<ρ( x , F )⇒ ρ(x ,G)>0 ισχύει ∀ x∈X .



f (x )< 1
3
⇒

ρ( x , F )
ρ(x , F )+ρ( x ,G)

<1
3
⇒3 ρ( x , F )< ρ( x ,G)+ρ(x ,F )⇒2 ρ( x , F )< ρ( x ,G)Θέτω U= f −1((−1, 13))={x∈X : ρ( x , F )<1

2
ρ( x ,G)} .

1
2
< f (x )⇒ 1

2
<

ρ(x , F )
ρ( x , F )+ρ(x ,G)

⇒ ρ(x , F )+ ρ( x ,G)<2 ρ( x , F )⇒ ρ( x ,G)<ρ(x , F )

f (x )< 3
2
⇒

ρ(x ,F )
ρ( x , F )+ρ(x ,G)

< 3
2
⇒2 ρ(x ,F )<3 ρ( x ,G)+3 ρ(x , F )⇒− ρ(x ,F )< ρ(x ,G) ισχύει

∀ x∈X και θέτω V= f −1(( 12 , 32))={x∈X : ρ(x ,F )>ρ(x ,G)} .Για x∈F , τότε f (x )=0∈(−1, 13)⇒ x∈U⇒ F⊂U . Αντίστοιχα, για x∈G , τότε
f (x )=1∈(12 , 32) x∈V ⇒G⊂V .Αν x∈U⇒ ρ( x , F )<1

2
ρ( x ,G)<ρ(x ,G) , άρα x∉V . Επίσης, αν

x∈V⇒ ρ(x ,F )> ρ( x ,G)>1
2
ρ( x ,G) , άρα x∉U . Επομένως, U∩V=∅ .

10.Επειδή A⊂A και B⊂B , έχουμε ότι
{ρ(a ,b): a∈A ,b∈B}⊂{ρ(a ,b): a∈A ,b∈B}⇒inf {ρ(a ,b): a∈A ,b∈B}≥inf {ρ(a ,b) :a∈A ,b∈B}⇒
ρ(A ,B)≥ ρ(A , B)Επίσης, ρ(A ,B)=inf {ρ( x , y) : x∈A , y∈B}⇒∀ε>0,∃a∈A ,b∈B : ρ(A , B)≤ρ(a , b)< ρ(A , B)+ε . Για κάποιο ε>0 , επιλέγουμε x∈A , y∈B : ρ(a , x )<ε και ρ(b , y )<ε . Τότε,
ρ(x , y )≤ ρ(x ,a)+ρ(a , y )≤ ρ(x ,a)+ ρ(a ,b)+ ρ(b , y )< ρ(a ,b)+2 ε<ρ(A ,B)+3 ε⇒
ρ(A ,B)≤ ρ(A , B)Επομένως, ρ(A ,B)= ρ(A , B) .


