Movtéha Yrnohoyiouou
[Mpoxatapxtind
Ytabne Zdyog

n(n+1)(2n + 1)

n
1. Anéden pe apyr) wob. emaywyng: Zi2 =
i=0

n n 2
2. Anoden ue apy wab. enaywyng: Zi3 = <Z z)

i=0 i=0
3. Eotw a, b puowol aptbuol xo é0tw max(a,b) o uéyiotoc €€ autdy.
Ioyvpioude: [P(n):] n =max(a,b) = (a=nAb=n)
Anddeién ue enayowyy
e P(0): 0=max(a,b) = a=0Ab=0, npogavic
e P(n) = P(n+1)
H urnébeon elvor n = max(a,b). Optlovye a’' =a— 1,0 =b— 1.
Mpogavée, max(a’',b') =n — 1.
Xenowonowdvtag Ty enaywywxf unébeon: ' =n— 1AV =n— 1.
Xenowwonotdvtag Tov optoud Ty a', b’ tpoxinteta = nAb=n, o.e.d.

IToY elvar to Mdbog otny mapandvew anddetln;

4. OvovuPBoloaxohoudieg ue Loopponnuéveg Tapeviéoelg unopoly vo oplatoly
ue d%o tpémouC:
Mia oupBolooepd w € {(,)}* elvar tooppomnuévn avy:
(@) 1) wéyet too mAhBoc «(» xan «)»
2) x4Be npbdheua g w €xel Toukdytotov téoa «(» boa «)»
® 1
2)
)

3) av oL w, T L0oppOTNUEVES TOTE Elvol xaL 1) WL

1 € elval Looppomnuévn

av N w etvan Loopponnuévn, Téte elvar xor N (w)

4) tinote dhho dev elvar toopponnuévn ouuBorooeLpd
Anédeile pe emaywyh bt ot opropol (a) xou (B) opilouv v B xhdon

ouuPohooelpdy.

5. Acei&e 6Tt T0 axdhovho elvar plo oyéomn tooduvaulag xar ddoe Tic xhdoelg
tooduvaptag:

R eivar ula oyéon ue avlpdnous optouévy ue p R q avy ot p xa

q €youvy yevvplel tpv (o dpa ¢ (Siag uépag tou (drov Eroug.
6. Bpec 1o petafoatixd xhelowo, to avoxhaotind xat petafatixd xheloto
xat To ouupeTpxd xhetowo g oxéong {(a,b), (b, c), (¢, d), (f,d)}
7. Anédeile 61l To 6UVOAO HAWY TwV axepalwy elval aplbufolua dretpo.

8. Anddeile 61t 0 oVvoro bWV TV dateTayuévey (euydy and uotxolq
apLiuoig etvan aptbunolua dretpo.

9. Anddetle 61t 10 olvoro TV oAy ouvaptioewy {f | f : N — N} elvon
un aptbunoiuo.



KepdAaio 2

1.
[Tpopavwg, n 100Tnta 10X0el yla n= O
+1)(2n+1
Foww du yian=k exoupsZz— [ )6( L ).
i=0

lNan=k+1 éxoupe
k+1
Zz—Zz—Zz (k+1) k<k+1)6(2k+1)+k2+2k+1:(n 1)”6<2” Dy ons1420—1=

_( —1) 2n—1)+6n"_ 2’ +n*+n+2n°_ n*(2n+1)+n(2n+1)_n(n+1)(2n+1)
a 6 a 6 a 6 - 6

2.
[Tpopavwg, n 106tnta 10xve1 yia n=0 .

i no\? 2 4 3, 2
Fotw éUYlanzk,éxouper:(zi) — n(n+1) _n +2n " +n .
i=0 i=0 2 4
lNnan=k+1 éxoupe
k+1 k 2
Zl—Zl—ZerkH (Zl (k+17 _[k(k+1) (k1=
i=0

3 N o+’ 3 n' 20 +n
+n :f‘Fl’l :?

:(n(n—l)
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3.

Kartd m 81a81kacia mg enaywyikng anddei€ng yia Pln|=P|n+1], yiveta1 xpiion jiag apdoipng
und0eong, g P[n—1]|= P[n|, n onoia 8ev pmopei va xpnoipomnoinBei mpiv anodeixOei éu
Pln|=P[n+1].

4.

H kevil oupPolooeipd € eival 1coppornpévn, oUPQ@vVA Kai je toug 800 op1opodc, apou €xel ioo
(ka1 pndeviko) mANBo¢ arod «(» Kai «)».

Fotw 10pa, 6u n oupforooelpd z eival icoppornpévn. Tote Oa éxer x oe mAnBog «(» ka1 y oe
mAnBog «)», érmou x=y . EmmAéov, kdmoio mpdBepd g €xe1 a oe mAnbog «(» ka1 b oe mANBog «)»,
omou a=b .

To mAnBoc¢ v «(» g oupPolrooelpdc (z) eivar av€npévo kard éva, SnAadn eival x+1 . To 1810 ka1
yia 1o mAnBog v «)» g id1ag oupfoAooeipdc. Emopévng, ta «(» Kai «)» eivail 100mmindn otv (z).
EmmAéov, yia kamoio npdBepa e (z) Oa 10x0e1 a+1=b , émou a eivai 1o mAnBog v «(» kai b 1o
mAn0og v «)» g z, pe a=b . Enopévag, n (z) eival K1 autn 10oppornpévn.

Av z ka1 K eivai 800 100ppornpévec oupforooelpég, Tote n zk Ba éxel i0o mMANOoC amd «(» Kar «)»,
apou ota «(» ka1 «)» g z mpootifetal ioog ap1Opog amd «(» ka1 «)». EmmAéov, kdmoio mpdOepa g
ZK, av €xel PNKo¢ HIKPOTEPO N 100 g z, tdte eival mpopavég 6u Ba éxel touhdxiotov tdoa «(» 6oa
«)». Av €xe1 peyalitepo Pnkog amod g z, tote Kai mdh 0a €xel touhdxiotov 1doa «(» 6oa «)», apou
n z é€xe1 ioo mAnBog amd «(» ka1 «)» ka1 omolodntote mpdOejia g K €xe1 ToUAdxX10TOV 160a «(» doa
«)». 'EI01, Ka1 n zK eival 10oppornpévn.



5.

I'a va eival n oxéon pRq oxéon 100duvapiac, Oa mpérmel va 10xUOUV N aVaKAAOUKN, N CUPPETPIKN
Kai n petafaukn 1816wmra.

AvakAdoTKn:

O p npogavwg éxe1 yevvnOel v i81a ®pa ka1 pépa pe tov eautod 1ou, EMOUEVRC pRp .

ZUPIETPIKN:

Av o p éxe1 yevvnOei i81a ®pa ka1 pépa pe v g , 10te Ka1 o ¢ €xel yevvnOei i61a dpa kar pépa pe
tov p . Apa, pRg=qRp .

MetaBaukn:

Av o p éxe1 yevvnOei i81a wpa ka1 pépa pe tov g Kai o g éxel yevvnOei i81a wpa ka1 pépa pe wov z,
t0te Ka1 0 p €xe1 yevnOei 181a dpa ka1 pépa pe v z . Frol, (pRg AgRz )= pRz .

Anpioupyouviai €to1 7-24=168 xhdoeig 100duvapiac. Mia yia kabe opa kdBe npépac.

6.
MetaBaukd xAeioipo:
{(a,b),(b,c).(c.d),(f.d)}Uila,c).(a,d),(b,d)}

Avaxkhaouké ka1 petapauko KAeioo:

{(a.b),(b,c).(c.d),(f.d)}U{(a.c).(a.d),(b,d)}Ui(a,a),(b,b).(c.c).(d.d).(f.f)}

7.
Foww aneikévion f: Z—IN | pe
f(l’l):[ 211,1120 ]
—2n—1,n<0
H aneikévion eivar 1-1. IIpdypamn, éotw f (n,)=f(n,) . Avn, n,>20 16te 2n,=2n,=n,=n, . Av
n, n,<0 tote —2n,—1=—2n,—1=n=n,,
Eniong, n ameikévion eival eni, agpot ¥V n€N,AmeZ: f(m)=n . IIpdypau, av o n eivai dpuog,

7 n VA 7 e 7 2 n— 1
ote m= E , EV@ AV €1vdal II€PITToC, TOoTE m:T .

8.

To'xe1 amodeie1 o Cantor (BA. Evotnta 4.1 «Anapifpnon zeuyov guoikav apiOpmv», tou
ouyypdpparog «YmoAoylopdmnra kai IToAumAdokdtnta» tou X. ZAaxouv).

9.

Fotw 61 10 0Uvolo twv oMKaV ouvapmoeayv { f | f:IN—=IN} eivar apiBunoipo. Tote, untapxel évag
pomog apifunong toug, wote kKAOe té€tola ouvaptnon va avuotoixei oe évav uoiko ap1Bpd. Eroi,
ag Bewpnooupie 6u n f, avuortoixei otov 7 , érou mpopavag €N . Trov napakdw mivaxa,
@aivovtal dAec o1 e€etazdpevec ouvaptioeig kai o1 upéc mou maipvouv V n€IN .

Kataokevdzoviac 6pec mv / (x)=f (x)+1 mpoxdmter pia véa oMkn

Sol0) fo(1) fo(2) ouvapton /:IN—IN | n omoia eivai S1apopeuxn amd kGOe GAAn
£10) 7,() £1(2) ouvaptnon tou mvaka.Apa, 8ev eivail e@iktd va arnap1fpnboltv dAeg o1
f2(0) (1) f2(2) . oMkég ouvaptnoelc { /| f:IN—IN} ka1 ouvenog 1o ovoAo autd eivai

unepap1Ounoipio.
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