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Να απαντήσετε σε ερωτήματα με άθροισμα μονάδων 10 
 
 
ΘΕΜΑ 1ο  
Αν ο n  πίνακας n× A  είναι ορθογώνιος, να αποδείξετε ότι: 
 
(α) 1Tx Ax ≤ , για κάθε μοναδιαίο διάνυσμα .                                   Μονάδες 1 nx∈
 
(β)  Ο πίνακας ( )( ) 1B I A I A −= − +  είναι αντισυμμετρικός                        Μονάδες 1 
Λύση 
(α) Άσκηση   φυλλαδίου 4.1 (I) 
(β) Άσκηση   φυλλαδίου 4.10 (II) 
 
 
ΘΕΜΑ 2ο  
(α) Να αποδείξετε ότι δύο όμοιοι πίνακες A  και B  έχουν τις ίδιες ακριβώς ιδιοτιμές. 

Μονάδες 1 

(β) Οι πίνακες  και    έχουν τις ίδιες ακριβώς ιδιοτιμές.   
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     Είναι όμοιοι; ( Να εξηγήσετε την απάντησή σας).                                   Μονάδες 1                               
Λύση 
(α) Θεωρία, Γραμμική Άλγεβρα και Αναλυτική Γεωμετρία, Α. ΦΕΛΛΟΥΡΗ, σελίδα 
302. 
(β) Οι πίνακες  δεν είναι όμοιοι, αν και έχουν τις ίδιες ακριβώς ιδιοτιμές, δηλαδή 
το 1 με αλγεβρική πολλαπλότητα 3. Αυτό συμβαίνει γιατί ο πίνακας 

,A B
B  είναι διαγώ-

νιος, ενώ ο πίνακας  δεν διαγωνοποιείται, δηλαδή δεν είναι όμοιος με διαγώνιο πί-
νακα. Ο πίνακας  δεν διαγωνοποιείται γιατί στην τριπλή ιδιοτιμή του 1, αντιστοιχεί 
ένα μόνο γραμμικά ανεξάρτητο ιδιοδιάνυσμα το 

A
A

( )1 1,0,0 .x =  
Διαφορετικά μπορεί κάποιος να προσδιορίσει τα ελάχιστα πολυώνυμα των πινάκων α 
και Β τα οποία είναι διαφορετικά, οπότε οι πίνακες Α και Β δεν μπορεί να είναι όμοι-
οι. 
 
 
 
 



ΘΕΜΑ 3ο  
Δίνεται ο πίνακας   
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(i)     Να βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο του πίνακα  και την αντίστοιχη κανονική   A
         μορφή Jordan αυτού για τις διάφορες τιμές της παραμέτρου κ ∈ .                                                   
                                                                                                                       Μονάδες 1 
(ii)    Για , να προσδιορίσετε αντιστρέψιμο πίνακα  έτσι ώστε  ,   2κ = P 1P AP D− =
         όπου  διαγώνιος πίνακας. Ποιος είναι ο πίνακας ;                        Μονάδες 1 D D
 
(iii)  Για  να εκφράσετε τον πίνακα 2κ = nA  ως πρωτοβάθμιο πολυώνυμο του A . 
                                                                                                                       Μονάδες 1 
(iv)   Για 2  να προσδιορίσετε τον πίνακα eκ = xp ,tA t∈ .                       Μονάδες 1 
                               
Λύση 
(α) Είναι , οπότε θα έχουμε: ( ) ( ) ( )21A t t tχ = − − 4

)( ) ( )( ) ( ) ( ) (21 4 ή 1 4A Am t t t m t t t= − − = − − . 
Επιπλέον ισχύει: 

( )( )
0 1 3 1 0 2 2

4 0 1 2 0 2 2 0 0 0
0 1 2 0 1 1 0 0 0
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οπότε διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• Αν 2κ ≠ , τότε 4  και . ( ) ( ) ( )21Am t t t= − −
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• Αν 2κ = , τότε ( ) ( )( )1 4Am t t t= − −  και . 
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(β) Για 2 , όπως είδαμε παραπάνω, ο πίνακας  διαγωνοποιείται. Για την εύρεση 
ενός αντιστρέψιμου πίνακα  που διαγωνοποιεί τον , θα πρέπει να προσδιορίσου-
με τρία γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα αντίστοιχα των ιδιοτιμών του . 

κ = A
P A

A
Για 1 1t λ= =  προκύπτουν τα ιδιοδιανύσματα ( ) ( )1 21,0,0 και 0, 2,1x x= =  

Για 2 4t λ= =  προκύπτει το ιδιοδιάνυσμα ( )3 1, 1,1x = − . 
Ο πίνακας  
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διαγωνοποιεί τον A  και ισχύει ( )1 1,1, 4 AP AP diag J D− = = = . 

(γ) Για 2  είναι κ = ( ) ( )( )1 4Am t t t= − − , οπότε ( )( )4A I A I O− − = . 
Έχουμε την ταυτότητα της διαίρεσης 



                              ( )( ) ( )1 4nt t t t at= − − Π + + b
=

,                                  (1) 
από την οποία για  προκύπτει το σύστημα 1 και 4t t=
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Από την (1) προκύπτει η ισότητα πινάκων 
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(δ) Χρησιμοποιώντας το ερώτημα (γ) λαμβάνουμε 
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ΘΕΜΑ 4ο  

(α)  Για κάθε διάνυσμα , να αποδείξετε ότι ο πίνακας nu∈ 2
2 Tuu
u

Η = Ι −  είναι    

      συμμετρικός και ορθογώνιος.                                                               Μονάδες 1 
(β)  Αν , να αποδείξετε ότι : { }v span u ⊥∈

                                                    v v u uκαιΗ = Η = −
D

.                       Μονάδες 1 
(γ)   Βρείτε ορθογώνιο πίνακα  και διαγώνιο πίνακα έτσι ώστε . Μ D TΜ ΗΜ =
                                                                                                                    Μονάδες 1 
Λύση 
(α) Άσκηση φυλλαδίου, 4.9 
(β) Άσκηση φυλλαδίου, 4.9 
(γ) Από το (β0 έχουμε ότι u και v  είναι ιδιοδιανύσματα του  H αντίστοιχα των ιδιοτι-
μών λ = -1 και λ = 1. Επειδή   dim{ }u ⊥

 = n - 1,  θεωρούμε    ορθοκανονική 
βάση του χώρου αυτού και θα έχουμε  

1 2, ,..., nv v v
1, 1,2,...,i iHv v i n= = −  .  

Θέτοντας  συμπεραίνουμε ότι 1 2 1... nP v v v u−⎡= ⎣ ⎤⎦ ( )1,1,...1, 1TP HP diag= − . 
 
ΘΕΜΑ 5ο  
Αν η τετραγωνική μορφή  είναι ορισμένη (θετικά ή αρνητικά) να απο-
δείξετε ότι ο πίνακας  είναι αντιστρέψιμος.                                       Μονάδες 1 

( ) TQ x x Ax=
A

 
Λύση 
Γραμμική Άλγεβρα, Ι. Μαρουλά, Πρόταση 7.2, σελίδα 173. 
 


