
ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  
ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 

 
ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ/2ο Εξάµηνο 

                                               
                                                                                                                        12-9-2006 
 
ΘΕΜΑ 1 (Μονάδες 2)  
Για κάθε ορθοµοναδιαίο ή ορθογώνιο µετασχηµατισµό (πίνακα), να αποδείξετε ότι:                                  
 (α) Οι ιδιοτιµές  του έχουν µέτρο 1.                                                                     (1µ)                                  
 (β) ∆ύο ιδιοδιανύσµατά του  που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι     
       ορθογώνια. (1µ) 
 
Λύσεις :  Βιβλίο Γραµµικής Άλγεβρας, Πρόταση 6.11, σελ. 145. 
 
 
 
ΘΕΜΑ 2 (Μονάδες 3) 

Έστω ο πίνακας .   
2 3
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A

(i)   Βρείτε τις τιµές του  για τις οποίες δεν διαγωνοποιείται.                       (1µ) a

(ii)  Για , βρείτε τον ελάχιστο ακέραιο 0a = κ  ώστε ο πίνακας κΑ+ Ι  να έχει  

      όλες τις ιδιοτιµές του θετικές. Ειδικά, για 0a =  και 2κ = , να εκφράσετε τον   

      πίνακα , όπου , ως γραµµικό συνδυασµό των πινάκων , .                                      4Β 2Β = Α+ Ι ,Ι Β 2Β

 
Λύσεις :   (i)  Φυλλάδιο Ασκήσεων, άσκηση 6.9. 

(ii)  Για , ο πίνακας 0a = 0
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A  έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο  

( )( ) ( ) { } ( ) {2
0 0 0A 1 1 A 1,1 A I 1,I kλ λ λ σ σ− = + − ⇒ = − ⇒ + = − + }1k k . 

Για , προφανώς 1k > ( )0A Ikσ ++ ⊆ R .  

Επιπλέον ( ) { }B 1, 3σ =  και ( )( )2 3 2B 1 3 7 15Iλ λ λ λ λ λ 9− = − − = − + − . Σύµφωνα 

µε το θεώρηµα Cayley-Hamilton 3 2B 7 B 15B 9I= − + . 
        

                                                                                                                      

 
ΘΕΜΑ  3 (Μονάδες 3) 

(A) ∆ίνεται ο συµµετρικός πίνακας  
3 1 1
1 3 1
1 1 3

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥Α = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 



 (α) Να προσδιορίσετε ορθογώνιο πίνακα Ρ  που διαγωνοποιεί τον πίνακα . (1µ) Α
 (β) Να προσδιορίσετε πίνακα  µε την ιδιότητα Χ 2Χ = Α .                                  (1µ) 
 
(B) Να προσδιορίσετε το είδος της καµπύλης  µε εξίσωση: 2 1 0xy − = , καθώς και 
      την εξίσωσή της ως προς τους κύριους άξονες της.                                          (1µ) 
 
Λύσεις :   (Α)  (α) Για τον πίνακα A  έχουµε   

( )( 23 2A 9 24 16 1 4Iλ λ λ λ λ λ− = − + − = − − ) . 

Για 1λ = , αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι [ ]1 1 1 1 T
=x  και για 4λ =  αντιστοιχούν 

τα ιδιοδιανύσµατα [ ]2 1 0 1 T
= −x  και  [ ]3 0 1 1 T

= −x . Επειδή  και  δεν 
είναι κάθετα, µε τη µέθοδο ορθογωνοποίησης Gram-Schmidt (σελ. 101), βρίσκουµε 

τα κάθετα ιδιοδιανύσµατα 

2x 3x

[ ]2 1 0 1 T
= −x  και 3

1 112 2
T

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦x% . Τα 

ιδιοδιανύσµατα  ,  και  είναι κάθετα και συνεπώς   1x 2x 3x%
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= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
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. 

(β) , όπου  2 2 2 2X A X PDP P X P D Y DT T= ⇒ = ⇒ = ⇒ = Y P X PT= . Επειδή 
, ορίζοντας 8 λύσεις της εξίσωσης σε 

σχέση µε την εναλλαγή των προσήµων. 
( )1/ 2 1/ 2Y D 1, 2, 2 X PD PTdiag= = ± ± ± ⇒ =

 

(Β)  Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής 2Q xy=  είναι , δηλ. 
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= ⎢
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Επειδή ( ) { }A 1, 1σ = − , η καµπύλη είναι υπερβολή.  

Για  1λ = , [ ]1 1 1 T
=x  και για 1λ = − , [ ]2 1 1 T

= −x . Συνεπώς  , όπου A PDPT=

1 11P
1 12
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 και .  ( )D 1,diag= −1

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση έχουµε  
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y y
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= ⇒ = ⇒ − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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ΘΕΜΑ 4 (Μονάδες 3) 

Έστω ο πίνακας  
5 2 2
2 2 4
2 4 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥Α = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

.       

(α) Να βρείτε τo ελάχιστο πολυώνυµο ( )µ λΑ .                                                   (1µ)                   
(β) Να αποδείξετε ότι : 

                      2 1 1
12 108

−Α = Ι − Α     και      ( )3 27 2Α = Α+ Ι   .                            (1µ) 

(γ) Να βρείτε τις ιδιοτιµές  των πινάκων 1−Α  και  adjΑ .                                   (1µ) 
 
Λύσεις :     Φυλλάδιο ασκήσεων, άσκηση 7.15. 
(α)     και   ( ) ( )( )23 6δ λ λ λ= + − ( ) ( )( )3 6µ λ λ λ= + −  .   
(β)   βλέπε άσκηση φυλλαδίου. 

(γ) ( )1 1 1A ,
3 6

σ − ⎧= −⎨
⎩ ⎭

⎫
⎬ .  Επειδή (άσκηση 5.16)    

( ) ( ) { }1 1 108 108A A A A , 36, 18 .
3 6

adj adjσ σ− − ⎧ ⎫Α = ⇒ Α = = − = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 
 
 
 
Θέµα 5 (Μονάδες 2)  
Έστω ότι ο 1  πίνακας  1 11×

[ ]
2 1 0

2 1 1 1
0 2 1 , , 2 , ,[1],[2],[3]

0 2 0 1
0 0 2

diag
⎛ − ⎞⎡ ⎤

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥Α = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥−⎣ ⎦⎝ ⎠

. 

Να βρείτε : 
(α) τις ιδιοτιµές του Α και την αλγεβρική τους πολλαπλότητα,                     (0,5µ) 
(β) τη γεωµετρική πολλαπλότητα των ιδιοτιµών,                                           (0,5µ) 
(γ) το ελάχιστο πολυώνυµο του Α και                                                            (0,5µ) 
(δ) τον πίνακα .                                 (0,5µ) ( 23 2( 2 ) ( ) ( 2 ) 3Β = Α+ Ι Α− Ι Α− Ι Α− Ι)
Λύσεις :     (α)  ( ) ( ) ( )(6 3A 2 1 2Iλ λ λ λ λ− = + − − − )3 . 
(β)  η γεωµετρική πολ/τα της   2λ = −    είναι   3, 
      η γεωµετρική πολ/τα της   1λ =    είναι   2, 
      η γεωµετρική πολ/τα της   2λ =    είναι   1, 
     η γεωµετρική πολ/τα της   3λ =    είναι   1. 
(γ)   ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2

A 2 1 2µ λ λ λ λ λ= + − − −3

O(δ)   Επειδή . ( )AB Aµ= =
 
                      _________________________________________ 
 
 


