
  
 

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ 
ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ/2ο Εξάµηνο 
                                               

                                                                                                                        13-6-2005 
Να απαντήσετε σε 4 από τα παρακάτω θέµατα 

 
ΘΕΜΑ 1ο  
Α. Έστω V  Ευκλείδειος χώρος και  µία ορθοκανονική βάση του. Αν 

, να αποδείξετε ότι 
1 2{ , ,..., }nv v v

w V∈

                                           ( )
1

n

i i
i

w w v
=

= ∑ v , 

όπου ( iw v )

=

είναι το εσωτερικό γινόµενο . iw v
Μονάδες 0,5 

Β.   Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο και τον 
υπόχωρο του  . Να προσδιορίσετε  

3

{( , , ) : 0, 0}U x y z x y z x= + + =
(α) µία ορθοκανονική βάση του ορθογώνιου συµπληρώµατος U ⊥  και 
(β) την προβολή του διανύσµατος  (1, 2, 3)u = −  πάνω στον υπόχωρο U . ⊥

 
Μονάδες 2 

ΘΕΜΑ 2ο  
Α. Να αποδείξετε ότι κάθε ιδιοτιµή ενός  πίνακα A  είναι ρίζα του ελάχιστου 
πολυωνύµου του. 

Μονάδες 0,5 
Β.  Να βρείτε το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα  

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
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⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

      και µετά να υπολογίσετε τον πίνακα  
2 2005...S I A A A= + + + +  

                                                                                                                      Μονάδες 2 
ΘΕΜΑ 3ο  
Έστω ότι ο 10  πίνακας Α έχει κανονική µορφή Jordan 10×

1 1 0
1 1 2 1

0 1 1 , , ,[2],[3],[3]
0 1 0 2

0 0 1
J diag

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 

Να βρείτε : 
(α) τις ιδιοτιµές του Α και την αλγεβρική τους πολλαπλότητα, 
(β) τη γεωµετρική πολλαπλότητα των ιδιοτιµών, 
(γ) το ελάχιστο πολυώνυµο του Α και 
(δ) τον πίνακα  4 5( ) ( 2 ) ( 3Β = Α− Ι Α− Ι Α− Ι 2)

Μονάδες 2,5 



 
 
 
ΘΕΜΑ 4ο  
Α. Να βρεθεί  ορθογώνιος πίνακας 2 2× Ρ  του οποίου η πρώτη γραµµή είναι    
     διάνυσµα συγγραµµικό προς το διάνυσµα (1, 2)u = −  

Μονάδες 0,5 
Β. Να προσδιορίσετε το είδος της επιφάνειας  

2 2 24 4 4 2 2 2 54 0x y z xy xz yz+ + − + − − =  
     καθώς και την εξίσωσή της ως προς τους κύριους άξονες της. 

                       Μονάδες 2 
 
ΘΕΜΑ 5ο  
Έστω ο 3 ορθογώνιος πίνακας 3× A . Να αποδείξετε ότι : 
(α)     αν ο λ είναι ιδιοτιµή του A , τότε και ο 1λ−  είναι επίσης ιδιοτιµή του A , 

Μονάδες 0,5 

(β) αν 2( ) ( 1)[ 2(cos ) 1], 0,
2A
πχ λ λ λ λ ⎛ ⎤= − − ∂ + ∂∈⎜ ⎥⎦⎝

 είναι το χαρακτηριστικό 

πολυώνυµο του A  και  ιδιοδιάνυσµά του αντίστοιχο της ιδιοτιµής x 1λ = , τότε ο 
πίνακας 2 2(cos )B A= − ∂ +A I  έχει ιδιοδιανύσµατα το  αντίστοιχο της ιδιοτιµής x

2(1 cos )λ = − ∂  και  το , όπου w 0=w x , αντίστοιχο της ιδιοτιµής 0λ = . 
Μονάδεςς 2 

 
 
∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες  
Καλή επιτυχία 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΘΕΜΑΤΩΝ  

 

 

Θέµα 1ο

Α. Έστω . Επειδή  είναι ορθοκανονική 

βάση, έχουµε 

1 1 2 2 n nc c cw v v v= + + + 1 2 n{ , ,..., }v v v

( ) ( ) ( ) 2
i 1 1 i 2 2 i n n i i ic c c cw v v v v v v v v ic= + + + = = . 

Συνεπώς,  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nw w v v w v v w v v= + + + . 

Β. α. Από τις εξισώσεις , x y z 0+ + = x 0 x 0, y z 0= ⇒ = + = ⇒   

( ) ( ){ } ( ){ }U x, y, z c 0, 1, 1 span 0, 1, 1= = − = − . 

Τότε, 

( ) ( ) ( ){ }
( ){ } ( ) ( ) ({ }

( ) ( ){ }
1 2

U x , y , z : x , y , z 0, 1, 1 0

     x , y , z : y z 0 x , y , z c 1, 0, 0 c 0, 1, 1

     span 1, 0, 0 , 0, 1, 1 .

⊥ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = = = +

=

)  

Επειδή τα διανύσµατα  ( )1 1, 0, 0η =   και ( )2 0,1,1η =  είναι κάθετα 

, τα ( )1 2 0η η = ( )1 1 1, 0, 0ξ η= =  και (2
2

2

1 0, 1, 1
2

ηξ
η

= = )  είναι 

ορθοκανονική βάση του . U⊥

β. Τα διανύσµατα 1ξ , 2ξ  του U⊥  και ( )3
1 0, 1, 1
2

ξ = −  του  είναι 

ορθοκανονική βάση του  και σύµφωνα µε τον τύπο στην (Α.) έχουµε   

U

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
1 51 1, 0, 0 0, 1, 1 0, 1, 1
2 2

u u ξ ξ u ξ ξ u ξ ξ= + + = − + − . 

Τότε,   ( ) ( ) ( )1 11, 0, 0 0, 1, 1 1, ,
2 2U u⊥

⎛ ⎞προβ = − = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2

. 

 

*     *     * 

 

 



Θέµα 2ο

Α. Θεωρία  

Β. Επειδή . Συνεπώς,  ( )2 2 1A I= ⇒ µ λ = λ −

2kA I= ,      2k 1A A+ =  

και  

( )1003S I= +A . 

 

*     *     * 

 

Θέµα 3ο

Οι πίνακες  και  είναι όµοιοι, µε συνέπεια: A J

α.  { } { } { }έ έ 1, 2, 3A Jιδιοτιµ ς του ≡ ιδιοτιµ ς του =   και µε την ίδια                  

     αλγεβρική πολλαπλότητα, δηλαδή  

     αλγ. πολ/τα ( )1 5= ,    αλγ. πολ/τα ( )2 3= ,     αλγ. πολ/τα ( )3 2= . 

β.  Η γεωµετρική πολλαπλότητα µιας ιδιοτιµής είναι ίση µε το πλήθος των     

      ιδιοδιανυσµάτων που αντιστοιχούν σε αυτήν.  

     Επειδή στην 1λ =  αντιστοιχούν 2  υποπίνακες Jordan, γεωµ. πολ/τα ( ) .       1 2=

     Όµοια, γεωµ. πολ/τα ( )   και  γεωµ. πολ/τα 2 = 2 ( )3 2= . 

γ.  Ο µεγαλύτερος Jordan υποπίνακας στην  1λ =   είναι 3 3× , συνεπώς  (      )31λ −

      είναι παράγοντας του ελαχίστου πολυωνύµου  ( )µ λ .  Για τον ίδιο λόγο     

      (   και  )22λ − 3λ −  είναι παράγοντες του ( )µ λ .  

      Συνεπώς, .  ( ) ( ) ( ) ( )3 21 2µ λ = λ − λ − λ − 3

23δ.  Αν ,  είναι  ( ) ( ) ( ) ( )4 5p 1 2λ = λ − λ − λ − ( )pB A= .  Επειδή ( )µ λ   διαιρεί το   

        .   ( )p λ ( )pB A⇒ = =O

       

*     *     * 

 



Θέµα 4ο

Α. Οι γραµµές στον πίνακα  είναι ορθοκανονικά διανύσµατα. Αν ,    P ( ),υ = α β

( )0 2 0 c 2u υ = ⇒ α− β = ⇒ = , 1υ   και επιπλέον  5u υ= = .  Συνεπώς 

1 21
2 15

P
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Β. Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής  

4 1 1
1 4 1
1 1 4

A
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο . Οι ιδιοτιµές του  

είναι θετικές, οπότε η επιφάνεια είναι ελλειψοειδές.   

( ) ( )( )26 3δ λ = λ − λ − A

Στην ιδιοτιµή  αντιστοιχεί το ιδιοδιάνυσµα 6λ = [ ]T1 1 1 1x = −  και στην 

,  αντιστοιχούν τα   3λ = [ ]T2 1 1 0x =  και [ ]T3 0 1 1x = .  

Επειδή , µε ορθογωνοποίηση Gram-Schmidt στα  έχουµε 2 3 0x x ≠ 2 ,x x3

[ ]T2 1 1 0x = , 
T

3
1 1 12 2x −⎡′ = ⎣

⎤
⎦ . Έτσι, µε τον µετασχηµατισµό , 

όπου  

x Py=

1 1 1
3 2

1 1 1
3 2 6

1 20
3 6

P
6

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

έχουµε 

( ) ( ) ( )
22 2

2 2 2 31 2
1 2 3 2 2 2

yy y6y 3y 3y 54 1
3 3 2 3 2

+ + = ⇒ + + = . 

      

*     *     * 

 

 

 



Θέµα 5ο

(α)  Επειδή  είναι ορθογώνιος A T 1A A−⇒ = .  

Έστω λ  ιδιοτιµή του 1A −⇒ λ  ιδιοτιµή του ( )1 TA A 1− −= ⇒ λ  ιδιοτιµή του 

, διότι A TI A I Aλ − = λ − . 

(β)  Ο πίνακας   έχει διακεκριµένες ιδιοτιµές για A 0,
2
π⎛θ∈⎜ ⎥⎝ ⎦
⎤  και επιπλέον 

έχουµε . Τότε  Ax x=

( )2 2 2 2 2 2Bx A x Ax x x x x= − συνθ + = − συνθ = − συνθ . 

Εφόσον  και τα ιδιοδιανύσµατα του  είναι κάθετα w x⊥ A 1 2c cw y z⇒ = + , 

όπου ,y z  είναι ιδιοδιανύσµατα του , αντίστοιχα των ιδιοτιµών του , , 

όπου ,  είναι ρίζες του . Τότε 

A 1λ 2λ

1λ 2λ
2 2 1λ − συνθλ +

1 2 1 1 2c c c cAw A 2y Az y z= + = λ + λ ,        2 2
1 1 2 2c cA w y z2= λ + λ  

και  

( ) ( )2 2 2
1 1 1 2 2 2

0 0

2 c 2 1 c 2Bw A w Aw w 1y z 0
= =

= − συνθ + = λ − συνθλ + + λ − συνθλ + = . 

       

*     *     * 
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