
Με τις εντολές
> data <- matrix(scan(file="http://www.math.ntua.gr/~fouskakis/home_prices.txt", 

na.strings="*"), ncol=5, byrow=T)
Read 585 items
> fdata<-as.data.frame(data)
> names(fdata)=c("PRICE", "SQFT", "AGE", "NE", "COR")
αρχικά εισάγονται τα δεδομένα του αρχείου που έχει οριστεί στην παράμετρο 'file' ανά 

γραμμή (byrow=T) σε έναν πίνακα 5 στηλών (ncol=5) και καταχωρούνται στη μεταβλητή 'data'. 
Παράλληλα, ο χαρακτήρας '*' που στο αρχείο συμβολίζει τις αγνοούμενες τιμές αντικαθίσταται 
από το αλφαριθμητικό 'ΝΑ', διότι με αυτή τη συμβολοσειρά «αναγνωρίζει» η R την ύπαρξη 
αγνοούμενης τιμής (na.strings="*"). H R, μετά την διεκπαιρέωση αυτής της διαδικασίας, 
ενημερώνει τον χρήστη εμφανίζοντας στην οθόνη ένα μήνυμα για το πλήθος των στοιχείων που 
«διαβάστηκαν». Έπειτα, σε μια νέα μεταβλητή με το όνομα 'fdata' καταχωρούνται τα ίδια 
δεδομένα, αλλά σε μορφή πλαισίου δεδομένων και όχι πίνακα. Τέλος, θέλοντας να δώσουμε 
όνομα σε κάθε στήλη του πλαισίου, χρησιμοποιούμε την εντολή 'names'.

(i) Περιγραφική ανάλυση των μεταβλητών

• PRICE

Με μία εντολή η R μπορεί να μας εμφανίσει διάφορα μέτρα θέσης και μεταβλητότητας του 
δείγματός μας.

> summary(fdata['PRICE'])
        PRICE     
 Min. : 540  
 1st Qu. : 780  
 Median : 960  
 Mean :1063  
 3rd Qu. :1200  
 Max. :2150
Έχουμε στη σειρά την ελάχιστη τιμή, το πρώτο τεταρτημόριο, τη διάμεσο, τον μέσο, το τρίτο 

τεταρτημόριο και τη μέγιστη τιμή του δείγματός μας. Η δειγματική τυπική απόκλιση είναι
> sd(fdata['PRICE'])
  PRICE 
380.437

Για τον σχεδιασμό του 
ιστογράμματος της μεταβλητής 
PRICE, στην πρώτη παράμετρο 
της παρακάτω εντολής 
χρησιμοποιούμε την πρώτη 
στήλη του πλαισίου δεδομένων 
fdata, επειδή σ'αυτήν αντιστοιχεί 
η συγκεκριμένη μεταβλητή.

> hist(fdata[,1], 
labels=T,xlab="Pirce ($)", 
ylab="Frequency", 
main="Histogram of PRICE")

Οι παράμετροι xlab, ylab και 
main καθορίζουν τους τίτλους 
του γραφήματος, ενώ με την 
λογική παράμετρο labels 
μπορούμε να καθορίσουμε αν 
στο γράφημα θα φαίνεται η 



συχνότητα για κάθε κλάση του ιστογράμματος.
Από τον δειγματικό μέσο, τη δειγματική διάμεσο και το ιστόγραμμα, μπορούμε να 

συμπεράνουμε χονδρικά ότι περισσότερα σπίτια είναι φθηνά παρά ακριβά, σε σχέση με τις 
τιμές του δείγματος.

• SQFT

Εκτελούμε τις ίδιες αριθμητικές και γραφικές μεθόδους για τη μεταβλητή SQFT.
> summary(fdata['SQFT'])
       SQFT     
 Min. : 837  
 1st Qu. :1280  
 Median :1549  
 Mean :1654  
 3rd Qu. :1894  
 Max. :3750
> sd(fdata['SQFT'])
    SQFT 
523.7228
> hist(fdata[,2], labels=T, xlab="Sqare feet of houses", ylab="Frequency", main="Histogram of 

square feet")

Στην εντολή hist για τον σχεδιασμό του ιστογράμματος χρησιμοποιούμε τη δεύτερη στήλη 
του πλαισίου δεδομένων fdata, αφού σ'αυτήν αντιστοιχούν οι τιμές της  SQFT.

Αν και η τυπική 
απόκλιση είναι μεγάλη*, 
βλέπουμε ότι το 77,8% των 
σπιτιών του δείγματός μας 
κυμαίνεται μεταξύ 1000 και 
2000 τετραγωνικών ποδιών. 
Κάτι που σημαίνει ότι το 
μεγαλύτερο μέρος των 
τιμών στο δείγμα μας είναι 
συγκεντρωμένο στο 
συγκεκριμένο διάστημα και 
λίγα σπίτια είναι αυτά που 
ξεφεύγουν έξω από τα όριά 
του. Επίσης, παρατηρούμε 
ότι η δειγματική διάμεσος 
και ο δειγματικός μέσος 
βρίσκονται αρκετά κοντά 
στο μέσο του διαστήματος 
αυτού.

* Ίσως ένας διαισθητικός τρόπος εκτίμησης του μεγέθους της δειγματικής τυπικής απόκλισης είναι η σύκρισή του με το εύρος 
του δείγματος. Στην περίπτωσή μας, η δειγματική τυπική απόκλιση αποτελεί περίπου το ένα πέμπτο του εύρους του 
δείγματος.



• AGE

Στη μεταβλητή αυτή αντιστοιχεί η τρίτη στήλη του πλαισίου δεδομένων 'fdata'. Να 
επισημάνουμε, ότι η μεταβλητή αυτή περιέχει αγνοούμενες τιμές.

> summary(fdata['AGE'])
      AGE       
 Min. : 1.00  
 1st Qu. : 5.75  
 Median :13.00  
 Mean :14.97  
 3rd Qu. :19.25  
 Max. :53.00  
 NA's :49.00
> sd(fdata['AGE'], na.rm=T)
     AGE 
12.66912

Στα αποτελέσματα της εντολής summary, εμφανίζεται άλλο ένα πεδίο, το 'NAs', το οποίο 
δείχνει το πλήθος των αγνοούμενων τιμών. Επίσης σε αντίθεση με τις υπόλοιπες μεταβλητές, 
στην εντολή sd για τον υπολογισμό της δειγματικής τυπικής απόκλισης, χρειάστηκε να 
καθοριστεί ως 'Αληθής' η λογική παράμετρος na.rm (της οποίας η προεπιλεγμένη τιμή είναι 
'Ψευδής') ώστε η R να μην λάβει υπόψη της τις αγνοούμενες τιμές. Διαφορετικά, δεν θα 
μπορούσε να υπολογιστεί η δειγματική τυπική απόκλιση.

Η εντολή για τον σχεδιασμό του θηκογραφήματος είναι η παρακάτω και το θηκογράφημα 
φαίνεται στο σχήμα.

> boxplot(fdata['AGE'], main="Boxplot for AGE")

Παρατηρούμε ότι υπάρχουν 
περισσότερα σπίτια εώς 20 ετών, παρά 
παλαιότερα. Μάλιστα, μέχρι και το 
τρίτο τεταρτημόριο του δείγματος έχει 
τιμή μικρότερη του 20. Επίσης, ο 
δειγματικός μέσος, όπως φαίνεται από 
τα αποτελέσματα της εντολής 
summary, έχει χαμηλή τιμή, 
μικρότερη του 20. Έτσι, το μεγαλύτερο 
μέρος των τιμών της μεταβλητής είναι 
συγκεντρωμένο στο διάστημα [1,20].

Από προεπιλογή, οι αγνοούμενες 
τιμές δεν λαμβάνονται υπόψη.

• ΝΕ

Οι τιμές αυτής της μεταβλητής βρίσκονται στην τέταρτη στήλη του πλαισίου δεδομένων 
fdata. Επειδή πρόκεται για κατηγορική μεταβλητή, δεν έχουν νόημα οι αριθμητικές και 
γραφικές μέθοδοι που χρησιμοποιήθηκαν για τις προηγούμενες μεταβλητές. Έχει νόημα, όμως, 
ο υπολογισμός του πίνακα συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων, καθώς και ο σχεδιασμός του 
τομεογράμματος. Αυτά στην R γίνονται μέσω τον εντολών table (συχνότητες), prop.table 



(σχετικές συχνότητες) και pie (τομεόγραμμα), όπως φαίνεται στις επόμενες γραμμές.
> table(fdata['NE'])
0 1
39 78
> prop.table(table(fdata['NE']))

0 1
0.3333333 0.6666667

Οι πληροφορίες του πίνακα σχετικών συχνοτήτων 
μπορούν να παρουσιαστούν γραφικά με το τομεόγραμμα, 
όπως αναφέρθηκε παραπάνω.

> pie(table(fdata['NE']), main="Pie for NE", labels=c("Not NE", 
"NE"), col=c("thistle", "thistle4"), radius=1)

Ο πίνακας σχετικών συχνοτήτων και το τομεόγραμμα μας 
δείχνουν ότι το 66.7% των σπιτιών του δείγματος βρίσκονται 
στη Βορειοδυτική πλευρά της πόλης.

Με την παράμετρο labels δίνονται ταμπέλες-ονόματα για 
κάθε κυκλικό τομέα του γραφήματος και με την col 
καθορίζονται τα χρώματά του. Η παράμετρος radius 
χρησιμοποιήθηκε για καθαρά αισθητικούς λόγους, ώστε οι 
διαστάσεις του να μεγαλώσουν.

• COR

Η πέμπτη στήλη του πλαισίου δεδομένων fdata αντιστοιχεί στη κατηγορική μεταβλητή 
COR, η οποία περιγράφει αν το σπίτι είναι γωνιακό (1) ή όχι (0).

Θα χρησιμοποιηθούν οι ίδιες αριθμητικές και γραφικές μέθοδοι που χρησιμοποιήθηκαν 
και στην προηγούμενη μεταβλητή (NE).

> table(fdata['COR'])
0 1
95 22
> prop.table(table(fdata['COR']))

0 1
0.8119658 0.1880342

Βλέπουμε ότι μόνο το 18.8% των σπιτιών είναι 
γωνιακά. Η γραφική αναπαράσταση της πληροφορίας 
αυτής μπορεί να γίνει με τομεόγραμμα, όπως φαίνεται 
δεξιά. Στην εντολή της R για τον σχεδιασμό του 
γραφήματος, χρησιμοποιούνται οι ίδιες παράμετροι.

> pie(table(fdata['COR']), main="Pie for COR", 
col=c("wheat3", "wheat"), labels=c("Not COR", "COR"), 
radius=1)

(ii) Τυχαία επιλογή δείγματος από το πλαίσιο δεδομένων fdata

Στην R, υπάρχει η δυνατότητα να διαγράψουμε από το πλαίσιο δεδομένων fdata όλες τις 
γραμμές που ένα τουλάχιστον στοιχείο τους είναι αγνοούμενη τιμή. Kαταχωρούμε το νέο αυτό 
πλαίσιο δεδομένων σε μια νέα μεταβλητή, την fdata1, ώστε να μην «χαθεί» το αρχικό μας 
πλαίσιο δεδομένων.



> fdata1<-na.omit(fdata)
Για την τυχαία επιλογή γραμμών από το νέο πλαίσιο δεδομένων fdata1, δίνουμε σε κάθε 

γραμμή έναν αύξοντα αριθμό. Από το διάνυσμα αυτό που περιέχει τους αύξοντες αριθμούς, η 
sample «διαλέγει» 65, με την παρακάτω εντολή.

> inc<-sample(1:nrow(fdata1),65)
Η εντολή nrow επιστρέφει τον αριθμό των γραμμών της fdata1. Έτσι, με την εντολή sample 

επιλέχθηκαν τυχαία 65 στοιχεία από το διάνυσμα που περιέχει τους αύξοντες αριθμούς των 
γραμμών του fdata1.

Μένει τώρα να κατασκευάσουμε έναν πίνακα ο οποίος θα περιέχει τα στοιχεία του fdata1 
εκείνα που αντοιστοιχούν στις γραμμές που «επιλέχθηκαν» από την R μέσω της sample και 
καταχωρήθηκαν στο διάνυσμα inc. Ο κώδικας για την υλοποίηση αυτής της διαδικασίας είναι ο 
παρακάτω.

> samp<-matrix(ncol=5, nrow=65)
> for (k in 1:length(inc)){
+ for (j in 1:5){
+ samp[k,j]<-fdata1[inc[k],j]
+ }
+ }

Αρχικά, δημιουργεί έναν πίνακα 5 στηλών (ncol=5) και 65 γραμμών (nrow=65), όλα τα 
στοιχεία του οποίου είναι αγνοούμενες τιμές (έχουν τιμή NA) από προεπιλογή. Έπειτα, ξεκινάει 
βρόγχος for, ο οποίος επαναλαμβάνεται τόσες φορές όσα είναι τα στοιχεία του διανύσματος inc, 
δηλαδή 65 φορές. Μέσα στον βρόγχο αυτό, έχουμε άλλον έναν βρόγχο for ο οποίος 
αντικαθιστά κάθε γραμμή του αρχικοποιημένου πίνακα samp με τα στοιχεία της γραμμής του 
fdata που αντιστοιχεί στον αύξοντα αριθμό που περιέχεται στο k-οστό στοιχείο του inc.

Έτσι, ο πίνακας samp αποτελεί το δείγμα πάνω στο οποίο θα εργαστούμε από εδώ και στο 
εξής. Κατά την αρχικοποίηση του πίνακα samp, θα μπορούσαμε να δώσουμε οποιαδήποτε άλλη 
τιμή στα στοιχεία του (για παράδειγμα, το μηδέν). Σε κάθε περίπτωση, το αποτέλεσμα θα ήταν 
το ίδιο, αφού όλα τα στοιχεία στο τέλος αντικαθίστανται και παίρνουν συγκεκριμένες τιμές.

(iii-iv) Προσαρμογή απλού γραμμικού μοντέλου στις μεταβλητές 'PRICE' (μεταβλητή 
απόκρισης) και 'SQFT' (επεξηγηματική μεταβλητή)

Για λόγους ευκολίας, ας δημιουργήσουμε δύο νέα διανύσματα price και sqft στα οποία θα 
καταχωρηθούν τα δεδομένα του δείγματός μας για τις μεταβλητές PRICE και SQFT, όπου η 
πρώτη αντιστοιχεί στην πρώτη στήλη και η δεύτερη στη δεύτερη στήλη του πίνακα samp.

> price<- samp[,1]
> sqft<- samp[,2]

Προσαρμόζουμε τα απλό γραμμικό μοντέλο στα δεδομένα αυτά και καταχωρούμε τα 
αποτελέσματα σε μια μεταβλητή με όνομα 'res'.

> res <- lm(price~sqft)

Το διάγραμμα διασποράς και η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων σχεδιάζονται με τις παρακάτω 
εντολές και φαίνονται στο επόμενο σχήμα.

> plot(sqft, price, xlab="Square Feet", ylab="Price ($)", main="Plot for PRICE and SQFT and Least 
Sqare Line")

> abline(res)

Από το διάγραμμα, η χρήση του απλού γραμμικού μοντέλου ως μοντέλου παλινδρόμησης 
για τις μεταβλητές αυτές φαίνεται να ευσταθεί.



Πληκτρολογώντας 'res' στη γραμμή 
εντολών του R, εμφανίζονται 
επιγραμματικά τα αποτελέσματα της 
προσαρμογής του απλού γραμμικού 
μοντέλου στα δεδομένα μας.
> res

Call:
lm(formula = price ~ sqft)

Coefficients:
(Intercept)         sqft  
   -81.9120       0.7094

Οι εκτιμήτριες a και b των 
συντελεστών του μοντέλου, όπου
Y=ab X , είναι a=−81.91 και
b=0.71 . Αυτό σημαίνει ότι η 

αναμενόμενη τιμή Yαυξάνεται κατά περίπου 0.71 χιλιάδες δολάρια, όταν η τιμή του Χ 
αυξάνεται κατά ένα τετραγωνικό πόδι (square foot). Ενώ, ο μέσος όρος του

Y
είναι περίπου -82 

χιλιάδες δολάρια, όταν Χ=0. Προφανώς, η ερμηνεία της
a

στην περίπτωσή μας είναι καθαρά 
θεωρητική, αφού δεν υπάρχει σπίτι μηδενικής έκτασης, δηλαδή δεν γίνεται η τυχαία μεταβλητή 
Χ να πάρει τιμή 0.

Η κατασκευή 95% διαστημάτων εμπιστοσύνης για τις εκτιμήτριές μας γίνεται ως εξής.
> confint(res)
                            2.5 %        97.5 %
(Intercept) -251.9269095 88.1029857
sqft                0.6166782   0.8022115
Στην εντολή αυτή δεν χρειάστηκε να δοθεί κάποια παράμετρος για τον συντελεστή 

εμπιστοσύνης, καθώς από προεπιλογή είναι 95%. Το διάστημα εμπιστοσύνης για την 
παράμετρο a είναι [-251.927, 88.103], ενώ για την παράμετρο b είναι [0.6167, 0.8022].

Μια αναλυτικότερη παρουσίαση των αποτελεσμάτων της προσαρμογής του απλού 
γραμμικού μοντέλου στα δεδομένα μας γίνεται με την παρακάτω εντολή.

> summary(res)

Call:
lm(formula = price ~ sqft)

Residuals:
     Min       1Q   Median       3Q      Max 
-565.095  -83.715   -1.953   96.086  680.727 

Coefficients:
                   Estimate   Std. Error  t value  Pr(>|t|)    
(Intercept) -81.91196   85.07807  -0.963     0.339    
sqft              0.70944     0.04642  15.283   <2e-16 ***
---
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 189.2 on 63 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7876,     Adjusted R-squared: 0.7842 
F-statistic: 233.6 on 1 and 63 DF,  p-value: < 2.2e-16

Το πεδίο «Call» δείχνει ότι το δείγμα από το οποίο αντλήθηκαν πληροφορίες για τον 



προσδιορισμό των συντελεστών του μοντέλου και γενικότερα για την προσαρμογή του απλού 
γραμμικού μοντέλου είναι τα ζεύγη (PRICEi, SQFTi), i=1,2,...,65.

Το πεδίο «Residuals» αναφέρεται στα υπόλοιπα που προέκυψαν από τη διαδικασία 
προσαρμογής του μοντέλου πάνω στο δείγμα. Στη σειρά, δείχνει το ελάχιστο, το πρώτο 
τεταρτημόριο, τη διάμεσο, το τρίτο τεταρτημόριο και το μέγιστο των υπολοίπων.

Το πεδίο «Coefficients» δίνει τα αποτελέσματα για την εκτίμηση των συντελεστών μας, το 
τυπικό τους σφάλμα, τα στατιστικά ελέγχου για το καθένα και την Ρ-τιμή τους για τους ελέγχους 
υποθέσεων (i) H a0 : a=0 με εναλλακτική H a1 : a≠0 και (ii) H b0 : b=0 με εναλλακτική H b1 : b≠0 . 
Βλέπουμε ότι η Ρ-τιμή της (i) δεν μας επιτρέπει να απορρίψουμε τη μηδενική υπόθεση ότι η
a=0 , ενώ με την Ρ-τιμή της (ii) αποδεχόμαστε την εναλλακτική ότι η b είναι διάφορη του 

μηδενός. Τα αποτελέσματα αυτά επαληθεύονται και από τα διαστήματα εμπιστοσύνης που 
κατασκευάστηκαν προηγουμένως, όπου το διάστημα εμπιστοσύνης για την a περιέχει το μηδέν, 
ενώ αυτό για την b δεν περιέχει το μηδέν.

Το πεδίο «Signif. codes» δίνει μια επεξήγηση των αστεριών που φαίνονται δεξιά από τις Ρ-
τιμές του προηγούμενου πεδίου, τα οποία αστέρια αποτελούν μια γραφική αναπαράσταση του 
επιπέδου σημαντικότητας του κάθε ελέγχου.

Στα πεδία που ακολουθούν το «Signif. codes», βλέπουμε ότι το τυπικό σφάλμα της 
παλινδρόμησης είναι 189.2 χιλιάδες δολάρια και ακολουθεί κατανομή Student με 63 βαθμούς 
ελευθερίας. Ο συντελεστής προσδιορισμού είναι 0.79, ενώ ο διορθωμένος συντελεστής 
προσδιορισμού είναι 0.78. Οι τρεις αυτές τιμές, αποτελούν μέτρα για το κατά πόσο καλή 
προσαρμογή του γραμμικού μοντέλου έχουμε στα δεδομένα μας. Στην τελευταία γραμμή 
εμφανίζονται τα αποτελέσματα του F ελέγχου για τον έλεγχο της υπόθεσης (ii), όπου βλέπουμε 
ότι το στατιστικό ελέγχου έχει τιμή 233.6 και ακολουθεί Snedecor με 1 και 63 βαθμούς 
ελευθερίας και η Ρ-τιμή είναι 2.2×10−16 , αρκετά μικρή, ώστε για ακόμα μια φορά να 
απορριφθεί η μηδενική υπόθεση ότι b=0 .

(v) Έλεγχος προϋποθέσεων του απλού γραμμικού μοντέλου που προσαρμόσαμε παραπάνω

• Γραμμικότητα

Η προϋπόθεση της γραμμικότητας ελέγχθηκε παραπάνω με τον σχεδιασμό του 
διαγράμματος διασποράς και της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων.

• Ομοσκεδαστικότητα

Από τα παρακάτω διαγράμματα, όπου το αριστερό δείχνει την τιμή της επεξηγηματικής 
μεταβλητής και το δεξί τις προβλεπόμενες τιμές και τα δύο συναρτήσει των υπολοίπων, 
βλέπουμε ότι η υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας ισχύει, αφού τα σημεία δεν ακολουθούν 
κάποιον συστηματικό τρόπο συμπεριφοράς.

> par(mfrow=c(1,2))
> plot(res$res, res$fitted, main="(res, fitted)")
> plot(res$res, sqft, main="(res, sqft)")

Με την πρώτη εντολή, ανοίγει ένα παράθυρο με δύο «θέσεις» για γραφήματα. Με τη 
δεύτερη εντολή κατασκευάζεται το διάγραμμα των υπολοίπων συναρτήσει των προβλεπόμενων 
τιμών και αυτομάτως μπαίνει στην «πρώτη θέση» (δεξιά) του παραθύρου και με την τρίτη εντολή 
κατασκευάζεται το διάγραμμα των υπολοίπων συναρτήσει των τιμών της επεξηγηματικής 
μεταβλητής και μπαίνει στη «δεύτερη θέση» (αριστερά). Και στις δύο εντολές plot, η 
παράμετρος main ορίζει τον τίτλο του γραφήματος.



• Ανεξαρτησία των σφαλμάτων

Η προϋπόθεση αυτή ελέγχεται με το παρακάτω γράφημα, όπου εμφανίζονται τα υπόλοιπα 
με τη σειρά των δεδομένων μας. Η τυχαιότητα των σημείων του γραφήματος είναι φανερή και 
έτσι εξασφαλίζεται η ισχύς της υπόθεσης της ανεξαρτησίας των σφαλμάτων.

> plot(res$res, main="Plot for residuals", ylab="Residuals")

Διαγράμματα της επεξηγηματικής μεταβλητής και το δεξί τις προβλεπόμενες τιμές και τα δύο συναρτήσει 
των υπολοίπων



• Κανονικότητα των 
σφαλμάτων

Μένει να ελέγξουμε την 
κανονικότητα των σφαλμάτων. Για 
τον σκοπό αυτό σχεδιάζουμε το 
γράφημα των δειγματικών 
ποσοστημορίων των σφαλμάτων 
σε σύγκριση με τα θεωρητικά 
ποσοστημόρια της Κανονικής 
Κατανομής.

> qqnorm(res$res)
> qqline(res$res)

Οι αποκλίσεις των 
δειγματικών ποσοστημορίων από 
τα θεωρητικά δεν είναι μεγάλες. 
Έτσι μπορεί να υποτεθεί η 
κανονικότητα των σφαλμάτων.

Όλες οι προϋποθέσεις, 
λοιπόν, για την χρήση του απλού 
γραμμικού μοντέλου στα 
δεδομένα μας ικανοποιούνται.

(vi-vii) Προσαρμογή γενικού γραμμικού μοντέλου στο δείγμα

Η μεταβλητή απόκρισης είναι η PRICE, ενώ οι υπόλοιπες είναι επεξηγηματικές. Εκτός από 
τις PRICE και SQFT, για τις οποίες ήδη υπάρχουν διανύσματα, δημιουργούμε, για δική μας 
διευκόλυνση, διανύσματα και για τις άλλες τρεις μεταβλητές, όπου η κάθε μια αντιστοιχεί σε μια 
στήλη της samp.

> age <- samp[,3]
> ne <- samp[,4]
> cor <- samp[,5]
Οι μεταβλητές ΝΕ και COR είναι κατηγορικές με δύο κατηγορίες η κάθε μία. Επομένως, σε 

κάθε κατηγορική μεταβλητή αντιστοιχεί μία μόνο εικονική μεταβλητή. Αν θεωρήσουμε ότι η 
κατηγορία αναφοράς για τη ne είναι «το σπίτι δεν βρίσκεται στην βορειοδυτική πλευρά της 
πόλης», που αντιστοιχεί στην τιμή 0, και ότι για την cor είναι «δεν είναι γωνιακό σπίτι», που 
αντιστοιχεί πάλι στη τιμή 0, τότε δεν υπάρχει ουσιαστικός λόγος να δημιουργηθούν οι εικονικές 
μεταβλητές. H R θα βγάλει τα ίδια αποτελέσματα.

Η εντολή της R που θα προσαρμόσει το γενικό γραμμικό μοντέλο στα δεδομένα μας είναι
> mod <- lm(price ~ sqft + age + ne + cor)

Έτσι, εκτιμώνται οι παράμετροι a ,bsqft , bage , bne και bcor , του μοντέλου
PRICE=absqft⋅SQFTbage⋅AGEbne⋅NEbcor⋅COR . Η παράμετρος a , εκφράζει το μέσο της 

τιμής των σπιτιών, αν είναι μηδενικών τετραγωνικών μέτρων, νεόχτιστα (μηδενικής ηλικίας), 
εκτός βορειοδυτικής πλευράς της πόλης και μη γωνιακά. Φυσικά, η ερμηνεία της παραμέτρου 
αυτής μένει στο θεωρητικό επίπεδο μόνο, αφού πρακτικά δεν μπορούν να υπάρξουν σπίτια 
μηδενικής έκτασης. Η παράμετρος bsqft εκφράζει τη μεταβολή της τιμής ενός σπιτιού, αν 
μεταβληθεί η SQFT κατά μία μονάδα και όλες οι υπόλοιπες μεταβλητές παραμείνουν σταθερές. 
Αντίστοιχα, η bage εκφράζει τη μεταβολή της τιμής ενός σπιτιού, αν η AGE μεταβληθεί κατά μία 



μονάδα και οι υπόλοιπες μεταβλητές μείνουν ίδιες. Η bne  (αντίστοιχα, bcor )εκφράζει τη 
μεταβολή της τιμής ενός σπιτιού αν η μεταβλητή ΝΕ (αντίστοιχα, COR) αλλάξει τιμή (από 0 
γίνει 1 ή αντίστροφα) και όλες οι υπόλοιπες μείνουν ίδιες. Επειδή η κατηγορία αναφοράς είναι 
η 0, μια αλλαγή της τιμής της κατηγορικής μεταβλητής από το 0 στο 1, έχει ως αποτέλεσμα 
μεταβολή της τιμής του σπιτιού, PRICE, κατά bne ή bcor (ανάλογα σε ποια μεταβλητή 
αναφερόμαστε), ενώ μια μεταβολή από το 1 στο 0, μεταβάλλει την PRICE κατά −bne ή −bcor .

Η κατασκευή 95% διαστημάτων εμπιστοσύνης για τις εκτιμήτριες των παραμέτρων γίνεται 
με την εντολή

> confint(mod)
  2.5 %         97.5 %

(Intercept) -178.4700049 183.8160046
sqft       0.6121002     0.8088601
age               -6.9462415     0.7012043
ne1  -136.4578593   73.9894719
cor1  -190.9979955   27.9548268

Βλέπουμε, ότι τα διαστήματα εμπιστοσύνης για την εκτίμηση των παραμέτρων a ,bage ,bne και
bcor περιέχουν το 0, που σημαίνει ότι σε έναν έλεγχο για κάθε μία από αυτές τις παραμέτρους 
(ξεχωριστά από τις υπόλοιπες) της υπόθεσης να είναι μηδενική με εναλλακτική να μην είναι, 
δεν θα μπορούμε να απορρίψουμε τη μηδενική.

Με την εντολή summary η R παρουσιάζει λεπτομέρειες για την προσαρμογή του γενικού 
γραμμικού μοντέλου στα δεδομένα μας.

> summary(mod)

Call:
lm(formula = price ~ sqft + age + ne + cor)

Residuals:
        Min          1Q   Median          3Q        Max 
-461.701 -108.092     4.679  105.935  672.014 

Coefficients:
                Estimate   Std. Error   t value Pr(>|t|)    
(Intercept) 2.67300    90.55802   0.030    0.977    
sqft            0.71048     0.04918  14.446   <2e-16 ***
age           -3.12252     1.91158  -1.633    0.108    
ne           -31.23419   52.60400  -0.594    0.555    
cor          -81.52158   54.73006  -1.490    0.142    
---
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 183.5 on 60 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8098,     Adjusted R-squared: 0.7971 
F-statistic: 63.87 on 4 and 60 DF,  p-value: < 2.2e-16

Στο πεδίο «Call» εμφανίζονται βασικά στοιχεία του μοντέλου που εφαρμόσαμε. Με 
μεταβλητή απόκρισης την price και επεξηγηματικές όλες τις υπόλοιπες, εφαρμόσαμε το γενικό 
γραμμικό μοντέλο.

Στο πεδίο «Residuals» εμφανίζονται μέτρα θέσης και μεταβλητότητας για τα υπόλοιπα του 
μοντέλου. Στη σειρά είναι το ελάχιστο, το πρώτο τεταρτημόριο, η διάμεσος, το τρίτο 
τεταρτημόριο και το μέγιστο των υπολοίπων.

Στο πεδίο «Coefficients» εμφανίζεται ένας πίνακας που στην κάθε του γραμμή δείχνει την 
εκτίμηση, το τυπικό της σφάλμα, την τιμή του στατιστικού ελέγχου και την Ρ-τιμή της εκτίμησης 
της κάθε παραμέτρου. Στην πρώτη γραμμή (Intercept) είναι τα στοιχεία της εκτίμησης a της 
παραμέτρου a , στις επόμενες γραμμές έχουμε στη σειρά τα στοιχεία για την εκτίμηση των
bsqft , bage , bne και bcor . Στο τέλος του πεδίου αυτού, η γραμμή «Signif. codes» επεξηγεί τον 
συμβολισμό (αστεράκια ή τελείες) που υπάρχει δεξιά από την Ρ-τιμή κάθε εκτιμώμενης 



παραμέτρου.
Στις τελευταίες τρεις γραμμές παίρνουμε πληροφορίες για το τυπικό σφάλμα των 

υπολοίπων, τον συντελεστή προσδιορισμού, τον διορθωμένο συντελεστή προσδιορισμού και 
τον F-έλεγχο της υπόθεσης H 0: bsqft=bage=bne=bcor=0 με εναλλακτική ότι τουλάχιστον μία 
παράμετρος είναι μη μηδενική. Το τυπικό σφάλμα των υπολοίπων έχει τιμή 183.5 και 
ακολουθεί κατανομή Student με 60 βαθμούς ελευθερίας. Ο συντελεστής προσδιορισμού είναι 
0.81 και ο διορθωμένος είναι 0.80. Αρκετά υψηλές τιμές που μας δείχνουν ότι η προσαρμογή 
του μοντέλου είναι καλή. Στον έλεγχο της υπόθεσης H0 μέσω του F-ελέγχου, το στατιστικό 
ελέγχου έχει τιμή 63.87 και ακολουθεί κατανομή Snedecor με 4 και 60 βαθμούς ελευθερίας, 
ενώ η Ρ-τιμή είναι 2.2×10−16 , κάτι που δεν μας επιτρέπει να αποδεχτούμε την μηδενική 
υπόθεση.

(viii) Έλεγχος προϋποθέσεων για την προσαρμογή του γενικού γραμμικού μοντέλου

• Γραμμικότητα

Στην περίπτωση που οι επεξηγηματικές μεταβλητές είναι μεταξύ τους ασυσχέτιστες, ο 
έλεγχος της γραμμικότητας στο γενικό γραμμικό μοντέλο παλινδρόμησης μπορεί να γίνει όπως 
και στο απλό γραμμικό μοντέλο, για κάθε επεξηγηματική μεταβλητή. Αν όμως οι επεξηγηματικές 
μεταβλητές συσχετίζονται, τότε ελέγχουμε τη γραμμικότητα των μερικών υπολοίπων της κάθε 
μιας επεξηγηματικής μεταβλητής σε σχέση με τις τιμές της μεταβλητής αυτής. Αυτό 
επιτυγχάνεται με τον σχεδιασμό, σε ένα γράφημα, των ζευγών (xi, pi), όπου xi οι τιμές της 
επεξηγηματικής μεταβλητής και pi τα μερικά της υπόλοιπα.

Βέβαια, ο έλεγχος της γραμμικότητας μεταξύ μιας ποσοτικής (είτε πρόκειται για μερικό 
υπόλοιπο, είτε για μεταβλητή απόκρισης) και μιας κατηγορικής μεταβλητής δεν έχει νόημα, 
αφού η μία παίρνει τιμές από ένα συνεχές πεδίο άπειρων σημείων, ενώ η άλλη παίρνει τιμές 
από ένα διακριτό πεδίο πεπερασμένου πλήθους σημείων. Άλλωστε, αυτό φαίνεται και με τον 
σχεδιασμό ενός γραφήματος (xi, pi) από το γεγονός ότι το γράφημα θα έχει σημεία μόνο πάνω 
στις ευθείες x=0 και x=1. Συμπερασματικά, ο έλεγχος της γραμμικότητας έχει κάποια ουσία 
μόνο για τις SQFT και AGE που είναι οι ποσοτικές επεξηγηματικές μεταβλητές του δείγματός 
μας.

Όπως φαίνεται παρακάτω, οι μεταβλητές αυτές δεν είναι ασυσχέτιστες, αφού ο συντελεστής 
συσχέτισής τους δεν είναι μηδενικός.

> cor(sqft, age)
[1] -0.06796094

Επομένως, προχωράμε με τον έλεγχο γραμμικότητας των μερικών τους υπολοίπων, 
πληκτρολογώντας τις παρακάτω εντολές, και τα αποτελέσματα φαίνονται στα επόμενα 
γραφήματα, στα οποία παρατηρούμε ότι και για τις δύο μεταβλητές η υπόθεση της 
γραμμικότητας είναι εύλογη.

> par(mfrow=c(1,2))
> plot(sqft,residuals(mod, "partial")[,1], xlab="SQFT", ylab="Partial residuals", main="Linearity 

Check for SQFT")
> plot(age,residuals(mod, "partial")[,2], xlab="AGE", ylab="Partial residuals", main="Linearity check 

for AGE")
Τα σημεία των παρακάτω δύο διαγραμμάτων ακολουθούν στατιστικά γραμμική 

συμπεριφορά, επομένως η προϋπόθεση της γραμμικότητας ισχύει.



• Κανονικότητα των σφαλμάτων

Η προϋπόθεση αυτή μπορεί να 
ελεγχθεί με το γράφημα των 
δειγματικών ποσοστημορίων των 
σφαλμάτων σε σύγκριση με τα 
θεωρητικά ποσοστημόρια της 
Κανονικής Κατανομής, αλλά και με 
την εντολή density.

Ο πρώτος τρόπος μας δίνει τα 
αποτελέσματα που φαίνονται στο 
σχήμα αριστερά.
> qqnorm(mod$res)
> qqline(mod$res)

Τα αποτελέσματα του δεύτερου τρόπου φαίνονται στο επόμενο σχήμα δεξιά.
> plot(density(mod$res), main="Density of errors")



Παρατηρούμε ότι η 
συνάρτηση κατανομής που 
ακολουθούν τα σφάλματα μοιάζει 
πολύ με την Κανονική 
Συνάρτηση Κατανομής. Επίσης, 
τα δειγματικά ποσοστημόρια του 
προηγούμενου γραφήματος δεν 
αποκλίνουν πολύ από τα 
θεωρητικά.

Και με τους δύο τρόπους 
γίνεται φανερό ότι τα σφάλματα 
που προέκυψαν από την 
προσαρμογή του γενικού 
γραμμικού μοντέλου στα 
δεδομένα μας ακολουθούν με 
πολύ καλή προσέγγιση την 
Κανονική Κατανομή.

• Ομοσκεδαστικότητα

Η ομοσκεδαστικότητα των σφαλμάτων ικανοποιείται όταν η διασπορά τους είναι σταθερή 
και ανεξάρτητη της τιμής της επεξηγηματικής μεταβλητής. Αυτό μπορεί να φανεί μέσω ενός 
γραφήματος των σφαλμάτων σε συνάρτηση με τις αναμενόμενες τιμές της PRICE για τις 
επεξηγηματικές μεταβλητές που παρατηρήθηκαν. Βλέπουμε ότι τα σημεία του γραφήματος είναι 
ακανόνιστα και δεν ακολουθούν κάποια συγκεκριμένη συμπεριφορά, άρα η προϋπόθεση 
ικανοποείται.

> plot(mod$fitted, mod$res, main="(fitted, residuals)", xlab="Fitted", ylab="Residuals")



• Ανεξαρτησία των σφαλμάτων

Το ίδιο τυχαία και ακανόνιστα είναι 
και τα σημεία του δεξιά γραφήματος, 
όπου απεικονίζει τα σφάλματα σε σχέση 
με τη σειρά των δεδομένων. Έτσι και η 
υπόθεση της ανεξαρτησίας των 
σφαλμάτων ικανοποιείται.

> plot(mod$res, main="Residuals in the 
order of our data", ylab="Residuals")

Όλες, λοιπόν, οι προϋποθέσεις για 
την προσαρμογή του γενικού γραμμικού 
μοντέλου στα δεδομένα μας ισχύουν.

(ix) Πρόβλεψη τιμής πάνω στο γενικό γραμμικό μοντέλο που προσαρμόσαμε

Θέλουμε να προβλέψουμε την τιμή ενός σπιτιού μη γωνιακού, 2500 τετραγωνικών ποδιών, 
ηλικίας 5 ετών, που βρίσκεται στη βορειοδυτική πλευρά της πόλης. Αυτό σημαίνει, ότι δίνουμε 
τις τιμές αυτές στις επεξηγηματικές μεταβλητές και, με βάση τις εκτιμήσεις των συντελεστών του 
μοντέλου που έχουμε κάνει, υπολογίζουμε την αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής απόκρισης 
PRICE. Συγκεκριμένα, θέτουμε SQFT=2500, AGE=5, COR=0 και NE=1. Παράλληλα, θέλουμε 
να υπολογίσουμε και ένα 95% διάστημα εμπιστοσύνης για την προβλεπόμενη τιμή.

Η διαδικασία αυτή μπορεί να γίνει με την εντολή predict της R, η οποία, εκτός από την 
αναμενόμενη τιμή, μας δίνει και ένα διάστημα εμπιστοσύνης με το επίπεδο σημαντικότητας που 
ορίζουμε εμείς. Η εντολή που δίνουμε στην R είναι η παρακάτω. Στην πρώτη παράμετρο 
θέτουμε το προσαρμοσμένο γενικό γραμμικό μοντέλο, δηλαδή, λέμε στην R σύμφωνα με ποιες 
παραμέτρους που έχει εκτιμήσει να υπολογίσει την αναμενόμενη τιμή. Στη δεύτερη παράμετρο 
δίνουμε τις τιμές των επεξηγηματικών μεταβλητών για τις οποίες θέλουμε να γίνει η πρόβλεψη. 
Στη τρίτη παράμετρο δηλώνουμε ότι, μαζί με την προβλεπόμενη τιμή, θέλουμε να υπολογιστεί 
κι ένα διάστημα εμπιστοσύνης με το επιθυμητό επίπεδο σημαντικότητας. Εδώ, το επίπεδο 
σημαντικότητας είναι 0.05, αλλά δεν χρειάζεται να το ορίσουμε σε κάποια παράμετρο, αφού 
τόσο είναι από προεπιλογή.

> predict(mod, list(sqft=2500, age=5, ne=1, cor=0), int="c")
             fit           lwr          upr
1 1732.027 1640.515 1823.538

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της R, η τιμή ενός τέτοιου σπιτιού είναι 1732 χιλιάδες 
δολάρια και το 95% διάστημα εμπιστοσύνης για την πρόβλεψη αυτή είναι [1640.5, 1823.5].

(x) Προσαρμογή γενικού γραμμικού μοντέλου με νέα επεξηγηματική μεταβλητή AGE_NEW 
αντί της AGE

Για την δημιουργία της νέας κατηγορικής μεταβλητής AGE_NEW εκτελούμε τον παρακάτω 
κώδικα στην R.



> age_new<-c()
> for (i in 1:length(age)){
+ if (age[i]<=10)
+ age_new[i]<-0
+ else{
+ if (age[i]>10 && age[i]<=20)
+ age_new[i]<-1
+ else
+ age_new[i]<-2
+ }
+ }

Στην πρώτη γραμμή δημιουργείται το διάνυσμα age_new στο οποίο θα καταχωρηθούν ως 
στοιχεία οι τιμές της νέας μεταβλητής. Στην επόμενη γραμμή, δημιουργείται βρόγχος for κατά 
τον οποίο, ανάλογα την εκάστοτε τιμή της μεταβλητής AGE, που ελέγχεται μέσω των εκφράσεων 
if … else , παίρνει την αντίστοιχη τιμή η μεταβλητή AGE_NEW και αυτή καταχωρείται στην 
αντίστοιχη θέση του διανύσματος age_new. Προφανώς, η επανάληψη γίνεται τόσες φορές όσα 
είναι τα στοιχεία του διανύσματος age που περιέχει τις τιμές της AGE.

Αφού έχουμε δημιουργήσει το διάνυσμα που περιέχει τις τιμές της νέας μεταβλητής, 
δίνουμε την παρακάτω εντολή, ώστε η R όντως να την «αντιληφθεί» ως κατηγορική μεταβλητή 
και όχι απλά ως ένα διάνυσμα που περιέχει ακέραιους αριθμούς.

> age_new <- as.factor(age_new)

Μπορούμε πλέον να εφαρμόσουμε το γενικό γραμμικό μοντέλο στα δεδομένα μας και να 
δούμε τις εκτιμήσεις των συντελεστών του.

> mod_new<-lm(price ~ sqft + age_new + ne + cor)
> mod_new

Call:
lm(formula = price ~ sqft + age_new + ne + cor)

Coefficients:
(Intercept)            sqft     age_new1     age_new2               ne               cor
   -2.03437      0.70806    -96.93274   -120.33213     -0.02034    -84.38857

Το γενικό γραμμικό μοντέλο προσαρμοσμένο στα νέα μας δεδομένα έχει 6 συντελεστές αντί 
για 5 που είχε το γενικό γραμμικό μοντέλο που είχαμε προσαρμόσει στα προηγούμενα 
δεδομένα. Αυτό συμβαίνει επειδή η μεταβλητή AGE_NEW είναι κατηγορική με τρεις 
κατηγορίες. Επομένως, για να γίνει σωστά η προσαρμογή του μοντέλου δημιουργούνται δύο 
εικονικές μεταβλητές, η AGE_NEW1 και η AGE_NEW2 οι οποίες έχουν δύο κατηγορίες. Γι'αυτό 
άλλωστε ήταν απαραίτητο να επεξεργαστούμε το διάνυσμα new_age, ώστε να το 
«αντιλαμβάνεται» η R ως κατηγορική μεταβλητή. Η AGE_NEW1 παίρνει την τιμή 1 όταν το σπίτι 
είναι από 10 έως και 20 ετών και τιμή 0 για κάθε άλλη περίπτωση, ενώ η AGE_NEW2 παίρνει 
τιμή 1 όταν το σπίτι είναι άνω των 20 ετών. Όταν και οι δύο αυτές εικονικές μεταβλητές έχουν 
τιμή 0, τότε το σπίτι είναι, προφανώς, έως και 10 ετών. Οι εικονικές μεταβλητές που έχουν 
δημιουργηθεί αφορούν τις κατηγορίες 1 και 2 της μεταβλητής AGE_NEW. Επομένως, η 
κατηγορία αναφοράς είναι η κατηγορία 0 της AGE_NEW, για την οποία δεν υπάρχει αντίστοιχη 
εικονική μεταβλητή, και αυτή είναι που αντιστοιχεί στην κατάσταση «το σπίτι είναι το πολύ 10 
ετών».

Το γενικό γραμμικό μοντέλο παλινδρόμησης είναι της μορφής
PRICE=absqft⋅SQFTbage1⋅AGE _ NEW1bage2⋅AGE _ NEW2bne⋅NEbcor⋅COR

Η παράμετρος a εκφράζει τη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής PRICE όταν όλες οι 
υπόλοιπες έχουν τιμή μηδέν, δηλαδή όταν το σπίτι δεν είναι γωνιακό, ούτε βρίσκεται στη 
βορειοδυτική πλευρά της πόλης, έχει μηδενική έκταση και ηλικιακά δεν είναι ούτε μεγαλύτερο 
των 10 ετών, ούτε μεγαλύτερο των 20 ετών, άρα είναι έως και 10 ετών. Κάθε μία από τις 



υπόλοιπες παραμέτρους εκφράζει τη μεταβολή της PRICE όταν μεταβάλλεται η αντίστοιχη 
επεξηγηματική μεταβλητή κατά μία μονάδα, ενώ όλες οι άλλες παραμένουν ίδιες.

Οι συντελεστές του μοντέλου εκτιμώνται όπως φαίνεται παραπάνω, στα αποτελέσματα της 
προσαρμογής του γενικού γραμμικού μοντέλου στα δεδομένα αυτά. Η κατασκευή 95% 
διαστημάτων εμπιστοσύνης για τις παραμέτρους γίνεται με την εξής εντολή.

> confint(mod_new)
                              2.5 %          97.5 %
(Intercept)   -180.0150673 175.9463219
sqft                  0.6079182     0.8082055
age_new1    -222.2188813   28.3534040
age_new2    -241.5025582     0.8383026
ne               -117.9158122 117.8751383
cor              -192.8373015   24.0601542

Όπως και στις προηγούμενες περιπτώσεις, δεν χρειάστηκε στις παραμέτρους της εντολής να 
ορίσουμε το επίπεδο σημαντικότητας, γιατί από προεπιλογή είναι 0.05.

(xi) Αναλυτική παρουσίαση του γενικού γραμμικού μοντέλου που προσαρμόσαμε και 
έλεγχος προϋποθέσεων

Με την εντολή summary μπορούμε να δούμε με λεπτομέρειες τα αποτελέσματα της 
προσαρμογής του γενικού γραμμικού μοντέλου στα δεδομένα μας.

> summary(mod_new)

Call:
lm(formula = price ~ sqft + age_new + ne + cor)

Residuals:
      Min       1Q  Median       3Q      Max 
-436.44  -96.16     0.87   92.09  724.11 

Coefficients:
                   Estimate    Std. Error       t value   Pr(>|t|)    
(Intercept)    -2.03437   88.94608       -0.023   0.9818    
sqft               0.70806    0.05005       14.148   <2e-16 ***
age_new1   -96.93274   62.61191       -1.548   0.1269    
age_new2 -120.33213   60.55508       -1.987   0.0516 .  
ne             -0.02034   58.91841 -0.000345   0.9997    
cor           -84.38857   54.19739       -1.557   0.1248    
---
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 182.3 on 59 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8153,     Adjusted R-squared: 0.7996 
F-statistic: 52.08 on 5 and 59 DF,  p-value: < 2.2e-16 

Από το πεδίο «Call» βλέπουμε ότι χρησιμοποιήθηκαν τα δεδομένα του διανύσματος price 
ως στοιχεία για την μεταβλητή απόκρισης PRICE και τα διανύσματα sqft, age_new, ne και cor 
για τις αντίστοιχες επεξηγηματικές μεταβλητές. Στο πεδίο «Residuals» βλέπουμε μερικά μέτρα 
θέσης και μεταβλητότητας για τα υπόλοιπα του μοντέλου. Στο πεδίο «Coefficients» φαίνονται οι 
εκτιμήσεις των συντελεστών του μοντέλου, το τυπικό σφάλμα της κάθε εκτίμησης, η τιμή του 
στατιστικού ελέγχου και η P-τιμή για κάθε έλεγχο της υπόθεσης η εκάστοτε παράμετρος να είναι 
μηδενική, με εναλλακτική να μην είναι. Οι αστερίσκοι και οι τελείες δεξιά από τις Ρ-τιμές 
αποτελούν μια γραφική αναπαράσταση της κάθε Ρ-τιμής και επεξηγούνται στο πεδίο «Signif. 
codes». Στις επόμενες γραμμές εμφανίζονται αποτελέσματα για το τυπικό σφάλμα των 
υπολοίπων, το οποίο στην περίπτωσή μας έχει τιμή 182.3 και ακολουθεί κατανομή Student με 
59 βαθμούς ελευθερίας, για τον συντελεστή προσδιορισμού και τον διορθωμένο συντελεστή 



προσδιορισμού, όπου ο πρώτος είναι 0.82 και ο δεύτερος 0.80, κάτι που δείχνει καλή 
προσαρμογή του μοντέλου στα δεδομένα μας, και για τον F-έλεγχο της υπόθεσης όλοι οι 
συντελεστές του μοντέλου που εκφράζουν τη μεταβολή της αναμενόμενης τιμής σε σχέση με τη 
μεταβολή μιας επεξηγηματικής μεταβλητής (δηλαδή, όλοι οι συντελεστές εκτός από τον a ) να 
είναι μηδενικοί, με εναλλακτική ότι τουλάχιστον ένας δεν είναι. Η Ρ-τιμή για τον έλεγχο αυτό 
είναι πολύ μικρή για να αποδεχτούμε τη μηδενική υπόθεση. Το στατιστικό ελέγχου έχει τιμή 
52.08 και ακολουθεί κατανομή Snedecor με 5 και 59 βαθμούς ελευθερίας. Τα παραπάνω 
σκοπεύουν κυρίως στην εξήγηση των αποτελεσμάτων που εμφανίζει η R μέσω της εντολής 
summary.

Παρατηρούμε ότι στο προσαρμοσμένο μοντέλο mod, αυτό που είχε ως επεξηγηματική 
μεταβλητή την AGE και όχι την AGE_NEW, οι εκτιμήσεις των συντελεστών bsqft και bcor
βρίσκονται πολύ κοντά στις εκτιμήσεις των ίδιων συντελεστών του νέου προσαρμοσμένου 
μοντέλου mod_new. Ο συντελεστής bne , όμως, χάνει σημαντικά την επίδρασή του στη 
μεταβλητή απόκρισης PRICE στο mod_new και παράλληλα η μεταβολή των μεταβλητών 
AGE_NEW1 και AGE_NEW2 αποκτά πολύ μεγαλύτερη σημασία από ότι είχε η μεταβλητή AGE 
στο μοντέλο mod. Μάλιστα, βλέπουμε ότι η Ρ-τιμή για τον έλεγχο της μηδενικής υπόθεσης
H 0: bne=0 , με εναλλακτική την H 1:bne≠0 , είναι πολύ μεγαλύτερη στο νέο μοντέλο mod_new 

απ'ότι στο mod, που σημαίνει ότι στο νέο μοντέλο γίνεται αποδεκτή η μηδενική υπόθεση. Αυτές 
οι αποστάσεις στην εκτίμηση των συντελεστών μεταξύ των δύο μοντέλων υποδεικνύουν μια 
σχέση μεταξύ της μεταβλητής NE με την AGE ή της NE με τις εικονικές μεταβλητές AGE_NEW1 
και AGE_NEW2, η οποία σχέση προφανώς δεν μπορεί να είναι γραμμική αφού οι ΝΕ, 
AGE_NEW1 και AGE_NEW2 είναι κατηγορικές.

Για τον έλεγχο των προϋποθέσεων του νέου γενικού γραμμικού μοντέλου ακολουθούμε τις 
ίδιες διαδικασίες με αυτές του μοντέλου mod.

• Γραμμικότητα
Η μόνη ποσοτική επεξηγηματική μεταβλητή 

είναι η SQFT, επομένως μόνο γι'αυτήν έχει 
νόημα ο έλεγχος της γραμμικότητας. Το 
παρακάτω γράφημα δείχνει ότι η υπόθεση της 
γραμμικότητας είναι εύλογη.

> plot(sqft, residuals(mod_new, "partial")[,1], 
xlab="SQFT", ylab="SQFT's partial residuals", 
main="Plot for linearity check")

• Κανονικότητα σφαλμάτων
Ο έλεγχος αυτός μπορεί να γίνει με την 

εντολή density.
> plot(density(mod_new$res), main="Density 

plot for errors")

Η συνάρτηση κατανομής των σφαλμάτων 
μοιάζει πολύ στην Κανονική συνάρτηση 
κατανομής, κάτι που μας δείχνει ότι τα 
σφάλματα του μοντέλου προέρχονται με πολύ 
καλή προσέγγιση από την Κανονική 
Κατανομή.



• Ομοσκεδαστικότητα
Από το παρακάτω διάγραμμα είναι φανερό 

ότι η υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας ισχύει.
> plot(mod_new$fitted, mod_new$res, 

main="(fitted, residuals)", xlab="Fitted", 
ylab="Residuals")

Τα σημεία του διαγράμματος δεν 
ακολουθούν συγκεκριμένη συμπεριφορά.

• Ανεξαρτησία σφαλμάτων
Στο παρακάτω διάγραμμα απεικονίζονται τα 

σφάλματα με τη σειρά των δεδομένων μας. 
Όπως φαίνεται, τα σφάλματα ακολουθούν 
τυχαία συμπεριφορά, επομένως η υπόθεση της 
ανεξαρτησίας των σφαλμάτων ισχύει.

> plot(mod_new$res, main="Residuals in the 
order of our data", ylab="Residuals")

(xii) Προσαρμογή γενικού γραμμικού μοντέλου παλινδρόμησης, με κατηγορία αναφοράς 
της AGE_NEW την τιμή 2

Για να θέσουμε ως κατηγορία αναφοράς την τιμή 2 της AGE_NEW, η οποία αντιστοιχεί στην 
κατάσταση «το σπίτι είναι άνω των 20 ετών», δίνουμε την παρακάτω εντολή στην R.

> age_new <- factor(age_new, levels=c(2, 0, 1))
Η κατηγορία αναφοράς είναι η πρώτη που δηλώνεται στην παράμετρο levels της εντολής 

factor. Αν δεν δηλωθεί η παράμετρος levels, τότε η κατηγορία αναφοράς είναι η μικρότερη 
αριθμητικά ή αλφαβητικά (σε περίπτωση που η μεταβλητή είναι ποιοτική).

Μπορούμε τώρα να προσαρμόσουμε το γενικό γραμμικό μοντέλο με τη νέα αυτή κατηγορία 
αναφοράς.

> mod_new2<-lm(price ~ sqft + age_new + ne + cor)
> mod_new2

Call:
lm(formula = price ~ sqft + age_new + ne + cor)

Coefficients:
  (Intercept)            sqft     age_new0     age_new1              ne              cor  
 -122.36650      0.70806    120.33213     23.39939     -0.02034    -84.38857

Σο μοντέλο
PRICE=absqft⋅SQFTbage0⋅AGE _ NEW0bage1⋅AGE _ NEW1bne⋅NEbcor⋅COR ,

η παράμετρος a εκφράζει τη μέση τιμή της μεταβλητής απόκρισης PRICE όταν όλες οι 
επεξηγηματικές μεταβλητές έχουν τιμή 0, δηλαδή όταν το σπίτι είναι μηδενικής έκτασης, μη 
γωνιακό, εκτός βορειοδυτικής πλευράς της πόλης, όχι νεότερο των 10 ετών και όχι νεότερο των 
20 ετών, άρα άνω των 20 ετών.

Η παράμετρος bsqft εκφράζει τη μεταβολή της PRICE όταν η μεταβλητή SQFT αυξάνεται κατά 
μία μονάδα, δηλαδή, όταν το σπίτι είναι κατά ένα τετραγωνικό πόδι μεγαλύτερο, ενώ όλες οι 
υπόλοιπες μεταβλητές μένουν σταθερές. Η παράμετρος bage0 εκφράζει τη μεταβολή της PRICE 



όταν όλες οι επεξηγηματικές μεταβλητές παραμένουν σταθερές, αλλά η εικονική μεταβλητή 
AGE_NEW0 παίρνει την τιμή 1. Το ίδιο εκφράζει και η παράμετρος bage1 όταν παίρνει τιμή 1 η 
εικονική μεταβλητή AGE_NEW1. Όταν κάποια από τις δύο αυτές μεταβλητές από 1 παίρνει τιμή 
0 και οι υπόλοιπες μένουν σταθερές, τότε η PRICE μεταβάλλεται κατά −bage0 ή −bage1 . H bne
δίνει τη διαφορά της τιμής δύο σπιτιών όταν όλα τους τα χαρακτηριστικά είναι ίδια, εκτός από 
την τοποθεσία τους, όπου το ένα είναι εντός της βορειοδυτικής πλευράς της πόλης, ενώ το άλλο 
εκτός. Αντίστοιχα, η bcor εκφράζει τη διαφορά της τιμής δύο σπιτιών που έχουν ίδια 
χαρακτηριστικά, με μόνη διαφορά ότι το ένα είναι γωνιακό ενώ το άλλο όχι.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Παρακάτω, παρατίθεται το τυχαίο δείγμα που πήραμε από το αρχικό πλαίσιο δεδομένων 
fdata μέσω της sample, πάνω στο οποίο εργαστήκαμε για την προσαρμογή των γραμμικών 
μοντέλων παλινδρόμησης.

ΑΑ  *  PRICE SQFT AGE NE COR
1 2150 2664 6 1 0
2 2150 2921 3 1 0
3 960 1573 17 1 0
4 1695 2931 28 1 1
5 720 1121 46 1 0
6 1999 2580 4 1 0
7 975 1739 13 0 0
8 1553 2200 28 1 0
9 850 1190 41 1 0
10 739 970 4 0 1
11 872 1229 6 0 0
12 1800 2774 2 1 0
13 995 1500 15 1 0
14 1900 2580 4 1 0
15 869 1165 7 0 0
16 1250 2150 15 1 0
17 580 1051 15 0 0
18 2050 2650 13 1 0
19 1049 1900 34 1 0
20 875 1173 6 1 0
21 2100 2116 25 0 0
22 1139 1680 17 1 1
23 1045 1630 6 0 0
24 1560 1920 1 1 0
25 729 1007 19 1 0
26 900 1400 16 1 1
27 2150 2848 4 1 0
28 1844 2250 40 0 0
29 690 1348 15 1 0
30 1050 1620 6 0 0
31 1270 1880 8 1 0
32 766 1200 7 0 1
33 1250 2180 17 1 1

ΑΑ PRICE SQFT AGE NE COR
34 1050 1920 8 0 0
35 710 1083 22 1 0
36 1000 1535 7 0 1
37 939 1428 40 0 0
38 749 1733 43 1 0
39 945 1580 9 0 0
40 870 1273 4 0 0
41 1109 1740 4 0 0
42 1020 1713 30 1 1
43 699 1400 45 0 1
44 1050 1680 13 1 0
45 1129 1700 6 0 0
46 1160 1720 5 0 0
47 1330 1850 5 0 1
48 940 1305 5 0 0
49 874 1236 3 0 0
50 1299 2743 25 1 1
51 1235 1894 14 1 0
52 1125 1710 16 1 0
53 1080 2200 26 1 0
54 1239 1706 14 1 0
55 934 1543 20 1 0
56 1170 1928 18 1 0
57 1350 2253 23 1 0
58 1155 1767 16 1 0
59 1020 1606 5 0 0
60 1110 1630 15 1 1
61 805 1258 7 1 1
62 975 1500 7 0 1
63 1020 1478 53 1 1
64 920 1415 7 0 0
65 1375 1837 4 1 0

 

 *    Αύξων Αριθμός


